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INTRODUCTION

I1 s'agit d'une synth3se entre les méthodes générales de
programmation non lin&aire avec contraintes et les méthodes classiques

de programmation lindaire.

Plus précisément, on se¢ propose d'étudier les mdthodes
de montée : Gradient ré&duit, Gradient projeté dans le cas lindaire

et de les comparer avec les méthodes du simplex.

On supposera que :

~ aucune contrainte n'est redondante

~ toutes les contraintes sont compatibles.

De plus, on se contentera d'étudier les problémes de

maximisation.

Si 1'on doit minimiser une certaine fomctionm Z, on se
raménera au cas précé&dent en cherchant Max(~ Z). (Les méthodes de

montée développées seront, dans ce dernier cas, des méthodes de

descente) .




I - METHODE DU GRADIENT PROJETE EN PROGRAMMATION LINEAIRE

1. CONDITIONS DE KUHN ET TUCKER

Soit (P) le programme linéaire :

AX = B
A'.X >> B!
Max C.X

~

l
ou : . X, B et B' sont respectivement des vecteurs de IRF, 1rP et IRp
. n
. C est un vecteur ligne de IR
. A une matrice 3 p lignes et n colonnes

. A" une matrice i p' lignes et n colonnes.

(P) a donc p contraintes bilatérales et p' contraintes unilatérales

On suppose que : p'< n.

Soit X une solution réalisable de (P) qui sature q contraintes

unilatérales.

Posons :
.\Pl(x) = AIX - B 1=1, ...y p
Sp () = A" X - B k=1, ...., ﬁv '
. f(X) =X

(-

. L 1'ensemble des indices 1.

. K 1'ensemble des indices k

- J l'ensemble des indices j correspondant aux contraintes

unilatérales saturées.JCK. (j = 1, ...., q)

. £'(X), Y'(X) les gradients respectifs de f(x) et P(x)

Ces gradients sont constants et indépendants de X.




Les conditions de Kuhn et Tucker s'énoncent de la fagon suivante

Pour que X, solution réalisable de (P), soit solution optimala
de (P), il faut et il suffit qu'il existe p coeff1c1ents A
(appelés coefficients de Lagrange) et q coefficients uJ (appelés

coefficients de Kuhn et Tucker) tels que :

'@ =Y. X + I oy, v (X
1eL1 . jeg J J

. <0 Vied
J

Notons qu'en programmation linéaire, X est solution optimale si n

contraintes exactement sont saturées.

Posons : A= Al U = u

>
o
o=

Les conditions de Kuhn et Tucker donnent :

o= fom. (1)

<< 0

On supposera, dans toute cette partie qu'a chaque étape, on a

exactement n contraintes de type &galité
= -

P est donc une matrice carrée.
/

Nous obtenons alors la caractérisation de 1'optimum :

X optimale &> ((1',:9-I

)7 € 0 i=p+ 1, ...., n (I

Si la condition (Il) n'est pas vérifide, le choix d'indices correspon-

dant aux contraintes saturées est mauvais.




e

On se propose, dans les paragraphes suivants, de déterminer un autre

-

ensemble d'indices correspondant 3 un vecteur i} "meilleur" que X,

restant réalisable pour le programme lin&aire.

2. RECHERCHE D'UNE DIRECTION DE MONTEE ADMISSIBLE

Supposons que la solution réalisable X ne soit pas optimale. Il

existe des coefficients uj non négatifs ou nuls.

Posons : ui = Max uj
jed
J'=J / {i}

o i est 1'indice de la contrainte correspondante au coefficient M

Considérons le programme linéaire suivant oli la variable est le

vecteur D de IR" et h est fixé, positif :

‘Pl(i + hD) =0 pour lgL
LPj(i + hD) > 0 pour jeJ°'
TR 2 A
r d _— § =0 (ol 6" est donnée et dg la composante d'indice s
ﬁ g =1 de D)
P.X+mD) 20
X >
¢ tpk(X + hD) 0 pour k € (K / J)
Max f£(X + hD)

Si 1'on sature les contraintes @j et, compte tenu des notations précé-

dentes, le probléme précédent s'dcrit :

(AD =0 A'D >0
AvaD =0 ka.(SE + hD)= 0 pour k ¢ K/J
ﬁ
s=n
g af, - &8 =0 Max C.D
s =1




Les conditions de Kuhn et Tucker relatives 3 l'ensemble des contraintes

saturées s'édcrivent :
By oot t

. + =
P'.M' + 2 D= "C

l“lj £ 0 pour jEJ!

=

oi P' est la matrice P 4 laquelle on a enlevé la ligne d'indice i et

Al " .
M' le vecteur (U') formé des coefficents de Lagrange et de Kuhn et Tucker

relatifs au systéme de contraintes précédent.

Posons : A& D = 2Zi

Nous allons montrer :

a) D est une direction de montée admissible
b) D est compatible avec la liaison libérée : Zi > 0

quelque soit le signe des coefficients u’j

a) Rappelons que D vérifie le systdme : P'D = 0
Compte tenu des conditions précédentes, on obtient :

C.D = ™M'.p'.D + 2u_ Ep.p  soit

Nous montrerons, dans le calcul explicite de D, que Yo étant un
coefficient de proportionnalité, il peut &tre choisi strictement

positif.
Donc : CD 2 0
Or : £(X + hD) - £(X) = hC.D

h étant positif par hypothése, on en déduit :

£(X + D) > £X)

b) Considérons le vecteur M" = (Mj
0




La derniére composante de M" est celle d'indice i.
Soit Z =(0)
Zi

Le systéme : |P'.,D = 0
Il . .
Ai.D = Zi

Epr oM+ 2u D = te

s'éerit : |P.D =2

Ep.M" + 2u D = tc

On obtient : P.°Cc - P.EP.M" =2 PO.Z (a)

. 8i la contrainte \Pi était saturéde, on aurait un vecteur D et un

vecteur M vérifiant le systéme :

P.D =0

p.M + 2u D = e

Soit : P.%c - P.'P.M = 0 (b)

Retranchons membre 3 membre (a) et (b) :
P.°P. (M -M") =2p.Z
o
g t i1} t " t AN
soit : (M - M").P. P.(M - M") = 2)10 (M - M. Z

(en prémultipliant les deux membres de 1'&galité précédente par
for - M),

Le premier membre de cette relation &tant positif,

t VI
2}10 M - M").Z >>0

Or, le seul élément de Z non nul est Zi d'ol

) _—
M, zi > 0 (p,>0)

Par hypothése, By >0 d'od : Zi >0




- Réciproquement, si Zi 8tait négatif, uizi étant positif, .ou nul, My
serait négatif ou nul et on garderait la contrainte d'indice i
saturée. '

. Calcul de D
Considérons le systéme précddent donmnant D et M' :

P'.D =0

Ept M' 4+ 2 uD = te

choisissons une des variables comme variable libre

D se décompose en : DI (ensemble des variables dites de "base')
Dp (variable dite "hors base'" ou "libre')

Le systéme précédent s'écrit :

!P].DI + R].Dp =0

%tPI.M' + 2u by = tcl

éFRl.M' + 2ud = c°

od P' = (P1 Rl)’ Rl étant la colonne d°indice 0.

P] est donc une matrice carrée.

Notons que le choix de la variable libre est, i priori, que lconque.
Toutefois, dans certains cas, on ne peut prendre automatiquement
n'importe laquelle ; en particulier, lorsque le programme lindaire

comporte des contraintes de signes (cas du simplex)-.

On en déduit : DI = - Pl R] Dp de la premidre équation.

La deuxisme &quation donne :

, _t. 1 -1 .
PM' = CT 4 2 P RD, d'od

t

R S B § -1
M= ("p)) |"c™ + 2u_ B, R]DpJ

t(CI Pl_]) + ZUO (

s
it




En remplagant dans la troisiéme &quation, on obtient

t, I -1 t -1 5 —1 _ AP
(C P, Rl) + 2 M, (P1 Rl).%(P1 RI)Dp + 2 Uy Dp =C
ou 1
St -1 -1 P I -1
2u,[1+ fee, T R, Rl)] D,=c” - cp R
On peut choisir g tel que
t, -1 -1 _
2 [1 + &, RYE, T RP] =1

On remarque que U, est un coefficient qui est toujours strictement
positif.

On trouve finalement : Dp = ¢cP - CIP]"l Rl

Le vecteur D est danné par

(1

o
1
O
°
!
o
—
rd
i
P

3. RECHERCHE DE LA NOUVELLE SOLUTION REALISABLE X

!

Soit D la direction de mont&e trouvée au paragraphe 2.

Posons : i} =X + hD

Pour tout h strictement positif, il vérifie :

$, &) =0 leL
\Pj (5(—1) =0 jeJd’
Py &P >0




e 1

Pour que il soit réalisable, il reste la condition :
¥, &) >o k€ (K/J)

Explicitons cette condition :

A'. X+ h A'

k D>B'Y , k&(K/J) ou encore

k
h A', D>B' -A'_X , k€E(K/I)

Or X est solution réalisable donc : B', = A'. X < 0

Deux cas peuvent se présenter :

ler cas : A", D>20 , Vke(K/J)

k

h peut prendre des valeurs aussi grandes que l'on veut donc 3(-] aussi

et le probléme admet une solution infinie.

28me cas : Ik €(K/J) / A', D <O

Posons : H = {k€(1€/J) / A'k D < 0}

- h A' DsA'ki—B'k Yke H

k
1 i = B'
d'od : b s(_k___&)
_ At
A kD
A'. X~ B
. k
Posons : h = Min e . K (13)
- A'' D
k€H k

Soit s l'indice de H qui réalise le minimum.

il = X + hD est réalisable.

L'ensemble des contraintes s'écrit :




_10—

P, &) =0 Vi€L

¢ X =0 Yied'

o, XD =0

\P1 6{.1) >0

P, &) >0 Yk € K / {J u{s}}

Nous avons maintenant tous les éléments pour exposer la méthode du

gradient projeté dans le cas d'un programme lindaire.

4, METHODE DU GRADIENT PROJETE : ALGORITHME GRAPRO

Soit (P) AX = B
A'X >> B'
Max C.X
iéme

On dispose d'un vecteur réalisable X 3lam

itération qui_sature

exactement n contraintes.

a. [aX" =B

ﬁA'j X" = B', e 3 WG"Cr

' ' m
Aka>Bk k eX /I

-

Posons : Pm =/ A\
kfb"Jm)
=i

On calcule : M =C P )

lercas:Mj\<0 , Vjied®

. . m #
" est solution optimale : X = X



28me cas : Jj € o / Mj > 0

On passe & la phase b.

b. Soit Me = Max M.
. m 3
jed

Posons : J'm = J% / {e}

Considérons la matrice : A
A'J,
m

Posons :/ A = (P'm Rm)
A'J,
m

oG Rm est un vecteur colonne d'indice p et P'm, une matrice carrée.

En général, le choix de p est arbitraire.

On calcule :| D = ®-clea' Rm
(12)
-1
= — pt
DI P'm Rm Dp
On passe & la phase suivante.
¢, On pose : H = {k e(K / Jm) / A'k D < 0}
ler cas : H est vide
Le probléme n'a pas de solution finie
2éme cas : H est non vide
1 4 — 1
. A k Xm Y k
On pose : h=Mn|[ — (13)
- A' D
keH k

s 1'indice qui réalise ce minimum.




X =X + hD

e L J'm U {s}

On retourne & la phase a.

Cf. D.E.A. de D. ATLAN, Sous programme GRAPRO.

-
+
e
T e ———— == | e e |



II - METHODE DU GRADIENT REDUIT EN PROGRAMMATION LINEAIRE

Nous n'employerons cette mé&thode uniquement dans le cas oii le
nombre de contraintes saturées est inférieur 3 n - 1. Elle permettra,

3 chaque itération, de déterminer un vecteur réalisable qui saturera

une contrainte supplémentaire.

Ainsi, au bout d'un certain nombre d'itérations, on aura un

vecteur réalisable qui saturera exactement n contraintes.

L'inconvénient de cette méthode est qu'on ne peut que saturer
progressivement les contraintes : lorsqu'on en libdre une, on ne peut
affirmer, comme pour le gradient projeté, qu'il y a compatibilité de

la direction de montée avec la liaison libérée.
Revenons au programme linéaire de départ :

A.X =B
(P) A'.X >> B!

Max C.X

Soit X une solution réalisable de (P) qui sature p + q contraintes :

P+q<n-1.

AX = B (1)

X = B' (2) q contraintes saturées




1. VARTABLES DE BASES ET VARIABLES HORS-BASES

Le systéme formé par (1) et (2) permet d'exprimer p + q variables

Xi’ par exemple X], X9 +0eey X > en fonction des n - (p + q)

P+ q
variables Xr 5 Xp e Xn'
On pose : XI = X] i Xp =[X p+ q + |
Xp‘+ & Xn

Les composantes de XI sont dites variables de base.

Les composantes de Xp sont dites variables hors-base.

On obtient :
Al x + AP x -3
1 )
At ox e a® ox o=
J g °
Posons : P = .AI R = Ap E = B
'I 'p 1]
4 J & J 5 J.

(<.

P est une matrice carrée inversible (p+dqs p+ Q@
Le systéme précédent s'écrit :

_]
- - = =
P.XI + R.Xp =E d'ou XI P (E R Xp) (III)

(II]) permet d'exprimer les variables de base en fonction des

variables hors-base.



(=

2. GRADIENT REDUIT Ap

Posons Z = C.X

z=clx +c®x
I p

D'aprés (II]), Z = CI P 3 (E - RXQ) +cP Xp
Z=CIP_1E+(Cp—CIP—]R)Xp
Posons : Zp = CI p 1 R

Par définition du gradient réduit Ap, on a :

9 Z
Ap=< >9 re€op
BXr
2y, . = P _,P
On en déduit : Ap = C y/ (IIZ)

Pour déterminer le nouveau vecteur réalisable iw, il faut trouver une
direction de montée A tel que : X' = X + hA.

X est &lément de R™ donc A aussi.

-

Nous sommes donc amenés 3 introduire la notion de gradient réduit

. . . L o0
"étendu" A qui sera une extension de Ap i R".

3. GRADIENT REDUIT "ETENDU" : A

h &tant un réel strictement positif, considérons le vecteur X'

déduit de'ip par la relation :

X' = X +hA
o] ¢ P

. = X
Soit X' =(TX I> > le nouveau vecteur réalisable vérifiant et saturant
_il
P

les mémes contraintes que X.



—16...

D'aprés (II,), X.= P '(E = R'i'p)

I
1 = -l - -1—'
XI P. E P Rxp
X.= 2 'g- P 'R (T + hip)
I p

d'aprés la relation ci-dessus.

X', = P 1(E-Rip)—mv"RAp

i‘I =X, + h(- P~ 'R Ap)

Posons : A, == P 'R Ap (II3)

En définitive : X', = X. + h A

A A_=- P R Ap
An( I) avec I (II3)'

X + hA

x|
]

Le nouveau vecteur X' s'é@crit

X' sera solution réalisable du programme lindaire si les conditions

unilatérales sont varifides.

Pour la recherche du pas h, la méthode est rigoureusement identique

3d celle du paragraphe (I - 3).
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4. METHODE DU GRADIENT REDUIT : ALGORITHME GRARED

. m A
Soit X un vecteur réalisable tel que :

(A.X" = B
' M oy
JAJmX BJm
1 |'
Aka>Bk k €(K / Jm)

Le nombre de contraintes saturées est inférieur 3 n - 1 et &gal 3

P * q.

On choisit un ensemble de p + g indices qu'on appellera I.

L'ensemble formé des n - (p + q) autres indices s'appellera p.

Al AP
On pose : P = R = :
p . m AII m Alp
Jm Jm
a) Calcul de : .zP=ctp R
m m

On pose : A =(AI
Ap)

b) SoitH='{ke(K/Jm)/ A' A< 0}

ler cas : H= @ le probléme n'a pas de solution finie

26me cas : H# @ e

' m
On pose : h = Min (Akx Bk
keH _




Soit s 1l'indice qui réalise ce minimum.

+
On pose : x ' a o+ HA

[
"

JmU {s}

+ . =_ v
X : sature p + q + | contraintes et reste réalisable pour (P).

On retourne 3 la phase (a) si p+q+ 1 <n~1

(cf. D.E.A. de D. ATLAN : sous programme GRARED)

5. COMPARAISON DES DEUX METHODES

Supposons que l'on connaisse un vecteur rdalisable X qui sature

n = 1 contraintes.

Si 1l'on applique la méthode du gradient réduit, A s'écrira :
I 1

pp =cP-crp 'R

= = =
AI P R Ap

A
ol R est la colonne d'indice p de P = </ >
]
A J
. Si 1'on applique le gradient projeté, D sera solution de :

PDI + RDp =0

3
PM o+ 2y D

]
Q

I

t _ P
R.M + 2 M Dp C (cf. § 1.2)

jn =c®P -l
o

=2 _ pd
lDI = -2 RD

avec Y tel que ¢ 2 u Ll + ':(I’”l R) (P




Conclusion :

Dans le cas d'une seule variable libre, le gradient ré&duit "&tendu"

est &gal au gradient projeté : A= D

Notons que 1'inconvénient du gradient ré&duit (on ne sait pas ce qui
se passe lorsqu'on lib&re une contrainte) ne pose pas de difficultés
puisqu'on ne s'en servira uniquement que pour saturer progressive-

ment les contraintes.
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IIT - METHODE DE RESOLUTION D'UN PROGRAMME LINEAIRE SOUS FORME MIXTE

PAR LA METHODE DU GRADIENT.

Soit (P) un programme lindaire sous forme mixte :

AX = B
(P) <A'X >> B'

Max CX

Les notations sont celles des chapitres précédents.

A partir des résultats trouvés dans les chapitres I et II, nous allons

pouvoir dégager une méthode de résolution de (P).

On distinguera trois phases :

~ Une phase d'initialisation :

A partir d'un vecteur E-quelconque, déterminer un vecteur X

réalisable.

- Une phase de '"saturation" :

A partir d'un vecteur réalisable X qui sature moins de n contraintes,
déterminer un vecteur X', réalisable, qui sature exactement n

contraintes.

~ Une phase d'optimisation :

A partir d'une solution X', réalisable, qui sature n contraintes

exactement, déterminer la solution optimale Xi{ si elle existe.

1. PHASE D'INITIALISATION

Soit £° un vecteur tel que :

A ° =B
€0 2 €0

A & >B ot : € UTovvo = L

o o o
o
<

< AVO g B\)D

Al , g°>> Bv.

e L oi : Mo Uv'o = K
A'v’o £ B"o




Si Mo = vo = V'o = @, £° est un vecteur réalisable de (P).

. 8i 1'un des trois sous-ensembles To, Vo, V'o est non vide, on

considére alors le probléme auxiliaire suivant : (PAo).
.
A X = B
€0 €0
A X> B
To To

vo vo
(PAo) <
A' , X > B',
o mlo
- A", X >>-B'
vV'o
Max ( L A" , X+ I A X- I ApX)
" n'gv'o ne€vo pETo

E° est un vecteur réalisable de (PAo).

Deux cas peuvent se présenter :

ler cas : £° sature exactement n contraintes
On calcule le gradient projeté D puis le pas h aprés avoir libéré la
contrainte correspondante au coefficient de Kuhn et Tucker le plus

grand : on applique donc 1'algorithme GRAPRO.

GRAPRO donne : le nouveau vecteur réalisable El.

1'indice 1 de la nouvelle contrainte saturée.

a) ien'o : on réapplique l'algorithme précédent

b) idn'oc : on passe i la suite du calcul.

28me cas : £° sature moins de n contraintes.
On applique l'algorithme GRARED qui donne :
S WS 1
le nouveau vecteur réalisable &

1'indice i de la nouvelle contrainte saturée.

Si i€n'o, on réapplique 1'algorithme GRARED ou GRAPRO suivant le cas.




z iz 2 o 2 g 3
Ayant calculé £ et déterminé i, trois cas peuvent se présenter :

a) iemo

e. = eo U {i}
m, = mo / {i}

On pose 1 vl = Vo

A ces ensembles d'indices, on fait correspondre le nouveau

probléme auxiliaire (PAI) admettant EI comme solution réalisable.

b) ievo

€ =¢g0 VU {i}

On pose j v, = vo / {i}

c) iev'o
[ g, = €0
Tfl=TTO
On pose <« vl = Vo
n'] = 7o U {i}
V' =V'o / {i}

Méme proc&dure que a)
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Ainsi, nous définissons de proche en proche des probldmes auxiliaires

(PAI)’ (PAZ)’ sy (PAi)’ «»+. auxquels on fait correspondre des

solutions réalisables El, 52, . ol s gl, .o

Au bout d'un certain nombre d'itérations, on aura :

£~ sera solution réalisable de (P).
- 4
On pose : X° = £

X° est solution rédalisable de (P) et on a :

Jo Jo

AR > B k ek / Jo)

Deux cas peuvent se présenter :
ler cas : X° sature exactement n contraintes.,

On pose X'° = X° et on passe directement i la phase d'optimisation

28me cas : X° sature moins de n contraintes

-

On passe 3 la phase de saturation.

2. PHASE DE "SATURATION"

On dispose d'un vecteur réalisable X° qui sature p + q contraintes

p+q<n.
On applique 1l'algorithme GRARED.

epape =l .
GRARED nous donne un nouveau vecteur réalisable X qui sature

p + q + 1 contraintes.




ler cas : p+q+ 1 <n

On réapplique GRARED jusqu'd ce que p + q + i = n.

28me cas : p+q+ 1 =n

On passe & la phase d'optimisation et on pose : X'° = Xt

Il se peut qu'au cours des itérations successives, on ne puisse
déterminer le vecteur réalisable X .

Dans ce cas, on sait que cela veut dire que le pas h peut augmenter
indéfiniment.

Le probléme n'a pas de solutions finies.

3. PHASE D'OPTIMISATION

On dispose d'un vecteur réalisable X'°® qui sature exactement n
contraintes.
ler cas : Les conditions de Kuhn et Tucker sont vérifiées.

X* = X'° est la solution optimale.

28me cas : Les conditions de Kuhn et Tucker ne sont pas vérifiées.
On applique 1'algorithme GRAPRO.

Si au cours des itérations, on ne peut calculer le nouveau vecteur
P =i ol — o aree EE 3
réalisable : X'~ = X' + hD c'est que h peut augmenter indéfini-

ment : le probléme n'a pas de solutions finies.

4. EXEMPLE

Soit (P) le programme lindaire suivant
F

< - X T X, Xy 22 @)
- 2%, ~ Xy > -3 (2)
x] - X2 > -5 3
(P)4 X, = 3%, + 2X;> - | (4)
X2 = X3 ? -7 (5)
X, > 0 (6)
X, 2 0 @))
X, > 0 (8)
Max (xl +2X, + 3x3)

. )
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Soit EO = (3, 1, - l)

o n'est pas une solution réalisable de (P).

Nous allons appliquer les trois phases décrites précédemment.

a) Phase d'initialisation

go vérifie (3), (5), (6), (7).

% Soit (PAo) le probléme auxiliaire associé a £° :

i X + 2%, - X33 2 ("
2Xl + X3 3 2"
2 T > -5 (3)
(PA0){= X * 3K, = 2Ky » 1 %"
X2 = X3 > -7 (5)
X, > 0 (6)
X2 > 0 (7)
- X2 0 (8%
. Max (- 2X] = SX2 + 3X3)

£° est solution réalisable de (PAo) et ne sature aucune contrainte.
Il n'y a donc que des variables libres et le gradient reduit ‘etenau’,
dans ce cas, est &gal au vecteur obtenu en dérivant la fonction

objectif par rapport & chaque variable

A=(—2:_5: 3)

1

£ = (3 -2h, 1 = 5h, - 1+ 3h)
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1
On trouve h = — et (4') est saturée d'oid :

#* Soit (PAI) le programme linéaire associé i E]

(x] +2X, - Xy > 2 an
2% + Xy > 3 ' @"
X, - X, > -5 (3)
(PA){ X, = 3%, + 2%, > - | (%)
K)o Xy 3 = 7 (5)
X, > 0 (6)
X, > 0 (7)
- X,2 0 (8"
Max (- 3X] = 2X2 - X3)

El est solution réalisable de (PAI) et sature (4).

(4) permet d'exprimer X1 en fonction de X2 et X3 g

X1 = 3X2 = 2X3 =1

La fonction objectif s'&crit en fonction de X2 et

= IIX2 + 5X3 + 3

X

3
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3
= = - —l = - (- —_ = -
AI—AI_ P 'RAL (32)(11)— 43
5
A = (=43 =11 5)
Posons €2 = El + hA

2 2864 727

(2') est saturée et h

- 1111

———— A » =
d'od : £ = (G335  T539

# Soit (PAZ) le programme auxiliaire associé 3 52.

[ X, 42X, - X3 > 2 an
- 2X, - X, > -3 (2)
K, &, >-5 (3)
J X, = 3%, +2X; > - | (&)
X, = %32 -7 (5)
X] > 0 (6)
X, > 0 €h)

-X,> 0 (8")

i Max (- X1 = 2X2 + 2X3)

Ez sature les contraintes (2) et (4&).

1539

)
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o

Le nombre de contraintes saturées étant égal

applique GRAPRO.

n-1=2, on

2X1 + X3 =3
X, + 2X3 =1+ 3X2
= - S - x
0 (2 N R\ 2 ! 3 (3%
P = 3 d'ou : = 3 = 1
~1 2 X3 -1 2/ \1 + 3X2 2X2 T3
La fonction objectif s'éerit : - %—+ 3X2
Ap = A2 =3
AL P = A 3 = d'ol
i 3\ 2/\3 6

On pose £3 = &7 + hA.

. . _ 1111 — _ /3 >
(8') est saturée et h = 935 d'ol : & = (2 > g 0)

x Soit (PAB) le programme auxiliaire associé & &

i X, + 2%, - X; > 2 (")
- 2%, - Xy 2 =~3 (2)
X, - X, z2 -5 (3)
J %- 3K, + 2X, > - | (4)
X, -~ X3 2 =7 (5)
X, > 0 (6)
X2 2 0 (7
X4 z 0 (8)

Max (- X, - 2X, + X,)
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23 gature (0 (&) et (@),

Les conditions de Kuhn et Tucker donnent :

f ; 5
2yt W, = Y 7%

< —3u4 = = 2 soit Ju4=-§—
-yt 2w, tug = Mg = 3
2 4% Vg Al

On libére la contrainte d'indice 2 car U, = Max (uz, Yy us).

- + = - = -
X] 3%2 2X3 1 X] 3X2 1

2=y D) Fe( )
0 1 0 1

D= (15, - 5, 0)

Posons 54 = 53 + hD

7
A a = —
(1') est saturée et h 50

4 3
&g 7 (E s '5‘ s 0)
emmere T 1l : . = 4 oy o3 .
La phase d'initialisation est terminde. § est réalisable pour (P)

On pose : X° = 54.




b) Phase de "saturation"

Il n'y en a pas puisque X° sature exactement 3 contraintes :

(1), (4) et (8).

30 -

On pose : X'° = X° et on passe i la phase suivante.

¢) Phase d'optimisation

# Conditions de Kuhn et Tucker

[ -
Hp vl

4 -2 My~ 3 My

Hyp 2, g o=

On libére la contrainte d'indice 8.

* Recherche de D

= X] - 2X2 + X3 = -
X] = 3X2 + ZX3 = -
Posons X = (X]) e
I Xy
P = <-1 —2)
1 -3
cP =3

2

1

t Xp

et
-2
=3
1
2

I
EIFS

U] —
no
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Posons : X'l =X'"" + hD

# Calcul du pas h

On trouve h = -]-% et (2) est saturée
Le nouveau vecteur réalisable : X'1 = X'®° + hD soit :

' =G, 2, sature (1), (@) et (&)

# Conditions de Kuhn et Tucker

T Hp TRy H, =1 L
= = --20

16

= = H = - =
LM Hyr 2y, 3 L 4 3

On libére la contrainte d'indice (1).

% Calcul de D

2 X, Xy o= 3
X, -3%X, +2%X;, = -1
Posons XI = {’X]> D:Coly Y.z
Xy
LI =2l !
P =(2 1) d'oi P =—<2 —1>
1 2 3\a 2
p_ I_
R=/O) cC=2 et C =0 3
\-3




=g -l - 5
D, =2-3(1 3)(2 1) o)—7
-1 2/\~3
D]\) 1( 2 -1) o) i (— 7)
== 7 =
D, -1 2/ \-3 14
D=(-7, 7, 14)
Posons : X'2 X'l + hD

# Calcul de h
1 =
On trouve h = o7 et (6) est saturée.
Le nouveau vecteur réalisable : X'2 = (0

(2), &), (6).

# Conditions de Kuhn et Tucker

-2 uz + U4 + u6 = 1
P, -3 u, = 2 pem
= 1,[2 + 2 1_[4 = 3

La condition d'optimalité est vérifiée.

. On peut donc conclure :

L
3

» 3)

wir

sature les contraintes :

vl

Xx

3%

7% = 41

G
-~

Ce maximum vaut :

o , %-, 3) est le vecteur qui réalise le maximum.
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IV - COMPARAISON AVEC LES METHODES DU SIMPLEX

1. IDENTITE DES DEUX METHODES DANS LE CAS STANDARD

A - Quelques rappels sur la méthode du Simplex

a) Forme standard d'un programme lin&aire

On appelle forme standard d'un programme linéaire (P), un programme
linéaire dont les seules contraintes unilat@rales sont les contraintes

de signes:

A.X =B
(P) X > 0

Max C.X

Notons que dans ce cas, p' = n (nombres de contraintes unilatérales).

-

On sait que 1'on peut toujours se ramener A cette forme soit par
adjonction de variables d'&carts (pour transformer toutes contraintes
d'inégalités en contraintes d'égalités) soit en posant

X, = X'i - X"i dans le cas oili certaines conditions de signes sont

X'. 20
i
Xlli ; 0
inexistantes.

Soit X une solution réalisable de (P).

X sature exactement n — p contraintes unilatérales.

1= J <=
A.XI+A.XJ—B
2 X; =0
XK}O VkEX /D
|-



Ty p—

N

S e st R

T T —

La différence fondamentale avec le cas géndral est que les variables

hors-base Xj, ] € J, sont imposées par le probléme i chaque é&tape.

Posons : |P = AI
R = a7
= -1
XI =P .B
est appelé programme de base de (P)
XJ =0

(Nécessairement, P—I.B >> 0).

A ce programme de base, on associe la forme simpliciale de (P) :

+ R'. = B'
XI XJ B

avec
B' =p LB
, -1
R' =P '.R
<
7 =ctp! s
20 =ctp R

La nouvelle forme de la fonction objectif &@tant obtenue en décomposant

Z = C.X de la maniére suivante

I J
= + .
Z C’.XI C .XJ

~

et en’remﬁTaganE?XI par B' -JR'.XJ.
: v = -2 1Y)
Cette mise sous forme simpliciale est essentielle pour le déroulement

de l‘élgorithme.
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¢) Algorithme du Simplex

* X est solution optimale si et seulement si :

CJ s ZJ << 0

* X n'est pas solution optimale.
C . Ce . e e 3 3 .
Considérons alors 1l'indice e tel que : C” - Z = Max (C - 2°) jgJ
On libére la contrainte X, =

On obtient : X_ = B' - A'®.X

I

0.

X >> 0 <> B'—A'e.xe>>o<=> A'® X < B

k e k

e . .
A'" est la colonne d'indice e de R'.

%* On distingue deux cas :

ler cas : A'® <o , Yk — Pas de solutions finies

k
le P>
3k / A Kk 0

2&éme cas :

5 0}

Posons H = {k / A'k

Soit s 1'indice qui réalise

. 1 ==

On pose : rX : Xi
X! = h

§ e
X' = 0

s
X', = 0

L0

B‘
: Min (:—%g) =
1
keH -A k

=

Vi e(x / {s})

Yi e(J / {e})

Les nouvelles variables de base sont : XI' (1* =1 U {e} / {s})

Les nouvelles variables hors—-base sont : XJ, (J'" =J U {s} / {e})
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d) Recherche d'une_solution réalisable : phase d'initialisation

Supposops que 1'on ne connaisse pas de solution réalisable pour (P).

On introduit alors le probléme auxiliaire suivant :

A.X+ I.E. = B (B >> 0)
X >> 0
(PA)< E >0
P
Max (- I e.)
i=0p
avec E = /e (Les variables e sont dites artificielles)
{
epf

I est la matrice identité.

On connait alors un programme de base de (PA) :

[ x
IE

On applique & (PA) une variante de l'algorithme du Simplex qui consiste

1§

B

4 supprimer les variables artificielles au fur et & mesure qu'elles

sortent de la base.

B - Comparaison avec la méthode du gradient.

Supposons que l'on connaisse un vecteur réalisable X qui
Satuie n - p contrainces de signes.

Nous savons que, dans ce cas, les méthodes du gradient projeté
et du gradient réduit sont identiques.

Plagons nous dans les conditions du Simplex, et considédrons

(P) sous forme simpliciale :



<

_'3?..

(P) X >0

Max [E + @ -2 xJ]

B!

X vérifie : iI

ol
I
o

J

% Conditions de Kuhn et Tucker

X est solution optimale s'il existe des coefficients Ai et uj
P ]

tels que
A =0
R+ u = CJ - ZJ <
u << 0

X est solution optimale si et seulement si CJ
Nous retrouvons la méme caractérisation que l'algorithme du Simplex.

De plus, 1'indice de la contrainte i libérer dans le cas ot X n'est

pas solution optimale est le méme

Soit, Ue = Max U]
jeJ

# Calcul du vecteur D

De = c% - CI.A'e soit :

De = Ce = Ze ou encore De
Dj
DI

I
(@]

J

-z << 0

He > 0 par hypothése

0

- A

ie

De

j€<J / {e}>




Notons que D est défini i un coefficient positif pras.

On peut donc considérer

1 =] ¥
DI\ ( AE
4
D' = D’e ) = 1 ol J' U {e} =J
YRR
. =V - 1
On pose : X I XI h A e
X' =X +h=h
e e
X'J, =0

I

Conclusion : dans les deux méthodes :
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On détermine h tel que : §I -hA'® o0

1€ v
XI

n

ou : X' A
e

On retombe & la dernidre &tape de l'algorithme du Simplex.
Obligatoirement, on trouvera le méme indice s correspondant i la

variable XS a saturer (lorsque cela est possible).

. La caractérisation de 1l'optimum est la méme
. Le choix de la variable entrante X,
. Le choix de la variable sortante XS (quand cela est possible)

sont les mEmes

Les deux méthodes présentent donc des algorithmes semblables quant

au choix de 1la nouvelle solution ré&alisable (lofsqu’elle existe).

Initialisatiop
Soit (P) {A.X = B
X > 0
Max C.X
toir X an vecteus gueliovrgue de IR™ e i , R

s X 1,
LB 1



An X < Bn

\%
o

Nous allons appliquer la phase d'initialisation du chapitre

p € To
.n € vo
p' € T'o
n' € v'o

en considérant le vecteur X = 0

Bi €tant strictement positif pour tout i, on a :

Le probléme (PA) associé i X s'écrit :

(PA) < X >

- AX. > -8B

0

i=p
Max (2~ (- A,.X + B.) )
i=1 1 1

X est solution réalisable de (PA).

(”Mettons (PA) sous forme standard par 1l'introduction des variables

1, ...., p) et posons E 7/1e]\

d'écarts e; (i =

- AX. - 1.E =
X >>
<
E >>
i=p
Max z (- ei)
i=1
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[A.X. + I.E = B
X >>0
d
E>>0
i=F
Max I (- e.)
: i
- i =1 .

On retouve ainsi le méme programme auxiliaire que celui donné par la
méthode du Simplex, si nous prenons X = 0 comme solution de départ

pour le programme auxiliaire.

Nous allons illustrer cette comparaison sur 1l'exemple traité au

chapitre III aprés l'avoir mis sous forme standard.

C - Exemple
[ X, 2%, = X, +X = 2
1 2 3 4
2 Xl + X.3 + X5 = 3
= X] ch XZ + X6 = 5
<"X1+3X2—2X3 +X7 = 1
- X, v Xy +Xg =7
Xi 20 i=1, ..., 8
| Max (X, + 2X, + 3 X5)

Le programme linéaire est sous forme simpliciale.

)
> W
I
Ut
P
]
¥%]
]
o
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(8 ‘L ‘9 ‘¢ ‘y) : °seq DTT9ANOYN

(7 LG ‘D ¢S ‘g ‘0 ‘0) = Nx

aInuue,s S¢ 30 € anea y

(U=, Y9Z +1 °CY=-¢€ U+ 7 ‘YO = X

w LI a*N

o

(3]
]

[4

I =

! jusuuop

rA
(I =T ‘1l =°1° “0°)=a =

0= mum JJUTRIAJUOD B 3I3]qIT UQ

1V .
v Sy w Ty 7 - N
! >
Ule Sy - Ty g xSy a vz
CU M

930Ny, 319 Uyny °op SUOTITPUOD SO %

INAIQVED -

(8 ¢4 ‘9 g y) : °s5BQ S[TANON

*9Tnuue,s mx 39 ¢ g,nbsnl ajusu8ne mx
-1 = 5
LTI TR
g = x ¢
—_— mx -t = mN
.ww,+ z = ’x

*puea8 snid 97 JUSTIOIFIV0D

ne ajuepuodsaxiod ( = mx 9JUTBIIUOD B BIQTIT UQ

‘wnwijdo, 1 & sed 1s9,u uQ *sjyr3tsod

juos 31309[q0 UOT3IDUOF BT 9p SIUITOTFIS0D SI] SNOL %

XdTdNIS -
J

i




(8 ‘T ‘9 ‘€ “4) : °seq a[raanoy

4 ﬁlﬂla =
€ / 0) mx

a[nuue,s NN 39

~[m
]
=

(U+4% Y - £ ‘4 -6 “0 “yz - ¢ ‘c “y ‘o) u mx

(r‘e-°“1-"% ‘z-° ‘1 0 =a=

0 = °x @3urE1IU0D B 912qTT UO
MI“ﬂJmNﬂNﬂmﬂlﬂ—i
0= “yv=Ty=F% -
Onu mﬂ—+ NJA
0 = 'y
[
g s Sve vz - Sooele-p
z= S+ y-Tye+ by v ¢
[
[ = M+ L

193on] 319 UYNYy 9p SUOTITPUO) =

(8 ‘T ‘9 ‘¢ ‘y) : 3seq @[TPANON

.,m,. .ma nm.,\.‘m. _
Am~ 0 3 0 T ¢ 0) = mx
anuue,s Ly
%y o+ o= &
Ne-1 = I
& - = %p
¢ = x
yz-¢ = x| =
-
0 = x @3uTEIIWOD B 212QIT UQ
Ye-%xz+'%¢- = 6-7
p="% -% -lxz- %
L = mx 7 + NN € + ﬁx £ + nx
G = ,NN + ~x - ox ’
€=5% =+ 7+ Ex
c=°% +%z+'xg+ qﬁ

aseq oyT9oanou e] & 3i1oddex ied aT7eIOT[dWIS awWIOJ SNOS ISTR *
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#* Mise sous forme simpliciale (Simplex)

- X
- 5 _2 -
8" *x 3 3% =
X, v2X ¢ X =
X
_ - 2 - 1
Xg 2X - FXg 3
J X
2 7
L o oor X Xy
. |
X5 1 3 3
41 _ - _ 13 -2
(2773~ TX -3 X% -3X

# Conditions de Kuhn

et Tucker (Gradient)

= A1+?A2—A3— A4 +ul=
+2)\l +)\3+3>\4—}\5 =
- )L]+ )\2 —2>;4+)\ =
)Ll =
<
AZ * Ug =
}\3 =
>\4 +p7—
A —f;=
Dans les deux cas, on est & l'optimum
-0, 13 50% 0, )
Y

W

w

wLo W~ Ww|oo
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F
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.l
?

On remarque, 3 travers cet exemple, qu'd chaque &étape :

- Les coefficients de la fontion objectif sont ceux de Kuhn et Tucker

§ (d'oli la méme caractérisation).

- On en déduit que la variable entrante est la méme.

. = . e . .
La contrainte 3 saturer est la méme (bi - A'i Xe = Xi + h di pour tout i).

- On en déduit que la variable sortante est la méme et par conséquent le

vecteur réalisable aussi.

2. DIFFERENCE DES DEUX METHODES DANS LE CAS GENERAL DES PROBLEMES

MIXTES.

Nous avons vu, au paragraphe 1, que la méthode du gradient appliquée

4 un programme lindaire sous forme standard, est analogue 3 la méthode

du Simplex.

Partant d'un programme linéaire (P) sous forme mixte, nous allons
appliquer la méthode du gradient et comparer les résultats, 3 une
itdration quelconque, avec ceux obtenus en appliquant & (P'), forme

| standard de (P), la méthode du gradient qui est celle du Simplex.

a) Mise sous forme standard du programme linéaire (P)

Soit (P) A.X =B
A'.X >> B!

LMax C.X

Les notations sont celles des chapitres précédents.

On pose . E = se. ol e, est une variable d'&cart.

Ipv la matrice identité 3 p' lignes et p' colonnes.
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5 X =Xl "'X"
X'>> 0

Xll>> O

La forme standard de (P) donne :

AX' - A.X" =B
A'UX' - ATLX" - Ip,.E = B'
(P')J X' >>0
X" >>0
E >>0
| Max (C.X' - €.X")
(P') posséde : . p + P' contraintes bilatérales

- 2n + p' contraintes de signes
Notons que puisque n > p, 2n + p' > p +p'

Pour avoir un programme de base, nous devons donc saturer 2n - p contrain-

tes de signes.

Soit un programme de base associé au probléme (P) :

AX =23

A'J.§'= B'J ol J est un ensemble de n - p indices
l._> L4 ( )

A Kk X B K kel / J

Posons : Xp = X'p si Xp > 0 (X"p = 0)
Xn = - X™n si Xn < 0 (X"n = 0)
Soient P = {p / Xp > 0}

N ={n / Xn < 0}

Vi e (pON) , X =X, - X
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P et N étant deux ensembles complémentaires, on a n contraintes saturées
parmi : | X' >> O
X" >> 0

Aux (n - p) contraintes saturdes : A'

les (n - p) contraintes saturédes : E. =0

~

Ainsi, 3 toute solution réalisable X de (P), on fait correspondre le

programme de base suivant :

A - A s N - AN = B
N N
A K = AR AR - AR s By
Mg X' - IS U SLAS SRR O - Egr =B,
—i'p >0
< i"p =0
.E'N = 0
X'y >0
E, =0
Ege >0

.

[ — . D — N .
Max (¢ X' -~ cE X o+ VR -V
P P iN N

ol K' =(K / {)
<! el X
(X o’ X p* X N

soit 2n + p' contraintes (on a 2n + p' variables).

S

. ihN . EJ s EK') sature exactement p + p' + n + (n ~- p)
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b) Conditions de Kuhn et Tucker

. Pour le proﬁlémé (P)

t t,, .
AN + A g Yy C

<<
Uy 0

. Pour le probl&me (P')

i EAPx 4 tA‘§ Ay o+ tA'i. Agr

- G - Wi - AT Ay

! tA_N}\ . tA'§ }\J . tA,g'. >‘K'

A tA,§ \ - tA,g'v A
- B

= g

nous donnent :

t—
I
o

=
z
"
o

6) :

+ ull

Les conditions de Kuhn
t P t, P _tP
A A+ A 3 Hy C
<CN t'N =tN
A A+ A 3 3 C
<<
Uy 0

+ ﬁ'

c (1)

(2)

Cc (3)
tN

0 (5)

0 (6)

Les équations (1) et (2) d'une part, puis (3) et (4) d'autre part

et Tucker s'8crivent finalement
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ou encore @
t t o, _t
AN+ A g My C

My << 0

On retrouve le méme systéme dans le cas de (P).

Conclusion : Les conditions de Kuhn et Tucker, & chaque itération,

sont identiques pour (P) et (P').

¢) Recherche de la nouvelle solution réalisable.

. Cas du probléme (P)

Supposons les conditions de Kuhn et Tucker non vérifiées.
Soi1 = .
oit 1 / u; = Max uJ

j€J

On lib&re la contrainte d'indice P et on applique la méthode du

\

gradient projeté.
Le vecteur de montée D vérifie le systéme

AD =0

w}
It
o
o]
(=]
[

=J / {e}

L[]
ot
(@]

Eax + Bp0

J! uJy i 2}JOD

. Cas du probléme (P')

La contrainte & libérer correspondante i celle de (P) est :

b1=U

Nous allons décomposer le vecteur D', direction de montée

admissible de la manidre suivante :



B

Le systéme permettant de déterminer D' s'écrit :

[

@,

an{”

correspondant
correspondant
correspondant
correspondant
correspondant
correspondant

correspondant

APD'P - AF D",
A’ﬁ,D'P - A'§,D"
A'i D', - A'E D"
o
tAPA + tA'i,AJ, +
€2, - tA,ﬁ'XJ' _
tANA " tAY, )\T' 3
3t A
6N _ tAﬁ' oy e t
- A
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+ AND'N - AND"N =
P Av?'D'N - A'§'D"N T Apo=
p T A'E Dy A'E D'y T8 =
. i

D'y =
b, =
tA'i'AK' * tA'f Ayt 2u, Dy

e N R TN
AR WL U N L
n n 1 & Ui v N
A'g'xx' - tA'T & * 2udy
+ uJ + 2u AJ'

XK' + 2U AK'

- Al + 2p0 Al

0 YK€ K'V{1}

(a)

(b)

(e)

(d)

(e)

(£)

(g)

n

(2)

(3)

(4)

(3

(6
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Compte tenu de (4), (a) et (b) sont équivalentes

S WAL S U Agr * AT A+ 2w Dt = P (a")
Compte tenu de (5), (¢) et (d) sont &quivalentes i :
EAN x4 tA'§, Ao+ tA'g, Agr * tA‘Ii] Ayt 2u D= teN ®")
Compte tenu de (6), (e) s'écrit :
AJv 5 le (c")
(f) s'éerit :
K' "~ z Hy AK' | (d")
(g) s'éerit :

A =2 A (e

Compte tenu de (c'), (d') et (e'), (a') et (b') sont équivalentes 3 :

tAk + tA'J, Myo # 2 My (tA'K, AK‘ + tA'1 Al) + 2 My D' = tC A
Compte tenu de (3), (A) s'écrit :

t Eor toe [ € ' T 1 _ ¢

A\ + AJ.uJ,+2uo(AK.AK.+ AlAl)D +2u°D (o]




et ey

Posons de méme : § = A'K. A}K' + tA'l A'1 + In

oii In est la matrice identité i n lignes et n colonnes.

En définitive, D' est déterminé par le systéme :

(AD =0 (m

A'J,.D =0 (2)

AJ, =0 (3)

) Al = A'lD : 4)

AK' = A'K,D (5)

|t + At mp, v 2w 6D = (6
Conclusion :

Les vecteurs D', D ne sont pas donnés par le méme systéme dans les deux

cas (seules les conditions (1) et (2) sont identiques).

En fait, nous retrouvons le méme algorithme si 1'on considére unique-

ment les composantes D, du vecteur D'.

Autrement dit, les composantes Ai du vecteur D' ne jouent qu'un rOle

superflu.

Nous voyons, & travers cet exemple, que la méthode du gradient

apparait plus souple par rapport 3 celle du simplex : la nécessité

pour cette derniére de faire apparaitre de nouvelles contraintes
(variables d'Bcart, contraintes de signes) est superfiue. (Pour 1la
programmation des deux méthodes. comparaison de temps machine,
place mémoire, ..., se référer au D.E.A. de D. ATLAN).

Nous allons illustrer cette comparaison sur un exemple.
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d) Exemple

Considérons le probléme (P)

- X T 2X ¢ Xy 3-2
-2 X] = X3 2 -3
- 2_
X] X2 5
X -3 +2 X, 2-1
(P)J 1 XZ 3
- > -
X, X3 > =7
X] > 0
X, > 0
>
X3 > 0
(Max (X, + 2 X, +3 X))
Forme standard de (P)
= + =
X1+2X2 X3 Y] 2
2X] + X3 +Y2 =3
- X X2 + Y3 =5
(P12
-X1+3X2-2X3 +Y4 = 1
- + =
X2 + x3 YS 7
_Max LX] + Z Az * 3 A3)
En partant de la solution réalisable
0
0
X g 0
(Y'O) 3 i pour (P') et x> =1{o pour (P)
5 4 0
1
7/

traité au chapitre III

20, 1=1, 2, 3
.20, 3=1, 2, 3,
4, 5
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nous allons donner les différents résultats i chaque itération :
. Pour (P), par la méthode du gradient.
. Pour (P'), par la méthode du simplex.

Simplex

x ‘{X'l
1
i 1

®H

]

(0, 0, 3)

n

(5, 0, 5, 7, 4)

avec :
p! = 0, 0, 1
Al =, -1, 0, 2; -1

Gradient (P)

& Xl = (0, 0, 3)

avec

(—2: 0, =1, =3, D

est 3 1'optimum

ClE 0y
Y'] Y'o (AI
= [x?- 0, L 3 = X =0, % 9
', = (;—, o, %, 0, %)
avec . avec
[DZ = (0, 1, 0 b’ = (0, 1, 0)

X2 est solution optimale
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3. IDENTITE DE LA METHODE DU GRADIENT ET DE LA METHODE DUALE

DU SIMPLEX.

A - Quelques rappels sur la méthode duale du simplex.

a) Définition et .propriétés

Soit (P) un programme lindaire sous forme standard et (D) son dual :

J’A.X = B Y.A >> C
®) X >0 (D)

| Max C.X Min Y.B

ol (A est une matrice & p lignes et n colonnes
P

un vecteur de IR
n

un vecteur de IR

un vecteur ligne de IR®

A
M O X oW

un vecteur ligne de IR

Considérons un programme de base de (P) :

B

yn; [0 L
[A.XI-FAXL

0

P
]

Posons : P = AI et R = AL

Le systéme précédent s'dcrit

-

Z =7+ (CL - ZL) X (voir §1, chapitre IV).
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De plus, X est optimal si et seulement si CL - ZL << 0

Une solution de base duale - réalisable est un vecteur X
-1

tel que : XI =P B
X, =0
¢l -zl <o

si, de plus, XI > 0, alors X est optimal.

L oleco e ct-cl PR« 0 = i I S v 4))
Posons : Y = CI P—1
(1) == v.al > v
yal =t ahtal =t
d'od : Y.AL >> CL
Y.AI = CI ~ e
A toute solution duale réalisable : XI = P—] B , on fait
X, = 0
L L

cC- -7 <0

correspondre un vecteur Y = CI P_l réalisable pour (D) qui sature

les p contraintes d'indices IO

La méthode duale du simplex consiste 4 trouver une solution réalisable

)]

pour le dual weilleure gue 1z précddente.
Pour le primal, cela revient & dire qu'il faut trouver une solution

duale réalisable rendant XI > 0.

b) Méthode duale du_simplex

Soit X une solution duale - réalisable pour (P).

>
1l
g
w

gﬁ\

—
=
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% .il >> 0 alors X est optimal et Max C.X = Z =C~ P ' B \

*Hiel/ii<o

On pose X_ = Min X,
$ jer *

XS sera variable sortante.

Soit H={1€ L / (P"’ R)i < 0}

ler cas : H =@ . Le probléme n'a pas de solutions finies

28me cas : H # @

L= ‘ z -¢C
On pose : —————— = Min

- (P—IR): 1€ - (p~

Xe est variable entrante.

On considére alors le nouveau programme de base agsocié i 1'ensemble
d'indice : I / {s} U {e}.

. Recherche d'une solution réalisable.

Considérons un programme lindaire sous forme standard :
AX= B
(P) X> 0

Max C.X

I I

X

Soit X =(i ) un vecteur tel que : X. + P R X = P B

Supposons que X ne soit pas dual - réalisable : la condition

¢k - ZL << 0 n'est pas vérifiée.

Considérons la contrainte artificielle : X + I Xl =M
1€L

(M pouvant €tre aussi grand que 1'on veut).
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Soit a 1'indice tel que : c® - 7% = Max (C1 = Zl)
leL

Le programme auxiliaire :

r =1 |
XI + P R XL =P B

(PA) { X + L X, =M
R
Max C.X
admet une solution duale réalisable X' = ii
X
o

X

On applique 3 (PA) la méthode duale du simplex.

Trois cas peuvent se présenter
ler cas : (PA) n'a pas de solutions finies

(P) n'admet pas non plus de solutions finies

28me cas : (PA) admet une solution et X est variable hors—base

1) La valeur Z maximale est fonction de M.
(PA) n'admet pas de solutions finies puisque M peut

augmenter indéfiniment. Il en est de méme pour (P)

2) On a Z qui est indépendante de M.
On fait alors décroitre M jusqu'id ce que l'une des

variables, fonctions de M, s'annule.

38me cas : (PA) admet une solution et X est variable de base.

On est 34 l'optimum pour (P). La valeur de toute variable

autre que x est indépendante de M, donc Z aussi.

7 est solution de (P).

B - Comparaison avec la méthode du gradient.

Nous allons montrer l'analogie de la méthode duale du simplex

appliquée i un programme lindaire (P) |A.X =B
X >>0
Max C.X
et de la méthode du gradient appliquée au dual (D) du programme
lindaire (P) : (D) Y.A>> C
Min Y.B
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Pour nous placer dans les conditions de la méthode du gradient, nous

considérons la forme suivante de (D) :

Y.A > C
(D)
Max (- Y.B)

Soit Y une solution réalisable de (D) telle que :

= . I I . =
[ Y.A” = C (p contraintes saturées)
1_§ZAL > ¢F

Posons P = AI et R = AL

a) Caractérisation de_1'optimum

s
Les conditions de Kyhn et Tucker donnent

I — Pl 3«0 ou:plgo 0

Or par rapport & la méme base I, le primal s'dcrit

JP.EI + R.X, =B - - .
XI =P B
| X, =0

D'aprés la méthode duale du simplex, X, solution duale réalisable

pour (P) est optimale si et seulement si :

>>
X, 0

. : -1
Cette condition se traduit par : P B >>0

Conclusion :

La caractérisation de 1'optimum est la m@me pour les deux

méthodes.

b) Recherche d'une nouvelle solution réalisable

Si la condition Wy << 0 n'est pas vérifide, on applique 1'algorithme

GRAPRO.

Soit : Mg = Max u

ier *




Mg = Max (--P_l B)1 Max (-~ X. ) = Min X,
i€1 i€I i€er 1?1

D'autre part, i toute contrainté d'indice i du dual on fait correspondre
la variable de méme indice du primal.

Donc, lib&rer la contrainte 4' indice s du dual revient i faire sortir la
variable X de la base (puisqu'on rend u nul, X s'annule aussi et par

suite, Xs sort de la base). Donec :

La variable sortante est 1a méme, 3 chaque itération, pour les

deux méthodes.

Posons I' = 1 / {s}

Le calcul de D, direction de montée admissible, est donné par le

systéme :
]
p.al -0
Al +2u p=- "3
LlI' o

-~

Rappelons que D est d&terminé 3 un coefficient uo prés.
Par hypothése : D.AS > 0
Donc, on peut supposer D.AS = 1 (si D.AS = k, on considére le vecteur

D' = kD).

On peut donc dire que D vérifie :

\ ]
p.al =0
p.A% =
- .. I' s
Ce systéme s'dcrit : D (A A”) = (0, 0, ... 0, 1)

4
or Al A% - p
Posons : Es =0, 0, ..., 0, 1)

D vécifie : D.P = K d'od : D.P = (Id)s

(Si on considére ES comme la ligne d'indice s de la matrice Identité : Id)

d'oli : D = (Id)s p~! soit : D = (P—l)

Considérons le nouveau vecteur : Y + hD

. - L 3
Ce vecteur est réalisable si ¢ (Y + hD)A™ >> ¢ soit
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- b @) R)is?.Al—cl ViE L
or, &' = Foi® dons 7.4l - cl > 0 V1€ L (car s cls o Y1E€ 1)
. 41
Soit H={1€ 1L/ (p R)s<0}

ler cas : H= ¢ Pas de solutions finies

28me cas : H # @

On pose h = Min — 1

1€EH \ - (P R)S

Soit e 1'indice qui vérifie le minimum
La contrainte d'indice e est saturée.

A cette contrainte, on fait correspondre un coefficient de

Kuhn et Tucker H, < 0 d'ou Xe > 0.

Xe est variable entrante.

La variable entrante est la méme, & chaque itération, pour les

deux méthodes.

Conclusion : Nous avons retrouvé, 3 travers la méthode du gradient,

exactement la méthode duale du simplex.

Nous allons illustrer cette comparaison par un exemple.

C - Exemple

Nous allons reprendre le méme exemple décrit dans les chapitres

précédents.

On applique la méthode duale du simplex au programme lin8aire

suivant :




®)

Max (X] + 2

_6]_

= X3+X4 = 2
+ X3 +x5 = 3
+X6 = 5
-2X3 +X7 = 1
+ Xy Xy = 7
X, 20
1
X2 + 3 X3)

-

et la méthode du gradient a4 son dual (D)

(@)

Yl+2Y2

Max (- 2 Y]

Y- Y, > 1 (1)
R 3 Y, - YS > 2 (2)
-2y, + Y > 3 3)
Yi > 0 i=
=1 g Y2 = 5 Y3 = Y4 =1 ¥/ YS)

1,

ooy 8

L}
v

cees 5 ((4),

On part d'une base duale - réalisable qui sature (nH, 2, 3, L),
(7) de D.

... (8))
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CONCLUSTION

1) La méthode du- gradient apparailt comme une méthode géndrale de réso-

lution en programmation linéaire puisqu'elle permet :

- La recherche d'une solution réalisable d'un programme lindaire

quelconque.

-~ La recherche de la solution optimale d'un programme lin&aire quelque

soit sa présentation :

a) sous forme standard

\
|
‘ (Toutes les contraintes sont bilatérales sauf les conditions de
| signe).

|

‘ Dans ce cas particulier, on retrouve un algorithme semblable a

celui du Simplex.

b) sous forme canonique

(Toutes les contraintes sont unilatérales. Existence des conditions

de signe).

c) sous forme mixte ou quelconque

(Contraintes bilatérales, unilatérales avec ou sans conditions de

signes, ...).

2) Ces résultats montrent la souplesse de la méthode du gradient
puisqu'elle s'adapte 3 tout type de problémes en programmation lingaire

CSx

=
1%
]
11}
w
u
™
phe
L
©
fu
(]
L]
[}
(&)
O
fi
I
L]
fr

sans qu'il soit i
dissent la présentation et le traitement du programme (variables

d'écarts, variables sans conditions de signe).

On peut &galement, dans certains cas, prévoir un gain en mémoire et
, temps de calcul par rapport 3 la méthode du Simplex (cf. DEA de
D. ATLAN relatif 3 la programmation de la méthode du gradient dans le

cas de la programmation lindaire).
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3) Les méthodes du Simplex apparalssent comme des cas particuliers de

la méthode du gradient :

a) Méthode primale du Simplex

Lorsqu'on se place dans les conditions du Simplex (mise sous
forme standard puis sous forme simpliciale), on retrouve le

méme déroulement des deux algorithmes : celui du Simplex et

celul du gradient.

b) Méthode duale du Simplex

On retrouve méme déroulement de l'algorithme dual du Simplex
et de celui du gradient appliqué au dual du programme lindaire

sous forme standard.
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V - POINT DE VUE.INFORMATIQUE . : EVOLUTION.DE LA MATRICE Pm_I

}. POSITION DU PROBLEME

La méthode du gradient nécessite le calcul du vecteur A (gradient
réduit "étendu") dans le cas de 1l'algorithme GRARED ou celui du vecteur

D (gradient projet&) dans le cas de 1'algorithme GRAPRO.

. Dans le premier cas, A est donné par le systéme :

(cf. (I13)")

p . -1
Comment &volue la matrice Pm lorsqu'on sature une nouvelle

contrainte ?

. Dans le deuxiéme cas, D est donné par le méme systéme (R.m est, cette

fois-¢i, un vecteur colonne).

On se propose d'@tudier 1'&volution de Pmml lorsqu'on passe d'un

ensemble d'indices Jm de contraintes saturdes 3 un nouvel ensemble

Jm +1°

2. EVOLUTION DE Pm—l QUAND UNE NOUVELLE CONTRAINTE EST SATUREE

1 R
Rappelons que : P = (A ) R = (A )
P
! ]
A A 3

I
J

(voir notations du chapitre II).
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Supposons que la nouvelle contrainte saturée s'écrive
T = R' .
AiX Bi i€ ®/ I

Le nombre de variables de base augmente d'une unité.

Soit X, cette nouvelle variable de base.

1
- I 1 _ p!
Pm + ] A A Rm +1° A
I 1 o'
L} ¢ ]
Ay S L'y
AvI Avl A'p'
i i i
ot p' =p / {1}
Posons : R = A1 A= A'? £ =
1
J
Pm + 1 = Pm R
A €
Posons Pm s T X Y ol 3
Z t

X est une matrice carrée de la dimension de Pm

Y est un vecteur colonne de la dimension de R

-

Z est un vecteur ligne de la dimension de A

t est un réel.

a'l
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_] _ FS _
BL,q Bopg = (Pm R\ /x Y> = /P X+Rz
N s} \z t AX  + ez
= /1 0
0 1

On obtient le systéme suivant :

(P X +RZ =1 (a)

P Y+R¢t=0 (b)

<

AX +e€Z =0 (c)
LXY +et =1 (d)
(a)<=>X=P_] (I-ﬁz) d'od

_]A

(c)@APm AP “RZ + €Z =0
<> 7 (¢ ~ AP ‘f{)=—KPm"
Ap !
m
Z =
~ ._lA
A P - £
m
On en dédult :
RAP -1
2&=P_I(L- = )
Ly Apr PR~
m
(b) => Y = - Pm_' Rt d'ol

P Y + Rt
m

AY + et

(v-2.1

(V - 2.2)
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1
t=-A _1‘ (V-203)
AP R -¢
. m
p 7R
Yy=-—=2 (V - 2.4
X 1"m_l R — ¢

-1 L=l Yz
P = (Fu * % Y
Z t
avec :[Y = - Pm_] Rt v -2.
z=-2 "1¢
< m
t = = :}A
- AP R -¢
m

3. EVOLUTION DE Pm_l DANS LE CAS OU n CONTRAINTES SONT SATUREES.

Supposons qu'd une &tape quelconque m, on ait n contraintes
PP

saturées (&gal au nombre de variables)

Jm comporte n — p indices

Supposons que la solution correspondante ne soit pas optimale

et que l'on soit amené & libérer la contrainte d'indice j (jéZJm).
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L'algorithme GRAPRO nous permet de trouver un nouvel indice k pour
lequel la solution correspondante au nouvel ensemble d'indices :

J g - Jm / {3} U {k} est "meilleure" que la précédente.

m +
Pt J=(A 5
A'
Jm+1

On se propose de chercher Pm_

Posons

en fonction de P _1.
+ 1 m

Le passage : Pm —_— Pm +1 Se déqgmpose en deux phases

= Pm —_— P'm (aprés avoir libérée la contrainte d'indice j)

*'P'm — Pm + 1 (aprés avoir saturde la contrainte d'indice k)

=i

a) Passage de P -l ap'
m m

En gardant les notations du paragraphe précédent :

P = P’ R
m m
A €
Posons :
-1 1 1
P = X Y
m
z' t'

X', Y', 2', t' sont, cette fois-ci, connues et ont les dimensions

respectives de P' , R, A, €.

» Y'z! E =1 Yz i
D'aprés V-2, X' = P' = + e d'od : P’ = X' -

v-3

(N P -1

=
b) Passage de P = o o+ 1

Ce passage a &té décrit au paragraphe V2 dans le cas ol une nouvelle

contrainte est saturée.
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