
= | a 5
Sew 46] 3).

UNIVERSITE DE NANCY | U.E.R. SCIENCES MATHEMATIQUES

METHODE DU GRADIENT EN

PROGRAMMATION LINEAIRE

THESE =

pour l’obtention du

DOCTORAT DE SPECIALITE D’INFORMATIQUE

SOUTENUE LE 23 JUIN 1976

PAR

Roger COHEN

BIBLIOTHEQUE SCIENCES NAN

D O95 182180 8

MEMBRES DU JURY

Président : M, J..LEGRAS

Examinateurs <: M. P.BOYER

Mle M.C. PORTMANN



UNIVERSITE DE NANCY |! U.E.R. SCIENCES MATHEMATIQUES

METHODE DU GRADIENT EN

PROGRAMMATION § LINEAIRE

THESE

pour |l’obtention du

DOCTORAT DE SPECIALITE D’INFORMATIQUE

SOUTENUE LE 23 JUIN 1976

PAR

Roger COHEN

MEMBRES DU JURY

Président : M, J. LEGRAS

Examinateurs : M. P.BOYER

Mle M.C. PORTMANN



SOMMAIRE

Pages

INTRODUCTION... .. ccc cece eee eeee See e meee crete erence rere eeesens 1

I ~ METHODE DU GRADIENT PROJETE EN PROGRAMMATION LINEAIRE...... 2

1. Conditions de Kuhn et Tuckerssssscccccsccccsececescceene 2

2. Recherche d'une dize::rion de montée admissible....... 2 Mes 4

3. Recherche de la nouvelle solution réalisable XK: So eG ae 8

4. Méthode du gradient projeté : Algorithme GRAPRO.......... 10

II - METHODE DU GRADIENT REDUIT EN PROGRAMMATION LINEAIRE........ 13

1. Variables de base et variables hors—base.....eevevesseees 14

2. Gradient réduit Apreees 2} SNSMSKs [ONORS (oMOXS 9 Le LSLONONS SHOHONS 9) GNGHGIG + ENGNs & « [oT 15

3. Gradient réduit "étendu" Ar... . ce eee eee eee € O16 & DPTaGN Ox 15

4. Méthode du gradient réduit : Algorithme GRARED........... 17

5. Comparaison des deux méthodes.........secse eens eROESES fe 21% Dan 18

III - METHODE DE RESOLUTION D'UN PROGRAMME LINEAIRE SOUS FORME

MIXTE PAR LA METHODE DU GRADIENT.......... Bol oh s wee ccenscone 20

1. Phase d'initialisation... cc. cece cece eee ee eee nee eees 20

2. Phase de "saturation". ...c. cc cece cece eee cence eaee i ane oR nv 28

3. Phase d'optimisation. ...cccsescccencvcrvscecees PS (oY IG 21 « 3% ial 24
qc

4. Exemple.......cceeeeues Pile OILS [eNO HeNe \ 4] SMOMeMONS ee IIs ol fs SIS EGON 36 of ors 24

LV ~ GOMPAKALDON AVEG LS ME LHUDKS DU SIMPLEX. cece eee eee eee seen 33

1. Identité des deux méthodes dans le cas standard...... see. 33.

A - Quelques rappels sur la méthode du simplex........... 33

a) Forme standard d'un programme linéaire............ °° 33

b) Programme de base - Mise sous forme simpliciale... 33



aM

V ~ POINT DE VUE INFORMATIQUE

q

c) Algorithme du Simplex............0... Ba

d) Recherche d'une solution réalisable : phase
d'initialisation.......

B - Comparaison avec la méthode du Gradient........

C - Exemple......cccaeee

aoe m eraser ee eens asreseneane

ose eeen

ee ee eece ones sen enevressesevee

2. Différence des deux méthodes dans le cas général des
problémes mixtes... oe eeenveeneneeesse erase eoeneeevseeon @eeerervoaves

a) Mise sous forme standard du programme linéaire (P).

b) Conditions de Kuhn et Tucker.......

c) Recherche de la nouvelle solution réalisable...

d) Exemple......ccseaeas

3. Identité de la méthode du Gradient et de la méthode
duale du Simplex... ee pe ae wate eee oot eee seeoeoser ane

A - Quelques rappels sur la méthode duale du Simplex....

a) Définition et propriétés.........

b) Méthode duale du Simplex............0.,

B ~ Comparaison avec la méthode du Gradient...

a) Caractérisation de l'optimum............

eeeee

oa eae

b) Recherche d’une nouvelle solution réalisable.......

C - Exemple........

Conclusion....c..e.

1. Position du probléme.....

2. Evolution de p

saturée.....

3. Evolution de BL

saturées.....

2° eee eee eeoeoosee

: EVOLUTION DE LA MATRICE Pa

e@oeseeaeoveve

ooes% 0800 eo ooeeeoe

quand une nouvelle contrainte est

of oeaeecvvre cee

1 ~ ,
dans le cas oft n contraintes sont

oo

~1
oe °

35

36

36

40

44

47

48

52

54

54

54

55

57

58

58

60

62

64

64

64

71



Je tiens 4 assurer de ma profonde et

respectueuse gratitude Monsieur J. LEGRAS,

Professeur 4 la Faculté des Sciences de

NANCY, d’avoir bien voulu me prendre en charge

pour ce travail, de m'avoir conseillé et encou-

ragé tout au long de mes recherches.

Je remercie Monsieur P. BOYER ainsi

que Mademoiselle M.C. PORTMANN qui ont bien

voulu me faire l*honneur de participer 4 mon

jury de thése.

SO



INTRODUCTION

Il s'agit d'une synth&se entre les méthodes générales de

programmation non linéaire avec contraintes et les méthodes classiques

de programmation linéaire.

Plus précisément, on se propose d‘étudier les méthodes

de montée : Gradient réduit, Gradient projeté dans le cas linéaire

et de les comparer avec les méthodes du simplex.

On supposera que :

~ aucune contrainte n'est redondante

- toutes les contraintes sont compatibles.

De plus, on se contentera d'étudier les problémes de

maximisation.

Si l'on doit minimiser une certaine fonction Z, on se

raménera au cas précédent en cherchant Max(~ Z). (Les méthodes de

montée développées seront, dans ce dernier cas, des méthodes de



I - METHODE DU GRADIENT PROJETE EN PROGRAMMATION LINEAIRE

1. CONDITIONS DE KUHN ET TUCKER

Soit (P) le programme linéaire :

A.X = B

A'.X >> B!

Max C.X

ou : . X, B et B' sont respectivement des vecteurs de Ir”, RP et RP

: n
+ C est un vecteur ligne de IR

. A une matrice 4 p lignes et n colonnes

. A' une matrice 4 p' lignes et n colonnes.

(P) a done p contraintes bilatérales et p' contraintes unilatérales

On suppose que : p< n.

Soit X une solution réalisable de (P) qui sature q contraintes

unilatérales.

Posons

9, = A,X = BL L= 1, ....5 p

+P, (x) = AN - BY k= 1, ...., po

- £(X) = CX

. L l'ensemble des indices 1.

- K l'ensemble des indices k

» J l‘ensemble des indices j correspondant aux contraintes

unilatérales saturées.ICK. (j = 1, ...., q)

£'(X), ?'(X) les gradients respectifs de f(x) et P(x)

Ces gradients sont constants et indépendants de X.



Les conditions de Kuhn et Tucker s'énoncent de la fagon suivante ;

Pour que X, solution réalisable de (P), soit solution optimala

de (P), il faut et il suffit qu'il existe p coefficients »y

(appelés coefficients de Lagrange) et q coefficients uy (appeiés
coefficients de Kuhn et Tucker) tels que :

£1) = FA, O®) + ui; ', (X)
leL jes J

mF $0 Vier

Notons qu'en progranmmation linéaire, X est solution optimale sin

contraintes exactement sont saturées.

Pogons : A = ry Hs u pe A M=/fi

A'd u

n-P

Les conditions de Kuhn et Tucker donnent

‘c= "pM. (a)

u << 0

On supposera, dans toute cette partie qu'a chaque étape, on a

exactement n contraintes de type égalité
— 

~

P est donc une matrice carrée.

/

Nous obtenons alors la caractérisation de l'optimum :

X optimale <> cep !yt € 0 i=pe#ti, ...., 20 (1))

Si la condition (I) n'est pas vérifiée, le choix d'indices correspon-

dant aux contraintes saturées est mauvais.
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On se propose, dans les paragraphes suivants, de déterminer un autre

ensemble d'indices correspondant A un vecteur x, "meilleur" que X,

restant réalisable pour le programme linéaire.

2. RECHERCHE D'UNE DIRECTION DE MONTEE ADMISSIBLE

Supposons que la solution réalisable X ne soit pas optimale. I1

existe des coefficients uy non négatifs ou nuls.

Posons : Hy = Max H:

jeJ

J'=J/ fi}

oi i est l'indice de la contrainte correspondante au coefficient Us

Considérons le programme linéaire suivant oii la variable est le

vecteur D de IR” et h est fixé, positif :

P& + hD) = 0 . pour leL

Pp, (X + hD) 2 0 pour jeJ'

se? 2 2
x d a = 8 = 0 (oti 6” est donnée et d. la composante d‘indice s

=f de D)

?.(X + md) 20

P (+ hD) 2 0 pour k € (K / J)

Max £(X + hD)
L.

Si l'on sature les contraintes °, et, compte tenu des notations précé~-

dentes, le probléme précédenht s'écrit

A.D = 0 A' D2 0

AD = 0 Aj, (X + hD)2 0 pour k , K/J

s ¥=n

zg @* - 6 =0 Max C.D



Les conditions de Kuhn et Tucker relatives 4 l'ensemble des contraintes

saturées s'écrivent :

jr +2 y p= ‘c

ln", <0 pour j€s'

ot P' est la matrice P & laquelle on a enlevé la ligne d'indice i et

’

M' le vecteur () formé des coefficents de Lagrange et de Kuhn et Tucker

relatifs au systéme de contraintes précédent.

Posons : Ai D = Zi

Nous allons montrer :

la) D est une direction de montée admissible

b) D est compatible avec la liaison libérée : Zi > 0

quelque soit le signe des coefficients WY;

a) Rappelons que D vérifie le systéme : P'D = 0

Compte tenu des conditions précédentes, on obtient :

€ .c.p= ‘w'.p'.p + 2u, “D.p soit :

24, ‘Db.c.D

Nous montrerons, dans le calcul explicite de D, que Uy étant un

coefficient de proportionnalité, il peut étre choisi strictement

positif.

Done : CD 20

Or : £(X + hD) - £(@%) = nc.p

h 6tant positif par hypothése, on en déduit :

£(X + hd) > £CX

b) Considérons le vecteur M" = (*")

0
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La derniére composante de M" est celle d'indice i.

Soit z -(*)
Zi

Le systéme : | P'.D =I o

1. .
Ai.D Zi

tom! + 2up = ‘c

s'écrit : |P.D=Z

t og 2u,D = f

On obtient : P.*c - P.“P.M" =2 pyeZ (a)
fe)

. Si la contrainte *, était saturée, on aurait un vecteur D et un

vecteur M vérifiant le systéme :

P.D = 0

tpoM + 2uD = te"

Soit : P.tc - p.*p.M = 0 (b)

Retranchons membre 4 membre (a) et (b) :

P."P. (M-M") = 2p .Z
°

. t 7 t " t "soit : ((M - M").P. P.(M - M") = 2p, (M - M").Z

(en prémultipliant les deux membres de 1'égalité précédente par

SM - My).

Le premier membre de cette relation étant positif,

t _ wt2 psi (M - M").Z >>0

Or, le seul élément de Z non nul est Zi d'oi :

. Zi > > 0).uu, Zi 2 0 (p, > 9)

Par hypothése, HW; >0O d'toi: Zi >0



- Réciproquement, si Zi était négatif, u,Zi étant positif, ou nul, uy

serait négatif ou nul et on garderait la contrainte d'indice i

saturée,

» Calcul de D

Considérons le systéme précédent donnant D et M' :

P'’.D=0

prom! +2 ud = fe

choisissons une des variables comme variable libre

D se décompose en : Dy (ensemble des variables dites de "base")

>, (variable dite "hors base" ou "libre')

Le systéme précédent s'écrit

{# =D; + Ri D =0

le 5 _ tal
P.M’ + QuoD_ = C

it = oP
L

'
R,.M* + 2uP5

ou P' = (Py Ry); R, étant la colonne d'indice 0.

Py est donc une matrice carrée.

Notons que le choix de la variable libre est, A priori, quelconque.

Toutefois, dans certains cas, on ne peut prendre automatiquement

n'importe laquelle ; en particulier, lorsque le programme linéaire

comporte des contraintes de signes (cas du simplex).

On en déduit : DS == PY Ry Do de la premiére équation.

La deuxiéme équation donne

t » _ tir ~I basPyM' = “Co + Quy Py R,D, d'oa

m1 . AG ~1 y¢t.1 -1Mio= ("P)) ["cTM + 2u, Py RD]

t,.I,-! ty \-l 4 cl
M' = “(C Py d+ 2u, ( PY) Py Ry Dy



En remplagant dans la troisiéme équation, on obtient

rou! tt !(c Py R,) + 2 Uy (Py, | RAP, Ry)D, +2 u, Di =c

ou :

fa trp he yp ol _ _ oly-l2u,[i+ Se! Rye! R)] Do =¢ cP, | R,

On peut choisir Hy tel que :

t.. <1 -1 _2u, [r+ fe, Re, R)] =1

On remarque que uy est un coefficient qui est toujours strictement

positif.

On trouve finalement : P = © -¢ P R

Le vecteur D est danné par

(15)

o ul a
D

t a rg

3. RECHERCHE DE LA NOUVELLE SOLUTION REALISABLE X
1

Soit D la direction de montée trouvée au paragraphe 2.

Posons : x, = X + pp

Pour tout h strictement positif, x, vérifie ;:

yp, &,) = 0 leL

2; «,) =0 jes!

pi &) > 0



Pour que Xx, soit réalisable, il reste la condition :

?, &,) > 0 k€ (K/3)

Explicitons cette condition :

A‘ X +h A’, D > B', , k€(K/J) ou encore

hat, D> BY - At. KX , kE€(K/J)

Or X est solution réalisable donc : B', ~ A', K<0O

Deux cas peuvent se présenter :

ler cas: A', D2O , Vkeé(K/J)

h peut prendre des valeurs aussi grandes que l'on veut donc Xx, aussi

et le probléme admet une solution infinie.

28me cas : Jk €(K/J) / A', D< 0

Posons : H = {k € (R/J) / At D < o}

-ha' D<A', X-B! Vke H
k k k

A', KX - B!
dtoa th (4)

- '
AD

A'. X - B!

Posons ;: h=Min —————— (13)

-A'Do keH k

Soit s l'indice de H qui réalise le minimum.

x = X + hD est réalisable.
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P, &) = 0 Vi€L

P, (&) = 0 Vies'

ve, () = 0

p, (,) > 0

p, (K,) > 0 vk ¢e K / {5 u{s}}

Nous avons maintenant tous les éléments pour exposer la méthode du

gradient projeté dans le cas d'un programme linéaire.

4. METHODE DU GRADIENT PROJETE

AX = B

A'X >> B!

Max C.X

Soit (P)

On dispose

exactement

AX"

n contraintes.

B

a.

a.

At, Bs je sTM TMCR”

xTM > B!J

Ak k
k e(K / J”)

a\

=)
Posons : Pm = /

(a

On calcule : M=C Pa

ler cas : M, < 0 , Vem

: ‘ m x
x” est solution optimale : X =X

d'un vecteur réalisable XTM a la

ALGORITHME GRAPRO

iéme ... . Pm S 1tération gui _sature

(1,)



2éme cas : Jie M/s uM, > 0

On passe 4 la phase b.

b. Soit Me = Max M,

jes”

Posons : J'm= J" / {e}

Considérons la matrice : A )

A’ yt

m

Posons :/ A ) = (P'm Rm)

A's,

m

ot Rm est un vecteur colonne d'indice p et P'm, une matrice carrée.

En général, le choix de 9 est arbitraire.

On calcule :

(1,)

On passe 4 la phase suivante.

ec. On pose : H= {k e(K / Im) / A', D< 0}

ler cas : H est vide

Le probléme n'a pas de solution finie

2éme cas : H est non vide

. — Rp

- a k x 7 k
On pose : |h = Min | ——————— (1,)

- A'.D
keH k

s L'indice qui réalise ce minimum.
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* "

m+ 1 xTM 4 nD

m+ lL 3'm UV {s}

On retourne 4 la phase a.

Cf. D.E.A. de D. ATLAN, Sous programme GRAPRO.

po

6



II - METHODE DU GRADIENT REDUIT EN PROGRAMMATION LINEAIRE

Nous n'employerons cette méthode uniquement dans le cas ot le

nombre de contraintes saturées est inférieur 4 n - 1. Elle permettra,

a chaque itération, de déterminer un vecteur réalisable qui saturera

une contrainte supplémentaire.

Ainsi, au bout d'un certain nombre d'itérations, on aura un

vecteur réalisable qui saturera exactement n contraintes.

L'inconvénient de cette méthode est qu'on ne peut que saturer

progressivement les contraintes : lorsqu'on en libére une, on ne peut

affirmer, comme pour le gradient projeté, qu'il y a compatibilité de

la direction de montée avec la liaison libérée.

Revenons au programme linéaire de départ :

‘

Soit X une solution réalisable de (P) qui sature p + q contraintes :

Ptqsn-tl.
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1. VARIABLES DE BASES ET VARIABLES HORS-BASES

Le systéme formé par (1) et (2) permet d'exprimer p + q variables

Xi, par exemple Xi» Xy» BIG fo 5 x +q? en fonction des n - (p + q)

variables x. ' Ps tqepor x:

On pose : x = x, X) = /.X ptqti

zt x

Les composantes de x, sont dites variables de base.

Les composantes de a sont dites variables hors-base.

On obtient :

al xy + aPx =8
T 0

AT x, + are x = Br
g * zy?

Posons : Ps al R = a? E= B

iL +P '
A's - 9 Bs

P est une matrice carrée inversible (p+ds p+q)

Le sysctéme précédent s‘écrit :

=]

= ‘on ¢ = ~P.X) + Be =E d'oti: Xx, P (E-R X,) (11)

(It,) permet d'exprimer les variables de base en fonction des

variables hors-base.



2. GRADIENT REDUIT A,

Posons Z = C.X

=cl p
Z=C X, +C€ x,

D'aprés (II,), Z = cep -l@- RX,) + c? x,

z=cP > les oP -ch Po lax,

Posons : 2 = ct pol R

Par définition du gradient réduit Ap, ona :

8 2Z

Ap = (= » «réo
ox,

| On en déduit : Ap = c® - 2? (11,)

Pour déterminer le nouveau vecteur réalisable xX, il faut trouver une

direction de montée A tel que : X' = K + hd.

X est élément de RTM done A aussi.

| Nous sommes donc amenés 4 introduire la notion de gradient réduit

2 : . = pl"étendu" A qui sera une extension de Ap a R”.

a 3. GRADIENT REDUIT "ETENDU" : A

h étant un réel strictement positif, considérons le vecteur xX!

déduit de Xp par ia relation :

LF A

x a, +b,

_s Qo

Soit X' “(C *) » le nouveau vecteur réalisable vérifiant et saturant
x

p

les mémes contraintes que X.
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D'aprés (II)), Xiy - p la-rR x)

- <« ot -ij=x= Pipe po lp ye
I p

xt = Pole - pve & + nAp)
I p

d'aprés la relation ci-dessus.

1
_— - ] — -

' = ~ _—xy P(E RX) hP R Ap

A or - 1
X'S = XK, + h(- PR Ap)

- . pall
Posons : Ay = P R Ap (1I,)

Shin tege . epi =¥\
En définitive : X I xX, +h 4,

A, A, = - Po 'R dp
A= ) avec (1I,)*

Ap Ap = cP - z°

Le nouveau vecteur X' s'écrit : X' = X + hA

X' sera solution réalisable du programme linéaire si les conditions

unilatérales sont vérifiées.

Pour la recherche du pas h, la méthode est rigoureusement identique

a celle du paragraphe (I - 3).
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4. METHODE DU GRADIENT REDUIT : ALGORITHME GRARED

Soit XTM un vecteur réalisable tel que :

A.X =B

' Mm _ pt

ms Jn 2 e Jm

At xTM > BI kE(K / Im)
k k

Le nombre de contraintes saturées est inférieur 4 n - 1 et égal 4

p+ q-

On choisit un ensemble de p + q indices qu'on appellera I.

L'ensemble formé des n - (p + q) autres indices s'appellera p.

a AP

On pose : P= R= ;P m | al m | qr?
Jm Jm

a) Calcul de : 2 =chp rR
m nm

. Ap = c® - 2?

A =- PR Ao
I m m

On pose: A (?

i)

b) Soit H= {ke «Kk / J) / At A < 0}

ler cas : H=@ le probléme n'a pas de solution finie

2éme cas : H # G a

’ mM _pt

om poses wontn (Tut Bx
keH _
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Soit s l'tindice qui réalise ce minimum.

+

On pose : XTM oxTMa ma

Joa? JY {s}

x" sature p + q + | contraintes et reste réalisable pour (P).

On retourne 4 la phase (a) sip+q+t+i<n- 1

(cf. D.E.A. de D. ATLAN : sous programme GRARED)

5. COMPARAISON DES DEUX METHODES

Supposons que l'on connaisse un vecteur réalisable X qui sature

n ~ 1 contraintes.

- Si l'on applique la méthode du gradient réduit, A s'écrira :

Ao =cP-ciplre

aA. =-P RA‘ 0

At

A

ou R est la colonne d'indice p de P -(, )
J

- Si l'on applique le gradient projeté, D sera solution de :

PD, + RD, = 0

t =PM+2u,D, = Cc

t =
R.M+ 2 uy Do c (cf. § 1.2)

—ouH u 1 Las} 3) o

- -1avec uy tel que: 2u [1 + lop l R) (P R)| = ]



Conclusion :

Dans le cas d'une seule variable libre, le gradient réduit "étendu"

est égal au gradient projeté : A= D

Notons que l'inconvénient du gradient réduit (on ne sait pas ce qui

se passe lorsqu'on lib&ére une contrainte) ne pose pas de difficultés

puisqu'on ne s'en servira uniquement que pour saturer progressive-

ment les contraintes.
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IT] - METHODE DE RESOLUTION D'UN PROGRAMME LINEAIRE SOUS FORME MIXTE

PAR LA METHODE DU GRADIENT.

Soit (P) un programme linéaire sous forme mixte :

AX = B

(P) A'X >> B!

Max CX

Les notations sont celles des chapitres précédents.

A partir des résultats trouvés dans les chapitres I et II, nous allons

pouvoir dégager une méthode de résolution de (P).

On distinguera trois phases :

~ Une phase d'initialisation :

A partir d'un vecteur — quelconque, déterminer un vecteur X

réalisable.

- Une phase de "saturation" :

A partir d'un vecteur réalisable X qui sature moins de n contraintes,

déterminer un vecteur X', réalisable, qui sature exactement n

contraintes.

- Une phase d'optimisation :

A partir d'une solution X', réalisable, qui sature n contraintes

exactement, déterminer la solution optimale x, si elle existe.

1. PHASE D' INITIALISATION

Soit &° un vecteur tel que :

°

Boo 5 Bo

A. Eo >B ot : ev Tovvo = L

ot : tlo Uvio =K



. Si To = vo = v'o = G, E° est un vecteur réalisable de (P).

. Si l'un des trois sous-ensembles To, vo, v'o est non vide, on

considére alors le probléme auxiliaire suivant : (PAo).

AX = B
€O €o

A X >> B
TO TO

vo vo

(PAo) 4

A'_, XK >> Brie

- A’, KX >>- Bl,
oO °

Max ( £f A‘ X + x AL X- EZ Ap X)

a n'év'o n€Vo peo

E° est um vecteur réalisable de (PAo).

Deux cas peuvent se présenter :

ler cas : §&° sature exactement n contraintes

On calcule le gradient projeté D puis le pas h aprés avoir libéré la

contrainte correspondante au coefficient de Kuhn et Tucker le plus

grand : on applique done 1l'algorithme GRAPRO.

GRAPRO donne : le nouveau vecteur réalisable cl,
l'indice i de la nouvelle contrainte saturée.

a) iet'o : on réapplique l'algorithme précédent

iy

b) i¢t'o : on passe a la suite du calcul.

2éme cas : —&° sature moins de n contraintes.

On applique l'algorithme GRARED qui donne :

ein als 1
le nouveau vecteur réalisable &

| l'indice i de la nouvelle contrainte saturée.

Si i€m'o, on réapplique 1'algorithme GRARED ou GRAPRO suivant le cas.



ail z «og & z 2
Ayant calculé € et déterminé i, trois cas peuvent se présenter

a) ieno

€, = €0U {i}

7) = To / {i}

On pose vy = vo

=a
m= To

vil =vto

A ces ensembles d'indices, on fait correspondre le nouveau

probléme auxiliaire (PA,) admettant # comme solution réalisable.

b) ievo

e, = €0U {i}

TM = To

On pose v, = vo / {i}

1 os at
tw) = To

vi. = vio

Méme procédure que a)

c) iev'o

e,; = £0

1) = To

On pose Yy = vo

mY = t'o V {i}

v', = v'to / fi}

Méme procédure que a)
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Ainsi, nous définissons de proche en proche des problémes auxiliaires

(PA,); (PA,), veces (PA;), «+s» auxquels on fait correspondre des

solutions réalisables el e, Ey zy + i

Au bout d'un certain nombre d'itérations, on aura :

= = ' = eT FV, Vt g

:

e* sera solution réalisable de (P).

On pose: X° & &

X° est solution réalisable de (P) et ona:

A.X° =B

' yo — 'A go'* = B Jo

' ye 'AN > BY k e(k / Jo)

Deux cas peuvent se présenter

ler cas : X° sature exactement n contraintes.

On pose X'® = X° et on passe directement 4 la phase d‘'optimisation

28me cas : X° sature moins de n contraintes

On passe 4 la phase de saturation.

2. PHASE DE "SATURATION"

On dispose d'un vecteur réalisable X° qui sature p + q contraintes

p+tq<n.

On applique l'algorithme GRARED.

04: zl :
GRARED nous donne un nouveau vecteur réalisable X qui sature

p + q+ 1 contraintes.



(
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ler cas: ptq+tti<n

On réapplique GRARED jusqu'd ce que p+ q+i=n.

26me cas : p+qtile=n

= si
On passe 4 la phase d'optimisation et on pose : X'®° =X

Il se peut qu'au cours des itérations successives, on ne puisse

déterminer le vecteur réalisable XxX’.

Dans ce cas, on sait que cela veut dire que le pas h peut augmenter

indéfiniment.

Le probléme n'a pas de solutions finies.

3. PHASE D'OPTIMISATION

On dispose d'un vecteur réalisable X'°® qui sature exactement n

contraintes.

ler cas : Les conditions de Kuhn et Tucker sont vérifiées.

x* = X'° est la solution optimale.

2éme cas : Les conditions de Kuhn et Tucker ne sont pas vérifiées.

On applique 1'’algorithme GRAPRO.

Si au cours des itérations, on ne peut calculer le nouveau vecteur

réalisable : X’* = Xt? 7 My hD c'est que h peut augmenter indéfini-

ment : le probléme n'a pas de solutions finies.

4. EXEMPLE

Soit (P) le programme linéaire suivant :

_ X, - 2K, +k, 2-2 (1)

~ 2X, ~X, 2-3 (2)

xX, 7 x, 2-5 (3)

(P)¢ X, 7 3X, + 2X,2- 1 (4)

KX, - X, 2-7 (5)

xX > 0 (6)

X5 > 0 (7)

x, > 0 (8)

Max (x, + 2x, + 3X)
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Soit 0 = (3, 1, - 1)

Eo n'est pas une solution réalisable de (P).

Nous allons appliquer les trois phases décrites précédemment.

a) Phase d'initialisation

go vérifie (3), (5), (6), (7).

® Soit (PAo) le probléme auxiliaire associé a £°

% + Be. 2 a’)

2x) + X, > 3 (2')

Xp X 2-5 (3)

(PAo){~ X, + 3X, — 2X,> 1 (4)

X- X,2-7 (5)

ay > 0 (6)

| xy > oO (7)

| = 3,2 © (8')

Max (- 2X, - 5X, + 3X,)

&° est solution réalisable de (PAo) et ne sature aucune contrainte.

Il n'y a donc que des variables libres et le gradient reduit “etenau’,

dans ce cas, est égal au vecteur obtenu en dérivant la fonction

objectif par rapport 4 chaque variable :

A = (- 2, - 5, 3)



1
On trouve h = — et (4') est saturée d'oi :

% Soit (PA,) le programme linéaire associé a ¢!

[ x, + 2X, - X,> 2 q')

2X, + X,> 3 , (2')

no >-5 (3)

(PA;) 4 X, ~ 3X, + 2x, 2-1 (4)

xX - X,>-7 (5)

Xy > oO (6)

X, > 0 (7)

- X22 0 (8")

Max (- 3X) - 2X, - X,)

e} est solution réalisable de (PA,) et sature (4).

(4) permet d'exprimer xy en fonction de Xy et x, $

Xx, = 3K, 7 2X, - 1

La fonction objectif s'écrit en fonction de Xo et x :

+ 11x, + 5X, +3



A (i = ( ")

43 5

=- pl =-(- -AoA > PRA cael

A = (- 43 - 11 5)

Posons a? = Ee + hA

(2') est saturée et h = =a d'ot :
1539 .

= ¢

|, =a

2864 727 = 1111)

1539 1539 1539

x Soit (PA,) le programme auxiliaire associé 4 e,

[ x, + 2k, = x, 2 2

F 2x, = x, 2-3

xy oz x, 2-5

J x, ee 3X, + 2X, 2-1

Xy r x, 2-7

x 2 0

X, 2 0

= x3 2 0

Max (- x = 2x, + 2X.)

Ee sature les contraintes (2) et (4).

qi")

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8")
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Le nombre de contraintes saturées étant égal 4n- 1 = 2, on

applique GRAPRO.

2x, + x, =3

xX, + 2X, =1+ 3X4

5
_ 2 -\ x 2-1 3 -x

ea Pena MA)il 2 X, -1 2/ \i + 3X, 2X -3

La fonction objectif s'écrit : - os 3X,

Ay = Ay = 3

AL=-s 3 = d'ot :

: 3\-; 2/\3 6

On pose ~ = € +h.

' . ~it a.) 3 3) 5
(8') est saturée et h = 9034 d'ot : € = G > e? 0)

x Soit (PA) le programme auxiliaire associé 4 eS

x + 2X, = X, > 2 (1")

~ 2X, - X3 2-3 (2)

X) 7 4, 2-5 (3)

2 X, ~ 3X, + 2X, 2-1 (4)

X, - X 2-7 (5)

x, > O (6)

X, 2 0 (7)

x, > 0 (8)

Max (- X, - 2X, + X,)
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a sature (2), (4) et (8).

Les conditions de Kuhn

“2g te My

- 3 uy =- 2

~ Hy + 2 Hy F Ug

On libére la contrainte d'indice 2 car Uy = Max

K, 7 3X) + 2X, 2-1

. —_

X, = 0

PL (, *) d'oa
0 1

Do =D,=- 2-1 1 (; =
0 1

p, =[1\=- 1 *) *) (5) ¢ (-

D 0 1 0

3

c D= (- 15, - 5, 0)

Posons rt = Qo + hD

7, 2 }

spews ste. ake 5 -_ 4
La phase d'initialisation est terminée. &

4

On pose : X° = &.

soit

et Tucker donnent :

-32
Wo

-2
m3

=-1
a)

Cys Uy? Ug) -

3X, = 1

xX, = 0

est réalisable pour (P)
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b) Phase de "saturation"
aalase 

ce saturation

Tl n'y en a pas puisque X° sature exactement 3 contraintes

(1), (4) et (8).

On pose : X'° = X° et on passe 4 la phase suivante.

c) Phase d'optimisation
c
t
a
s
e
 

d optimisation

z uy + Hy = ] HDF 1

- 2 uy 3 uy = 2 h, = 0

Wp t 2 uz tug = 3 Wg= 4

On libére la contrainte d'indice 8.

# Recherche de D

ba 1

boP< + N> " 1

I Xo 3

jc P= (" "| R ()

1 ~3 2

c® = 3 et ch=(i 2)

D,=3- 2){ /-1 2) 7 (’) =4

1 3 2

~ <i 4Dy == all -2 1 4 = cs

12Dd, 1 -3 2 5.



p= (¢,4, 4)

Posons : xt! = X'° + bp

® Calcul du pas h

On trouve h = i et (2) est saturée

1
Le nouveau vecteur réalisable : X'° = X'° + hD soit

pats pe G > 2, 5 sature (1), (2) et (4)

* Conditions de Kuhn et Tucker

- p72, + ue Hoe 7

= = a = - 20au 34, 2 a> Y 3

Meo- Hl + 2, = 3 ue = - 36
1 2 4 4 3

On libére la contrainte d'indice (1).

# Calcul de D

2 xX, + X, = 3

c
x, 3 x, +2 x, = 1

Posonus ; a= ("‘ xp 7 xy

X,

' = 1amt 1 d'ot =P 3 )

1 ») 3 1 2

Pp _ I
(8) Cc = 2 et C= (1 3)

\-3



Posons : X'

# Calcul deh

On trouve h = x et (6) est saturée.

» 3) sature les contraintes :WISLe nouveau vecteur réalisable : x2 = (0,

(2), (4), (6).

# Conditions de Kuhn et Tucker

- =i JD2u,+t Wthe = 1 Hy an

- 3 = 2 -_2yu, << A 3

= Uy + 2 uy, = 3 He=-7

La condition d'optimalité est vérifiée.

- On peut donc conclure :

xTM = (Oo , f, 3) est le vecteur qui réalise le maximum.

Ce maximum vaut : 2* = Al
L
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IV - COMPARAISON AVEC LES METHODES DU SIMPLEX

1. IDENTITE DES DEUX METHODES DANS LE CAS STANDARD

A - Quelques rappels sur la méthode du Simplex

On appelle forme standard d'un programme linéaire (P), un programme

linéaire dont les seules contraintes unilatérales sont les contraintes

de signes:

A.X = B

(P) X >> 0

Max C.X

Notons que dans ce cas, p' = n (nombres de contraintes unilatérales).

On sait que l'on peut toujours se ramener 4 cette forme soit par

adjonction de variables d'écarts (pour transformer toutes contraintes

d'inégalités en contraintes d'égalités) soit en posant

X= xt — x" dans le cas oii certaines conditions de signes sont

Soit KX une solution réalisable de (P).

X sature exactement n - p contraintes unilatérales.

aly. + a.X. = 8B
I J

XK, = 0

Hee VkEC(K / J)



La différence fondamentale avec le cas général est que les variables

hors-base fig j € J, sont imposées par le probléme 4 chaque &tape.

Posons : |P = al

R= ay

= =i
X =P .B

est appelé programme de base de (P)

; Xy =0

(Nécessairement, pli >> 0).

i A ce programme de base, on associe la forme simpliciale de (P)

+R, = BR!
x R xy B

xX >> 0

Max [Z + (c7 - 2”) X,]ee avec

Bi =p lig

i ' -1
' R' =P VR

f Z=cip!s
E

{ J I o-l

La nouvelle forme de la fonction objectif étant obtenue en décomposant

Z = C.X de la maniére suivante

I J
= +Z Co .RY Cc Xy

et en jremplagant °K, par 8! ~R'.X,.

y x- cy

} Cette mise sous forme simpliciale est essentielle pour le déroulement

| de i'algorithme.
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c) Algorithme du Simplex

x X est solution optimale si et seulement si :

oc = Zz << 0

# X n'est pas solution optimale.

Considérons alors l'indice e

On libére la contrainte Xx, =

On obtient : Xy = B - A'®.x

I

tel que : C’ - Z° = Max (Cc) - 24) jes

0.

x >> 0 <> BY - AM.x >> 0 <> A‘? x < B!
ke k

At® est la colonne d'indice e de R'.

* On distingue deux cas

ler cas : At <0,Vk — Pas de solutions finies

2éme cas : Jk jar’ > 0

Posons H = {k / Aly > 0}

Soit s l'indice qui réalise

BI

: Min (a) =h
T

keh \A'_q

On pose : x". = X, Vi e(r / (s})

x! = h
e

x’ = 0
s

', = j e(sKI, = 0 vies te)

Les nouvelles variables de base sont : Xi (I' = Lu fe} / {s})

Les nouvelles variables hors-base sont : Ky (J' = J U{s} / {e})
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d) Recherche d'une solution réalisable i_phase d'initialisation

Supposops que l'on ne connaisse pas de solution réalisable pour (P).

On introduit alors le probléme auxiliaire suivant :

A.X+ I.E. = B (B >> 0)

x >> 0

(PA) E >> 0

P

Max (- £ e,)

i=p

avec E= "| (Les variables e; sont dites artificielles)

e |

i) f

I est la matrice identité.

On connait alors un programme de base de (PA) :

X =0

E=8

On applique & (PA) une variante de l'algorithme du Simplex qui consiste

a supprimer les variables artificielles au fur et A mesure qu'elles

sortent de la base.

“<B - Comparaison avec la méthode du gradient.

Supposons que l'on connaisse un vecteur réalisable X qui

Sature u - p contraintes de signes. :

Nous savons que, dans ce cas, les méthodes du gradient projeté

et du gradient réduit sont identiques.

Plagons nous dans les conditions du Simplex, et considérons

(P) sous forme simpliciale :
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(P) X >> 0

Max (z + (cc) ~ 2) x,|

U bwX vérifie : Xx;

>| It oO
J

x Conditions de Kuhn et Tucker

X est solution optimale s'il existe des coefficients Ai et yj

tels que :

xX = 0 A =0

"Rm typec-2 — yp ec-z

u << 0 u << 0

X est solution optimale si et seulement si ct - 2) << 0

Nous retrouvons la méme caractérisation que l'algorithme du Simplex.

De plus, l'indice de la contrainte 4 libérer dans le cas ou X n'est

pas solution optimale est le méme :

Soit, we = Max Uj

jed

lm

% Calcul du vecteur D

De = c° - clate soit :

De=cC - z ou encore ;: De = We > O par hypothése

Dj = 0 je(s / fe} )

DT =-aA’° De



Notons que D est défini 4 un coefficient positif praés.

On peut done considérer :

a

Diy \ (~"s

1 ot J' u fe} = 7

ONG

>|On détermine h tel que ~hat® 20

ou: X' At’ <X
e I

On retombe 4 la derniére étape de 1l'algorithme du Simplex.

Obligatoirement, on trouvera le méme indice s correspondant a la

variable Xx, a saturer (lorsque cela est possible).
i

Conclusion : dans les deux méthodes :

- La caractérisation de l'optimum est la méme

- Le choix de la variable entrante Xx,

- Le choix de la variable sortante Xx. (quand cela est possible)

sont les mémes

Les deux méthodes présentent donc des algorithmes semblables quant

au choix de la nouvelle solution réalisable (lorsqu'elle existe).

Initialisation

Soit (P) |A.X = B

X >> 0

Max C.X

foiv X an vecteuc queleouque de IR” nt +2

@_% = fh,
1 4



Ap XK > Bp P € To

An X < Bn n € Vo

Xr 2 0 pt eto

Xr <0 ‘ n' € v'o

Nous allons appliquer la phase d'initialisation du chapitre III

en considérant le vecteur X = 0

B, €étant strictement positif pour tout i, ona:

Le probléme (PA) associé A X s'écrit

|
| — A.X. >> - B
i

(PA) xX >> O

i=?

Max (2 (- A,X +B.) )

X est solution réalisable de (PA).

—Mettons (PA) sous forme standard par l'introduction des variables
d'écarts e, Gi = 1, ...., p) et posons E \

\3/
P

- A.X. - I.E =-B

X >> 0

ou e, = B, - A,.X
i i

E >> 0

i=p

Max > (- e;)
f=



- 40 -

xX >> 0

E>> 0

i=Pp

| vax = (- e.)
f : i

t i=l .

On retouve ainsi le méme programme auxiliaire que celui donné par la

méthode du Simplex, si nous prenons X = 0 comme solution de départ

pour le programme auxiliaire.

Nous allons illustrer cette comparaison sur 1l'exemple traité au

chapitre III aprés l'avoir mis sous forme standard.

c- Exemple

l XxX, +2, = X, +X = 2
1 2 3 4

2 x + X + x, = 3

~X, + Xo +X = 5

57 X, + 3%, 7 2% +X = |

= Xx, + X, +X, 57

x. 20 ail, ...., 8
i

fc

| Max (X, + 2X, + 3 X4)

Le programme linéaire est sous forme simpliciale.

x! =/X 2ref % i*\
fs) fa\

5 |
| 3

6 |

7

1 7

x

x
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* Mise sous forme simpliciale (Simplex)

% Conditions de Kuhn et Tucker (Gradient)

Ay F242 Ag Ay tu =

+2 Ay + Ay + 3 4 = Xs =

- hr + a, -2 hy +i =

ry =

2

hy + Us =

a3 =

Ay + Uy =

de .

Wr 7 os ger wag

Dans les deux cas, on est 4 1l'optimm

7 5 1 9 8 9. 19(O, 3 3, 3° 0, 3? 0, >> "

= AL
3

x, +a - 3 -F%,
x + 2 x, + X, =

2 Bx- 2

Xg ~ x- 3 2

eo

ul WINE Wo
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‘ >

On remarque, 4 travers cet exemple, qu'd chaque étape :

- Les coefficients de la fontion objectif sont ceux de Kuhn et Tucker

(d'oti la méme caractérisation).

- On en déduit que la variable entrante est la méme.

: a : e : :
- La contrainte 4 saturer est la méme (bi - A'y x, = x; +h di pour tout i).

- On en déduit que la variable sortante est la méme et par conséquent le

vecteur réalisable aussi.

2. DIFFERENCE DES DEUX METHODES DANS LE CAS GENERAL DES PROBLEMES

MIXTES.

Nous avons vu, au paragraphe |, que la méthode du gradient appliquée

a un programme linéaire sous forme standard, est analogue 4 la méthode

du Simplex.

Partant d'un programme linéaire (P) sous forme mixte, nous allons

appliquer la méthode du gradient et comparer les résultats, 4 une

itération quelconque, avec ceux obtenus en appliquant 4 (P'), forme

standard de (P), la méthode du gradient qui est celle du Simplex.

a) Mise sous forme standard du programme linéaire (P)

Soit (P) A.X = B

A'.X >> B'

[Max c.xX

Les notations sont celles des chapitres précédents.

On pose . E = /e. oti e; est une variable d'écart.

I_, la matrice identité a p'p! lignes et p' colonnes.
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.]X =x! = xn

i X'>> 0

X">> 0

La forme standard de (P) donne :

A.X' - A.x" = B

A'.xt = atyyTM - TE = B

(P') x! >>0

x" >>0

E >>0

Max (C.X' - C.X")

(P') posséde : . p + p' contraintes bilatérales

- 2n + p' contraintes de signes

Notons que puisque n > p, 2n + p' >p +p!

Pour avoir un programme de base, nous devons donc saturer 2n - p contrain-

tes de signes.

Soit un programme de base associé au probléme (P) :

A.X = B

A'y.X = B'S oui J est un ensemble de n - p indices

1 oy ’ANK> By kel / 3)

Posons : Xp = X'p si Xp > 0 (X"p = 0)

Xn = - Xn si Xn < 0 (X"n = 0)

Soient P= {p / Xp > 0}

N = {n / Xn < 0}

Vie (uN) , x, = x - xr,



ri
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P et N étant deux ensembles complémentaires, on a n contraintes saturées

parmi : |] X' >> 0

xX" >> Q

Aux (n ~ p) contraintes saturées ;: A',.X = B’_ on fait correspondre

les (n - p) contraintes saturées : E. = 0

Ainsi, & toute solution réalisable K de (P), on fait correspondre le

programme de base suivant

ax - ax +» Ady = Ady = B

Ki

L.

= cs ) — N —

Max (cP x' = cP xt + oN xt. - Cc x")
Pp Pp iN IN

ot K' =(k / 3}

(xi > x > ¥ 5 x" ; E, r Er) sature exactement p + p' + n+ (n — p)

soit 2n + p' contraintes (on a 2n + p' variables).
PS
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b) Conditions de Kuhn et Tucker

» Pour le problame (P)

t ti, - ft
AA + A gH; Cc

<uy, << 0

- Pour le probléme (P')

[f tp t.,P PAA + TAM AD + =a der = *P (1)

_t,P, _ t,,yP _ -tiyP 7 _ _ t.PAry AM, AT Age # UM = - ‘cP (2)

t,N, . t,,N tN yt
Ah + A 5 AS + A KE Aer + ~ Cc (3)

t_N N—FaMa = Farha - Tay dys = - *c% (4)

= AS tet Hy OG)

- Ags = 0 (6)

Les €équations (1) et (2) d'une part, puis (3) et (4) d'autre part

nous donnent :

qe
)

°

aa
l o

On en déduit de (5) et (6) :

a” ¥y

ye 20

Les conditions de Kuhn et Tucker s'écrivent finalement :

t .P t,,yP _ t.P
A At A zy Hy c

tN t,,N - tN
A A+ A y Hy C

<uy < 0
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ou encore

tKAN t, “at = Cg ly

uy << 0

On retrouve le méme systéme dans le cas de (P).

Conclusion : Les conditions de Kuhn et Tucker, 3 chaque itération,

sont identiques pour (P) et (P').

c) Recherche de la nouvelle solution réalisable.

- Cas du probléme (P)

Supposons les conditions de Kuhn et Tucker non vérifiées.

Soit 1 / uy = Max Has

jed

On libére la contrainte d'indice P et on applique la méthode du

gradient projeté.

Le vecteur de montée D vérifie le systéme

AD =0

A's D =0 ot J' = J / {e}

TAA + “Ay Use * 2 Hy pd =‘c

Cas du probléme (P')

La contrainte 4 libérer correspondante 4 celle de (P) est

H, =0
1

Nous allons décomposer le vecteur D', direction de montée

admissible de la maniére suivante



eee one

P PA'y:D', = A’) :D"

correspondant

correspondant

correspondant 4

correspondant 4

correspondant a

correspondant

correspondant

_ P oan
P A’ D'>

P

cl ate Dp! —_ are pi
P k P

i"

D P

r+ > +

pr

wr

or

fur

A!
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+ ANp:

+ AMD?

+ at

wig!

Al yA
K''K!

+ Any Aa + Fat d

t N t
1 > ~ {

J'

At

we tert

n nw

N

ra K'

K'

J

N

k

+

Le systéme permettant de déterminer D' s'écrit

N

AnD", ~_~ Ass =

't = =

cw 7 Ay

Ay =

t
2 Uy D P

wT hi

u P * ae Pp

wa + 21 D'_.
— oN a) IN

+ 2uD W

0 VkE K'V{1}

(a)

(b)

(2)

(d)

(e)

(f£)

(g)

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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Compte tenu de (4), (a) et (b) sont équivalentes

TATA + Sat Age + Tate Age + SAtP ay #2 uy Dt, = cP (a')

Compte tenu de (5), (c) et (d) sont équivalentes 4 :

FAN A + TANT, Age + TAME Qe + AMAL + 2 up Dt, = tN (b')

Compte tenu de (6), (e) s'écrit :

Ayr = Uys (c')

(£) s'écrit :

Agr = 2 uy Age . (d")

(g) s'écrit :

AL =2uA (e")

Compte tenu de (c'), (d') et (e'), (a') et (b') sont équivalentes 4 :

TAA + “A's Wye #2 uy FAY gs Ag + at, A) #2 uD" = *e (A)

Compte tenu de (3), (A) s‘'écrit :

t tas tie ' Ce ' ' re tAXA + AN yr Hye #2 uy CAT AT +t A‘,ATM)D +2u,D Cc

° v
Posons : [ D N

wet



« t
Posons de meme : 6 = Aly Ate + AY Ay + In

ot In est la matrice identité 4 n lignes et n colonnes.

En définitive, D' est déterminé par le systéme :

A.D =0 qa)

A',1-D = 0 (2)

Ay =0 (3)

A = at (4)

Aes = AND (5)

tar + “A'S, By + 2 uy OD = “6 (6)

Conclusion :

Les vecteurs D', D ne sont pas donnés par le méme systéme dans les d
eux

cas (seules les conditions (1) et (2) sont identiques).

En fait, nous retrouvons le meme algorithme si 1'on considére uni
que-

ment les composantes D; du vecteur D'.

Autrement dit, les composantes A; du vecteur D' ne jouent qu'un role

superflu.

Nous voyons, 4 travers cet exemple, que la méthode du gradient

apparait plus souple par rapport A celle du simplex : la nécessité

pour cette derniére de faire apparaitre de nouvelles contraintes

(variables d'écart, contraintes de signes) est superflue. (Pour la

deux méthodes. comparaison de temps machine,
P

place mémoire, ..-, sé référer au D.E.A. de D. ATLAN).

Nous allons illustrer cette comparaison sur un exemple
.
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Considérons le probléme (P) traité au chapitre LIL

[ KX, 72%, + X, 2-2

~ 2x, ~ X, 2-3

xX, 7 X,, 2-5

ws | X, 7 3X, +2k,2- 1

x 7 x, 2-7

xX, > 0

X, > O

X, 2 0

[Max (xX, + 2X, + 3 X,)

Forme standard de (P)

t x, + 2%, - ut

2 x, + x, + ¥

-~ xX, + x,

(P") <
—X,; + 3%, 72x,

~ FX

| Max (x, + 2k, + 3K)

En partant de la solution réalisable

xr?

(re|
:

!

/

0°

0

0

2

3

5

1

7

pour (P') et xX

iH w rs WwW oO ’ | ol ql 2, 3

=5 ¥.20,4j241, 2, 3,

4, 5

0

= 0) pour (P)
0
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nous allons donner les différents résultats a chaque itération :

- Pour (P), par la méthode du gradient.

- Pour (P'), par la méthode du simplex.

Simplex (P')

I

= fr

1

aa

(0, 0, 3)

(5, 0, 5, 7, 4)

Gradient (P)

* x! = (0, 0, 3)

avec 3: 
avec :

p! = (0, 0, 1) p! = CO; 0, 1)

sl = Cl, -1, 0, 23 -1)

(x! = x° + holy

fo? -

>
no

ul

(O, 1, 0)

(-2, 0, -1, -3, 1)

On est 4 l'optimum

= x? = (0, Z, 3) # x2 = (0, i, 3)

= ¢b 8 19.Y'y = G 0, 3? 0, 1?

avec : 
avec :

2
D” = (0, 1, 0)

x? est solution optimale
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3. IDENTITE DE LA METHODE DU GRADIENT ET DE_LA METHODE DUALE

DU_ SIMPLEX.

A - Quelques rappels sur la méthode duale du simplex.

Soit (P) un programme linéaire sous forme standard et (D) son dual :

pe = B Y.A>>C

(P) X >> 0 (D)

| Max C.X Min Y.B

ot [4 est une matrice 4 p lignes et n colonnes
P

un vecteur de IR

n
un vecteur de IR

un vecteur ligne de IRTMKe Oo Mm ow un vecteur ligne de Ir?
Considérons un programme de base de (P) :

I
AY.X, + AnK, B

ttxX 0
L

Posons : P = al et R= al

Le systéme précédent s'écrit :

oe
Posons :

Z=C.X

Z=cl.ip!s

L IT =!

z=Z+4 (cl - zh) x, (voir §1, chapitre IV).
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De plus, X est optimal si et seulement si ch - ze << 0

Une solution de base duale — réalisable est un vecteur X

tel que : Xy = p} B

x,

gicy

0

L cc 9

si, de plus, X, > 0, alors X est optimal.

ce deco ee ted eR «coe cP ab >> ch (1)

Posons : Y = ch p!

L

(1) <> Y.Av > €

year = ct (aly! ab «= ct

aga y.au >> ch
> Y.A >> C

y.at = ct

A toute solution duale réalisable : Xy = p! B > on fait

x, = 0

L L
c -Zz <0

correspondre un vecteur Y = ct p! réalisable pour (D) qui sature

les p contraintes d'indices ié€él.

La méthode duale du simplex consiste A trouver une solution réal
isable

pour ie duai ueilleure que lea précédente.

Pour le primal, cela revient 3 dire qu'il faut trouver une s
olution

duale réalisable rendant xt > 0.

b) Méthode _duale du_simplex
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MW Q bg ow* X, >> 0 alors X est optimal et Max C.X =Z

* Ji €1/X, <0

On pose x, = Min xX;
i€L

K. sera variable sortante.

SoitH= {1€L/ @! R)! < 0}

ler cas : H=@ . Le probléme n'a pas de solutions finies

2éme cas : H # @

e Se ze 7 Se
On pose + —— >—> = Min —T TT

- (URE 1€H - (PR)

x, est variable entrante.

=

On considére alors le nouveau programme de base associé A l'ensemble

d'indice : I / {s} U {el}.

. Recherche d'une solution réalisable.

Considérons un programme linéaire sous forme standard :

A.X= B

(P) X >> 0

Max C.X

“os _ a
" RX,=P OB

*,

Soit X = (®) un vecteur tel que : Xy +P

Supposons que X ne soit pas dual - réalisable : la condition

ch - gh << 0 n'est pas vérifiée.

Considérons la contrainte artificielle : x, + 2 x =M

1€L

(M pouvant €tre aussi grand que l'on veut).
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Soit a l'indice tel que : c? - 2* = Max cct = zy
1éL

Le programme auxiliaire :

-1 _ pl
X,+P RX, =P B

(PA) dX + © X =M

Oger,

Max C.X

admet une solution duale réalisable X' = Xx

x
°

On applique 4 (PA) la méthode duale du simplex.

Trois cas peuvent se présenter :

ler cas : (PA) n'a pas de solutions finies

(P) n'admet pas non plus de solutions finies

28me cas : (PA) admet une solution et xy est variable hors-base

1) La valeur Z maximale est fonction de M.

(PA) n'admet pas de solutions finies puisque M peut

augmenter indéfiniment. Il en est de méme pour (P)

2) On a Z qui est indépendante de M.

On fait alors décroitre M jusqu'a ce que l'une des

variables, fonctions de M, s‘annule. |

38me cas : (PA) admet une solution et X, est variable de base.

On est a l'optimum pour (P). La valeur de toute variable

autre que x, est indépendante de M, donc Z aussi.

Z% est solution de (P).

B - Comparaison avec la méthode du gradient.

Nous allons montrer l'analogie de la méthode duale du simplex

appliquée A un programme linéaire (P) | A.X = B

X >>0

Max C.X

et de la méthode du gradient appliquée au dual (D) du programme

linéaire (P) : (D) ir >>C

Min Y.B
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Pour nous placer dans les conditions de la méthode du gradient, nous

considérons la forme suivante de (D) :

Y.A >> C

(D)
Max (- Y.B)

Soit Y une solution réalisable de (D) telle que :

= ,I i :| Y.A = C (p contraintes saturées)

| va > ch

Posons P = me et R= ab

q <— -P!l p< o ou: P Bro

=

Or par rapport 4 la méme base I, le primal s'écrit

Px + R.X, = 8

D'aprés la méthode duale du simplex, X, solution duale réalisable

= X, = p! B
0

pour (P) est optimale si et seulement si

X. >>x 0

oa : ]
Cette condition se traduit par : P B>> 0

Conclusion :

La caractérisation de l'optimum est la méme pour les deux

méthodes.

b) Recherche d'une nouvelle solution réalisable

Si la condition by << 0 n'est pas vérifiée, on applique 1'algorithme

GRAPRO.

Soit : U_ = Max i.

S ier 7



W, = Max (-p7! B). = Max (- X. ,) = Min xX,i€l i€I ier +

D'autre part, A toute contrainte d'indice i du dual on fait correspondre
la variable de méme indice du primal.

Donec, libérer la contrainte d'indice 5s du dual revient A faire sortir la
variable X, de la base (puisqu'on rend Us nul, x, s'annule aussi et par
suite, X.. sort de la base). Donc :

La variable sortante est la méme, 4 chaque itération, pour les
deux méthodes.

Posons I‘ = I / {gs}

Le calcul de D, direction de montée admissible, est donné par le
systéme :

'

DAT =0

I' . tA Uys + 2 uy D=- 8B

Rappelons que D est déterminé a un coefficient Uy prés.

Par hypothése : D.AS > 0

Donc, on peut supposer D.A® = 1 (si p.a® = k, on considére le vecteur
D' = kD).

On peut donc dire que D vérifie :
'

p.al 0

D.A® 1

~ tee I' sCe systéme s’écrit : D (A A) = (0, 0, ... 0, 1)
rt

Or (A A*) =P

Posons : E, = (0, 0, ..., 0, 1)

”TM

D Vécifie : D.P = KE, d'oGi : D.P = (Id) .

(Si on considére E. comme la ligne d'indice s de la matrice Identité : Id)

1— > 
=]

d'oti: D = (Id) . P soit : D= (P 5

Considérons le nouveau vecteur : Y + hp

. = L L ;Ce vecteur est réalisable si : (Y¥ + RDA“ >> Cc soit 3:

Yau + n(e!y AY >> ch ou encore
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~h @! R). <¥Yal-cl VLEL

or, zi = Fat donc veal ~ ct >O VLEL (car zi - cls 0 V1EL)

Soit H= {1€ 1 / (ep)? < 0}

ler cas H=96 Pas de solutions finies

2éme cas : H # @

zi = ct
On pose h = Min Tn

1€H \ - (P 2),

Soit e l’indice qui vérifie le minimum

La contrainte d'indice e est saturée.

A cette contrainte, on fait correspondre un coefficient de

Kuhn et Tucker ues 0 d'ou xX, > 0.

x, est variable entrante.

La variable entrante est la méme, 4 chaque itération, pour les

deux méthodes.

Conclusion : Nous avons retrouvé, 4 travers la méthode du gradient,

exactement la méthode duale du simplex.

Nous allons illustrer cette comparaison par un exemple.

C - Exemple

Nous allons reprendre le méme exemple décrit dans les chapitres

précédents.

On applique la méthode duale du simplex au programme linéaire

suivant :
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KX) +2X,- X, +k,

2%, + + x,

—X, + x, +X,

(P) -X,+3%,- 2%, +X,

- X,+ X&

[Max (X, + 2X) + 3 X,)

et la méthode du gradient 4 son dual (D) :

-Y-¥,+2¥, 3 4

2X, +Y¥, +37, - ¥,

(D) -Y + Yy ~2¥, + ¥,

Y.

Max (-2¥,-3¥,-5¥,-¥
4

wv

Ww

Vv

= Wf! 0)

WV 0

(1)

(2)

(3)

ies,

i=l, ..., 8

sees 5 ((4),.

On part d'une base duale - réalisable qui sature (1), (2), (3), (4)>

(7) de D.

++ (8))
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CONCLUSION

1) La méthode du: gradient apparatt comme une méthode générale de réso-

lution en programmation linéaire puisqu'elle permet :

- La recherche d’une solution réalisable d'un programme linéaire

quelconque.

~- La recherche de la solution optimale d'un programme linéaire quelque

soit sa présentation :

a) sous forme standard

(Toutes les contraintes sont bilatérales sauf les conditions de

signe).

Dans ce cas particulier, on retrouve un algorithme semblable 4

celui du Simplex.

b) sous forme canonique

(Toutes les contraintes sont unilatérales. Existence des conditions

de signe).

c) sous forme mixte ou quelconque

(Contraintes bilatérales, unilatérales avec ou sans conditions de

signes, ...).

2) Ces résultats montrent la souplesse de la méthode du gradient

puisqu'elle s'adapte 4 tout type de problémes en programmation linéaire

ts =, acew ton BS nawetntnn ane
e

amas salt mate Crepaymyaterticaay (ne wasecsurce

sans Gu it SUie heces5aire ae recourir a cereasns ar
LS a nt AD ae
2206S GUL facti

dissent la présentation et le traitement du programme (variables

d'écarts, variables sans conditions de signe).

On peut également, dans certains cas, prévoir un gain en mémoire et

temps de calcul par rapport a4 la méthode du Simplex (cf. DEA de

D. ATLAN relatif 4 la programmation de la méthode du gradient dans le

cas de la programmation linéaire).
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3) Les méthodes du Simplex apparafssent comme des cas particuliers de

la méthode du gradient :

a) Méthode primale du Simplex

Lorsqu'on se place dans les conditions du Simplex (mise sous

forme standard puis sous forme simpliciale), on retrouve le

méme déroulement des deux algorithmes : celui du Simplex et

celui du gradient.

b) Méthode duale du Simplex

On retrouve méme déroulement de 1'algorithme dual du Simplex

et de celui du gradient appliqué au dual du programme linéaire

sous forme standard.
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V = POINT DE VUE. INFORMATIQUE: EVOLUTION DE LA MATRICE Pit

1}. POSITION DU PROBLEME

La méthode du gradient nécessite le calcul du vecteur A (gradient

réduit "&€tendu") dans le cas de l'algorithme GRARED ou celui du vecteur

D (gradient projeté) dans le cas de l'algorithme GRAPRO.

: Dans le premier cas, A est donné par le systéme :

It a
oD

! a rg mwAp

(ef. (II3)")

Al =-P R, dp

z . ~1
Comment évolue la matrice Pa lorsqu'on sature une nouvelle

contrainte ?

: Dans le deuxiéme cas, D est donné par le méme systéme (Ro est, cette

fois-gi, un vecteur colonne).

7 : z 7 -1
On se propose d'étudier l'évolution de Pa lorsqu'on passe d'un

ensemble d'indices J, de contraintes saturées 4 un nouvel ensemble

Jn 1°

2. EVOLUTION DE P| QUAND UNE NOUVELLE CONTRAINTE EST SATUREE

I p
Rappelons que :; Pa = fA Rn A

Al AteI

J

(voir notations du chapitre II).
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Supposons que la nouvelle contrainte saturée s‘écrive

' = R :
A i X=B i ié€ (K/ J)

Le nombre de variables de base augmente d'une unité.

Soit x, cette nouvelle variable de base.

ns I 1 - e'
Pa #17 A A RQ ‘1° A

iL rl 1p"
eg yg a'3

ant atl are!
i i

ot p' = p / {1}

Posons : R = al A= al e= AN
ak

J

Pat 1 = Pa R

A €

Posons P 7 = /X Y ot :
m+ 1

Z t

X est ume matrice carrée de la dimension de Pa

Y est un vecteur colonne de la dimension de R

Zest un vecteur ligne de la dimension de A

t est un réel.
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On obtient le sys

-1

-1 a

(c) => Ap! - kp

a

— Z (e- AP
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oo>> os
B

o > Ce ad oo,
fa

N

téme suivant :

(a)

(b)

(c)

(d)

(I - RZ) d'ot :

“a RZ + eZ =0
m

“ja -]

On en déduit :

(V - 2.1)

(WV = 2.2)
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t-- 3 T. (V - 2.3)

rd m)
Y= ——_—- (V - 2.4)

Compte tenu des formules précédentes :

= _ = YZ

Poti {Pn te ¥

Z t

avec :/Y = - P| Rt (V - 2.)

z=- fps
m

t=
AP R-€

m

3. EVOLUTION DE pot DANS LE CAS OU n CONTRAINTES SONT SATUREES.

Supposons qu'a une étape quelconque m, on ait n contraintes

saturées (égal au nombre de variables)

A

Poo = J_ comporte n - p indices

At n
J.

Supposons que la solution correspondante ne soit pas optimale

et que l'on soit amené 4 libérer la contrainte d'’indice j (j€J_).4 m
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L'algorithme GRAPRO nous permet de trouver un nouvel indice k pour

lequel la solution correspondante au nouvel ensemble d'indices :

Ina 1 74, / {j} U {k} est "meilleure" que la précédente.

Posons ; Pact 1 = A )

’

4 J
m+ I

-1
On se propose de chercher Pa +1 en fonction de on,

Le passage : Pa —> Pm+ 3 décompose en deux phases

= Pa _e Pre (aprés avoir libérée la contrainte d'indice j)

#Pio —»> Pp (aprés avoir saturée la contrainte d'’indice k)
m+ 1}

-] =

a) Passage de Pa a pr!
m

En gardant les notations du paragraphe précédent :

P = P! R
m m

A €

Posons

-1 ' '
P = x XY
m

z' €°

x', Y', Z', t' sont, cette fois-ci, connues et ont les dimensions

respectives de Py R, A, ce.

il v2
D'aprés V-2, X' = Pr + d'ot : 7 Pt = xX! -

1 AP =i7

b) Passage de P i mel

Ce passage a été décrit au paragraphe vy dans le cas of une nouvelle

contrainte est saturée.
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