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INTRODUCTION

Les systémes de régles de reégeriture sont appliqués 3 de nombreux domaines
de programmation (spécifications de types abstraits: preuve automatique de
théorbmes: sémant1que opérationnelle, programmation fanctionneller ..\). I1
est donc intéressant d'en etudier certaines propriftés avant de les sppli-

quer & des résultats concrets.

Une regle de réécriture est une relation entre deux termes, On dit qu'un
terme se reberit en un second termer pour une régle donnéer si le premier
terme contient une instance du membre qauche de la rdgle et le secand con-
tient au méme endroit 1'instance correspondante du mesbre droit.

Un ensemble de regles forme un systéme de réécriture de termes,

Parmi les propriétés des systémes de rééeriture celle qui nous intéresse ici
est la terminaison uniforme,

On dit qu'un systéme a la propribté de terminaison firse s'il n'existe pas
de termes donnant lieu & un nombre infini de dérivations. Ce problame est en
général indécidable [ HL 781y donc malheureusement non sutomatisable, Pour

y remédier: on est amend & définir des conditions suffisantes sur les rdgles
du systeme. La méthode de Wannaz et Ness { MN 703 consiste 3 exhiber un ordre

noetherien competible avec la relation de réécritures un tel ordre est appe-

1€ ordre de réduction. Four prouver la terminaison firiey on impose en plus

—

8 stahilité de 1'ordre pour 1'instanciation dec variables.

La méthode de Dershowitz [ DER 791 est basée sur des ordres de réduction
particuliers: les ordres de simplification. Les conditions de simplification
sont simples & demontrer et de nombreux ordres de simplification ont la pro-
priété de stabilité par instanciation des variables. On est ainsi dane les

bonnes conditions de preuve de terminaison,




-

:

o ) |
A la suite de nombreux ordres deja connus: tels lec ordres sulti-ensembles

et lexicogqraphiques» qui possedent les propriétés de simplificationy sont
I
apparus de nouveaux ordres définis recursivement. On peut notamment citer

l'ordre récursif sur les chemins que Dershowitz a proposé pour 1la vérifica-
|

tion de sa méthode et qui a ete généralisd aux réales de type associatif v
Kamin et Levy. Ensuite Lescanney Jouannaud et Reinig [ REI 81: JLR 831 ont |
défin1 1'ordre récursif de decomposition qui contient strictement 1'ordre
récursif sur les chemins, Ces ordres vtilisent un ordre bien fondé sur 1'en
semble des symboles fonctionnels: appelé préckdence. La connaissance de la
précédence est un inconvénient 3 1'zutomatisation de comparaison de deux
termes ! pour deux rrecédences différentess lec resultate peuvent Etre dif-|
ferents, Si on souhaite prouver l'orientation de plusieurs réqless il faut
alors choisit ure précédence adéquater ce qui n'est pas toujours évident,
De par sa définitions 1'ordre de decomposition est relativement bien adapté

: . |
2 1'sutomatisation du choix d'une précedence durant la comparaison de deux

termes: ce qui est plus difficile dans le cas de l'ordre récursif sur les
chemins.

Dans cette thise je me suis sttachée 3 1a question du choix d'une précbdenq
permette de proover la terminaison finie d'un systkme de rdécriture grice ﬁ
ordres de deécomposition, C'est 3 ce probléme qu'est consacré le chapitre 34
Quelques notions elémentaires sur les termes » les multi-enseables et les 8
témes de reécriture sont rappeldes dans le chapitre 1y puis dans le chapits
sont 1ntroduits quelques ordres de simplificationy dans le sens croissant di
1'inclusion des relatioms ! plongement: ordre récursif sur les chemins etf
ordre récursif de décomposition dont on propose un algorithme de comvarais*
de deux termes.

Enfin le chapitre 4 traite de problemes rencontrés lors de la preuve d'oril

tation de certaines reales ou ensembles de régles. Il faut alors nodifierl

1a définition de 1'ordre de décomposition classique afin de 1'ajuster 3 ce

S s L

tains systémes. Par exemple l'ordre strict sur les symboles ne suffit pas tou-
jours, Une solution est de considérer dec possibilités d'équivalence entre les
symboles forctionnels, Une nouvelle question se pose sur le choix de telles
précédences, Une autre modificetion de 1l'ordre de décomposition est la possi-
bi1lit€ d'avoir de plus petites constantes: c'est-3-dire des constartes infé-
rieures ou dgales aux variables. Enfin il reste 3 gbnbraliser les résultats
obtenus pour grendre en compte les r¥gles de type associatifr gréce 2 l'ordre
de décumpusltxon avec statuts sur lec opérateurs introduit récemment par Les-

canney ordre g1 contient l'ordre récursif sur les cheains avec statuts.







Chapitre 1

PRELIMINAIRES

I TERMES

Soient F un ensemble de symboles fonctionnels muni d'une fonction arité
ar 1 F_53MN « et X un ensemble dénombrable de symboles variables,

On étend 13 fonction arité 3 l'ensemble X en convenant ¢ arfx) = 0 YxE€X

T(F1X' représente 1'ensemble des termes sur FUX 1 c'est-i-dire la F-algebre
libre engendrée par F |

- XCTRX)

-~onnote F=FKRUFRU ..., UE oU F={f1ar(f)=1i?

FEFR et t, CT(FyX) pour 1 de 1 & n = flter v irta JETFLX)

Soit B 1'ensemble des mots sur EN:v € représente le mot vide et . 1'appli-

] . *
cation de concaténation sur W, .

Les termes peuvent €tre considérés comme des arbres étiquetés, c'est-3-dire
des applications partielles t ¢ IN:'_) FUX dont le domaire D(t) vérifie les
conditione suivantes !

- EE€0t) ov DY =@

- uE vu E DY == vEDIY) ¢ fermeture nar sréfixe )

L uED(L) =3 U.1€DEt) pour 1 de ! 3 ar(ttw))  ( arbre bien formé )

Les éléments de D(t) sont appelés occurrences: ils représentent 1'adresse des

- noeuds de t .




|}
l‘l Dens la suite on utilisere €9slement les fonctions quotient et successewr
Exemple ! L e ¥ ’
| definies pour vsvrw dans (N, et u prefixe de v et 1 dans W, !
t = f. Lt —_— f | ,
/l\ € 1 W est le quotient & droite de v par v ( naote v/uY¥ i v = uw
2 h oz P oe— 9 '
/\ | { cuce (U v v) = UMl S1 v E UolW
2 b x (SR N .'
|
12 40—y b
2 3 b
II  MULTI-ENSEMELES
21 y X |
34—y 2

Intuitivement un wulti-encenble ¢ur un encemble A ect une collection non
|
| ordonnée o'éléments de A pour lzcuelle chaaue élément peut apparattre plu-
On note gar Q 1'arbre vide (tel que D( O ) =¢) 3. On peut considérer O Apw, . ;

I sieurs fole, Formellement on definit les multi-ensemblees mar une spplica-
comme un symbole particulier tel que O ¢ F et arfad) =20,
tion de comptzae !
Le sous-arbre de t 3 1'occurrence v est 1'arbre t' tel que

t'v) = tluww) ¥ v ERYX L On le note t/u . T
Pefinition !
On convient que si U¢Df.t.\ alore t/vu =n s . . :

Un multi-enzemble d'éléments de A est une 3mplication M § A — B
On note par tluet']l pour UED(L) le terme t dans lequel om a remplac ,

Mix) ect appelé le nombre d'occurrences de x dang K |
sous-terme t/u par t' ¢ clest-d-dire t* tel que

L e =t et
Evennle |
Yo £ 0w t90v) = tlvy
Soit M = {{ 1: 2: 2» 35 S: &+ 4+ 63F un nulti-encemble sur ¢
Un chemin d'un terme t est une occurrence terminale ve telle que ar(tiul
alors on a3 HiIN—5 N
Le nombre d'occurrences d'un symbole x est le cardinsl de 1'ensemble

| QU |
L vED(LY | tlud) = x ¥ ~ ~
—
Ls taille de tr notée itlr est le cardinel de 1'ensemble
30— !
{ w€DtY | t(u) +a et t(u)¢.X ¥
G 1
On note par V(t) 1'ensemble des variables du terme t !
| b j——y 3
Vit) = { xEX | Ju€dity t(w) = x ¥ |
' M E— Yoz @41:2:3:5:6)

On définit un ordre préfixe sur (KRY !

On note parv J’C‘R‘- 1'ensemble dee multi-encembles sur A: c'ect donc 1'en-
vlv ssi Juw vs=uw L .
zemble de toutee lec zwplications de A dens @, On définit 1'unions 13

10 - e




|
diffdrencer 1'inclucions. .. de deuy multi-ensemblec comme 1z somme: 12

Lol . "
difference: 1'infériorité: .., 30 senc des 3eplicstions corresrondantes, |
|

Mow= 3llene maintenant definir up ordre cur lec multi-ensembles ;

o I
lefinition !

|
Soient ¥ et N deux multi-encemblee €ur A et < un ordre nartiel etrict cur f
Ixv €M

B <yl B cci

tels eue
O EX N
i W= (N-XY 4y
b Yyer  Ixex x>y
Exenple !
A= M U {3:bsc.d} |

et 2 (b <Cec<d et 1¢2¢3<,,,

2lore d o= {4 1s 3¢ 3: 4. 3. d d}} Cowl M = {{ 20 3: 4: 4sb: c: c+ 4 b

suisaue h = N - {4 Zr 4 be oo 03} o+ {{ ts 3: 23}

wous 2llonz concidérer une dewsidne définition donnde sar Huet et Owpen
elue cimele dane le sene au'elle vermet d'envicager facilement une imslan-
tation 3

Définition !

Soient H et o deux multi-encemtles sur A woccédant un ardre ctrict

Yxea
M4 N

H Cp2 M gsi
<k

Rl CHixY ou [ Iy €h v > x et Hiyd < Hiv) )

Ces deux définitions sont équivalentes [ JL 821,

12 .

=

B
| Definition

i infinie V
'i lenicte m3s de suite infind
lne relztion R dzne A ect noetherlenne c'il n'e

. d'blénentz de A telle aue
XI.R x'ERx'i.R L

Un resultzt tmeor ant sur ee mul 1-eneembles ect h‘ xéme suivant &
tant sur lee m t lee le theo
=2

Théoreme [ 0N 797 @

ATy
5i ¢ ect noetherien sur A 3lore <mud ect noetherien sur

fizne [ JL B21. Jowar wsud et Lesczane ont etudie le concert de monotonie &

4 3 0
1 i basé sur la notio
i-enicmebles aui est
partir d4'un nouvel ordre sur les mult

de pertitions <-gauchies .

péfinition |

Une partition © fls .00 Ard eet <-g93uchie sel

1+ Rt <1 ¥x€a et Yi€U:nl
21 Vxey€a et Vi€ll:d
Hifyh = 1 et hifed =1 — v &y
3 Yx€a et Y1EILZend
Hioy = 1 = 3y€a  H ty =1 et Cy=xoux<v]
Exenple ! .

. 3. 3: cr d¥} est 13 liste
Lz partition <-gzuchie de # = {{ 1+ 3+ 3: 42 25 30 C

( 1. M2 H3- HA) telle que

#i = € 4. d>
%2 = { 3- c}
M3 = { 3- 2}
K4 = { 1: 2¥

1331




Géfainition } [
|
Sorent M et ¥ dewr multi-encembles cur A et ¢ Hi« ,..r Hr) et ( Nieysos Nall

leurs s2rtitione <-asuchiec .

RN e=1 Corle e ) K01 Mo - RLE 0 ae Ha)
On définit ainsi un ardre plus géréral que 1'ordre de Dershowitz et Manna, |
Frogosition [ JL 821 !¢

Si KW et N cont deun multi-encembles sur A alore

Hma == H <

Prosocition [ JL 821 ! |

contient 1'ordre (ndﬁ

Si 1'ordre < contient 1'ordre < slore l'ordre {

mul
Par contre 1'ordre <, n'z e2c cette eraeriété de monotonie: de s@me aue toul
ordre contenant ztrictement Sl C 4L 821, Nous verrong dane le paragraphe |
cuivant que rette p-ropnété est importante danc ls preuve de terminaison dei

~ \ ’
systemes de régles de reécriture de termes. |

ITI SYSTEMES DE REGLES DE REECRITURE

1- définitions

Sor1ent F un ensemble de symboles fonctionnels et X un ensemble de symboles
variables.
péfirntion !

Une régle de réderiture est une watre ordonnée de termes (grd) - notée 3 ol

(on dit ¢ o ce rederit en d par la régle 1)

A4,

Un systime de réécriture est un ensemdle de régles 91 i telles ave

Vid1y € V(aid  pour tout 1

Définttien *
Ure zunststution ¢ ezf une 2emlicetion de ¥ dans T(F<X) égale 3 1'identité
presque partout szof sur un nombre finl d'éléments de X .
Tette définition ¢'étend mar mormhicme aux termes de T(F=¥) !
G f ftla o etr)y = f fe il g lind)
On note wop E l'encemble des substitutions cur T{F-X)

/o . .
Pefinition !

On définit 12 relation de réderiture scsocide 3 un svstéme de rdgles par !

t—>t' zer 10 Jir 3uENFICED =6l et t'/u = 0di
NV ERE vAuw t = b

Lz relation de réduction est 13 fermeture transitive de la relation de réderi-

ture. On la note X5

2- terminsison des systdmec de rédcriture de termes

7 s 1
fpefinition '
~ L 5 7 .
Un systeme de rééeriture de termec termine €1 la relation de rederiture asso-

cide est nootherienne

Le probldme de 1z terminsizon est trés important. En effet lee cystémes de
rédderiture ayant de nombrevses applicetions en watiére de programsztions il
est essentiel de n'zvoir p3s de branche dennant naissance 3 des processus in-
finis,

Ce grobleme étant indecidables nous alloms donmer des méthodes permettant de

prouver 1a terminzicon d'un systime.

15-




2,1- méthode de Hanna et Nese

’
Cette methode consiste & trouver un ordre noetherien comgatible avec la ro
P
lation de réderitures c'est-3-dire tel que ‘
t 3t 251 <t

7 N
Theareme ! I

Un systéme de réécriture de termes R = { qi 91} =ur un enseable de terl!liﬁ
termine s'1l existe un ordre bien fondé € sur T tel que T
1- t >t = floetrpaad > F Garttend H
 condition de compatibilité )
2- ¥y Yo gei> ovdi
|
{ condition de stabilitd mar instancistion des varisbly

Freuve

Sorent t-3t' et o telle que t/u = 6 gi et t'/u= 6 di

t o= y U=
|

Far la srorriété 2- gai >e& di
donc par 1- LD IS A |

or on 2 choisi » noetherien donc la relation de rééeriture termine.

165

=

Exessle !
On teste la terminzison du systdme suivant définiscent une pile d'entiers !
R = { sommet ( empiler ¢ n - p) — "

dépiler { emptler ( n pl).._z._> P

sommet ( pilevide ) —— v

dépiler ¢ pirlevide ) —/ >

svec F = { commet : dépiler » empiler » pilevide > et X ={n:p?l
La terminaicon de ce systkme te prouve facilement avec l'ordre !

et ssi It It
L'ordre <. est tien fondé puigaue (,, est bien forndé sur @
11 est clzir que 12 t=211le des membres gauches est supérieure 3 celle des
membres droits,
De plus on 3 le stabilité par inctanciation dee varisbles du fait qu'elles

apperaissent un nombre inférieur ou €sal de fois dans le wembre droit sue

dans le membre q3uche,

En pratioue aon cherche toujoure des ordres définis & partir d'une application
@ T,m telle que t <, t'  ssi Py P

On est certain que 1'ordre obtenu est noetherier:

froposition !

Le mbthode de Manna et Mess est compldte,

Frewve !
11 suffit de prendre 1'ordre suivernt |

t > t! ss1 t Dyt

Cependant exhiber un tel ordre n'est pas towjours éuidents ce qui rend cette

wbthode inutilisezble au point de vue programmation.

17.




Noue 3llone maintenant nous intérescer 3 des ordres particuliers ! lee or

de simrlification qul cont ¥ 13 b2se d'une autre methode de preuve de tep

son exnrlicitée par Pershowitz [ DEF 797,

2.7 méthode de Dershowitz

|

L

Ir

|

I

|

DéPinition ! i

Un ordre < sur T est un ordre de simmlification si et seulement s'il posst
les propriétes suivantes !

1_

28— f Goetend > F Giurt'sa ) monotenie )

- f Leapteaad >t ( sous~terme )

Remarque '

Ure condition d'effacement ( £(..t.\) > (s (v ) intervient dans le cas

ob 1'on considére des symboles 4'arité variabler cas que nous ne prendror:
4 . - ~
p35 en compte puisqu'on s'intéresse uniquement & dec termes bien formés ai

partir d'operateurs d'arité fixe

Théordne
Un systéme de réécriture termine s'il existe un ordre de simplification )|
1'algdbre des termes T tel que Yo Vi & 91> 6 di

La démonstration de ce théoréme est basée sur un théorkme de Kruskal, EIW

présentée dane [ DER 791.

Notons é9alement que ce théoréme reste valide danc le cas d'um préordre &

simplificztions un préordre #tznt une relztion réflexive et transitive, i

possibilité est utile dane certsins cas: notamment dans le cas d'une réq%
gesociative ! on peut alors introduire un nowvesu symbole d'arité 3 qui @

équivalent au symbole azcocistif.

18.

On remarque que las conditions imposées ¥ un ordre pour €tre un ordre de sie-
vlification somt fzeiles ¥ vérifier, De pluc de nombreux ordres de simolifica-
tionr ont la propriété de stabilité par inctancization des varizblec ce qui faci-
lite 1a vérificstion du théoréme précédent rour un systeee donné,

Cependant comme nous le verrons dans le chapitre cuivant: cette méthode n'est
p3s compléte, On ne =3it pas décider de la terminaison €i on n'a »as trouvé
un ordre de simplification compatible avec la relztion de rééeriture I1 faut
alorz 2ppliauer d'autres méthodes (celle de Manna et Nesc ou encore la sethode
des polynomes ., .}

Nous allons maintenznt étudier diffdrents ordres de simplitication definis

.
recurelvement .

19.







CONSTRUCTION D'ORDRES RECURSIFS DE SIMFLIFICATION

U dit que le terme 3 = £ (sly.ccrsn) est plongé dans le terme t = 9 (tlriiirtw)

f1'on note s gt s ss1 1'une des conditions suivantes est verifide !

Y1 st gt

pos
-

-
i
(-]
@

-~

Proposition !

1 : : . :
® plongement est un ordre periiel de simrlificetion stable par instancietion
proprigté d'ordre de simplificaticn se prowve trés facilement, Celle de

ilité par 1instenciation des varizhles se démontre par induction sur la

e des termes.

2l




FEZTA T

e

[

AR

Froposition
Le plongement est le pluc petit ordre partiel strict de simplificetion,
sdt —

s <t pour tout ordre de simplification <

i

Démonstration }

Elle se fait per induction sur la taille de t,

= 51 Itl =0 2lors s = t dong vrzi
= 51 5 = f {slyvsarsm) <4t = g (tl:. .. -tm) alors
1) 31 tel que s <t
141l < 1tl done o3r hveothlce 4'induction s € ti
2t comme < ect un ordre de cimselificetion t1 ¢ t
done s <t
2y f=9 et ¥Yi siqti
1t1l ¢ 141 done par hypothése d'induction  si < ti

et comme < est un ordre de simclificztion on a

s = f (slevyiran) <8 = f (tieootm)

Cette propriété prouve que la méthode de Derchowitz est incomplate,
En effet on ne geut prouver la terminaison de la rdgle suivante avec un ordre

de simplification !

Ko e by
x—— & —uw

puisque quel que soit l'ordre de simplification choizi on aura toujours le
secaond membre SUPET1ELT ey premler,

Et pourtant ce systéme termine puisque chaque fois qu'on epplique la régles
‘a3’

an réduit le nombre d'occurrences de

22 -

[

les propriétés et différentes implantations du plongement sunt décrites dans

[ CHO 823.

i

i fal I3 .
Deux généralisations de l'ordre de plongement ont bt données par Dershowitz

st par Huet et Oppen.

‘Definition !

on it quiun terme s = f (siriii=snd est plonqé modulo R dans le terme
|

ssi on a 1'une dec deux conditions

t =9 (tlrioeetm) et on note s et
I suivantes !
1- 31 sdgti
2- fRq9 et Yi€llendl si Qtin  avec 1€l $4: L ing®

Pour que le glongement moduls R soit un ordre il faut ave )2 relation R soil

un ardre:
Exesple |
: 5 = £ 4 t = g
7N, " AN
\ -///L\\\h 5/1;\\x L H// \\\9
X & l L | l L\h
b x a @
AN
[ ] T s
¢
avec fRg et bDRC

Détinition !
Un ordre de simplification ¢ est compatible svec wne relation 4'ovdre R

sur 1'snsemble F ss1

¥PegEF £ Ra et arifr = ardy) —3 i) R gl )

s
!
3 23.




La proposition sirivante sert' 3 généraliser le fail qu
rlus petit ordre de swmplification,

Froposition

Seit R'une relztiof ¢'ordre sur F. i

St s qt alors

s ( t pour tout ordre de simplificetion compatible avec @
relation R, i

I
La démonstration se’ fait par induction sur la taille de t. [

.
La deuxidne géréralisation du plongemerd est donnde par Huet et Oppen [ HO &
I

Définition !

On dit qu'un terae s = £ f(sis,,,r 500 est plorgé commutativement dane le tera

t =9 (tir: it et on note s dct ss1on a 1'une des deux conditione !

t- I3 s 4t

Nous 2llons msintenant présenter 1'ordre que Dershowitz a3 introduit comme
illustration de lz validité de 12 méthode des ordres de simolification, {
I1 s'aait de construire récursivement un ordre vérifiant les srorriétés de

monotonie et de wmeus-termes.

24 .

e;le plongement est li'_

I1 ORDRE RECURSIF SUR LES CHEMINS

Définitian |

Soient 5 = £ (si=, .. ren) et t =g (tler.,«tm) deux termec de T(F:X),

On dit que s et t sont congrus par permutetion et on note s =t ssi

f =g et 1l existe ume permutation ¢ de [lend telle que s: = tg;

*

tce qui est dquivelent & f =9 et {{si ¥ = {04 )

/']i\f : h/i\f
q f l‘) / \ y/z\g
| I\ | /\

4
© 2 X

4.
Pefinitron |

Soit ¢ un ordre partiel sur 1'ensemble des svmboles fonctionnels F.
On définit 1'ordre réeursif sur les chemins par |

= f (alyaarsr) €t o= g (tlpoostmd ss1

1= f =g et <{s1e.oosnd? Coa {Ltlroortmd>
Lt
- f <9 et Vi€rienl si <t
X,
3~ f {9 et 3jE0temd s <ty ou s Etd

»
La relation QM 3 est l'extension de l2 relation < aux multi-encembles de
g b

termes,

Remarques !

: é les
- L'ordre pécursif sur les chemins nécessite la donnee 4'un ordre sur
g e,
symooles fonctionnelsy un tel ordre est zppelé précéddenc
Cmolin
Les conditions de compatibilité et de sous-termes pour un ordre de simpl
-oLes e

éfini tordre,
fication se retrouvent dans 1z définitior de 1 ord
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- La co ditior - T 2] rdp fir r € r i
r T 3= ass Y 1
Ure que 1'ordre est defini sur lec termes 1on
€ I

o fzit 1'h he i
ypothese que lec variables sont deg syrboles incomparably

eux et avec les symboles de F,

Exemple ! |

///‘f\\\\q b//// \\\\ 3vec
h/
l

/\Q
| g

; ] 9 o
VAN
a// \\b

: ¥
s &g b i ¢ »

AN
o

en effet

AN
P

3
3 < t2 seramdne 3 s € t2 et 3 g

// \
Yy /\
5/ \E Tl L

R t2 qui se réduill

*
3<t2 et b %tz quoect evident,

Théoréne [ DER 797 1

‘

. T,
L'ordre < ect up ordre de simplification sur TIF+X2,

6.

Remargue |
Ern fait on obtient un préordre de cimplification puisqu'on considére 1'ardre
nwelti-ensemble sur les sous-terwes ce qui peut éventuellement conduire ¥ des

termes congrus par permutaztion,

Proposition {(monotonie} |
Si 1'ordre 4: sur F contient 1'ordre ¢ alors 1l'ordre récnrs:f sur lec chemins ?

contiaent ? .

Proposition |

L'ordre recursi? sur les chemins ect bien fondé sur T(F:X) si 1'ordre < est
bier fondéd sur F.

Il exicte deux démonstrations de cette gpropocition ! 1'une longue qui uti-
lise une démonstration similzire au théoréme de Kruskal [ DER 791: 1'autre
plus elémentsire proposée par Leccenne.

Proposition !

L'ordre récursif sur les chemins est stable par instanciation des variables,

Différentes varizntes de cet ordre ont été propusées. Citons celle de Levy
qu1 consiste 3 remplacer 1'ordre multi-ensemble par 1'ordre lexicographique
dans la condition 1- de la définition (dans ce ces il faut ajouter que
chaque sous-terme de s ect inférieor au terme &) .

Ces varizntez sont encore des ordres ge simplification:

Hous 2llons maintenant générsliser 1'ordre récursif sur les chemins afin de
grendre er compte les régles d'zsseciativité de certains opérateurs, D'oU
1'1dée de melanger lesordres multi-encembles et lexicogeaphiques en intro-

duisant des st2tuts sur le¢ opérateurs. Cet ordre est imglanté dane le sys-

1.




N VE. N )
téme REVE: systéme qui permet de transformer un ensemble 4'dquations *

ensemble de rdgles rar 1'algorithme de Knuth nt Bendixs de faire des pi’l.

de théorémesr ..

Définition !
On muriit 1'ensemble F d'une fonction statut st ¢ Fe—s { mul » lexg o |
(multi-ensemble, lexicoarzphique de azuche 3 droite ou de droite ¥ gau

€= f (slriesn) G b= g (tle,.0te) ssi

Ml et {Lslyeorsady € <g douy {Ltlovortndd|

la= f = a et stif) =
lb- f =9 et stlf) =1 X .'
exg et fsl,,,s5n) ( <s )h‘;m (tlesostn) |

et Vi€t si %t

le= f =g et at(f) = b

f) lexd et (smr..ysiy ( <s )‘“-l“ Ltnrsqa et )

et Vi€l si¥gt

- f (g et

- f fea et

[

|

Y1€ 0Ll si zs'- l
3i€tal s % ti i
|

|

Exemple !

Four orienter 8 : i : 3
Y la regle d'sssociativité d'un opérateur +5 on lui fixe Ug

stetut lexicograshigue. f

-L/+\z 9 /+\ sist(+) = lexd '
+ x +
N /\
¥ y ] '
) i
< P sl sti+) = lexa

x/+\+
V/ \1

8.

. . t
Nous allons maintenant woir un ordre plus qenerzl que l'ovdre recursaf sur

les chemins: Un tel ordre 2 €té défini per Retnige Lescanne ot Jouannzud.

( 1
6n considére non plus seuylement les sous-termes (en eliminant les ra2cines

& -
p2s ? pach wmais on associe 3 chaque terae wune ctructure de donmées sur 13

quelle on peut caleuler efficacement 13 COmE3T 210N

TII ORORE RECURSTF DE DECOWPOSITION

Dzns un premier tempe nows zllens défire liordre de décomposition sur les

termes clos. Nouws 1'étendrons ensuite aux termes avec verizbles,

{- definitions

. . /
fin uti1lise 1c1 O comme un symbole pazrticulier dtarite nulle,

[ette convention sert 3 conserver des ari1tds fixes aux ogeraleurs de F.

péfinittion }

L ~
Nn eppelle gécomposition &lémentaire d'un terme t de T/E 1) {a@¥ a l'occur

rence p le long d'un chemln L Four F préfwe de we le gquadruplet |

4t = 01 sit/p =0

[ t{p) & tlcucelps) VL tipeg | ECLarttte)Y] et p.j;succ(p‘u\ M

it lpe—al 1 sinon

¢ sous-termes freres ! ervironnement 1 )

¢ = [ lezder ! sous-terme principal

On reppelle que suec {0 Welev) = Ul

y
sotent les zpplicetions 0 1 T(F U @1 X B —> Pown

Ty oy —> Poan

et C !
telles que Oft-u) & L&DV | g ezt un préfixe de u ¥ pour u chemin de t
et Cit) € L wel(t) b westun chemin de t ¥

o
L . 2
(ec epplicstions sont eppelées spplication de choix deg occurrences prefixe

et application de chaix des chemins.

23-




 Définitions ! ' ' L

t Lon
taty S5

_Ftant donnée; Aegx ayﬁli;a;ions‘de choix 0 et.CT'ah ;ppérle dédompositi
t:suxvapt le.ghemln u l'eggéable H

PLIFTI d:‘(t) L p€0(tnn ¥
et decomposition du terﬁé t 1l'ensemble |

d ) = 4% 1 uec)

Remzrque !

Iy I - . ..‘. . 1 { ‘o s ,
Une decomposition suivant un chemin est un ensemble de déconposxtxons”d

mentaires. La décomposition d'un terme t est un ensemble de décaompogiti

suivant un chemin donc un ensemble d'ensembles de décompositions élémen

i}

res. Cela explique que nous serons zmenés 3 emboiter des relatioqﬁ multii

ensembles dans la définition de 1'ordre de décomposition,

Définition !

Seient s et t deux termes de T(F) et C et 0 deux 3oplicstions de choix:

_ définit 1'ardre de décomposition pour ces applications de choix par !

s 4t 331 dls) (<1 deme1 dit)

avec [1 < do(t)  Vagct) ¢ 0

et d;(sJ =Lsipyis' iSis*] < d;lt) =0 ttq) 3 ¢ 7 T & t')

ssi on a lexicographiquement !
1} s(p) < tlq)
i) du/suf-;(F.u) (s") < dv/su&c(q,')(t')
1) 5 g T
wy 4Tty ¢, dietn)
aver $pyy (resmy Iy et { {mlwyy ) etant Llextension des ordres <

(resp. <! et (o ) aux multi-epnseables.

30 -

T

Exemple !

Considérons les termes

sver a3 {;cetq oo

ot les ezpplicetions de cholx suivantes !
C(sy = £ 111 ¥ et C(t) = €11 - 211 %
Ote-i1ty = £ 11 - 111 % 0(t:Lt1) = £ 11}
0(t-211) = £& « 2« 211 Y

Les chemins cholsis sont entourés et pour chaque chemln on remonte vere la reci-

| ,
ne en choisissznt les occurrences maximales gqu'on entoure egalement.

v

Remarque

. A Tk §
fes applications cerrespondent eux choix minimaux qui seront definls par la

sulte.

11 [ty Lot
On obtient alors dls) = { d (s) 7 et dt) =L 4 €)1 d () 3

Four comparer les tarmes s et t; on commence gar czleuler les decompositions

snvent les chemins de Cs) et C(%) ¢

11 11 111

4 (e = £ 4 s ol () )
P ce s Y 1:Ce G« <> Sl
(L -e o« f ;;\ / N
RN |
9 9
/\\ /\ /\ //\
é 5 o { 22
a
gty = ol WP = e e O A 1
4 f
A,
[m] B
/N
3 a
31-




11 _ us ul
4 = Ldy (O Fd] () oy (0
={[lgq- f +{ge Y« O3 iLP: g +4{r: g
4 8 9/ \\

I\
AN
A
a sz

I1 1
faut maintenant trouver paur chaque décomposition de s (ou de t )

composition de t (ou de s) qui Ia majore !

1 11
on & d {1y < o 4 7 (s) puisque 3 ¢, ¢ et 9 < c donc la:cid < [C'HF

[g+1:1 < [cei:]

st Df e g 0, 3<0F e -7 puisque g < ¢
a3 ;/\\
3
51 noUS réussissons 3 i
3 prouver que 4 ( 9 ) < d
// ul
9

n a1
on aura alors dy (1)  d(s) et done 4™ (4) ¢4 ¢ Ne)
= €
Notans ' et <' les deux termes 3 comparer,

On a dY ity =t g a -4

4 f ry-01>
/\ !
Q @ ¢
I\
a 3
et (s = 0t
CR AR &
¥ //9\ l1:1[a9g .%
$ & A
3 LA
i /\ i
[~ ] a a ol

D (LR
dlou d (t') Couq 4™ eet) puisque PR
4 \,
SN 7
(=] a f s
|
a

3.

ﬁ
\\m
P
—

E=0

On obtient donc t <0 s

peny zpplications de choix parfxculxéres sont le choix conplet et le cholx

munimal.

Choix complet ' ce cholx consiste 3 prendre tous les chem ns et toutes les

securrences prefixes de chague chemin.

Oplteud = £ pEDILY 1 op est up préfixe de w F pour U chemin de t

[0ty = Lwedfty L pst un chemin de 1 ¥

wiquement les chemins maximatx des termes: c'est

Choix minimal & on considére

3-dire ceux qui a?partlennent 3 des solls-termes maximaux pour 1'ordre de dé-

,
composition et pour chaiue chemin mzxim3l on calcule les occurrences prefixes

paximales (qui carrespondent } des svmboles maximaux) !
I P

g, (ko) =L p e est un prefixe de u et pour tout zutre préfixe g de

proCp == tip) e
plp = tip) ¢ tip') 7

et Ctay =& s arta) =0

Loty = U 1,081} avec M ensemble complet minimzl de termes maxa-

e en

poux de { {tle (otmk - <) on un ensemble complet winikal d'éléments maximaux
>

prcemble d sur un ensemble & auni d'un ordre < est défini par |

. et (¥zEM IJn€E

£ pour unomlti-
¢ ¥x-yeE x#y:;x{y et v 4 x 2 Cx

Théoreme [ JLR 831 !

Sorent deux zprlications de choix € et 0 telles que C,CC et 0,C 0 alors
les ordres de décump05111nn 2ssncids aux applications s et 0, et aux ap~
glicetions © et O cont identiaues, En particulier on trouve gque i! et {J
sont adentiques. 0Os plus ce sont des oridres de sxmpliflcatlon ( on peut fei-
ce le wBme remarque que pour 1'ordre récursif sur les cheminss @ savoivr que
on trouve un préordre guisgu'on considére des ordres mslti-encemble donc on

peut trouver des termes congrus par permutation Vo

33.




Remarque:

Les conditians d'inclusion sont suffisantes ®ais non nécessaires !

certaines applications C et 0 telles que C,q. C et 0¥¢ 0 on obtient ts

de néne des ordres de simplification,

,
Un etend facilement 1'ardre de de'conpasitlon awk termes non clos en canl

rant les variables comme des symboles incomparables entre eux et avec ||

symboles fonctionrels de F, |

On peut donner une nouvelle définition de L'application de choix des o

rences préfixes ! les occurrerces de O{tru) sont des préfixes stricts dnj

si u est un chemin wvariable ( tONEX) et des prefives larges si u est

chemin constant ( ttweF )

On tmpose également qu' une déconpositinn abhoutissant 3 un chemin variabl i
s ne peut Btre comparée quiavec une déconposition zboutissant 3 la méme
riable de t.

Cette condition sssure la cloture gar instanciation des var h

Frogosition [ JLR 837 :
solent s et t deux termes de T(FeX}3.

s <t Vo€ & )

=" 6Ls) <! o~ (t)

Froposition [ JLR 83) |

|
L'ordre de décomposition est plus général que 1'ordre récursif sur les c#

<t csin 8 4G % 4

L'inclusion est stricte comme le montre l'exemple suivant !

Exemgle ! ?’
5 = 1] et t = non avec ou <, et
| b
non non et f
/N E
X Y X Y 1
ay.

on 3 s <t 1 puisque

i 3 H ioou 11
d“(s)={tou?nonI{noru}=D]» L rnom ¢ x & {0

a
X Y

g (ty = £ [ nont et 1 rx
(,,.] ;4 ajl { et {¢? non 1}

N \

o
X Y

J ST
I(Eel.-.:-.]et[non-u-..]([nonAet '

I\
Xy

pusque f ou

t du (s} {mal du(t) par svmétrxe de y par rapport @ x
2 my

35 3 pulsque nor 1 audrait av ~ o < et
adr21t avel
als on i 3 p <t pu1squ DU# g 1 f / \

nore non x Y

¥ v

If 1 t ’ 0
2 o T < 5 ce qul n est pas le cas puisque non # et
donc won € ,“ 2 10 / t F 14

2 4
X X’ Y v X v

irai inie des
v terminaison finie
our prouver la
L'ordre de décomposition convient donc p F

\ . . %
yaleme e reécriture, Nous @ lons meintenan onner N 9 I
syst s d é t N 1 nant d U] algorithme 4 implan

tetion de rdr e ae tion pour les af lications de choix MLIALMALINR
1'a e de decompositlon P

jte: il ¢'sq1ra
é ition par la guiter 1
! de l'ardre de décomposi
En fait lorsqu'on parle

towjours de cet ordre,

nvy T fir n rdr f ir ap liquer succes-—
¥ 1t1 } t e ql.llll ve fello plig
in voit d'spres lz de rpition de 1'ord

aiv t 1 t o 3 a del mn ti-engembles: une Plel\léle
sivemne X Tl e de comparaison fde deux
ment un @190 hi par

L lz comparzison des Gecompos ti1ons suivent les chemins s pour la
F i mins pul

deco fosi 1Y
fols pou 4 P

S 3 drcompositions @ ntzir n v ] i r »x alaorithmes
F t S léme taires. 0 2 ustiliser deux 3
TOmPBT 21500 des

bles ! le premier cansigére les mlti-en
de rompateison sur les multi-enzendle

enbles tels qu s sont decrits f nhepitr E’ inf-muit): le
3 1l decrits dans le che 1tre 1 (2 PEl 1 t
sem f P

' i
f-ens). Le chot
fzit la comparaizan entre deux encembles (appele in
second fai <
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, .
d'un algarithme de comparaison entre deux ensembles est basé sur 1a §roposif

tion sumivante,

Fropesition !

o o . 4o,

3'11 existe une decomposition élémentaire de s égale 3 une décompusizzen
‘ot 3 * * :
elémentaire de t alors s & t guee = la congruence de permutation definie i

par Dershowitz,

.
Remonstration ! b

N

sur qu'd 1'intérienr de chaque ensemble C de décampositions suivant un chemin
ou de décompositions lémentsives pour un terme) les 2léments sont incompara-
hles entre eux.

O peut elors simplifier le definition de 1'ordre de décomposition |
3 <0t sar di{c) (Cens Yens d(1)

Remarque !

On uti1lise 1'ordre multi-ensemble pour comparer les mulii-encembles de sous-

, .
ternes dans les comparaisons de decompositions slémentaires. étant entendu

P Y
On va refofmer les deux termes & 1'aide dec &léments du quadruplet, Les ter
I qu'an peut avoir des sous-termes égeux danz un terme,

T
reconstitués cont congrus et non forcément €3zux du fait qu'on utilise 1'on

multi-ensembles sur les souc-termes,

g I - 2
dp (8) = d; (t) st | 1- zlgarithme

) slp) = teq)

7/
: = 1 esentations des donneées
{2y sfeucc{pru) = {/succlqey) 1 7.1- lexique et representation g

(3 {s/pij 1 1< j<dn et p.os ¥ succlpsud 3} =
i l e 5 oue forme d'arbres: o'est-d-gire par un ensemble de
LtHai TS i4n etqis cucc(gev) 3} ] On représente les termes sous form

; 58 . 5 : une occur-
(4) sly « @] = tlqe—a] noeurds auxquels on associe des symboles, Chaque noeud correspond & un

rence d'un erbre donné. Cette représentetion est transparente dans 1'alsorith-

’
£lle sert lors de lz programmation 3 recupérer

2y et (B — {{s/pi 1 1€1i<ndr=4{L t/:i 1 L i <n ¥ m* ne (on confond arbre et terme)
(5) ot (1) =) s/p = t/q par définition (4) ﬁ certains résultats tntermédiaires qu'il est uwtile de sauvegardery tels les en-
4 - Yotpz st = tw (75 [ sembles de chemins maximaux de chague sous-terme qu'on caleule pour la recher-
6y et (7) = S £ t :. che des sous-termes maximanx et qui cont utiles dans la caleul des chemins ma-
: ximaux du terme ou encore les décompositions des cgus-termes,
Corollaire °

& Lexique

et ! termes & comparer

2/ :
Deux décompositions suivent un chemin de s et de t ne peuvent pas Stre égale

s1 5 et t sont diffdrents,

. ooy
dupi ! décomposition elémentaire

- =) de ¢ o eqistre 1quene t les zrguments pe ettznt de reco stituer la
! 2se sur le applications hoix minmimaux an est £

&r 33




décanposition £ldnentaire (accurrence préfixer chemin et terme) i

tir de la fonction dup

4 PR . 2
duol ' decomposition suivant un chemin de tr c'est-3-dire un ensemble

décompositions éldmentaires.
¢ * fonction de stockage de 1a déconposition d'un terwme

o ! foriction de stockage des chemins meximaux d'un terme

2,2- algorithme

=

L'alqorithme de comparaison de deux termes pour 1'ordre de déconpositxon

0ase sur un algorithne de comparaison d'ensembles meximaux (les cléments
ensemble sont incomparables entre eux ),
Or enoisit 1'slgorithme suivent particulier av cazs des décompositions: ¢!

dire que 31 deux €léments sont éqgaux zlors les deux encembles sont éqaux

wnf-ens t oml oy w2 » <) retourne ( vrai on faux

% vetourne vrai s{ ml € a2 et faux sinon

Four chaque x de wl faire

5°41 exizte y dans m2 tel que x = y alors

retourner ( vrar )
% on cuppose que retourner provoaue 13 cortie de la procedure
% et communique les paramétres en résnltats pour la procédure a

31N0n0

s'1l n'existe pas v dans mZ tel que x < y alors
retourner ( faux )

fai

fsi

feour

retourner { vrai )

3.

/7 v
On verra par la suite que cet aljorithme ve facilite  la aénération d4'hypotng-
iz 0 N . t 3 1'aide
£es sur 1a precedence gendant le caloul de comperaison de deux termes 3 1'aide

de 1l'ordree de déconposition

, .
L'algorithie de comparetzon de deux termes pour l'ordre de décomposition est

dRf 1Nt Far

campere s ¢t} retourne ( vrer ouw faux )
inf-ens & deoted 5 deolt) v compare-duo)
% notatione ¢

% odeolt) = d(t) = { duolr.ous duon)

lz fanctron deo est implantée en czloulsnt C,(4) guis 0, (teud pour

2 chaque v ge £,0t) et enfin les décompositions élémentazires pour

cheque p de 0 (teud

a2

le calewl de € (X)) utilise récursivement la fonc'ion compare pour

. déterminer les sous-termes meximaux de t

-

s

compare-duc esi 1'ordre qui pernet de comparer les éldments de dcolt)

donic des décompositions suivant les chemins de t
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compare-duo { duol ¢ duo?) retourne ( ypaj ou faux )

L1l faut vérifier la competibilité des varizbles

T il s'agit ici d'une sptimisation 1mpasée par le fait qu'on ne considif

% la décompasition élémentaire de leader X variable

. . )
51 duol est une decomposition suivent un chemin variable x alors

si duwo2 ast une décomposition suivant x alors
! retourner ( inf-ens (duol o du02 1 compare-dup ) )
sinon

retourner ( fauy )

fsi
31n0n
, &
$1 dup2 est une décomposition swivent un chemin variable elors,
retourner ( faux }
3inon L
retourner  inf-ens (duol -« duo? » compare-dup ) )
]
fsi |
.
fsi

7 duo = d° (1) = Lduple  sdupnt
, ¥
% compare-dup cermet de comparer deux decompositions elémentsiresy 1'in-

4 plantetion ze fait conformément 3 la définition donnde dans celle de b

|

% 1'ordre de décomposition,

Tl s'aqit meintenant de calculer la décomposition d'un terme, On commerce

caleuler les chemins maximaux puis les occurrences maximales: On geut alonfl

caleuler les décompositions suivant un chemin & l'zide des décompositiofe

mentaires et enfin la ddcomposition du terme.

4o.

eplus €4y retourne ¢ { w3 )
Z ealeul de C ittt = { chemine maximaux du terme t }
si t = a alors
e{tye—1 & 2
% le fonction ¢ permet de stocker les résultats de €, (t) | on doit
% déj3 calouler €,(ti) pour la comparaison des sous-termes maximaux
; % et on l'utilice par 1a suite pour le calcul de (,(t) + d'ou une
% ssuvegerde des calculs déj3 effectués
retosrner ( { &€ + )
simon 4 t = f(tlecioetn)
H &— sstermes-max ( { t1 > )
% on conserve uniquement gans M le numéra 1 du sous-terme ti
Pl e @
pour 1 dans M faire
1l ¢— 1+ { concet t1 » clt1} ) ¥
frpour
clt) «—1

retourner (1)

fsi

4a..




ssterme-max ¢ ¢ i 3 ) retourne ( {1} )

% caleol des sous-termes maximaux d'un terpe t = fltleicrtm)

9

an retourne les ruméros 1 des sous-termes t1 maximaux

%oon utilise iei récursivement l'ordre de décomposition

Le—1 1}

qui est partiel

pour 1 de 2 & n faire

majoré —__ faux

Four | dans 1 tant que non majoré faire
i cas  tj = t1 alors majore — vrai

] compare (ty » ti) alors % ty <! ti

le—1-9(j 2>
compare (i ¢ ti) elors majord ¢ vrai

feas
frour
51 non majoréd zlors

Le==14 9%

fs1
frour

retourner ¢1})

remerque | lors de la comparzison de ti et ti on stocke les déconpositions

des deux termes § 1'aide de 1a fonction d(t] pour ne gas calculer plusieurs

fois ees décompositions,

42 -

|

oplus (tyu)  retourne (L0 })

& 50}
% caleul de 0, (t«u) = { occurrences préfixes maximales

Ve &

ve— £

tant que v # > faire

majoré «— faux

pour chaque w dans 1 tent que non majore faire
s1 t(u} » tly) zlors

! majoré e— vral

1 S1M0n

; i 31 tiy) > tw) elars

!

|

|

le—1 - {82

fs1

fs1
frour
’ ’
si non magjoré zlors
t +Lv Y
i le—1
fsi
v é— succivend

% on guppose que succlunu) =

ftant

retourner (1)
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Or peut maintenant calculer Jes d€compositions sulvant ur chemin de t

compare-dup (dupl » dupl!

rotourne  vral % si dupl < dup2 % ouw faux X sinon X}

I % on suppose que dupl = { ul - el - 1
duo (s t9  retourne €4 (u o« p - £3 ) % et que dup? = (w? s oplor A2
% caleul de 1s décomposition suivant le chemin u de & 41 ¢ dup {0l o+ pl - t1)
) [P 95 % on suppose que d1 = ( ul - pl o f1 » s21 - safl » subl)
four chaque p de opluslt.u) faire 42 ¢ dup (w2 - p2 + L2)
le— 14+ L(urprt)d i % on suppose que 42 = \ w2 - 2 + T2+ 532 » saf2 » sub2)
% on e considére pas la deécomposition élémentaire mais seulement ce 1 gl < et emtraiter e S (e
% qui permet de la retrauver vi (. quotient-droite ‘ul s <cuce (g + w2))
fpour ces - fL = fZ alors
retourner (1) 3 cas .s8l = z32 alors
i cas saft = saf2 alors
ﬁ. cas . subl = sub2 alors retourner (vrzi)
dup (w - p + t}  retourne { ' une décomposition élémentaire dup ') ! e e ssogllh w AR el peTE
retourner ( 1y p 5 symbole (t » p) » sous-arbre (¢ - u} y t retourner (vrai)
sous-arbres-fréres (¢ - u) ¢ substitué (p t Q )) I : . sinon retourner (faux)
% an conserve les araumerts u et p qui vont servir lors de la comparzison de e
% deux décompositions élémentaires ! si lec leaders sont égaux on compare les ol g Tl ¥gShEE € conpare) slors
3 déconpositlons swivant les chemins ul/cuccéple ul) et w2/succipZ: u2) et nan ] ¥ inf<ault est un algorithue o2 coRpERYTant dE
% toute la décomposition des souc-termes principausx r % deux nulti-enseables 8 clia BE0E
retaurner (vrai)
.sinon retourrer {faux)
fcas
Lconpare-duo (duo (vl o2 e2l) 1 duo (v2 1 s82)) alors
retourner (yrall
Csinon retourner (faux)
foes
.f1 < f2 zlors retourner turaid
.sinon retourner (faux)
feas

4.
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On obtient zlors up 2lgorithme qui renvoie vral si s <1t ou g &t ,

Pour savoir s1 t <! s ou g s#t eon'rappelle l'algorithme en inversant les

paramdtres,

Le chapitre suivent est consacré 3 une propriété traéc importante de 1'ordr

décomposition | 1'incrémentalité (monotonie) par rapport 3 1z précédence -
Proposition € RET 817 !

51 4, contient <osur F slors {: contient <! sur T(F.X)

La notion 4'incrémentalite provient du fait qu'on va essayer de faire croftref
1a précédence de fagon & wajorer un terme par un autre tout en restant assurd

de 1'inclusion des ordres de décnnposition 2ssociésy d4'on 1'appellation 4'or~

dre de décomposition incrémental,
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Chapitre 3

ORDRE DE DECOMPOSITION INCREMENTAL

I FROBLEME

Un probléme essentiel pour 1'ordre de décomposition, comme pour les ordres
de simelification utilisant un ordre sur lec cymboles fonctionnels: est
celui de ls construction d'une précédence lars de l'orientation des régles:
le choix devent 8tre effectué avant la comparaison des membres droit et gau-
che. Ce probl2me intervient également dans 1'algorithme de complétion de
Krnuth et Bendix si on prend 1'ordre de décomposition gour comparer les mem-
bres de 1'équation 3 transformer en résle.

Il serait donc judicieux de pouvoir suggérer une ou plusieurs précédences
pendant le caleul de comparazison de deux termes. De war sa définitions
1'ordre de décomposition permet d'antomatiser facilenent cette opération
s8ns avoir besoin d'effectuer des retour arri®re si 1'ordre choici ne con-
vient pas . L'ordre técuraif sur les chemins n'autorise pas cette aéthode de
construction de la précédence 1 il est difficile de prévoir quelles hypothe-
ces il faut fzire sur la précédence.

Avec 1'ordre de déconposition incrémentals on calcula les ordres pendant la
comparalson: On obtient zineyl touwtes les poscibilités minimsles d'incrémen-
tation de la précédence.

Illustrons 1'incrémentalité de 1'ordre de décomposition par un exemple !

Soit la régle !

t =  non —_— § = ou
/\
et non  non
/N L
X ¥ X !
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Pour vérifier l'orientation de cette réaler il faut trouver un ardre sur

L'ensemble F = { ou ¢ non » et } tel au'on ait s <! 4 pour l'ordre de

p N ) \
decomposition associs.

Commengons par caleculer les décunpusltions de 5 et de ¢ ¢ '

Colsy = £ 11 + 21 3 ot Ct) = €11+ 12 3 '[
Oulss 113 = (€. 13 0, 8: 110 = (€ . 1 3 i
Dulsr 21y = €€ + 23 Dt 12y = (€. 13

Remarque ! :+

Les applications de choix minimal et de choix complet coincident vuisqu'on
considere une précédence vide. Dane le cas ob la précédence contient des ref

lations on peut la compliter par 1a méne adthode,

On a2 ¢

s} =L Couironi{nond iy Cnon # %3 35 qu 13

X ¥

2
d1(5)={[ou?non?{r.on)-?ﬂ]?Enon?y?{}i oy 13

v x non a

diift) ={ [ non ¢ et

/ \

x oy o

PAY T Q15 Cets o xi « Yy Fi n?n 13}

4% ) = Cnon i et P9 1 Let iy i4xyinon ]}

X ¥ ]

SO _

Msjorer s par t revient 3 conctruire un arbre des possitilitée de majoration
dec décompositions suivant les chemins de s par les decompositions suivant
les chemins de t. Cet arbre doit terir compte des conditions imposdes par lz
comparaison de multi-ensembles: c'est-3-dire que chaque déconposition de s

1ti 1 insy 1'arbre
doit Stre majorée par l'une des décompositions de t. On obtient ains

suivant @

8™ < q 4Vt )
ow

d e g Ao (2)

et

™ sy ¢ st U
C&J

4 (s) _— a4 (1) %)

ibilitd i 'incompati-
(2) et (4) renvoient des resuitats 4'impossibilités du fait de 1'incomp

bilité des variables.

i P
1gque autre condition se raffine en un nouvel arbre qui tient CO‘PtE des pos

cibilités de majoration des écompositions elem ntaires. La condition (1) nous
i é J i d 1 13 3 e 1
1 2

.

donne 1'arbre suivant !
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Couwimon i {ron >+ 8 1< Cmons et ¢4+ @ 371 (1)

X y X y
ou
Covirnont {non ¥ § J<Cetixi{y?Yinonl (123
x ¥
at
Crnon i x P {¥Y 4% ou 1 <Cnoni et P{yial (13
8] nTn X \\v
Y
ou
Caon @ x 8 {Y3 ou 1<4Cetixid{y?}inonl (14)
|
=} nTn o
Y

Lz seule possibilité d'obtenir 411) fresp, (12) et (14) ) est de choisir

ou <, non { resp. ou <. et 1 non <, et )

Les leaders de la condition (13) étant égauxy il faut donc essaver de aajo-
rer le reste de la décompositions done de réitérer le processus de comparai-

sor. Cela revient § normaliser les quadruplets de fagon 3 n'avoir que des

leeders différents dans chaque branche de 1'arbre,

(13) est toujours veérifié puisque

(3
65 = 01 ¢ db et )

/N
y

52 -

La condition (1) rnows canduit donc 3 l'arbre !}

ou < non
ou
ou & et ou ¢ non
ot qu'on transfarme en oy
vrai ou < et
IJ_I_I
non £, et

Far raison de symdtries on obtient un arbre identique pour (3,

. ’ g X
On 3 donc ainsi les solutions de choix de precédence <ni conduisent 3s (1t

pour les ordres de decomposition associés,

Dans la comparaison d'ensembles de décompositionss on renvoie comme résultat

nan glus seulement vrai ou faux mais en wlus des possibilités de relations

entre les symboles

I1 suffit ensuite d'zppliquer des lois logiques jusqu'3 1'obtention de con-

ditions irréductibles pour assurer la minimalité dec solutione obtenues:

Cependant 11 reste § vérifier que les relations obtenues sont effectivement

des ordress ce qui se fait en calculant 1a fermeture transitive de 1la rela-

tion obtenue et en vérifiant ensulte qu'on ne trouve pas un cycles c'est-3-

dire un symbole f tel que f < f .

Anrds 1'élimination de telles solutions: on est certain que toutes les rela-

tions restentes conviennent, du fait de 1a propriété de monotonie de 1'ordre

de décomposition par rappoert 3 1'ordre sur les svaboles.

* s FT4
Enfin on est sssuré d'obtenar tovtes les solutions minimales par ce procede

puisque chaque feuille de 1'arbre de choix ne pewt fournir qu'un couple de

cyaboles et qu'en remortant sur les noeuds on ne conserve que lee relations

minimales,

S3.




On peut maintenant formuler un algorithme d'incrémentations minimales de 1a

précédence pour 1'ordre récursif de décomposition,

II ALGORITHHE

L algorithme que nous décrivons ici suit 1'explication de 1'exenple précédent
avec quelques optimisations. Le résultat se présente sous la forme d'une liste
vide rindéfinie ou contenant les différentes solutions des relations entre

symboles qu'il faut ajouter & la précédence de fagon 3 obtenir s <! t .

décompoze (srt)
1 ¢— compare (s ¢ t)
cas 1=

1 =" 1ndéfini *

(X3

alors 5 <1t ow 5 =t

zlors 11 est impossible d'avoir s <t t & partir de
le précédence initiale

sinon s <1 t pour chaque solution de la liste 1 composée avec la pré-
cédence initizle

feas

St

compare {srt) retourne (liste)

% retourne une liste vide 51 s <! t  une liste indefinie si on n'a mas

%1 s<! t pour la précédence donnée et une liste des ardres convenant pour
% avoir s <3t
4c0s ¢ dco (8) % dco est calculé comme précédemment et fournit

1'ensenble des décompositions d'un terme
deot «— deo (t)
1 @
pour chaque duos de dcos faire
s'1l n'existe pzs duot de dcot tel que duos <., duot alors
res ¢ incrementer (ducs ; deot)

X on cherche les possibilités d4'incrémentation de la précédence
1 «— combiner {1 ; res)

% on applique des lois logiques sur les résultats déjs obtenus
sy 1 = *1pdéfini® alors

retourner ('indéfini®}

% les deux termes sont incomparables pour l'ordre initial sur F

fsi

fsi

fFour
retourner (1)

% les deux termes sont comparables pour les relations contenves dans 1

S58




incrémenter (duos » rdcot) retourne (liste)
% on cherche 3 majorer duos par une des déconpositions de duot et on
% retourne les ordres qui conviennent

1 e 8

pour chaque duot de deot faire

% 11 faut vérifier la compatibilité des chemins ! constante on variable
identique

51 duos est une décomposition suivant un chemin variable x slors

si duot est wne décomposition suivant x alors

L ¢— umlon (1 « incre-chemin (duos 5 duot))

fsi

sirnon

1 ¢«— wnion t1 : inere-chemin (duos » duot))

fsi

fsi

feour

si 1 =¢ alors

retourner ("indefini®)

Zon n'e pac réussi majorer duos par une des découpositions de duot
SINON

retourner (1)

fsi

Se -

si duot n'est pas une décomposition swivant un chemin varisble alors

incre-chemin (dues 1 duct) retourne (liste)

Z on veut majorer une décomposition swivant un chemin de s par une décompo-

% sition suivant un chemin de t

oo b

gour chague dups de duos faire

s'il n'existe pes dupt dans duot tel que dups < dupt wlors

L on suppose que dups = [ f i 5" # § 3§ s* 1

Et ¢« — { leaders des décompositions de duot

Ef e~ { g€EL tels aue T4 9 ¥

12¢-¢

pour chaque g de Ef faire

12 ¢— uwnion (12: { f <:9 } )

fpour

si f € Et alorsg

dupt «— décomposition élémentaire de duot de leader f
% il n'y 2 qu'une déromposition de leader f poisquion a pris les
7 choix mirimaux

12 &— union €12 ¢ incre (dups » dust))

fs1

11 ¢ combiner (11 y 12}
s1 11 = *indgéfira* alors
retourrer {*indéfini®)

i j 1tis i duos
7 on n's pas réussi 3 majorer une décompositisn élémentaire de

donc il est imutile de tester les autres

fsi

fsi

fpour

retourner (11)

E




incre ¢ dups:dupt) retourne (liste)

X on veut majorer une décomposition &lémentaire dups par la décomposition

% €lémentaire dupt

% on suppose que dups = [ f § &' 5 5 i g* ] et upt = Cf § ¢ 3
s1 8" = t' zlors
s1 $ =T alors
retourner { incre-chemin {s® + £°])
sinon
e @B
pour chaque s1 de § faire
s'1]l n'existe pas tij dans T tel que si < tj alors
12 e — ¢
pour chaque t; de T faire

12 & union (12 + compare (si » tj)}

fpour
11 — combiner (11 » 12)
si 11 = *indéfini® alors

vetourner {*indéfini®)

fsi

fsi

frour

fsi
sinon

retourner { incre-chemin ( s' » ')}

fei

S8 -

union (11 + 12) retourne 4liste)

‘ou* dans les arbres de cholx

% 1'union représente les
cas 12 = *iadéfini® alors retourner (11)
11 = *indéfini® slors retourner (12)

sinon  retourner (11 U 132}

feas

combiner (11 + 12) retourre (liste)
% combiner représente les *et' dans les arbres de choix swivi des transfor-
% mations logiques
cas 11 =¢ et 17 = ¢ alors retourner ()Zﬁ)
11 = *indéfini® ou 12 = *indéfini® alors retourrer (*indéfini®)
sinon retourner les ordres minimaux formés per la combinaison de chaque

relation de 11 et de chaque relation de 1&

Preuve de terminaitzon de cet 2lgorithme ¢

L'algorithme est cornforme 3 la description de 1'exemple précédent si on tient
compte de 1a séquentialité des "et® et des "ou® : c'est-3-dire que dés qu'on
trouve vral pour le *ou® ou faux pour le ‘et’ on arréte la Frocédure.

3i on considére que les quadruplets 2 comparer sont nornalisds ( soit qu'ils
n'ont gas les némes leadersp ce qul se passe dans 1'2)gorithme) on obtient
un nombre fini de conditions sur les décompositions €léaentaires, Or on fait
décroftre ce nombre 3 chaque étaper ce qui prouve la terminzison.

Freuve de correction !

On veut prouver que 1'azlgorithme fournit toutes les solutions minimales aul
composées esver la précédence initiale vont permettre de trouver que s Gt
pour les ordres de décompositions associés, Four celas on généralise la

démonstration de 1'exenple proposé auparavant !
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540t ssi dle) 1< i1t (L)
ssi 4 $8) <ot d“" (1) [SVRP]
ou ) .(ii) !
& (s) el dj'"(tl Cigint
et '
476 @ 0 {54
ou : (iy)
di".ta) ool gty tig je)

avec Co(s) = £ i1y i2r oor in} et C,(4) = € §1: jZ¢ .00y imd}

on traduit ici 1a condition d'inclusion des multi-encembles des d{conpositﬂmﬁ
suivant les rchemins de s et de t, |
On traite les décompositions suivant les chemins di(s) de s les unes aprés 1eg]
sutres, Etant donne qu'on fait un "et® sur les résultats obtenus pour chague
(ik)+ dés qu'on trouve une impossibilité de definir wne liste de précedences
on arréte 1'zlgorithme et on renvoie indéfini. Sinon on va comparer tous les
couples de décompositions di(s) et di(t) + Si les chemins sont incompatibles
(deux varizbles distinctes au ure constante et une variable) on renvoie faur
sinon on exprime 1z condition d'ineclusion de chaque ensemble de décomposition
elénentaires » 1'intérievr des décompositions suivant les cheains di"(s) et |

4" (t) ce qui se traduit par 1'arbre suivant 1

60.

4 (s) Coa1 0 asi

] 3
s <At
ky i
(oi_\
! » .
1, J

4% (s) < 4l
1y

s ¢ dtn

Kn In
avec Op(srikd = € kip wacr knd et 0 4tejld = {110 wuen 1n}
On raiconne 1dentiquement sur les déconpositions &lémentaires ! si on ne
peut majorer une décompasition Elémentaire d? (s) de leader f alor? on va
considérer tous les leaders g des décompositions élémentaires de df tt) et
essayer si on peut avoir f g9 (cas ai f et g sont 1ncomr5rables! et
rappeler les Frocédures dans le cse ol f est un leader de d? (t)s ce qui
revient » rormaliser les deux quadruslets jusqu'a n'avoir 3 comparer que des
déconpositions r'ayant pas les mlmes leaders (caleul de 1z procédure incre)
Si on ne trouve aucun symbole § pouvant majorer f alors il ect impossible

de majorer d& (s) par 4" (4), On esszie donc avec un autre chemin.
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En faisant ensuite des union et deg combiner pour leg listes obtenves, -ﬁ
réduit, les arbres 'at-qye, Cela revient } #ppliquer des loig logiques (dig;
tributivité gy seqs Far rapport gy vgye, é1ément neutrer ,.J, Quand on 3 |
tes leg FOSSibilited, i1 pay 3lors vérifier qUe ce sont des ordres, c*
que fait la procédure combineryplus 15 vérification de 1z minimalité desfm
dres contenug dars la liste ohterwe,

Or obtient 21051 1a liste de tous leg ensembles minimayy de relations 3

siouter 3 l1a précésence,

Remarque ;
Pour comparer g et t, ] est pluysg Judicieyx d'utiliger 1l'ordre de déconpo*
sition incrémentai, En effety dane 1o cas ol 5 <! t on Pait le m@ae nolbnﬁ
de comparaisons et dans les autrgs ©3s on obtient en plus les précédences
mininzles nécesszires,

Cependant POUT wérifiep e t <Y s i) fayt ragpeler 1'3l9orithae en inver;h

les paramdtres.

Remarque;

en cas 4'dehec Four I'orientation des rdgles Suivantes,
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Chapitre 4
MODIFICATIONS SUR L'ORDRE DE DECOMPOSITION CLASSIQUE

1 PRECEDENCE ADMETTANT DES CONSTANTES INFERIEURES AUX VARTABLES

Certains termes sont incomparsbles pour l'ordre de décomposition classique,
Far exemple 11 est impossible d'orienter la rkgle de 1'existence d'inverse
dans la théorie des groupes du fait de 1'incompatibilité des variables ( on
ne pewt pas comparer vne décomposition suivant un chemin variable avec une
décomposition swivant un chemin constant ) !
AN
N,

4

e

Pour y remédiery on va considérer que e <t Vi ET(FsX) et t +'a

Le probleme est alors résolu ma1s si on considere la régle suivante
/N, TN
I ]

% e

e

on est ¥ nouveau blogué
En effety si on suppose que e P ¢ Yt ETIFXY

cels nous conduit 3 e ¢ x Yx€EX  (puisque XCT(FiX) )

On obtient ainsi que + < +
N\, A
| I
e

X

X

Du fait de 1'€galité possible on nme peut orienter cette régle,on awrait une

chaine infinie ! s o 5 e Sy i

\'/\

e
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Far contres si on considére 1'exemple !
t = 4 —_— &= %
T/ \, /\
o le
on réussit 3 prouver 1'orientztion si e <, 2
Ona Cd(s) =112 et Ctty =411 +27%
0 (s:l1y = { €. 17 0 (te11) = { €+ 1}
0 ¢t:2) = {€&:27%

11
4 (sy={ 0+~ »{errQ1il-re:{: *+ 172

1
d ()Y ={0[+:>- »{a):0Fil=-sx:¢4{>,r + 172

€i on compare du(s) et d“’(t) on trouve ‘— <
e

x® —

Du fait de la possibilité d'dgalité (il suffit de prendre 0! x +—> €} » On
ne peut pas conclure. On va regarder le reste des décompositions,

On suppose e <t t  YHET(F:X) danc on trowve que e <! ¢ Yc€&F et ar(c) ‘.!L
ce qui peut se tradvire dans la précédence par e <¢ ¢

D'olr a dp e ce qui entratne que { e } <l € 3} et donc on est assuré w

1
dg (s) < d:'(t) dans tous les cas.

Or 3 6™ (8) <oy 97 (1) et donc s <1t

Remarques |
- On utilise des ordres sur les ensemblesy donc si on trouve qu'une autre

|
d€composition élémentaire de t majore strictement une décomposition de s: on
peut conclure, ‘

~ Le symbole £ désigne habituellement la réunion enseabliste des relations

1

66 .

i

< et = . Pour éviter toute confusiony nous wtilisens le symbole c.

Pour 1'exemple précédent one d § - C,@d (-

\ \

2 X

I1 faut domc reconsidérer la définition de 1'ordre de dicomposition qui peut
alors prendre les valeurs suivantes §~ = <& > » C.J %
La comparaison de deux décompositions élémentaires devient !

sotent dp (s) = [ frs' =5:s"] et g ()= Lot nTrtr]
(1) 8y (2 Cndy () ssi

f =49 et s' =t et S =T et [s' = 47
5 ”Cmullmu\)"'\ﬂ- TJ s ':mvlt'

du
(2) I3

f <e 9

(s) < d; (t) ssi

du/.succ(pv) dv/suu (q.v)( 40

ow f =9 et 18') (a1

ov dulM‘(P?s')[_:m-l ARy el 5 Umphmatmad T

U S (G i et T et s* <mat’

(1) ) ts) ~ 4y (0 s

frng et s'rt' et ST et s'wt!

(%) d\; (s) ﬂ-d:\ (t) dans les autres cas

fHaq

ou f =49 et s') (< ou #rou 3 ) (T %)

4 (') C g8 (£ et (S
ou s'e toet (51 s") HT o tY)
ou 4 (s') led (¢') et (S s") (Cou gou € » (T (58]

oy o' #Ht'
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avec M1 &1 "2 ssi
3 d1EML et g2€ M2 di < 42
et ¥a't 41 Jq2 4'1 < d'2 os 4'1C d'2
et MIC M2 ssi

Ya1€n1  Va2€N2 (41T d2 et Yd'2¥dz 41 { 4'2

Définition de 1'ordre de décomposition !

St 551 d(8) (SpmoXdwol B(t) pour < défini comme ci-dessus,

Dans 1'implantation de 1'ordre 1l va falloir modifier la pracédure de compa-
raison des ensembles et la procédure de comparaison de deux décompositions
élémentaires en ajoutant le cas C

i
Du point de vue incrémentalitér on se sert du nouvel ordre obtenu et on accepte.
de comperer une décomposition suivant un chemin constant de s avec vne de’cnlpn--'
sition suivant un chemin variable de t. Si on y parvient alors on ajoute 3 la

précédence que e G f ¥r et e <x YxeEX.

i
IT ORDRE DE DECOMPOSITION ASSOCIE A UN PREORDRE SUR LES SYMBOLES 1

1- probleme

Ayant résoly le probleme des constantesr il se pose maintenant un nouveau pro-

bléme ! considérer un préordre sur les symboles.

69.

Soit le systéme suivant |
9 e —
N,
/ N,

/N

ta premére regle s'oriente pour b $¢ 2 et 1a seconde pour a <e B

Gy 8
i i € mbolas on reussit a prouver
Far contre si on considére un preordre sur les svmb

que les membres gauches sont supérieurs aux membres droits.
/b D /a\
b\z %

Y

2~ a v b
a2 /1N )
<A T /IN
Y/\z R

2- préardre sur F

On cansiddre non plus 1'ensemble F mais 1'ensemble quotienté F

te
On choisit comme représentant d'une classe un des synboles de plus for

e M e 7
arité et pour consevver une arite fixe on ajoute des O .

Exemple ¢
si on @ f~g~h alors

[

Yee L F

f —_y f
11 t2 t3 ti tZ t3
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/ VAN
t1 t2 tit tz o
h —_ f
| /N
t1 ti o g
Froposition !

solent R un systdme de régles et R' = Y (R) = { Yigd—3 4y | ¢ _3d€ERY
alors prouver 13 teraminaison de R sur T(F+X) est équivalent % prouver la
terminaison de R' sur T(FsX),

La preuve est évidente puisque s'il existe une chaine infinie de dérivations

t0-—tt —»t2— .« dans R on ohtient la chaine infinie ‘hw)._,‘hm_> it

dans R'

De méme s'il existe tO0_3tl_st2—.,, dans R' alors on peut toujours trouver

L0y t1'_y ... dans R . T1 suffit de prendre ti =9 (ti’)

On 2 les mémes propriétés pour le preordre que pour 1'ordre de décomposition
classiquer ce qui est logique puisque le préordre se raméne 3 un ordre si

on travaille dans F . Notamment on retrouve la stabilité par instanciation
des veriables: ... et 1a monotonie par repport & la précédence .

Dans 1'zlgorithme de comparsison de deux termess il suffit de changer ies

egalitds en equivalences entre symboles et termes,

Un nouveay probléme se pose maintenant ! adapter 1'ordre de décomposition

. .
incrémental au cas du préordre sur les symboles.

3- incrémentalité

Nous venons d'introduire non plus un ordre sur les symboles fonctionnels

mais un préordre: c'est~d~dire qu'on va ajouter des équivalences entre

0.

certains opérateurs, Dans le probléme de 1'incrémentalité il va donc fal-
loir prendre en compte ces possibilités et donc modifier 1'algorithme de
fagon 3 grévoir de telles relations d'équivalence en plus des relations
strictes,

On ne peut ajouter des équivalences tde méme que des relations strictes)
que sur des opérateurs incomparables entre eux 3 partir de la precédence
initiele, Il faut alors réiterer le processus de comparaison sur le reste
des deux décompositions (si on ajoute une &quivalence)r ce qui se ramene
3§ des symboles de t&te édgaux dans le cas d'un ordre strict (c'est logique
quand on passe su quotient).

Seule la procédure incre-chemin est modifides les auires procédures

n'interverant aucunement dans le choix des relations sur les syabeles !

Rappel des notations |

duos (resp, duot) est unedes decompositions suivant un chemin de s (resp. de t)
on compare duos et duot

sot et dans le cas contraire s'il est possible d'in-

on cherche si duos {mol 4

crémenter la précédence,

.




incre~chemin (duos , duot) retourne (liste)
% la liste obtenue contient non plus seulesent des ordres stricts wais des

% ordres pouvant contenir des équivalences entre symboles
11(___¢
pour chaque dups de duos faire
s'il n'existe pas dupt dans duot tel que dups < dupt alors

% on suppose que dups = [ f » g' . S+s']
Et «— { leaders des déconpositions élémentaires de duot 3
Ef e— g CEt | tyg
12 ¢
paur chaque 9 de Ef fajre |

dupt <~ décomposition €ldmentzire de duot de leader 9

Z 11 y 2 une seule déconposition élémentaire de leader 9 puisqu'on

% travaille avec les choix minimaux
12 «— union (union (12 +4f <¢ 9}} -union ({f~g} ¢ incre (dups:duptni
% on aijoute f e 8 ¥ 12 liste et on essaie si f~ g est possible

% donc en appelant laz fonction incre qui calcule le reste de la

% décomposition

fpour
si f€ Et alors
dupt ¢— débonpasitxon de duot de leader f

12 ¢— union (12 - incre (dups » dupt))

fai

fsi
11 ¢— combiner (11 » 12)
si 11 = "indéfini® alors

retourner (*indéfini'})

frour

retourner (11)

12

1
fai

La procédure incre ne change pas mis 3 part le fzit que dugt = [g 1 t' » T 5 t°]
avec g~ f et des possibilités d'équivalence sur les tormes des quadruplets

3 comparer,

Les preuves de correction et de terminalson sont 3 peu srés identiques 3 celles
de 1l'ordre incrémental,
Four 1z terminaisons on va ajouter de rouveaux couples je quadruplets 3 norma-
liser, Or 1a normalisstion est un processus qui termine donc on est assuré de
la termingison de 1'slgorithae.
La preuve de correction est semblable en ce qui concernz les arbres trouves.
Cependant on fait varier le résultat de la comparzison de deux décompositions
brbmentaires !

d: (s) =L f 5" +65.:5"1 ( d; (ty =CTg:+t" »7Tst"1]
se traduit par f ¢ 9 ou t f~ g et résultat de [ s'r8:e®] < [t'rTrt*] )
Or obtient ainsi un nouvel arbre de choix identiques 3 1'arbre de 1'ordre
incrémental et sur lequel on applique les mémes lois logiques et les condi-
tions d'ordres et de minimalité des ordres obtenus.
Or 3 ainsi tous les ensembles minimaux de relations strictes et d'équivalence

g ; "
3 ajouter 3 la précedence pour avoir o <3 ¢

Retournans 3 1'exesple précédent afin de montrer les étapes supplémentaires
de 1'algorithme !

Sur la condition (11) !

Tovinons {nond> 30 1 < Cnonti et 3 4ri Q1]

X y X Y

pour l'ordre strict on obtient ou <g non
On désire maintenant rendre ‘on* et "non® dquivalents

5 )
On réitére donc le processus sur o ¢ non Y et d ! /p\\

% %

-




donc sur Tnon § x i {3 81 < [ et} x i {v}:ail On trouve alors 1'arbre de choix suivant pour la condition (1) 8
on trouve alors non ¢ et pour 1'ordre strict et on teste si ron ~ et est
fFossible. L‘équwalenca convient egalement puisque {} <lmg { vy} ou g non

ou o ~rnon < et
Le résultat de la condition (i1) devient !

o~ onon~ et

oy g non ou
ou ou~ non <p et ou <. et
au ~ non ~ et ot
Yr3l
Pour 1a condition (12) ! ou
non € et
Covinoni{nondi O 3 < Cetixi{y?d:inonl ou norn ~ et
X Y a
| qui se réduit & ¢
on ne peut avolr ouw et puisque non 1> x . 50 (p non

X |
| ou ou < et
on ne conserve donc que la relation stricte ou < et | on ~ non w ot

S iti (3) sont
qui est le résultst final puisque les résultats des conditions 41) et

' identiques et (2) et (4) sont 1ndéfinis.

Dnon i x5 43¢ au 1 ¢ Tetixi<y?dinon

(|

|
La condition (13) est toujours vraie. Ls condition (14) devient | [

|

3

| enérali {composition de fagon & gren-

| Nous allons maintenant genéraliser 1'ordre de decomp S

1

: — cees T d’“
. dre en compte les rdgles de type associatif et définir ainsi 1'ordre de dé

composition av statuts sur les o e'ratet e est une extension de 1'ordre
1) {thY
po 10 ec atu S F q

récursif sur les chemins avec statuts.

1'équivalence convient puisqu'il faut alors véritier que {3 iy (v 3 »

ce qui est vrai,

i | 35




ITI ORDRE DE DECOMPOSITION AVEC STATUTS SUR LES OPERATEURS

pefinition
Etant données une précédence et une forction statuts sur F et deux applications

de choix C ot 0+ on définit l'ordre de décomposition avec statuts par !

syt ossiodle) f dt) avec {0 = ¢ 43 dnn

On suppose que 1'ensemble F est muni d'une fonction statut st | F —5 ST v

et d; (s) =L f35iEs]K d‘1 (¢) = L g i T3 Et1siona lexicographi-
o) ST = € mul » lexg : lexd } (multi-ensembles lexicographique de gauche

4

quemernt !

|
|
1~ définitions t
|
|
|
§ droite ov de droite 3 gauche), !

[ 1- f <&ea
Nous allons tout d'abord modifier 13 définitions des décompositions €lémen- : .

| 2- =g e

tzires afin de tenir compte des différents statuts possibles des opérateurs !

"
=]

21-  sti{f) = mul et S sp i SP 1 et T=Ctp i TP T et lexico

Définition !
arsphiquement |

La décomposition élémentaire de t 3 1'occurrence p le long du chesin u est le

211~ sp i tp

triplet ! |
| 212- SF{C ) TT
Tf=tlp) 5 T 5 dlt [ pe-qld]
v ’ ’ 22-  st{f) = lexa et S = (dslr,,+dsn) {1 T = {dbleardtn)
13 ¥
avec T = [ dlt/pii) 5 L0 dlt/p. ) 1 16 i<n et i1l
i f i 23-  st(f) = lexd et § = (dsnrcoordsi) 1 T = (dtnrs,rdtl) _
si st(f) = mul Texico
- Ee { £t
T= (dt/p1) o0 d{t/Zpen) ) si st(f) = lexa

Remarque |

5i tous les statuts sont multi-ensewbles on retombe sur l'ordre de déconpo~

i
|
T = dit/pind o0y dlt/pi1) ) s st(f) = lexd ‘
Remarques ! ‘
sition classique;
- on considére d€jd les décompusitions des sous-termes et de l‘environnelent|

dans le triplet: c'est ce qu'on fazit en réalité dans la programmation de 1'ot . 2
Redbfinissone les applications de choix maximaux afin de prendre en compte

dre, |

l les statuts lexicographiques.

- il n'est pas nécessaire de munir les fonctions d'arité 0 ou 1 de statutss

. | On ne change pas le choilx sur les occurrences.
puisqu'alors les différents statuts conduisent sux mémes décompositions b14- |

Le choix des chemins est defini par !

nentzires, |
\ c, (ay = & 5i ar(a) = 0
L, () = U 1.0, (t1) ob N est l'ensemble conplet minimal des sous-
On peut maintenant définir 1'ordre de décomposition avec statuts. i€n . ~
' | " ' termes maximaux de ( {tlscoortnd ¢ <0 ) si stAUE ¥) = aul

et T, (1) = 61 5.0, (4) 51 st(ECE D) = lexs o lexd
1=

#6. i
.




On a les mémes propriéte’s pour 1'ordre de décomposition avec statuts que pour
1'ordre de décomposition classique. Notamment 1'ordre de décomposition avec

statuts contient strictement 1'ordre rdcursif sur les chemins avec statuts.

.

Exemple !

5 = i (!5 t o= fi

si on suppose que + a un statut lexicographique gauche,

En effet: C, €s) = {1,211} et Gy (4 = €111 » 12}

G, lse1) = {1 £} O.(ts111) = {111 ¢+ 11 ¢ 1« & ¥

0,(5:21) = {21 : 2 &} 0+(t112)={121195)

ERe) (m]dm(t) puisque

Ca v £y {4y v dC + 1Y ¢ Catdv 035 {0 dd f )]
/ l
] £ +
j /\
b h b
|
a

puisque [+;{}?d(fi);{}]<t*id(h)Fd(b)id({)]

b o o]

et [+$d(a)id[f)i(}]<[+id(h)id(b);d(‘f)]
b E] il

qui est immédiat puisque a <{5P\1

3

et ona d?(s) ¢ 87 (1)

[+iddid(f)i1 < L+idCh)yiddidif)]

f
|
b 8 o

3.

et [f?d(b)?({}}?d(/+\ PI L d ) {0 Ol

3 Q h

Fuisque b (1o +

N

3

et Eb i3 0ridC + »1CIbiAri COrd¢ 1

f
: i
! A

qul se raméne a

[+3d(a)?d({)5{}]<[+?d( Yi{yidr)3

h
l
a ] =}

et[’f.i{}?{{}}id(/* )Jé[fid(/\)i{(}}i{}]
/

h a
l
a

Remarque !

On n's pas st

S

En effet + et f sont incomparables donc on se ramdne 3

PR s
s

/\ /\
3 f h b

| |

b 3

¥
I1 faut montrer alors que (2! f ) (K¢ Nevico ¢ N1 BY qui est vrai
b

et que chaque sous-terme de s est inférieur au terme t ce qu'on ne réussit gas

VA
b T b

a

A
a prouver paur

i3 -




compare (s 7 t » statuts) est une procédure identique 3 celle de 1'incremen-

{
. {. e
2- incrementalite
A e
Uri nouveau probléme se pose pour 1'ordre de décomposition avec statuts sur

tation de la précédence pour 1'ordre de deécomposition classique ow avec équi-~

7 N ‘ B 9
les operateurs ! comment trowver simultanement des relations strictes entre l valence sur les symbales et dans laquelle on prend en compte les statuts

t dé i < : 4
les symboles et determiner quels sont les symboles nécessitant un statut afin de déterminer les décompositions de s et t |

lexicographique 2fin de prouver que les termes sont comparables pour 1'or-

dre de dé iti tatuts, T E
FE P CEEPRRDSALICN BVEC Sratuls | Or 2 choisi wn algorithme qui fournit toutes les possibilités d'ensembles de

Malheureusement ce probleme est moins aisément automatisable que dans les | statuts des symboles foncticnnels d'arité au moins 2 de s et pour chacun d'eux

s’ 7 ' ¢ rd . 9 7
t3s precedents. En effets changer le statut d'un opérateur peut déterminer on teste les possibilités d'ircrementations minimales de la précédence par

fl Loy N as
un ordre ne cortenant pas l'ordre precedent. On n'a donc pas la propriete Tardre Therdacntai auquel an a 2jouté 1a notion de statuts.
d'incrdmentalité, Cependant elle reste vérifide pour 1'ordre strict {ou le
gréordre} ure fois les statuts fixés. Un alaorithme possible d'incrémenta-
tion de la precédence pour 1'ordre de décomposition avec statuts va donc né-

cessiter les tests de toutes les possibilités de statuts sur les opérateurs

On suppose que seuls les statuts multi-ensembles peuvent 8tre transforaés

en statuts lexicographiques. De plus on n'a besoin de considérer que les

operateurs d'arité supérieure ou egale 3 2,

Un algorithme est donc le suivant ! |

déconpose—avec-statuts (s » t » statuts)

% statuts représente 1'ensemble des statuts des élénents de F

1 &— compare {5 » ¥ » statuts)

Emsl ¢— £ FEF | ar(f) = 2 et st{f) = ml et Du€ED(s) s(u) =}

pour chaque f de Emul faire
statutg ¢— statuts dans lequel st(f) devient lexg |
statutd «— statuts dans lequel st(f) devient lexd |

|

1

i 1¢— union (1 » decompose-svec-statuts (s : t = statutg)
\ decompose-avec-statuts (s : t « statutd))

F

retourner (1) " J

80 / |
g1 .







CONCLUSION

Bien qua la méthode des ordres de simplification ne soit pas compldte: on
réussit 3 prouver la terminaison de nombreux systémes de rdecriture de ter-
mes avec les ordres de décomposition en adaptant la précérence 3 chaque

.

type de systéme ! ordre strict ou wréordre sur les syaboles fonctionnelss
Fouvant sdmettre des constantes inférieures 3 tous les symboles: y compris
les variablesy ou accompagné d'ure forction statet sur les opérateurs d'a-
rité au moins deux.

Un avantage essentiel de 1'ordre de ddcomposition par rapport & 1'ordre re-
cursif sur les chemins qui nécessite dgalement 1'existence d'une précédence
est la possibilité de déterminer celle-ci '3 la volde’ durant 1'appel de la
procédure de comparaicon de dewx termes, Cela permet d'avtomatiser conplg-
tement le probléme de terminsison d'un systdme de régles de réécriture.

On var en effet construire ure précédence adéquate au fur et 3 mesure de la
vérification de 1'orientation des régles, De plus le calewl d'un ensemble
coaplet de precedences minimales permet d'effectuer des retour arridre si
la précédence choisie s'avére incompatible avec les rogles 3 orienter par
la suite. La précédence n'est donc pas figée comme c'est le cas paur 1'or-

dre rdcursif sur les chemins qui oblige le retour arridre sur la premiere

regle .

Cependant un incorvenient de 1'ordre de décomposition incremental est qu'il
peut exiger des temps d'execution prohibitifs {(de l'ordre de quelques secon-
des) pour certaines applications ! c'est le cas si les termes 3 comparer
sont de taille importante avec wne précédence presque vide:

Il est donc judicieux: lors de 1a vérification de ls terminaison d’'un SYys-

téme de réécriture de lancer 1'exécution du calcul de précédences minimales

5.




i\
en ordonnant leg reégles selon la taille croissar te de leur menbre droit, 0
3 T

ent ains S 8r e e ! ns re oU molin e po té
1 des ensembles utia reduits 4 ins d 4
obtient d de sol ssibilitds

dans le cas d'un eChec,

Une autre solution s
8 P
ergl € 731 croftre les ardre T ‘I’Y‘ 1 n
lut rgit de faire Q S pour la véri icati
0

+

d by
e chaque régle ! par exemple si le terme droit n’

me gauche alors e ectu P 1
tuer la com araison avec l'ordre recursif sur les che-

MINs puis en cas d'ey
echec avec l'ordre de décun?osition oo On

giner
un nouvel ordre contenant strictement ce dernier
\

Actuellement 1 ordre de ﬁECDIlPOSlthD arnsi que la version mcre’nenhle sont

IMPIBI tees en lis sous le Multics d 1'INRIA. Une seconde i Pla !
P le Mult e NRIA T nge 1w ntatior er

clur est en co &
urs dans le cadre du systeme REVE [ LES 83) afin d'améliarer I

) L8 I . . . 5
l'algori e dEJa lllPlil te de BSOI 8\ avoir les PI‘ECédEIICES conplétes qu1

permettent 1'orientation de 1a ragle.
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