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Les systémes de régles de réecriture sont appliqués 2 de nombreux domaines

de programmation (spécifications de types abstraits: preuve automatique de

théorénes: sémantique opérationnelle: programmation fonctionneller iid. Il

est donc intdéressant d'en eétudier certaines propriétés avant de les Bppli-

quer 2 des résultats concrets,

Une regle de réécriture est une relation entre deux termes, On dit qu'un

terme se reécrit en un second termer pour une régle domnéer si le premier

terme contient une instance du membre gauche de la régle et le secand con~

tient au méne endroit l'instance correspondante du membre droit,

Un ensemble de regles forme un systeme de rédcriture de termes,

Parmi les propriétés des systémes de réécriture celle qui nous intéresse ici

est la terminaison uniforme,

On dit qu'un systéme a la propriété de terminaison finie s'il n'existe pas

de termes donnant lieu 8 un nombre infini de dérivations. Ce problése est en

général indécidable ¢ HL 783; donc walheureusement nan asutomatisable, Pour

y remedier: on est amené 3 définir des canditions suffisantes sur les régles

du systeme. La méthode de Marna et Ness C HN 70) consiste 3 exhiber un ordre

noetherien compatible avec la relation de reecriture: un tel ordre est appe-

1d ordre de reduction, Pour prouver la terminaison finiey on impose en plus

la stabilité de l'ordre pour l'instanciation dee variables.

La méthode de Dershowitz [ DER 79] est basée sur des ordres de réduction

perticuliers- les ordres de simplification, Les conditions de simplification

sont simples & demontrer et de nombreux ordres de simplification ont la pro-

priété de stabilité par instanciation des variables. On est ainsi dans les

bonnes conditions de preuve de terminaison,



|

oe |
A la suite de nombreux ordres déja connus: tels les ordres avlti-ensembles

et lexicographiques, qui possedent les propriétés de simplifications sont

tains systémes, Par exemple l'ordre strict sur les symboles ne suffit pas tou-

}

apparus de nouveaux ordres définis recursivenent. On peut notamment citer

| jours. Une solution est de considérer des possibilités d'équivalence entre les
L'ordre récursif sur les chemins que Cershowitz a propose pour la vérifica-

|
4 ty, og : 5 f » Uri hi di

tion de s2 aéthode ot qui a été sénéralisd aux régtes de type associatit et synboles fonctionnels. Une nouvelle question se pose sur le choix de telles

Kamin et Levy, Ensvite Lescanner Jouannaud et Reinig C REI 81: JLR 83) ont | précédences, Une autre modification de l'ordre de décomposition est la possi~

. r : . ) biliteé d esr clest-3- scons: "
défini l'ordre récursif de decomposition qui contient strictement l'ordre ilitd d'avoir de plus petites constantess c'est-3-dire des constantes inté

e f . 1
récursif sur les chewins, Ces ordres vtilisent un ordre bien fondé sur l'en tieures cu dgales aux variables. Enfin il reste 2 aénbraliser les résultats

semble des symboles fonctionnels: appelé précedence. La connaissance de la | obtenus pour prendre en conpte les régles de type associetify grce @ l'ordre
P ci : j , ur les opé i Les-

précédence est un inconvénient 3 1'autonatisation de comparaison de deux de décomposition avec statuts sur les opérateurs introduit récemment par Les
teracs 1 pour deux précédences différentes» lee resultate peuvent tre dit- canner ordre qui contient l'ordre récursif sur les chemins avec statuts

ferents, Si on souhaite prouver l'orientation de plusieurs régless il faut

alors choisir une précédence adéquater ce qui n'est pas toujours évident,

De par sa définitions l'ordre de decomposition est relativement bien adapté

> nye /
2 l'automatisation du choix d'une precedence durant la comparaison de deux

termes: ce qui est plus difficile dans le cas de l'ordre récursif sur les

Sees chemins

as
Dans cette thase je me suis attachée 2 le question du choix d'une précedenc

permette de prouver la terminaison finie d'un systtee de réécriture ordce §
|
}

ordres de décomposition, C'est 3 ce probléme qu'est consacré le chapitre 4

Quelques notions elémentaires sur les termes r les aulti-enseables et les 4

témes de réécriture sont rappeldes dens le chapitre 17 puis dans le chapity

sont introduits quelques ordres de simplificationy dans le sens croissant df

l'inelusion des relations | plongement: ordre récursif sur les chemins et &

ordre récursif de décomposition dont on propose un algorithme de comparais)

de deux termes.

Enfin le chapitre 4 traite de problémes rencontrés lors de la preuve d'oril
i

tation de certaines regles ou ensembles de régles, Il faut alors modifier —

la définition de l'ordre de décomposition classique afin de l'ajuster 3 ce

peti iin {





Chapitre 1

PRELIMINAIRES

I TERMES

Soient F un ensemble de symboles fonctionnels muni d'une fonction arité

ar i F_5>W + et X un ensemble dénonbrable de symboles variables:

On étend la fonction arité 3 l'ensemble X en convenant { ar(x) = 0 YVxEX

T(FrX) représente l'ensemble des termes sur FUX + c'est-a-dire la F-algebre

libre engendrée par F $

= XCTER+X)

-onnote F=RURU., UR ov R= tf l ar(f} =i}

FER et tle T(FyX) pour i del adn => Fltyr seerta dE TOF SX)

Soit WY l'ensemble des mots sur Nr € représente le mot vide et » l'appli-

: Z ‘ ”

cation de concaténation sur Wy .

Les termes peuvent @tre considérés comme des arbres étiquetés, c'est-3-dire

des applications partielles t ! W*»FUX dont le domaine D(t) vérifie les

conditions suivantes {

- EE vt) ov dit» = GD

- ve ww E Dit) =» vE Dt) ‘ ferneture par sréfixe )

fe VED(t) = ULC Dit) pour i det a ar(téyd) ( arbre bien formé )

Les éléments de Dét) sont appelés occurrencesr ils représentent l'adresse des

noeuds det .
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On note gar GQ l'arbre vide (tel que Df 0 ) = gD 3. On peut considérer 0

comme un symbole particulier tel que O ¢ F et arfaise20,

Le sous-arbre de t 2 l'accurrence v est l'arbre t' tel que

tiv) = t(uy) Vv Eme. On le note t/u.

On convient que si ug prt) slore t/u =a

On note par tluet'] pour ve D(t) le terme t dans lequel on a remplacl

sous-terme t/u par t' + c'est-d-dire t* tel que

t'yu = t' et

Vu tu ttly) = tty}

Un chemin d'un terme t est une occurrence terminale vs telle que ar(téul

Le nombre d'ocecurrences d'un symoole x est le cardinal de l'enseable

{ve Ott) | tly) = x +

La taille de tre notée itl, est le cardinel de l'ensemble

Cult) | tty) a et trey?

Un note par Vit) l'ensemble des variables du terme t |

Veth s C MEX | JAuEdety tly) =x }

On définit un ordre préefixe sur WT!

uty ssi gw v2 uw

10 -

Dens la suite on utilisera également les fonctions quotient et successeur

; ¥ . ‘
definies pour wivew dans (Net u prefixe dev et i dans IN, :

west le quotient 2 droite dev par v nate v/uy si v = aay

euce (ur VJ = wel Slov F uediw

IT MULTI-ENSEMBLES

Intuitivement un multi-ensenble sur un ensemble A est une collection non

ordonnée d'éléments de A cour laquelle chaque élement peut apparattre plu-

sieurs fois: Formellement on déefinit les multi-ensembles ear une soplica-

tion de comptage |

Definition °

Un multi-ensemble d'élémente de A est une anplication A ft A —>N

Héx) ect appelé le nombre d'occurrences de x dane HM.

Exemole i

Soit M= {{ ls 2: 2» 3s Ss b+ 4: OFF un multi-enceable cur W

alors on a 4} NW HH>» &

{yoy 1

Pre i

3reey, li

free 454i

Sj—y5 32

% j—, 0 Vox ECb2 2932526)

On note sar UGias l'ensemble des multi-ensembles sur Ar c'est donc l'en-

zemble de toutes les aevlications de A dane Ws On definit L'unions 13

airs
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|differencer l'inelusions.., de devy multi-enseables conse lz some: le

lvetinition |

Une relation deng A ect noetherienne s'il n'existe vas de suite infinie| Rne

différence: l'infériorité: .., 3u gene des aeplications correspondante:

Nous allons maintenant définir un ordre cur lee aulti-ensembles

whe xZ+ sic d'éldnente de A telle ove

Re Rak ov
Gefinition |

Soient 4 ¢ es es 1 suivant |
sembles cur A et < un ordr Un résultet important cur lee aulti-ensembles est le théoréme

tent H et N deux multi-en a ; |

Théoréme C OH 793°Hm sei AxvyEUCad tele ave
¢ eAGi < est noetherien cur A alors <myj est noetherien sur J:

ae OXON

it) He XD Ey

é ie tonie 2
C JL 82]: Jovannand et Lescenne ont é@tudié le con

cert de mono
bai

nay Vyer 3xex xy
i es é sur la notion

tir d'un nouvel ordre cur lee multi-ensmebles av
i est base

p3

de pertitions <-gauchiesExemele '

A= WU farbeced}

Qefinition }et2e<cbde<d et 1¢2¢3¢

Une partition ( itir vs. + An) est <-gauchie e¢1
2lors A = (be Be Be Ae as de dd¥ Cauy N= {C20 32 4s fobs cr ce ded

tomate 1 WxE€A et Wi Cienl
puisaye N= f

NA 22 Ay be er eth) + (Cte Be and
2) Vuryéa et WiE Ciena)

KiGeh ed et hifv) = 1 => vy #Y
Wous allons considérer une deuxiéme définition donnée sar Huet et Onpen 3.

3) WGA et WLEL2dplus simple dene le sens ou'elle permet Stenvisager facilement une implan-
pei et Cysxouxdvd

Mite) = 1 =p 37EA 4 VE 4
tetion }

Définition |

Exemple | 
.

Soient H et # deux multi-encembles cur A nossédant un ordre etrict 
we te ty oy be uv GP ah SN

Le partition <-gauchie de # = {f Lr
H Swot Hoesi VERA ly) CED ov EYER yd x et Hly? < MLV) |

“OMEN (Hts M2- H3- HA) telle que
Mi = < 4+ dhCes deux définitions sont équivalentes £ JL 821,

42 = { 3: ch

19 = 3+ a>

M4= {1 2

v 
3.



Géfinition | |

Solent H et W deux multi-ensembles cur A et ¢ Mis viet Hind et ! Misvoie Hl

leurs sertitions <-azuchies .

W <p Abs ocr An) © <eut Maeskeo Ne ise itm)

On définit ainsi un ordre plus général que l’ordre de Dershowitz et Manna.

Proposition £ JL 82] !

Si Ket N sont deun multi-ensembles sur A alors

Ht ho mah Whe

Proposition C Jl 82] | }

Si Lordre { contient l'ordre ¢ alors l'ordre {, contient Ltordre Cmui

Par contre l'ordre <p n'2 pee cette propriété de monotonier de w@me que tov

ordre contenant strictement ¢ C Jl 821, Nous verrone dane le paragraphe |

suivant que cette propriété est importante dane lo preuve de terminaison de

systémes de régles de réécriture de termes,

ITT SYSTEMES DE REGLES DE REECRITURE

1- définations

Soient F un ensemble de symboles fonetionnels et X un ensemble de synboles

variables

béfiration |

Une regle de réécriture est une paire ordonnée de termes (ard) + notée a)

“ |
(on dit $ 9 se réderit en d par la régle i )

44.

lin svstme de réécriture est un ensendle de regles 91 -—7di telles que

Vdd G Vgid pour tout i

Défimition ¢

une 2on]ic2tion de ¥ dane T/F+X) égale 3 l'identiteUne tubet tution O 9s

presque partovut seuf sur un nombre fini d'élémente de X .

Cette définition ¢‘étend var morshicme aux termes de T(FrX) t

Of ftheresrtad) = fF Coltldess: sottmy)

On note ver G Lencemble des substitutions cur TUFSX!

efinition |

On définit 12 relation de réécriture associde } un svstéme de ragles par |

toot! cer 1) Sir SVEMY ICED tre ogi et tus ordi

2 Wr EWP veuw tive = they)

La relation de réduction est la fermeture transitive de le relation de rédcri-

ture. On la note >

2- terminaison des systémes de réécriture de termes

Definition '

Wn systéme de réécriture de termes termine <i la relation de reécriture asso-

cide est noetherienne,

Le probléme de 12 terminaigon est trés important, En effet les systdmes de

réécriture ayant de nonbreuses applications en watiére de programaztions il

est essentiel de n'evoir pas de branche dennant naissance 3 des processus in-

finis.

Ce problene étant indécidabler nous allone donner des réthodes peraettant de

prouver la termingicon d'un syst®me,

45-



2,1- méthode de Manna et Nees

é i x

Cette methode consiste & trouver un ordre noetherien compatible avec la re

f

lation de réécriture: c'est-t-dire tel que

t—>t' esi t' <t

Théorene | ;

Un systéme de réécriture de termes R= { qi ysis cur un enseable de terne

termine 5'i] existe wn ordre bien fondé < sur T tel que

>t > thay Corte > f Gorttend t

{ condition de compatibilité }

2- Vi Vo ogi > o-di

( condition de stabilité oar instanciation des variable

Freuye t

Sorert t—p»t' et o telle que té/y = Ogi at t'fu = oO di

ts u —» t' = y

Fgi o- di

Par le propriété 2- ogi >& di

gone par 1- +> t'

or on 2 choiei > noetherien done le relation de reécriture termine:

16.

Exemple |

On teste la termingison du systéme suivant définiscant une pile d'entiers ¢

R= { sommet € emerler (n= pd = 1

depiler ( empiler ( m+ pl} —=>

sommet £ pilevide )——> w

dépiler ¢ prlevide ) =—> wu }

avec F = { sommet - dépiler + empiler + pilevide } et X2{nspt

La termiraicon de ce systbme se prouve facilement avec l'ordre |

t,t! ssi Itt <, It"!

L'ordre <, est bien fondé puigaue Cw est bien fondé sur tH»

Tl est clzir que l2 t2rlle des membres gauches est supérieure 3 celle des

nembres droits,

be plus on @ le gtabilité par inetanciation des variables du fait qu'elles

apparaissent um nombre inférieur ow égal de fois dans le wembre droit ave

dans le membre gauche:

En pratiaue on cherche toujours des ordres définis 3 partir d'une application

®: Ty telle que t<,t' ssi Petr cy Pity

On est certain que l'ordre obtenu est noetherien:

Froposition !

Le méthode de Manna et Ness est compléte,

Freuve ¢

Ll guffit de prendre l'ordre suivant |

t>,t' $52 t St!

Cependant exhiber un tel ordre n'est pas towjours évidents ce qui rend ce
tte

nethode inutilisable ev point de vue progremmation.

17.



de simplification qui cont 3 la bese d'une autre methode de preuve de ter

5

j

tf

Nove allone maintenant nove intéresser 2 des ordres particuliers ! Les |

gon exnlicitée par Dershowitz € DEF 79],
'

i

t

2.2 methode de Dershowitz
See ee ee Sen

Definition |

Un ordre < sur T est unm ordre de simplification si et sevlement s'il porel

les propriétes suivantes | |

Trt > th may PF Cieetessd > f Cirrt'ss.) ( monotonie }

P- ff Cesrtessd > t ( sous-terme ) |

|
Remarque !

}
Yoe condition d'effacement ( f(,iti.) > f(s. «1d ) intervient dans le cas

ov l'on considére des symboles d'arité variabler ces que nows ne prendron

fas en compte puisqu' or s'intéresse uniquement 8 des termes bien formés 3

partir d'operateurs d'arité fixe

Theoréme ¢

Un systame de rédcriture termine s'il existe un ordre de simplification >)

l'alg@bre des termes T tel que Ye ¥ i egi> @&di

|
La démonstration de ce théoréme est basée sur un théorkme de Kruskal, ELlt

préesentée dane C DER 793.

Notons également que ce thécréme reste valide dans le cas d'un préordre &

simplification: un préordre @tant une reletion réflexive et transitive,

possibilité est utile dane certsins cas: rotamment dane le cas d'une réqll

acsociative ! on peut alors introdvire un novveay symbole d'arité 3 qui r|
|
t

équivelent ay symbole agcociatif,
|

|

43 -

On remarque que les conditions imposées } un ordre pour @tre un ordre de sis-

plification sont feciles & verifier, Ce plus de nombreux ordres de simplifica-

tion ont la propriete de stabilité par instanciation des variables ce qui faci-

lite la vérification du théoréme précedent pour um systeae donne:

Capendant comme nous le verrons dans le chapitre cvivant? cette méthode n'est

eo. . . ¢

' pas compléte. On ne cait pas decider de la terminaison si on n'a vag trouve

un ordre de simplificetion compatible avec la reletion de réécriture: Il faut

alors eppliaver d'autres methodes ‘celle de Manna et Ness ou encore la nethode

des polyndmes i1:

Nous allone maintenant étudier différents ordres de simplification definis

réecureivement .

13.





CONSTRUCTION D'ORORES RECURSIFS DE SIMPLIFICATION

Adit que le terme 5 = f (slrrcirsn) est plongée dans le terme t = 9 (tiriiirtm)

Lion note $4 t » ssi l'une des conditions suivantes est verifiée

i) f= et Wi si gti

yemple |

as

xr
a vw—s>— >

roposition |

fe plongement est un ordre pertiel de simvlificetion stable par instanciation

veriables.

propriété d'ordre de simplification se prouve trés facilement, Celle de

lité par instanciation des varizhles se démontre par induction sur la

taille des termes,

21-



Proposition !

Le plongenent est le plus petit

=

ordre pertiel strict de simplificetion,

sgt s<t pour taut ordre de simplification <

Démonstration }

Elle se fait par induction sur la taille de t,

- si Ith =O alors s = t done vrei

~ $2 $= Ff Cslresorsm) t= 9 (the, .setm) alors

1) Ji tel que sdti

Iti] < It] done sr hypothase dtinduction s < ti

et comme ¢ est un ordre de simplification ti < t

done os <t

2 f=g et Vi sidti

Itil € Iti done par hypothése d'induction si < ti

et comme < est un ordre de simplificztion on a!

SEF (sleisivesmd) Ct = f Cthesseted

Cette propriété prouve que la méthode de Gershowitz est incomplete,

En effet on ne peut provver la terminaison de la régle suivante avec un ordre

de simplification !

xo xe oe
pyisque quel que soit l'ardre de simplification choisi on aura towjours le

second membre supérieur eu premier.

Et pourtant ce svstéme termine puisque chaque fois qu'on epplique le régler

on réduit le nombre d'occurrences de ‘aat.

a-

Les propriétés et différentes inplantations du flongenent sunt décrites dans

{ CHO 623.

Deux généralisations de l‘ordre de plongement ont éte données par Dershowitz

et par Huet et Oppen.

Definition *

“On dit qutun terme 5 = est plongé nodulo R dans le termef (sleriessnd

tag (thrice ) et on note s at ssi on a l'une dee deux conditions

suivantes

1- Ji s4gti

(od Re et ViEliend sidty aver $$ Sr Sin Se

Pour que le plongement modulo K soit un ordre il faut que )2 relation R soit

un ordre

avec fRg et KRe

betinition |

Un ordre de simplification < est compatible avec une relation d'ordre R

gur l'ensemble F ssi

VrrgeF of Ro et arift = arta) == sy fC) Ral)

23.



La’ proposition suivante sert’ 3 généraliser le teit que-le plongement est le}

plus petit ordre de simplification,

Proposition |

Soit Rune relation dtordre sur F

St sqt alors s(t pour tout ordre de cinplificetion compatible avec

relation R.

La demonstration ‘se’ fait par induction sur la taille de t.

La deuxi8me généralisation du plongement est donnée par Huet et Oppen C HO «

Definition |

Gn dit qu'un terme s = f (si+is.+5n) est plongé commutativenent dans le tera

tig (tirrista! et on note st ssi ona l'une des deux conditions {

tf di ed ti 
|

tf =a et J une permutation o de (lend telle que si ti

Exenple |

s f. cy t= '
_—~ a

AN, YIN ZN, !

L/\ | |
i

Nous allons maintenant présenter l'ordre que Dershowitz a introduit comee

illustration de le validité de la méthode des ordres de simelification,

Il stagit de construire récursivenent un ordre vérifient les propriétés de

monotone et de sous-termes,

24.

TT _ORDRE RECURSIF SUR LES CHEMINS

Définition |

Soient s =f (skeyri:ten) et t = 9 (tleisetm) deux termes de TUF sR)

On dit que s et t sont congrus par permutation et on nate 5 St ssi

sie teif= 9 et il existe une perautation o de Clem} telle que

tce qui est dquivalent & f= 9 et sire Foti)

Exeaple !

ATM, aN,
/\, 4 A, ft LN MS

rn ra | /\
x ea

Definition

Soit < un erdre partiel sur l'ensemble des svmboles fonctionnels Fy

On définit l'ordre récursif sur les chemins part

tag (tlreertm) 52s =f Gly..esn)

ff eg et Ustecsrsmt? Gar (theese stadd
‘

f Gq et Vi€timnd si x<t

B® f $9 et Bette = %ts ov

La relation “wa est Lextension de la relation © aux multi-ensembles de

termes,

Remarques

- Liordre pécursif sur les chemins nécessite la donnée d'un ordre sur 
les

symboles fonctionnelsr wn tel ordre est appelé précédence,

= Les conditions de compatibilité et de sous-termes pour un ordre de 
simpli-

fication se retrouvent dans le définition de l'ordre,

as-



~ Le condition 3- rr nde fini sur les termes ni of

Sssure que l'ordre est defini sur les termes no A

on fait l'hypetnése que les var s sont des symb: perab|

ve les variables sont des syaboles incomparable
eux et avec les boles de F,

Exenple !

avec 9 Go

/, | /\
b h ,

| |
a

cer fh tg » Sa ¢tb:/ mol £. » |boys, LN

7 r /] 
/TM\ }

pb x bh

a

en effet % = é
I < 42 Ay est immédiat puisau'il y a plongens

4

AN |be Ob

|
t 

j

}

|

t 5 % 
}

a < t2 se ramtne 8 a St2 ot & 9 %t2 qui se réduilh

vy/\, 
ab t

3

x 
5

a<t2 et b<t2 qui est evident,

Théoréne C DER 791 4

‘ %
Clordre % est un ordre de Simplification sur T(F+X),

26.

Renarque i

En fait on obtient un préordre de simplification puisqu'on considére L'ordre

tulti-ensemble sur les sous-termes ce qui peut éventuellement conduire & des

termes congrus par permutations

Proposition ¢monotonie) }

Si lordre 4, sur F contient l'ordre Galors l'ordre récursif sur Les chemins {

contient % .

Proposition ¢

L'ordre récursif sur les chemins est bien fondé sur T(F+X) si l'ordre <p est

bien fondé sur F.

Tl existe deux démonstrations de cette proposition | l'une longue qui uti-

lise une démanstration simileire av théordme de Kruskal C DER 79]: l'autre

plus elémentaire proposée par Lescenne:

Proposition |

L'ordre récursif sur lee chemins est stable par instanciation des variables:

Différentes variantes de cet ordre ont été propasées: Citons celle de Levy

qui consiste @ remplacer l'ordre multi-ensemble par L'ordre lexicographique

dans la condition 1- de la définition (dans ce ces il faut ajouter que

chaque sous-terme de s est inferieur ay terme t) +

Ces varisntes sont encore des ordres de simplification:

Nous ellons maintenant généraliser l'ordre récursif sur les chenins afin de

prendre en conpte les régles d'essaciativité de certains opérateurs, D'ab

L'idée de meélanger lesordres multi-encembles et lexicographiques en intro~

duisant des stetuts sur lee opérateurs. Cet ordre est implanté dans le sys~

27



teéme REVE: systéme qui permet de transformer un ensemble d'équations

ensemble de ragles par l'algorithme de Knuth et Bendix» de faire des tt

de théorémesr 1

Définition f

On munit l'ensemble F d'une fonction statut st | F—» { mul + lexg +

(nulti-ensembles lexicographique de gauche POL de droite & ga
ns ? cog ique auche 3 droite ou oi a

62 f (stresnd t= 9 (tte, ssi

fe- f=9 et et(t) = * :mul et CLstrrersnt? € So day Ctl erertndd,

b- f= 9 et st(f) = le: xxg et fstrvessn) CXS ua, Uthevestnd |

et Yietiens si % t )

le- f=@ et st(t) = lexd Xet Csnre9Std C%. aie, Ctm es ctl)

et Wi€Cien] si <et

|

fi

|

j ‘
Si€tteat st ti 

i

|
I

2 f Go et Wilton si St

3 f $a et |
|

Exenple

Pour é ' éorienter le régle d'associativité d'un opérateur +, on kui fixe up

,

statut lexicographique.

:

+ ks +. si st(+) = lexd

AA °
/\ EN,

Y ¥ 2

<s + si stt+) = Lexa

J \ . YN

/\ JN
Zz

ae.

Nous allons maintenant voir un ordre plus générel que L'ordre
 récursif sur

les chemins, Un tel ordre 2 été défini per Reinags Lescanne et Jousnnaud,

On considére non plus seulement les sous-termes (en éliminant les racines

pes 2 pas) mais on associe 2 chaque terae une structure de données sur 13-

quelle on peut calculer efficacement 13 compareison:

III ORORE RECURSTF DE OECONPOSTTION

Dens un premier temps nous ellons géfinir ltordre de déc
omposition sur les

termes clos, Nous L'étendrons ensuite aux termes avec variable
s:

4- definitions

fn utilise ici GQ comme un symbole particulier dtarité culle:

Cette convention sert 3 conserver des arités fixes 2ux operateurs de Fe

Definition |

Qn eppelle décomposition élénentaire d'un terme t de THF YW (ay) & Lioccur-

rence p 12 long d'un chemin ur pour PF préfive de us le quadruplet |

dp ith =f] si thee 8

C tip) t téeuce(prud § t/osj 1 gE Cirar(ttp))] et pri g¢euce(piyd >

pt tpe all sinon

(=f leeder } sovs-terme principal ! sous-termes fréres } environnement J)

On reppelle que succ (yy wiv) =

ott u tone Of — > POD
Soient lee 2pplicetions

et Critmrycay — > DM wee

telles que Osten) © C pent) | p est un préfixe de u } pour uv chemi det

et Cit) © Cved(t) |v est un chemin de t }

Cee applications sont appelées application 6e choix dee oc
currences préfixes

et application de choix des chemins
.

23-



Définitions |

Etant données deux applications de choix 0 et Cr on appelie décoapositi

t suivant le chemin u l'enseable |

a ty Cae ty | peat >

et decomposition du terme t l'ensemble |

g(t) = dt) | vec) >

Remerque |

Une décomposition suivant un chemin est un ensemble de decompositions

nentaires. La décomposition d'un terme t est un enseable de décompositii

svivant un chemin donc un ensemble d'ensembles de décompositions élém

res. Cela explique que nous serons amenés 2 erboiter des relations aulti

ensembles dans la définition de l'ordre de décomposition,

Définition |

Soient 5 et t deux termes de TIF) et C et O deux anplicstions de choix:(

définit l'ordre de décomposition pour ces applications de choix par !

S Sit ssi dls) (ay. Joon d4t)

avec (IC dp(t) | Vac) #0

et dps) = C stp) i sti Sist] < aity =e Cte ater Tate

ssi on a lexicographiquenent |

1) stp) <, tla)

tir GCP) Cory gs a4

iii) S <tmaT

avd dh ced «oy dtu)

avec Sine, (Tee Ktewt @t C <i Fmgt ) Stant L'extension des ordres <

(resp. <1 et Seo1 ) aux multi-ensembles,

30.

Oleebliy = 4 di + ELL >

Renarque !

On obtient alors d(s) =<

Pour comparer les

suivant les chemins de C(s) et C(t)

meta ype tlesae >

Exeaple !

Considerons les termes

avec ad, cet adc

Cis) = € 111} et C(t) = fad + 2112

O(teti) = £ bi}

Olt-211) = 4E © 2+ 21 t

Les chemins choisis sont entourés et pour chaque chemin on remonte vers la reci~

ne en chaisissent les occurrences maximales qu'on entoure également.

Ces applications correspondent eux choix mininaux qui seront définis par le

at

eye et atty = dct a ad

termes s et ty on commence par caleuler les decompositions

Mey = Ca (sd i dye Gs) >

at 1a. 5 1}
{Cf e+ O /\

N

3 g

, AS
s f 2e

a

a

34a.



at ant
dt) = a aye gt

tide CO Fah Gt dat cet

"Stine d afar DADERs 9 Oe qi

/ ‘\ /2 6

J JN
Gass f 1?

i
/\. |
¢ 2 9

d \,
Tl faut maintenant trouver pour chaque décomposition de s (ou de t )

composition de t Cou de s) qui la aajore }

anon na .
2d (t) Say dM) puisque a <, cet 9 <p c done Cares] < Cer

Cary. < Cored

et . :et Cf eg rs < Cf +e +.,J puisqwe 9 po

2 a 3

51 Nous révssissons 3 provver que d (

a

on aura alors dy (t) Cdults) et donc dTM Ct) < dey
mst FCs

Notons t' et s' les deux termes 3 comparer,

Ora ody =e oge a ek

oO 4

aLet iss ect. o /O:

ms alhaga

Brod A(t) Cag dts") puisque a <

32-

On odtient done t <i s

Dewx applications de choix particuliéres sont le choix comp
let et le choix

minimal.

Choix complet | ce choix consiste 3 prendre tous les chewins et toutes l
es

occurrences prefixes de chaque chemin.

Oy(teud = f PEGE) Ip est un prefixe dev y pour shemin de t

(ty = Cue Blt) | ou est un chemin de t >

Choix minimal } of considére uniquement Les chemins maximaux des termes: c'est:

edire ceux qui appartiennent 3 des sous-termes naxinaux pour l'ord
re de dé-

composition et pour cheque chemin azximal on calcule les occurrence
s prefixes

paximales (qui correspondent 3 des svmboles maximaux) +

O,(tew) = fe 1 est un prefixe dew et pour tout autre prefixe p' dew

pi Cp ad tip) Gt)

pcp' => the) qtcey +

et C,(ay = 51 arta) = 0

CUE) = Wet, tte) avec M ensemble complet sininal de termes maxi~

naux de ( (tle vetay + <)) ob un enseable complet minimal d'élénents waxim
aux

irengemble 4 sur un ensemble A muni d'un ordre < est défini par

et (WEN Jx€E 2 <x)
£ pour un mit

CUnyee xeyayx ty et ydxt

Taéoreme C JLR 33] |

Soient deux applications de choix C et 0 telles que CCC et 0,¢ 9 alors

les ordres de décomposition essociés aux applicatio
ns C, et 0, et aux 2F~

glicetions © et 0 sont identiaves. En particulier on trouve que <i et <

sont rdantiques, De plus ce sont des ordres de simplification ( om peut fein

se le w@ae remarque que pour itordre récursif sur les ch
emns: 3 savoir que

on trouve un préordre pursqu'on considére des ordres
 mlti-ensemble donc on

peut trovver des termes conarue par permu
tation ) +

33-



Rewerque;

Les conditions d'inclusion sont suffisantes sais non nécessaires |

certaines applications € et 0 telles que CGC et og 0 on obtient ta

de néme des ordres de simplification, +

On étend fecilement l'ordre de décoaposition aux termes non clos en ca

tant les variables comme des symboles incomparables entre eux et avec

symboles fonctionnels de F,

On peut donner une novvelle définition de l'application de choix des

rences préfixes | les occurrences de O(tru) sont des prefixes stricts dy

siwest un chemin variable ( tw) X) et des préfixes larges si u est

chemin constant ( t(weEF )

On impose également qu'une decomposition ahoutissant 3 un chemin varial

S ne peut Atre comparde quiavec une déconposition eboutissant 3 la adee

lable de t. Cette condition assure la cloture par instanciation des "y

Proposition £ JLR $37 |

soient s et t deux termes de T(F eX),

s<it = y6ts « Vo€&o (t)

Liordre de décomposition est plus général que l'ordre récursif sur les ¢

Froposition [ JLR 83) | 
|

st aysct

L'inclusion est stricte comme le montre l'exemple suivant |

Exemple |

ss et t= non avec ou <, et

aN

it non

i J~\ kY

~no

|
x

34.

ona 5 <i t puisque

ei Od ce“ : i ni tO 33 Crnonit xi ft ov
acs) = CC owt non ¢ £ non }

; a not
x ¥

' bxd ty dt mond?Met) = poet Pai letixityGey Oo et = Enon wk

x Y o

exe DK Emons et ed
puisque Cows ss 3€ Cet s ves J et C non x 1<

<—

et dis) Smet dO (L) par eymétrie de y par rapport 3 x

dais on n'a pas 3% t puisque oufnon 11 faudrait avoir r\
Vt

non non x

1 4

et

% et et non % ot ce qui ntest pas le ces puisque non #
e e idone none b ;

x x y v x v

i tinie desrouver la terminaison
sosition convient donc pour F

Liordre de décomeosa

systémes de réécriture, Nous allons azintenant donner un algorithne d‘inplan-
ysténes :

tetion de Ll'ordre de décomposition pour les applications de chore minim
aun

ation de

‘ 
9

En fait lorequ'on parle de l'ardre de décomposition par fa suites il s'sgira
7

toujours de cet ordre.

v r finit dr ‘41 ve falloir appliquer succes~
On voit d'aprés le définition de ltardre qu'il ¥

rs

ivenent un algorithme de comparaison de deux multi-ensembless une premiere
8:

; 
\

cig pour le comperzison des décompositions suivant les chemins purs p
our la

P e ompositionf ur 1

e 5, , : . ;
onparaison des decompositions idmentaires, On va utiliser deux

 algorithnes

4 mpateison cur les multi-encembles } le premzer considére les multi-en-
je com!

é inf-mult}+ le
ples tels qu'ils sont décrits dans le chapitre 1 Cappelé in

sen

§ inf-ens?+ Le choixecond fait le comparaison entre deux ensembles (appelé inf5

BSL



d'un algorithne de comparaison entre deux ensembles est basé sur la Fr oposil

tion sitivante,

Proposition |

3'11 existe une decomposition élémentaire de s égale 3 une décomposicion

aad 
+

Glénenteire de t alors s © t avec = la congruence de permutation définie

par Dershowitz,

Demonstration |

On va reformer les deux termes 3 l'aide dec éléments du quadruplet. Lee t

reconstitues sont congrus et non forcément egaux du fait qu'on utilise l'on

multi-ensembles sur les soue-termes,

apts) =) (ty) ss

UW) stp) = teq 
;

(2) sfeucetprw) = t/suce(qey)

GY MC s/pi LE i gn et pid & cucetpeud HF =

Util reign et qi F suce(qey) $F

(4) slpe- a) = tle]

(yet (Y sy Ms/pi Li Signe Kt/qiligigny

(5) et (1) => sp = t/q par définition (6)

(4) = Yu tee stud = tows ay

(6) et (7) =p sit

Corollaire

Deux decompositions suivant un chemin des et de t ne peuvent pas @tre égale

$1 s et t sont différents,

Ge plus du fait qu'on se base sur let applications de choix winimaux on est

36-

sur qu'é L'intérieur de chaque ensemble € de décompositions suivant un chemin

ou de décompositions élénentaires pour um terme) les éléments sont incompara-

bles entre eux.

On peut alors simplifter lz definition de l'ordre de décomposition |

a<it. ssi dis) Kens Jens S(t)

Remarque |

On utilise l'ordre multi-ensemble pour comparer les multi-ensembles de sous~

ternes dans les comperaisons de décompositions élémentaires: stant entendy

qu'on peut avoir des sous-termes @geux dans un terme,

des données

On reprdésente les termes sous forme d’ arbres: ctest-a-dire par un ensemble de

noguds alxquels on associe des syaholes, Chaque noeud correspond a une occuré

reare d'un arbre donng. Cette reprécentetion est transparente dans 1'alsorith-

ind arbre et terme) Elle sert lors de le programmation & récupérerme on corr

certains résultats interngdiaires qu'il est utile de sauvegarder; tels
 les en~

senbles de chemina waximaux de chaque sous-terme qu'on celcule pour la recher-

che des sous-termes maxinaux et qui sont utiles dans le calcul des chemins ma-

xinaux du terme ou encore les décompositions des sous-terme
s.

Lexique |

t termes & conparer

dupi | décomposition élementaire

on enregistre uniquement les arguments permettent de reconstituer la

3t-



é ie 
: .decomposition élémentaire (occurrence prefixes chemin et terme) i

tir de la fonetion dup

duoi ! décomposition siivant un chemin de tr c'est-3-dire un enseable

decompositions élémentaires,

4 ' fonction de stockage de la décomposition d'un terme :

ct fonction de stockage des chemins meximaux d'un terme

2,2- algorithme

L'algorithme de comparaigon de deux termes pour l'ordre de décomposition

base sur un algorithne de comparaison d‘ensembles maximaux (les oléments

ensemble sont incomparables entre eux },

On choisit l'alaorithme suivant particulier au cas des décompositions? c!

dire que si deux éléments sont égaux alors les deux ensembles sont égauxi|

inf-ens ¢ mi y m2 < tetourne ( vrai ou faux }

“% retourne vrai si mi < m2 et faux sinon
Pour chaque x de mi faire

s'il existe y dans m2 tel que x = y alors

retourner ( yvrazr >

% on cuppose que retourner provoave la cortie de la procedure

4 et communique les paramétres en résultats pour la procédure a

$inon

s'1l n’existe pas y dans mZ tel que x < y alors

tetourner € faux )

fsi

fsi

frour

retourner € vrai }

38.

f .On verra par la suite que cet algarithne va fecrlite: la genératian d'hypothe-

foe 7 ‘ 
rs ‘ 4 X l'aide

ses sur la precedence gencdant le calcul de comperaison de deux termes & l'aide

de l'erdre de décampusitian

. ‘L'elgorithwe de comperaizon de deux termes pour l'ordre de decomposition est

defini par

compere «sor t) retourne (€ vrer ow feux )

inf-ens 4 dcote}d 5 dealt) s compare-diuas

‘

% notations 4%

% dealt) = dtd = 4 duolpvacs duond

lz fonction deo est amplantée en caleulant C,(t) euis O,¢teud pour

cheque u de C(t) et enfin les decompositions élémentaires pour

cheque fr de O Cbs)

“% le caleul de C(t) utilise récursivement la fonc ion compare pour

déterminer les sous-termes meximeux de t~

compare-duc est L'ordre qua permet de comparer lez éléments de deott)

i done des décompositions suivant les chemins de t

33 4



sompare-duo ¢ duol + duo2) retourne { “Psi ou faux )

hil faut vérifier la competibilité des variables

“* il s'agit ici d'une optimisation lmposée par le fait qu'on ne cons

a la décompasitian élémentzire de leader x variable

61 dual est une decomposition suivant wn chemin variable x alors

$i duo2 est une décomposition suivent x alors

| retourner ¢ inf-ens (duol - duo2 + compare-dup ) )

sinon

retourner ¢ faux }

fsi

:$inon

. 

7 
: 

: 

:

$1 Guo2 est une décompasition suivent un Chemin variable zlors,

retourner ¢ faux }

sinon

retourner ¢ inf-ens (duol + duo2 -¢ compare-dup ) )
1

fsi

fs.

% duo = d°(t) = fduples rduen}

¥ 

* é 
1

% Compare-diup cermet de comperer geux décompositions elementairesr Liiee }

% plantation se fait conformément 3 la definition donnée dans celle de

“ l'ordre de décomposition,

Ti s'agit maintenant de calewler la décomposition d'un terme, On commerce

Calculer les chemins maximanux puis las occurrences maximales: On geut alonp

calculer les décompasitions suivant un chemin 3 l'zide des décompositions

mentaires et enfin te decomposition du terme,

40.

cplus 6t) retourne ¢ fu } D

4 caleuwl de Cit) = { chemins maximaux du terme t }

sit = a alors

eltj)e— £2 3

% le fonction ¢ permet de stocker les résultats de C,(t) | on doit

% deja caleuler C.(ti) pour la comparaison des sous-termes maximaur

% et on l'utilise par la suite pour le calcul de C,(t) + d'ou une

2% seuvegarde des caleuls déjd effectués

retourner ( C& } )

inor Atos ftlewiistn)wn

Hh <— sstermes-max ( € ti 3)

% on conserve uniquement dans 4 le numera i dy sows-terme ti

iLeoig

pour 3 dans M faire

Le 1+ f concet ti > efti)} ) }

fpour

e(t) —1

retoutrer (1)

fsi

44



ssterme-max ( < ti } ) retourne

% calcul des sovs-ternes maximaux d'un

%

% on

le £1}

Pour 1 de 2 an faire

majoré —_ faux

Four J dans 1 tant que non majors faire

cas tf 5 t1 alors majoré —~ vrai

' Compare (tu + tid alors % ty <!

be— 1+ j}

Compare (tir ty) z2tore majoré

feas

fpovr

31 Ton majoré zlors

| le~-l+ti}
Pst

fpour

tetourner ¢1)

remerque i lors de la compereison de ti

des deux termes @ l'aide de la fonetion d(t) pour ne f

fois ces décompositions,

42 -

(£4335

utilise ici récursivement l'ordre de décomposition

ti

— vrai

terme t = f(tlevertn)

on retourne les cuméros 1 des Ssous-termes t1 maximaux

Wi est partiel

et ti on stocke les decompositions

a¢ calcvler plusieurs

—

oplus (tru) retourme € fu dD

4 =

“% caleul de O (teu) = { occurrences prefixes maximales }

1 Gf

yor €

tant qua v # © faire

mayore ¢— faux

pour chaque w dans 7 tent que non majore faire

si ttw) > tv) zlors

|

mayoré ¢— vrai

Simon

!

1 sa t4yvd > tCw) elore

| le-~l- iv}
|

|
fol

51

Frou

,
é

si nom mayore alors

| le ._leivi

fi

ve — sueclyen)

% on suppose que succ(ury =o

Ftant

retourner (1)

43 -



Orn peut maintenant caleuler les décompositions suivant un chemin de tt'

duo (uo, t) retourne € £ Cu + p + th #)

% calcul de la décomposition suivant le chemin uv de t

il en. Dp i

four chaque p de oplusttew) faire

be— lefts ps td}

% on me considére gas la decomposition élémentaire mais sevlement ce :

4 qui permet de la retrouver

fpour

retourner (1) . c

Sup (us ps th retourne ( ' une décomposition élémentaire dup ' }

retourner (uo pos symbole (t » p) + sous-apbre (t + u) 7

sous-arbres-freres (t + ub + suhstituée (pt @))

% Gh conserve les arauments uv at p qi vont servir lors de la comparsison de

“ deux décompositions elémentaires { 51 lee leaders sont égaux on compare les

K déconpasitions suivant les chemins ul/evecépir ul) et u2/suect(pz: u2) et nan

% toute la décomposition des sovs-termes principaux

44.

y ; ra)

conpare-dup (dupl : dupz! retourne ( var % $1 dupl © dup2 % ou faux Z% sinon

Yon suppose que dupi = ful + glo: tl?

z et que dupe? = (yu? + pees 4?)

di ou dup ful os pl + th)

on suppose que di = Cul: pl: fl: sei + saft y subl)

d2 G— dup (u2 + pz + t2)

“on suppose que d2 = (ud + p2 + f2 + sa2 ° saf2 + sub2)

vi GC quotient-droite (vi + suce (pl: ul}

VE c_— quotient-droite (uz + suce (pe : w2d)

cas. ft = f2 alors

cas .sal = 222 alors

wsafi = saf2 alors

cas . subi = sub2 alors retourner (vraid

compare-duo (dua Cpl ssubi) + dia (p2 rsub2))

retourner (yra1)

a

| eas
1

|
t

|
'

_sinon retourner (faux)

fees

Cunfomult (subl + sub2 ¢ compare) alors

% inf-mult est un algorithme de comparaison 
de

% deux multi-ensembles (cf C JL 821)

retourner (vraid

“sinon retourner (faux)

fcas

alors.compare-dug (dua (vl » get) 1 duo (v2 1 922))

retourner Cyral)

simon retourner Cfauxt

fees

.f1 <p f2 alors retourner dupaid

.sinon retourner (faux)

foas

4S.



On obtient elors un algorithme qui Tenvoie vrai sis <<} t ous Te,

Pour savoir si t <!s ou Si s#t son Tappelle l'algorithme en inversant les |

Paramatres,

Le chapitre suivant est sonsacré 2 une propriété tras importante de l'ordre d
décomposition } L'incrémentalité (monotonied Par rapport & la précédence ,
Proposition € REI 81] :

$1 4. Contient <psur F alors q: contient <! sur T(Fsx)

La notion ¢'inerémentalité Provient du fait qu'on va essayer de faire croftre

la précédence de fagon 3 majorer un terme Per un autre tout en restant assur¢
de L'inclusion des ordres de decomposition associés; d'od L'appellation d'or~

dre de décomposition incrémental,
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Chapitre 3

ORDRE O£ DECOMPOSITION INCREMENTAL

T PROBLEME

Un probleme essertiel pour l'ordre de décompositions comme pour les ardres

de simplification utilisant un ordre sur les symboles fonctiornels: est

celui de le construction d'une précédence lors de l'orientation des régles-

le choix devant Stre effectué avant la comparaison des membres droit et gav-

che. Ce probléme intervient également dans l'algorithme de complétion de

Knuth et Bendix si on prend l'ardre de décomposition four comparer les men-

bres de l'équation 3 transformer en régle,

Il serait done judicieux de pouvoir suggérer une ou plusieurs précedences

pendant le calcul de comparaison de deux termes, De var sa définitions

l'ordre de d4composition permet d'avtomatiser facileaent cette opération

gans avoir besoin d'effectuer des retour arritre si l'ordre choisi ne con-

vient pas . L'ordre récursif sur les chemins n'autorise pas cette aéthode de

construction de la précédence $ il est difficile de srévoir quelles hypothe-

ses il fayt faire sur la précédence:

Avec l'ordre de décomposition incrémental+ on calcula les ordres pendant la

comparzison, On obtient z2insi toutes les possibilités minimales d'incrémen~

tation de la précédence,

Illustrons l'inerémentalité de l'ordre de décomposition par un exemple }

Soit la régle '

te “vn -_— $= ou

et non mor

JN | |
x ¥ x y
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Pour vérifier l'orientation de cette régle: il fevt trouver un ordre sur

l'ensemble F = { au + non ret } tel qu'on ait « <t t pour l'ordre de
4 . : ffdecomposition associé,

Commengons Per calevler les décompositions de set det!

Cy(s) = {11+ 21 3 at C(t) = € 115 12}

Ov(ss 11) =f Ew 4 3} Odts 119 = 46. 43

Os: 21) = £€ - 2} Ot) 123 =f. 13

Remarque {

Lee applications de choix minimal et de choix complet coincident puisqu'on

considére une précedence vide. Dane le cas of la précédence contient. des re.

lations on peut la compléter par la méme adthode,

On a!

a" (5) = €C oui non} Cnond $014 ononix; OF oy 01}

x Y

d* (5) = {Cov i non? {non} ?9 34 C non iy * {* 3 oy j)}
v x 

non a

ott) = <b nont et PEG TE Ce ERT Cyd Enon dd
/\

x ¥ 
a

dt) = Conon et P45 OV ¢ Lett yi ours non}

x ~< a

SO _

Msjorer s par t revient 3 construire un arbre des possitilités de majoration

dee d&compositions suivant les chemins de s par les decompositions suivant

les chemins det. Cet arbre doit tenir compte des conditions imposdes par la

compareison de multi-ensembles- clast-a-dire que chaque decomposition de s

x. ‘ s F a ‘1 bre
2 Qo sitions de t. On obtient ainsi l'ardoit @tre majoree par l'une des decompo 1

suivant ¢

4

os) Ko a ath W

oy

at os) Lovo de ety (2)

et

Mts Ko dD 3)

ou

d@ (s) Su a «t) (4)

ibilité i ‘incompati-(2) et (4) renvaient des résuitats G'impossibilitds du fait de l'l P

bilite des variables.

.

q ondition se raftine ¢@ rs Tt! VOL 2 1Chaque autre cond Q vaffis 4 nouvel arbre qu2 tient compte des pas

si é & Ma JOTatLon des déc WpOsity is él nm a4sibilites de 1 oratior om a elementaire La condition (1) nous

donne l'arbre suivant
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Cou i sont Cron}? GO 2 <f non d et $427 AQ 1)

\
x y x y

ou

Cov ft non i {€ mon } f 1<¢Cetixi € y+ 4 non) (12)

x Y

et

Cron i x? {} ¢ y\ 1<C noni et ¢ {}$ a ] (13)

Bb v « y

Y

oul

Enon i x ¢ {} 3 Ps 14Cetixi {yi non] (14)

\
OQ non o

y

La sewle goasibilité d'obtenir 411) (resp, 412) et (14) ) est de choisir

ou <, nom ( resp. ou < et + non <_ et )

Les leaders de la condition (13) étant égauxr il faut donc essaver de aa.jo-

ter le reste de la décompositionr done de réitérer le processus de comparai-

: .

son. Cela revient @ normaliser les quadruplets de fagon 2 n'avoir que des

lezders différents dans chaque branche de l'arbre,

(13) ast toujours vérifié puisque

€
et) eft} qo do et

‘
4

52 -

La condition (1) nows canduit donc 2 l'arbre 3

au <_ non

gu

ou <p et ou <_¢ non

at quion transfarme en on

yrai ou <¢ et

gu

ron <, et

Far raison de symdtriey on obtient un arbre identique pour (3),

On 2 done ainsi les solutions de choix de precedence ui conduisent 2s <i t

pour les ordres de decomposition associes:

Baris la comparaison d'ensembles de décompositionsr on renvoie comme résultat
. : ft :

non plus sevlement vrai ou faux mais en glug des possibilités de re
lations

entre les symboles.

Il suffit ensuite d'eppliquer des lois logiques jusqu'a l'obtention 
de con~

ditions ipréductibles pour assurer la minimalité des solutions ob
tenves.

Cependant 11 reste a vérifier que les relations obtenves sont effectivement

des ordress ce qui se fait en calcvlant la fermeture transitive de la rela-

tion obtenue et en vérifiant ensuite qu'on ne trouve pas un cycle: c'est
-3-

dire un symbole f tel que f <f.

Apres l'élimination de telles solutions: on est certzin que toutes les rela-

tions restentes conviennent, du fait de la propriété de monotonie d
e l'ordre

de decomposition par rapport 3 l'ordre sur les svabal
es:

‘ : é é

Enfin on est assuré d'obtenir toutes les solutions pinimales par 
ce procede

piuisque chaque feuwille de L'arhre de choix ne peut fournir q
u'un couple de

cyaboles et quien remontant svt les moeuds on me conserve que lee
 relations

minimales,

SSIs



On peut maintenant formuler un algorithme d'incrémentations minimales de la

‘og °
precédence pour l'ordre récursif de décompasition

IT ALGORITHME

L‘algorithme que nous décrivons ici suit l‘explication de l'exemple précédent

avec quelques optimisations, Le résultat se présente sous la forne d'une liste

; Lot gs . ; :vide rindéfinie ou contenant les différentes solutions des relations entre

ssymboles qu'il faut ajouter 2 la précédence de facon § obtenir s <i t .

décompoze (srt)

1 e— compare (5s + t)

aecas an) alors ¢ <i t ou 6S t

1= ' indéfini * #lors 11 est impossible d'avoir s <f t 2 partir de

le précédence initiale

sinon s <i t pour chaque solution de la liste 1 composée avec la pré-

edence initiale

feas

Sire

compare (srt) retourne (liste)

% retourne une liste vide sis <i ty une liste indefinie si on n'a vas

4 s<i-t pour la précédence donnée et une liste des ordres convenant pour

% avoir 3 <t t

deas ¢—~ deo (5) % dco est calculé comme précedemment et fournit

l'ensemble des décompositions d'un terme

deot «— deo (t)

1c g

pour chaque duos de deos faire

s'il n'existe pas duot de dcot tel que duos <q} duot alors

res eq inerementer (duos » deat)

% on cherche les possibilités d'incrémentation de la précédence

1 é— combiner (1 + res)

Z% on applique des lois logiques sur les résultats déja obtenus

$i 1 = *indéfini® alors

tetourner (*indéfini’)

% les deux termes sont incomparables pour l'ordre initial sur F

fs

fai

fpour

retourner (1)

% les deux termes sont comparables pour les relations contenues dans 1

S5-



1

Pour chaque duot de dcot faire

sinon

retourner (1)

fsi

tetourner ("indefini')

“4 on n'e pac réussi 3 majorer duos par une des décompasitions de duct

increnenter (duos » deot) retourne (liste)

% on cherche 3 majorer duos par une des ddcompositions de duot et on

4 retourne les ordres qui canviennent

— $

“4 il feut vérifier la compatibilité des chemins t constante ov veriable

identique

51 duog est une décomposition suivant un chemin variable x alors

$i duot est une décomposition suivant x alors

le union (1 + incre-chemin (duos » duot))

fsi

sinon

Si duot n'est pas une décomposition suivant un chemin variable alors

1 q— union (1 + incre-chemin (duos + duot))

fsi

= p alors

S56.

f

incre-chemin (duas + duot) retourne (liste)

4 on veut majorer une décomposition suivant un chemin de s par une décanpo-

% sition suivant un chemin de t

it < @

four chaque dups de duos faire

s'il n'exizste pes dupt dans duot tel que dups < dupt #lors

“Zon suppose que dups = Cf $s’ $$ $s" ]

Et <— { leaders des décompositions de duat }

Efe. { gEEt tels ae fa 9}

1l<_ GZ

pour chaque q de Ef faire

12 e~ union (12: { f <9 * }

fpour

si fe Et alors

dupt <— décomposition élémentaire de duct de leader f

“il n'y a qu'une décomposition de leader f puisqu'on a pris les

Z% choix minimaux

12 e— wnion (12 5 incre (dups * duet)

fsi

11 @— combiner (11 y 123

$1 ll = ‘indéfini’ alors

retourner (‘indéfini’)

: ; tis . ae

Zon r'@ pas réussi & majorer une décompositian élémentaire de du

done il est inutile de tester les avtres

fai

fsi

pour

retourner (11)

S#-



incre ¢ dupssdupt)

% on veut majorer une déconposition élémentaire dups par la decomposition

retourne (liste)

% elémentaire dupt

“ on suppose que dups =

si 3!

sinon

li

fai

sinon

fsi

= t!

retourner € incre-chemin ts"

Chi s' i Sis" let dupt=Cfi t's 73 48)

alors

$1 S$ = T alors

s t°))

—f
pour chaque $1 de $ faire

s'il m'existe pas tj dans

ze

pour chaque tj de T faire

T tel que si <$ tj zlors

12 union (12 + compare (si + ti)?

fpour

11 @— combiner (11 + 12)

si ll = ‘indéfini*® alors

retourner ("indéfini®)

fsi

fai

fpour

tetourner 4 incre~chemin ( 5' + t')}

$8 -

union (11° 12) retourne liste)

% l'onion représente les "ou® dans les arbres de choix

cas 12 = ‘indéfini® alors retourner (11)

11 = *indéfini' slors retourner (12)

simon retourner (11 U 12)

foas

combiner (11 + 12) retourne (liste)

% combiner represente les ‘et' dans les arbres de choix svivi des transfor-

% mations logiques

D et iz= DZ

ou 12 = “indéfini®

cas 11 alors retourner (D)

‘ é -

11 = “indefini’ alors retourner (‘indefini’)

é 2 :

sinon retourner les ordres minimavx formes par la combinaisan de chaque

relation de 11 et de chaque relation de le

‘

Preuve de terminaison de cet algorithme :

L'algorithme est conforme 3 la description de l'exemple precedent si on tient

compte de la céquentialité des ‘et" et des "ou" + ctest-b-dire que dés qu'on

trouve vrai pour le ‘ou on faux pour le *et* on arréte la procedure,

Si on considére que les quedruplets 3 comparer sont norualisds ( soit qu'ils

niont pas les m@mas leaders: ce qui se passe dans l'algorithme) on obtient

un tombre fini de conditions sur les décompositions éléaentsires, Or on fait

étaper c@ qui prouve la termingison.décroftre ce nombre 4 chaque

Freuve de correction |

On veut provver que l'algorithme fournit toutes les solutions miniaales qui

‘

composdes avec la précédence initiale vont permettre de trouver que s <3 t

: toa

pour les ordres de décompositions associés, Four celay on adnéralise la

démonstration de l'exenple proposd auparavant :

oF =



s<it ssi Ste) awa dt)

ssi as) Keun F(t) Cig)

ov : Gy)

8 8) Sa MCE) Ginind

et |,

40s) Saad Gini?

ov ia)

é (5) Su PCED Gig in?

avec C,(s) = 4 alr ids ccer ink et Ch(t) = € de G2e veee ind

on traduit ici la condition d'inclusion des aulti-ensembles des décompositions|

suivant les chemins de s et de t,

Gn traite les déconpositions suivant les chemins d'(s) de s les unes aprés |

autres. Etant donné qu'on fait un tet" sur les résultats obtenus pour |
Cikds dé@s qu'on trouve une impossibilité de définir une liste de précédences |

on arréte l'elgorithme et on renvoie indéfini. Sinon on va comparer tous les

couples de déconpositions d (s) et d’(t) , Si les chemins sont incompatibles |

(deux variables distinctes ov une constante et une variable) on renvoie faut

sinon on exprime lz condition d'inelusion de chaque ensemble de décomposition

elénentaires & l'intérieur des décompositions suivant les chemins dTM(s) et

f(t) ce qui se traduit par l'arbre suivant $

60-

8 (5) Sor PUL) ssi

wish < aha

et

y kL
| ak ts) «ah

i
i

I ou

Be a
gts) ¢ dt)

avec Og(srik? = C kip veer nd et Oj'teJl? = 1e cove Lad

On raisonne identiquenent sur les déconpositions elémentaires ! si on ne

peut majorer une décomposition 6lémentaire dy (s) de leader f alors on va

considérer tous les leaders 9 des déconpositions élénentaires de gj! (t) et

essayer sion peut avoir f <- 9 (cas ol f et 9 sont incoaparables! et

rappeler les procédures dans le cee o} f est un leader de at (tds ce qui

revient > normaliser les deux quadruplets jusqu'a n'avoir & comparer que des

déconpositions m'ayant pas les mnes leaders (calcul de la procédure incre)

Gi on ne trouve aucun symbole 9 pouvant majorer f alors il est iapossible

de majorer d* (s) par d? (4), On essaie donc avec un autre chemin»
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En faisent ensuite des union et des combiner Pour les Listes obtenvesr onréduit les arbres "et-oy*, Cela revient } eppliquer des lois logiques Gistributivité du ete Par rapport ay tonty élément nevtrer ...3, Quand ontes leg POSsibilitess il faut alors verifier qwe ce sont des ordres, Cle:qe fait le procédupe Combinerrplus la vérification de la winimalité des ofdres contenus dans la liste obtenue,

aiouter 3 la précédence,

Remarque }

Pour comparer et tr il est Plus judicieux S'utiliser l'ordre de décompo-sition inerémental, En effets dane le cas ob s <3 ¢ on fait le m@me noabrde comparaisons et dans les autres c8s on obtient en plus les précédencesmininales nécesszinas,

les paramdtres,

Renarque}



Chapitre 4

MODIFICATIONS SUR L'ORDRE DE CECOMPOSITION CLASSIQUE

I PRECEDENCE ADMETTANT DES CONSTANTES INFERIEURES AUX VARIABLES

Certains termes sont incomparables pour l'ordre de décomposition classique,

Par exemple il est impossible d'orienter la régle de l'existence d‘inverse

dans la théorie des groupes du fait de l'incompatibilité des variables ( on

ne pevt pas comparer une décomposition suivant un chemin variable avec une

décomposition suivant un chemin constant ) ¢

/\ *
* x

Pour y renédiery ar va considérer que e <i t Vt ET(Fex) et t#oa

Le problame est alors résolu mais si on considere la régle suivante |

/\ SN
; * j

e

on est & nouveau bloqué

e

*

En effety si on suppose que e <1 t WE ET(FsX)

cela novs conduit 3 ¢ <t x YxEX (puisque XCT(FX) )

On obtient ainsi que + <} +

/\ /\

i * ;
e x

Du fait de l’égalité possible on ne peut orienter cette régle,on avrait une

3 A

\
e

chaine infinie | 5 — 7 sp Sy

6S -



Far contre: si on considére l'exenple }

t Y\. = >

x

, x .

on reugsit a prouwver l'orientation si

Qn a C (s) = {113

Otsell)= (E247

s /\,

|

@ <p a

et C (th) = { t1 7 24

0 (t+11) =f E+ 1}

O (t+2) =f & +2}

< et =. Pour éviter toute confusion, nous utilisons le symbole Cc.

Pour l‘'exemple précédent on a d § ( > Cia 6

xo)@

Tl faut done reconsidérer la définition de l'ordre de décomposition qui peut

alors prendre les valeurs suivantes 1 + ¢ + > + C:3+4#

La comparaison de deux décompositions élementaires devient 3

44

BR ree eee OTe ew ser Os \

e f e

aa

BOREEEN ST PERE COTE ES 1}

x o a

si on compare a Gs) et d'*(t) on trouve i<j

e x q

Du fait de la possibilite d'égalité (il suffit de prendre ©{ x - +e) » on

ne peut pas conclure, On va regarder le reste des décompositions:

On suppose e <i t VtET(F:X} done on trouve qe e<iec Vc€F et ar(c) =f)

ce qui peut se traduire dans la précédence pare <ec

Dio a Yee ce qui entratne que fe} <igy, € 3} et donc on est assuré qu

dg (s) < ae tt) dans tous les cas,

Ona 4 (8) <iyz dt) et done 5 <i t

Remarques |

- On utilise des ordres sur les ensembles, danc si on trouve qu'une autre

décomposition @lementaire de t majore strictement une décomposition de s+ on

peut conclure,

- Le symbole $ désigne habituellement la réunion enseabliste des relations

66.

sorent dp (s) = Ctr sts Ss

v

(4) de bs) Com Sq (1) s8i

sé] et dpttyetge thr tr tt]

f=q et s' =t' et 52 T et fs" = t°

ou ou ou

3! mat! 5 (CC mul} med vl a = Lwit

Ys) < ay Ct) 858i(2) dp (s) q $

f <e 9g

¥ vise (Gv)

ov f=gq et pied os) Sei 4 @ (t')

ou foo GL ey etl SC Xmmuphmad awd T

mM «
v .

P {s) ~ qq (t)) $51

fug et stint! et Sal

us OCG guy ray) rw et s" Smut’

et s'wt"

(4) de (s)} Hd {t) dans les autres cas

f Ag

ou f= 4 et

ou sin t

ou d (s’) dioyd te") et

ou 5' $t'

dst) Coad (ty et (S + 5") ¢¢ ov Hou J ) (Tr t%

et (S57 st) H#(T: t")

64.
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avec M1 <q M2 ssi

Sdt€ml et g2eHn2 di < a2

et Va't#a1 Jat2 d'i<d'2 ov» g'1C 4'2

et MIC, 142 ssi

Val€u1 Wa2eH2 ( diC a2 et Yaz #az at {a'2)

Définition de l'ordre de decomposition |

sit ssi dls) (<mothmor d(t) pour < défini comme ci-dessus,

Dans L'implantation de l'ordre il va falloir modifier la prackdure de compa~

raison des ensembles et la procédure de comparaison de deux décompositions

élémentaires en ajoutant le cas C ,

\

Du point de vue incrdmentalitér on se sert du nouvel ordre obtenu et an accepte.

de comperer une décomposition suivant wn chemin constant de s avec une déconpo-

sition suivant un chemin variable de t: Si on y parvient alors on ajoute 2 ja

précédence que e <f ¥f et e¢x Weer.

TT ORDRE DE DECOMPOSITION ASSOCIE A UN PREORDRE SUR LES SYMBOLES |

i- problbae

Ayant résoly le probleme des constantesr il se pose maintenant un nouveau pro- |

blame | considérer un préordre sur les symboles,

68.

t

Seit le systeme suivant |

b
a —-

/TM~ rN
a y

/\
y z

La premiere régle s'oriente pour b <p a et la seconde pour @ <p O2
i mcg S

i é as on reussit 2 prover
Far contre si on corsidére un preordre sur les svabol

que les membres gauches sont supérieurs auK membres droi
ts:

>

JIN, SS
Y

anh => a > b at
= /\\
eR sre J\\

( \, x y 2

2- préordre sur F

i ienté F
Or considére ron plus l'ensemble F mais j'ensemble qu

otien '

On choisit comme représentant d'une classe wn des symboles de plus 
forte

at gs 7

arité et pour conserver une arite fixe on ajoute des 
O +

4

Exemple ¢

sion a fwa~h alors

o

Yd Peep

f es _pf
/\TM JIS

ti t2 t3 ti tZ t3
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ti te tt t2 0

hows of

| ZN
tt tag

Proposition |

soient Run syst®me de régles et R' = Y(R) = { Fig) 3 Yd) | g yd ER?

alors prouver la terminaison de R sur TéFrX) est équivalent & prouver la

terminaison de R' sur T(FrX).

La preuve est évidente puisque s'il existe une chaine infinie de dérivations

tO tl — pt2-y... dans R on obtient la chaine infinie Y4toy—s¥et1 sv

dans R' >

De mme s'il existe t0_sti—st2-4.,, dans R' alors on peut toujours trouver

tO" thy: dans R. Il suffit de prendre ti = Y «ti')

On a les mémes propriétés pour le preordre que pour l‘ordre de décomposition

classiquer ce qui est logique puisque le préordre se ramtne 3 un ordre si

on travaille dans F . Notamment on retrouve la stabilité par instanciation

des variables: ... et la monotonie par rapport 3 le préeédence «

Qans l'zlgorithme de comparzison de deux termes: il suffit de changer les

egalités en équivalences entre synboles et termes:

Un touveau probléme se pose maintenant | adapter l'ordre de décomposition

incrémental au cas dy préordre sur les symboles:

3- incrémentalité

Nous venons d'introduire non plus un ordre sur les symboles fonctionnels

mais un préordre: c'est-a-dire qu'on va ajouter des équivalences entre

FO -

certains opérateurs, Dans le probléme de l'incrémentalité il va done fal-

loir prendre en compte ces possidilités et donc modifier l'algorithme de

fagon 2 prévoir de telles relations d'équivalence en plus des relations

strictes.

On ne peut ajouter des équivalences tde méme que des relations strictes)

que sur des opérateurs incomparables entre eux 2 partir de le precedence

initiale, Il] faut alors réiterer le processus de comparaison sur le reste

des deux décompositions (si on ajoute une équivalenced: ce qui se raeene

§ des symboles de tate dgaux dans le cas d'un ordre strict (c'est logiaue

quand on passe av quotient).

Seule la procédure incre-chemin est aodifiée: les avires procédures

n'intervenant avcunement dans le choix des relations sur les syabales |

Rappel des notations }

duos (resp, duot) est une des decompositions suivant un chemin des (resp, de t)

on compare duos et duct

on cherche si duos <my1 duot et dans le cas contraire s'il est po
ssible d'in-

crémenter la precédence:

Wh.



inere-chemin (duos + duot) retourne (liste)

% la liste obtenue contient non Flus seulement des ordres stricts mais des

% ordres pouvant contenir des équivalences entre symboles

ne_¢g

pour chaque dups de duos faire

s'il n'existe pes dupt dans duot tel que dups < dupt alors

% on suppose que dups = Cf + 5! « Sest]

Et ¢—¢ leaders des décompositions élémentaires de duot >

Efe LG CELI tH?

Ze

pour chaque 4 de Ef faire

dupt <~ décomposition éldmentaire de duot de leader 9

“% ily a une seule décomposition élémentaire de leader 9 puisqu'on

% travaille avec les choix minimaux

12 €— union (union (12 s4F <p 9) union ({fargd + incre (dupsydupt)))

% on aioute f <p 9 2 le liste et on essaie si fg est possible

% donc er appelant le fonction incre qui calcule le reste de la

% décomposition

fpour

si f€ Et alors

dupt <— décomposition de duot de leader f

12 ¢— union (i2 + incre (dups + dupt))

fsi

tsi

11 @— combiner 411 » 12)

sill = ‘indéfini® alors

retourner (*indéfini')

fai

fpour

retourner (11)

12 - |

La procédure incre ne change pas mis 3 part le fait que dugt = [gy th Te t']

avec g~ f et des possibilités d'équivalence sur les termes des quadruplets

3 comparer,

Les preuves de correction et de terminaison sont a peu prés identiques 3 celles

de l'ordre incremental,

Pour la terminaison: on va ajouter de nouveaux couples je quadruplets 3 norma-

liser, Or la normalisation est un processus qui termine donc on est assuré de

la terminaison de l‘algorithne,

La preuve de correction est semblable en ce qui concern? les arbres trouvés.

Cependant on fait varier le rdsultat de la comparaison de deux décompositions

éténentaires |

dp (SCF este Sr st) Cap (elas tet sted

se traduit par f <.9 ov CfNg et réesultat de C s'rSes"] < (t'rTrt"] )

On obtient ainsi un nouvel arbre de choix identiques 3 l'arbre de l‘ordre

incrémental et sur lequel on applique les mémes lois lagiques et les condi-

tions d'ordres et de minimalité des ordres obtenus,

On a ainsi tous les ensembles minimaux de relations strictes et d'équivalence |

3 ajouter 3 le précédence pour avoir s <t t

Retournons 3 l'exemple précédent afin de aontrer les étapes supplémentaires

de I'algorithme |

Sur la condition (11) !

Cou s non} {non} $0 1 < Cont

x y * y

pour l'ordre strict on obtient ou <¢ non

On désire maintenant rendre ov" et ‘non® équivalents

ai 4 v
On réitére donc le processus sur od 4 mon) et d ‘FN

x x Y

#3-



donc sur Conon} xi {2} O] < Cetixitv>}: O}

on trouve alors non <p et pour L'ordre strict et on teste si ron ew et est

Fossible. L'équivalence convient egalement puisque {} <imyr fy }

Le résultat de la condition (11) devient 3

ou Me non

ou oun ton <p et

Ou w fon wet

Pour la condition (£2) }

Cou tnon i+ {non} 7 A 3 ¢ Cet ixifty}3 non]

x Y 
q

on ne peut avoir ouw et PulSsque non 1> x

x

on me Conserve donc que la relation stricte ov <p et

La condition (13) est toujours vraie, La condition (14) devient ¢

Cron? xi {} ¢ ow 1 ¢ Cet iwi Cys non]

ror 
Oo

Y

l'équivalence convient puisqu'il faut alors vérifier que 1 <inug Cy d+

ce qui est vrai,

TY

On trouve alors l'arbre de choix suivant pour la condition (1) |

ou <e non

ou ou “non <p et

ou none et

ou

ou < et

et

“ural

ou

non <p et

ou non et

qui se réduit af

ou a nori

ou ou <p, et

Ou ~ NOM w Bt

5) iti 43) sontqui est le résultat final puisque les résultats des conditions 41) et

identiques et (2) et (4) sont indéfinis:

j iti & pren-Hous allons maintenant genéraliser l'ordre de decomposition de fagon s

< tas z : dé~

dre en compte les ragles de type associatif et définir ainsi l'ordre de dé

i i ‘ordrecomposition avec statuts sur les opérateurs qui est une extension de l'o

recursif sur les chemins avec statuts:

#5.



TIT OFORE DE DECOMPOSITION AVEC STATUTS SUR LES OPERATEURS ,

Definition |

Etant données une précédence et une fonction statuts sur F et deux applications

1+ définitions

—_ de choix C et O- on définit l'ordre de décomposition avec statuts par |

Sctgt ssi dls) f idtty vee {= (Smug Pm

On suppose que l'ensemble F est muni d'une fonction statut st | F —-» ST

. et ay Gs) = CFF SF Es 1 Cag tty = Cg FTG Et] si on a Lexicographi-
ov ST = {€ mul + lexg + lexd + (multi-ensemble: lexicographique de gauche

quement |

3 droite ov de droite 3 gauche),
1- f<eq

Nous allons tout d'abord modifier la définitions des décompositions élémen-
2- f=4q et

taires afin de tenir compte des différents statuts possibles des opérateurs | ;
spi Sf] et T=C tp i Tf J et lexico21- st(f) = mul et $

Definition ¢
araphiquenent !

La décomposition élémentaire de t 3 L'occurrence p le long du chemin u est le
21- sp | tp

212- SK: )ualt
triplet 1

Crattp) i T i dt Cpe-an)

22- st(f) = lexg et S = (dsirirerdsn) 4, T = (dtdesssedtn)
avec T= C d(t/prid t {€ dit/p 1 163 6a eLiein) exico

23- st(f) = lexd et S$ = (dsmrevirdst) \ T = (dtnrsvesrdtt)

si st(f) = aul 
Hexico

|

C dt/pit) ise d(t/pin) ) si st(f) = Lexa |Te

T= ¢ dit/pind vss d(t/pil) > si stif) = lexd

Renarque |

Si tous les statuts sont nulti-ensembles on retombe sur l'ordre de décompo-
Renarques !

sak : sition classique:
= on considére déjd les décompositions des sous-termes et de l'environnenent,

dans le triplet: c'est ce qu'on fait en réelité dans le prosranaation de 1's

4 | Redéfinissons les applications de choix maximaux afin de prendre en compte
re,

les statuts lexicographiques:

= il n'est pas nécessaire de munir les fonctions d’arité 0 ou 1 de statutss

. | On ne change pas le choix sur les occurrences.

puisqu'alors les différents statuts conduisent aux m€nes déconpositions 61¢
Le choix des chenins est défini par !

nentaires,

C, fa) =& si ar(a) = 0

C, GL) = Uist, (ti) ol Mest l'ensemble complet mininal des sous~

On peut maintenant définir l'ordre de décomposition avec statuts, 
4

termes naximaux de ( {ttrvcertnd + <t ) si st(tCé 2) = aul

et Cy (ty =U aly (ti) si stttE 0) = Lexg ou Lexd
ast

#6. }
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On a les n@nes propriétés pour l'ordre de décomposition avec statuts que pour

l'ordre de décomposition classique, Notamment l'ordre de décomposition avec

statuts contient strictement l'ordre rdcursif sur les chemins avec statuts:

Exemple |

se aN Kg te t

t

| 7\
a

bo

si on suppose que + 2 un statut lexicographique gauche,

En effet: C, (s) = {11 2h} et C. Ct) = dds 12>

Olsld = C1 :&} OQltelt1) = {its tte ds & + }

O(s:21) = f+ 21 EF Oy(tri2) = 1211+ € >

1378) Gad ct) puisque

Caidr i (FF aCe FD ¢

puisque teat a 153) Ga Sei eh ia Cele

b 0 o

et cen ecudyy Tigi <esgergenao a |

b 2 a

qui est innédiat puisque a <P

a

|

|

et ona dTM(s) Sma dU) | |

Ceidtracty ror ¢ cei acnyiad@sac ey |

| | voy

#8

et Chi dg (b) CFG aC + YI< CFF GO + DE ME OD

puisque b Ci +

/ \,
3

et Cbidi {Heide + PIC Cb te COE CC

qui se raméne 3

MENON eat DEA ete dah EO PAE TG

\
9 a a

et Cf id i teed + VISE Hi GC + 15 107 OF

\ /\
aoa 7°

a

Renarque !

Ons pas 5%, t

En effet + et f sont incomparables donc on se raméne &

+ %& 4
/J’ - \,

b a

Tl faut montrer alors we C2 if) (25 (hsb) qui est vraiNerice

b

et que chaque sous-terme de s est inférieur au terme t ce qu'on ne réussit pas

.

re
b ; b

a

& prouver pour

q3-



< f :
2- increnentalité

Un nouveau probleme se pose pour l'ordre de décomposition avec statuts sur |

les opérateurs { comment trouver simultanement des relations strictes entre |

les symbales et determiner quels sont les symboles nécessitant un statut

lexicographique efin de prouver que les termes sort comparables pour l‘or- |

dre de décomposition avec statuts,

Malheureusement ce probléme est moins aisément automatisable que dans les

cas précédents. En effet, changer le statut d'un opérateur peut déterminer

un ordre ne contenant pas l'ordre precedent. On n'a done pes la propriete

d'incrdmentalité, Cependant elle reste vérifiée pour l'ordre strict (ou le

préardre) une fois les statuts fixés. Un alaorithme possible d'incrémenta-

tion de la precédence pour l'ordre de décomposition avec statuts va donc né-

cessiter les tasts de toutes les possibilités de statuts sur les opérateurs

On suppose que seuls les statuts multi-ensembles peuvent @tre transforaés

en statuts lexicographiques: De plus an n'a besoin de considérer que les

operateurs d'arité supérieure ou egale 3 2,

Un algorithme est donc le suivant [

décompose-avec-statuts (s + t + statuts)

% statuts représente l'ensemble des statuts des éléments de F

1 &— compare (s - t + statuts)

Emle— ( fEF | ar(f) = 2 et sttf) = mul et Ju€Dls) stu) =f } |
pour chaque f de Emul faire

statutg <— statuts dans lequel st(f) devient lexg

| statutde— statuts dans lequel st(f) devient lexd

! 1¢— union (1 + decompose-avec-statuts (s+ t + statutg) :
decompose-avec-statuts (s + t + statutd))

fpour

retourner (1)

y

compere (s 7 t + statuts}? est une procédure identique & celle de l'incremen-

tation de la précedence pour l'ordre de decomposition classique au avec équi-~

valence sur les symboles et dans laquelle on prend en compte les statuts

afin de déterminer les decompositions desett.

On @ choisi un algorithme qui fournit toutes les possibilités d'ensembles de

statuts des symboles fonctionnels d'arité av moins 2 de s et pour chacun d'eux

on teste les possidilites d'incrementations mininales de la précédence par

l'ordre incrémental auquel on a 2jouté la motion de statuts,

gt -





CONCLUSION

Bien que la méthode des ordres de Simplification ne soit pas complate: on

réussit & prouwver le terminaison de nombreux systémes de réecriture de ter-

mes avec les ordres de décomposition en adaptant la précédence & chaque

type de systéme { ordre strict ou préordre sur les syaboles fonctionnelss

Fouvant admettre des constantes inférievres & tous les syaboles: y compris

les variablesy ou accompagné d'une fonction statut sur les opérateurs d'a-

rité au moins deux.

Un avantage essentiel de l'ordre de décomposition par rapport 3 l'ordre re-

cursif sur les chemins qui nécessite également l'existence d'une précésence

est la possibilité de determiner celle-ci "8 la volée’ durant l‘appel de la

Frocédure de comparaison de devx termes, Cela permet d‘automatiser comple-

tement le probleme de terminaison dur systéne de régles de réécriture:

On var en effet construire une précédence adéquate au fur et 3 mesure de la

vérification de l’orientation des régles, De plus le caleul d'un enseable

complet de préecedences wininales permet d'effectuer des retour arriére si

la précédence choisie s‘avére incompatible avec les régles 3 orienter par

la suite. La précédence n'est done pas figee comme c'est le cas paur l'or-

dre récursif sur les chemins qui oblige le retour arriare sur la premiére

réegle .

Cependent un inconvenient de l'ordre de décomposition incrémental est qu'il

peut emiger des temps d'exécution prohibitifs (de l'ordre de quelques secon-

des) pour certaines applications ! c'est le cas si les termes 2 comparer

sont de taille importante avec une précédence presque vide:

Il est donc judicieux: lors de la vérification de la ‘erminaison d'un sys-

tame de réécriture de lancer l'exécution du calcul de précédences miniaales

$5.
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