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LUTRODUCTION

Cette étude a pour but d'établir différentes néthodes de

rechorche d'un optinum d'une fonction réclle d'une variable réellic

en vuc do Llour utilisation sur des problémes particulicrs. Un

second probléne se groffe sur le promier, cclui deo la recherche de

la méthode la plus rapide.

Les néthodes de xwcecherche pourront, bien cntondu, ttre

utilisées pour Frésoudre des problénes d'optinisation dea fonctions

d'une seule variable. Mais clles pourront également 1'tétre

dans L'optinisation de fonctions de plusieurs variables.

Pour cole, on se reportera utilenent & la thése de Vienney “Or*’

pisation de fonctions de plusicurs variables", IUCA Nancy.

4pres avoir défini les peoblénes au chapitre I, nous envisage

rons diffdéronts types de méthodes de recherche : nininax (chapi-

tre II), minimax on probabilité (chapitre III), interpolation par

un polynome (chapitre IV), que nous comparerons au chapitre Ve

Enfin, nous Gtudicrons au chapitre VI le cas ot Llintervallic de

rochorche est défini par wn systéme de contraintcs.



I - PRELIMINAIRES

J.1I. Recherche du maximum d'une fonction :

Etant donné un intervalle I de l'axe réel, on dispose d'une

méthode numérique qui permet, pour toute valeur y de I, de calculer

un nombre réel f(y).

On définit ainsi une fonction f de I sur l'axe réel.

On se pose le probléme suivant :

Déterminer dans 1'intervalle a,b} intérieur 4 I, un point

Yu (ou une valeur approchée de Yes avec une précision £), tel que

la fonction f soit maximum en ce point.

La recherche d'un minimum de f se raméne 4 la recherche dtun

maximum de -f.

On résoud ce probléme au moyen d'expérienrces.

Effectuer une expérience signifie :

I) choisir un point x dans I

2) calculer la valeur f(x)

3) utiliser le résultat obtenu pour la recherche du maximum

Le en se fait numériquement. La distance entre les empla-
cements de deux expériences doit @tre au minimum égale 4 un nombre

positif appelé séparation.

Pour trouver le maximum, on définit un plan de recherche,

c'est & dire, un procédé qui détermine l'ensemble des emplacements

des expériences 4 effectuer, et qui interpréte les résultats

obt enus.



I.2. Le calcul de la fonction fs:

Dans ce qui précéde la fonction f a été définie en général.

Nous rencontrerons dans la suite les cas particuliers suivants :

a) £ est une fonction explicite de la seule variable y :

Ctest ce type de fonctions que nous utiliserons comme

premiers exemples d'application des méthodes de recherche.

b) Utilisation dans la recherche du maximum d'une fonction de

plusieurs variables : (Voir Vienney :

Soit une fonction réelle g de l variables Kya K aces aX,

définie dans un sous ensemble a de Rt,

Soit Dune droite de R?! définie par ses cosinus directeurs

CELE, gees 8))

Pour trouver le maximum de la fonetion g sur la droite D, on

est amené 4 cherche le maximum de la fonction.

fly) = BOX FEV axotEoVores vee X FEY) et on se raméne au cas

précédent.

ec) Cas ot il y a des liaisons entre les variables :

Soit une fonction réelle g de q+, variables réelles

“ * » +

Gh. spiel 86 définie dans un sous ensemble 9 de mR},
ge2 qti

Les variables Xj oX,o04- & » sont en outre liées par q re-
2 qtl

lations de la forme

OK) Xs ares x )
gt]

XpoXngee5 X ) = 950K) 9X oo ati

ooo X = 00%) 9X» ag

ou les », sont des fonctions réelles de Rpekpsere Koay définies



Pour trouver un maximum de la fonction g, on choisit une des

variables soit X;, comme libre.

Etant donnée une valeur de xX; on résoud alors, si ctest

possible, le systéme de q équations a q inconnues KypoXooeee Xs og
i-1

Xagyeere %ya1°

$iCX pase Bat

wie = 0P(X. 5 Bore 9°

(eee cme ect ces fe tae tee ee coe es ee ee ee es ee

u oOo

1

oS“eg Sakae 2° Xo

Connaissant les valeurs de gti variables, on peut alors

calculer g(x,,...x ). On définit ainsi une fonction £(x,).
qtr

On rencontre notamment ce cas dans la recherche du maximum

d'une fonction de plusieurs variables. Les liaisons sont, soit

données au départ, soit des contraintes saturées.

(Voir Vienney :

I.3. Le domaine de recherche.

Nous supposerons toujours que 1l'intervalle de recherche [a,b]

est connexe. Si au contraire, fa,b] posséde plusieurs parties sé-

parées, on effectuera une recherche sur chacune d'telles.

Liintervalle a,b] a €té défini en général. Dans la suite,

nous pencontrerons divers cas particuliers :

a) L'intervalle de recherche est limité par deux bornes a et b

finies ou infinies

Ctest le cas le plus simple. Nous l'emploierons pour établir

les méthodes de recherche sur un intervalle.



my

b) Liintervalle de recherche est défini par un systéme de

eontraintes :

Une contrainte est une inégalité large de la forme w(y) 2 ?

ot Y(y) est une fonction réelle de y que nous considérerons définie

partout sur l'axe réel.

L'intervalle de recherche est alors défini par un systéme de

la forme ;

¥, Cy) 2 o> wp, Cy) Oyen « 7 y) > 0

Nous n'envisagerons que le cas ot les solutions du systéme

appartiennent a un intervalle connexe de l'axe réel.

Les fonctions wy; peuvent étre des fonctions explicites dey,

mais aussi peuvent dépendre de plusieurs variables liées par un

systéme de liaisons.

Au cours de la recherche du maximum d'une fonction de 1 va-

riables, les contraintes sont définies dans l'espace R+ (voir

Vienney )

La recherche avec contraintes se révéle beaucoup plus compli-

quée que la recherche sur un intervalle dont on connait les bornes.

C*est pourquoi elle fera ifobjet d'un chapitre spécial (voir

chapitre VI) quand les méthodes de recherche auront &é établies

dans le cas ot l'on connaft les bornes de l'intervalle.

ec) Une borne de i'tintervalle de recherche est conmue, l'autre est

définie par un systéme de contraintes.

Tl stagit d'un cas particulier du précédent. Les méthodes

générales de recherche avec contraintes se Lrouveil allégées.

De plus, c'est le cas qu'on rencontre au cours de la recher-

che & plusieurs variables. On définit une direction de recherche a

partir d'un point connu, l'autre borne étant définie par le systéme



de contraintes. (Voir Vienney :

T.4u. Minimisation du cofit de la recherche :

Pour nous, le cofit de la recherche s'exprimera en temps de

calcul.

Un plan de recherche sera donc d'autant meilleur que le temps

de calcul pour obtenir le maximum avec une précision donnée sera

plus faible.

On a intér@ét en premier lieu, a effectuer les expériences

séquentiellement. Le résultat d'une expérience peut alors @étre

utilisé pour choisir les expériences suivantes.

Il stagit d'un plan séquentiel.

Le calcul comprend :

I) les calculs successifs de la fonction f.

2) s'il y a des contraintes, les calculs successifs de ces

contraintes.

3) stil y a des liaisons, les résolutions de systéme des

Liaisons.

4) le plan de recherche lui-méme.

On cherchera donc 4 minimiser les temps de calcul de ces

différentes parties de la recherche.

I.5. Ltunimodalité :

Si on ne sait rien sur la fonction f, une seule méthode est

possible, calculer f en tout point de {a,b - Par contre, si on

connait des propriérés de la fonetion, telles que Ltunimodalité, or



Une fonction réelle f définie sur un intervalle I de l'axe

réel, est unimodale sur I si et seulement si

il existe un point Yu dans I tel que pour tout couple de

points y, et Yo de I, on ait les relations
1

Yi < Vy € Vy fly,) < fly,)

YS Yi < ¥p => Fly) > Fly.)

L'unimodalité suppose que Yu soit le seul maximum de la fonc-

tion sur l'intervalle I, et que la fonction soit strictement mono-

tone sur tout intervalle de I ne contenant pas Yue

Supposons qu'on ait fait 2 expériences en y, et y, -Cy,; <y,)

Trois cas sont possibles :

I) fly) > fly.) alors Yu < Y,

Yi >

2) fly,) = fly.) alors y, H, < Ie {

1 Y2

3) fly) < fly) alors y,< Vx x

Ye

Dans les trois cas, on peut réduire l'intervalle initial. On

pourra done choisir les points de fagon telle que l'intervalle

diminue rapidement au cours de la recherche.

Dans la recherche du maximum d'une fonction de plusieurs va-

riables, l'utilisation de l'unimodalité nécessite que sur toute

droite l'espace, la fonction soit unimodale.

La condition d'unimodalité est généralement assez facilemert

vépifiable & une variable. A plusieurs variables, on ne peut pas

en dire autant.

(Voir Vienney }



I. 6. Les méthodes de recherche.

Au cours de cette étude, nous nous limiterons d'’abord au

cas o0 l'intervalle de recherche est donné par ses bornes a et b.

Dans ce cas, les contraintes n'interviennent évidemment pas

dans le temps de calcul.

Comme alors, on résoud le systéme des liaisons, s'il y a

lieu, en chaque point ot on calcule la fonction, minimiser le temps

de calcul revient & minimiser le nombre d'expériences.

En utilisant l'uninodalité, il est possible de réduire 1'in-

tervalle restant aprés chaque nouvelle expérience.

Nous verrons au chapitre II que les méthodes minimax per-

mettent de minimiser cet intervalle restant, si l'intervalle ini-

tial est de longueur finie.

Pour le cas ot L'intervalle est de longueur infinie, nous

établirons au chapitre 3, une méthode dérivée des méthodes minimax.

Si la fonction est convexe, on peut obtenir des méthodes plus

rapides que les précédentes en approchant la fonction & étudier

par un polynéme (voir chapitre 4).

Au chapitre 5, nous comparerons les différentes méthodes dans

le but de choisir la plus adaptée aux différents problémes parti-

culiers.

Enfin, nous envisageons au chapitre 6, comment adapter les

méthodes précédentes au cas ov l'intervalle de recherche est défini

par un systéme de contraintes.
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- PLANS DE RECHERCHE MINIMAX

II.f. Minimisation du maximum de l'intervalle firal

L'intervalle de recherche fa,b] est un intervalle de longueur

fainie Lo:

On effectue n expériences, n fixé 4 l'avance.

On désigne par L; la longueur de l'intervalle restant aprés

la iéme expérience.

On ne peut pas réduire l'intervalle aprés le seul calcul de

£(x;) donc Le = Los

En général, pour réduire l'intervalie de longueur L;, il est

nécessaire d'y avoir effectué deux expériences Xig, et Yay et de

comparer les résultats f(x;4,) et fly; 4,).

On se place en x:j+1 et on appelle a. la borne (de l'inter-

valle) qui est du cété de y ; l'autre s'appellera bs
itl

Notons d; = |b, - Yezilet e; = faz - X41]

Une fois les expériences faites, trois cas sent a envisager

ea \

f(x) 71 La longueur de l'intervalle

restant est ey

Dans cet intervalle, une expé-

i+} bsxVial . pele 2 2
it x rience a déja été effectuée.toe el--- - xq ’

4

Ne
-) We!



Aq

2) £(x4,) = flyii,)

% ; b

“i Yitn pit "i,
; ; ‘ “ La longueur de l'intervalle

‘ 1 ’ ‘

‘ , ©. \ ' “5 - _ - .
' roi restant est ree Ls e; ds

L,

eS Dans cet intervalle, on n'a

pas encore effectué d'expé-

rience.

% La longueur de l'intervalle

a. Ve,y) x. b.
2 re ist gx restant est d.
? ! , 1

!

i ' : yet

1 —<——_ Dans cet intervalle on a déja

i 2 ae
ee effectué une expérience en

Xidy

Le maximum de la longueur de l'intervalle restant est donc

Max feqod, |
177 un

a. Y., X. b. Dans les trois cas, cet inter-
4 ied it] ge 5

+ t t ?

i ; ; valle restant est constitué

: ' t
i ’ |
' t 4

pt '\ Intervalle bar [Vasa 3 *s4a] avec en plus
; , } final ws

' 1 J un autre intervalle (qui peut
a ra

étre réduit 4 un point, ou

égal a [xis aedg {ou [Pavaiss|



Dans la suite, on ne considérera comme intervalle restant

que le plus défavorable, c'est 4 dire, celui ot lL'’intervalle 4

ajouter a4 [ive *iei| est le plus grand. Soit L,,, la Jongueur de

L'intervalle restant le plus défavorable.

Dans celui-ci, on a déja effectué une expérience. Son abs-

cisse sera désignée par y. . Il suffira alors de choisir Xs
1+2 +2 °

On doit choisir x dans un intervalle de longueur L, , ou on

n'a pas encore effectué d'expérience, mais dés que x, est choisi on

se trouve dans le cas précédent.

On a donc deux problémes a résoudre :

I°) Comment choisir la premiére expérience dans un intervalle

de longueur Ly ?

2°) Comment choisir la i+t1@éme expérience dans un intervalle

de longueur L;, dans lequel on a déja effectué une expé-

rience en Vue.

Un plan de recherche 4 n expériences, n donné 4 l'avance ser

sera dit minimax si la longueur Ly est minimum.

On cherche donc A résoudre les deux problémes précédents

pour que le plan de recherche soit minimax.

Choix de la iti® expérience :

On désigne par m, le milieu de l'intervalle restant aprés

la iéme expérience.

Fnvisageons les différentes possibilités pour placer x;,, -



I) On place X;4, entre V4) et la borne la plus proche (en suppo-

sant Vis aa ~m,)

a. x m. BEE b. . A .2 ith iit) pt) i Soit x! le symétrique de
r ! | } iintervalles iti
' ; ; , restants .
' 'yavec %34,, par rapport a4 Veg

fl t t
1 4 ‘ x. . °' ; Sit itl L'intervalle final est pilus

a
Sn, + 4

u S . i
' \ favorable avec Xiay qutavec

| —
' avec Xia

1
| | ar .

\ itl On prendra donc toujours x.)
-————__+- 4

entre Piss et la borne la

plus éloignée.

Soit Vig le symétrique de y par rapport am,
fi it} i

2) On place x, entre y! et b.
1+] 1+] a

L'intervalle final aurait été

! . b. lus favorable si on avait
7 Yorn a Ying “Mit Pi P

‘ J 2“ t
! ' placé Xin, en Yael

1
| oF . =v! 3SL] Vasa) Yea >es cela est

possible et dans ce cas on

prendra toujours

7 z

*i41€ Das pyder]
Sinon la meilleure position

pour Xs, , est distante de Vea,

de € et elle est unique

1 . -vt 5 3 q 4 -3) Dans le cas [Vee Y sai! > €, avec x4, [Peasy Vegan » Lfinter

valle restant est {y.,,,b.]
boite ag

on pose m;,, = milieu de [Yas |

Deux positions de x.ity symétrique par rapport 4m. sont
atl

€équivalentes.



On prend la plus proche de y
it : .

! = On peut dire alors que i!in-
*4,Yie1 ob. L,

a Vien mig >
} 77? bt tervalle restant apres la

i oy... m, itl) .

Ajayi tt By (i+ ))éme expérience sera
i b. I
i it2, - b | : i; Silx. .- > €Bee Pease i| Rey Vier! 3

° 6 le. obol = Je . . + lo .longueu [ - il longueur aeeee jlongueur Ly gar Ps

= longueur +eu [Ys di Dig
=L. + OL - longueur jx. ri+} it2 Ss [ i+1Visi|

osons 6, = longueur fx. yf= itl & PieYiel|
Ona alors la relation

L.=FeL.,,+ L ~ 6 16 1 ¢< n-2
ail itl i+2 ti

Les nombres de Fibonacci

On développe la formule précédente

Ly= Lth 4-6,

WW

3L, +2Ls -(So +63 +64 )

Posons en général :;

L, = ou les Fy sont des entiers
jek

E +F - Fk Diy k=l ae a ja-1 8541
jel

alors on a aussi

j=kt+]

lig. & F_+ Hs +F .1 ( k Ft? kt+2 Kt k+ 3 j= Pye ge)

Sih = kt .
j=h

Ler fF OL, th Lu. - 2 PF, 4
1 Rep hey “ht, “he “htg 32, j-1° jn

On a donc FL =F +F



k k-1 k-2

I

On répéte ltopération n- 2 fois

2 — (27)NR 24 2 _ - (.1)n-l 2_ =f21)0Peer Fay GD [F, FF) (<1 iP FF o| (-1)
n owt

2
(2) PFC-F pos (-1)"

n n=lo nti

Foatin ~ FneoFner = (FatPneD Fy 7 CPne yt FF]

= 2 5 - (.7)n
= FP Faey 2 OD

= n

cm nttin “FnegPn- y= (-P

On divise par Pa nt2

C4) Pati nel (=)?

Ete A Pa nt 2



Table des premiers nombres de Fibonacci

n {Fil n| F, n Fe n F n Fy

Of] iffal

1 Ly} il 144} 21 17711] 31 Z2217€ 309} 25 1 &36 311 903

2) 2} iz 233|| 22 26 6571 32 352457€|1 56 20 365011 074

3} 313 3771) 23 46 350 433 5 702 €27), 55 225€51433717

4! S514 610] 24 75025 134 9227 £65]} SO 250% 730 7£1 961

5} cyis GE7 25 1213939735] 14930352855 27 777290 035 20

6 )13|/15 1597 |126 196410 136 24157217176 30€ 061521170129

7 17 | 25841|/27 317C11 437] 39 08E 169475 3 416 454 622 905 707

& /34 10 | 4181 1128 514229 |/3€ | 63245 986)/20 37 €£9 062 373 143906

9155119 |} & 765 |129 €32.040 139 |}102 334155 ]]€5 #20196 140 727 429 573

10 j€9 1120 110 946 9730 jl 346 249 |40 11655€0141 190] 4 660 046 610 375 530 309

Optimisation de l'efficacité

L'efficacité d'un plan de recherche est le rapport of entre
c

les longueurs des intervalles initial et final.

L jen-1
nel

J
= F aot O*F pr F,_)6sti

]

Lt. n-2 n-3 -
n n jat

Le maximum possible pour Ln-1 est a=
L

a
n=l
. 4

T ¥

Les &j sont minimum quand ils sont nuls.

L
n

n



Pour qu'un plan soit minimax, il suffirait que bi 7 2h, - é
~1

bi = Lip thi, ssten-2
a dy

; -Falors on aurait = - 2F > + Piu3 E2 =

n n

Comme 2B} + £ 37 * nL + (FL _otF Ls) =f + Pei & Ea

L a
= = “n> Faiz ~

n n

; - Lyt *F io
ou encore Lo =

ae

Ceci étant vrai pour tout n, le plan ne comprenant que les n-1l derniéree

expériences, appliqué a Ls donne :

L Lt EF 3

n F
n-1l

don yt €F_, _ bat €Fy os

“n Pel
_ oon

c'est a dire ce = 7 n-1 37 €(-1)

n

La 1° expérience une fois déterminée, tovies les autres sont détermi-

nées par L. = Liy,th donc tout le plan de recherche.
it2’

ll existe done un plan de recherche qui minimise Ly quand n est fixé.

1.2 Recherche de Fibonacci

Construction d'un plan de recherche de Fibonacci

On fixe 4 priori le nombre n d'expériences

2 Sy
+ e : : 7 =
La 1” expérience est placée A une distance] L.. = n-1

in
hy

de l'une des bornes de l'intervalle initial de

longueur L



Chaque expérience suivanie est placée, dans l'intervalle restant, au

point symétrique du point de l'expérience déja effectuée

ce qui entraine :

+H iL. =. ,
: p a Disithiye

4, la fin de la recherche, la derniére expérience est alors placée a une

distance € de l'expérience déja faite dans l'intervalle restant.

dtoti Lye = 2L,- E

Nombre maximum d'expériences :

La longueur L, de lintervalle final doit 6tre au moins égale 4 2 .

omme € est donné, le nombre d'expérience possibles est donc limité.’ Pp

Lit+£F : :
= ~2 - ie isTComme La 1 - n~-? , on doit avoir L +8 n-2 Ez 2F€

n

Ly

t A di — ~ EF Sr [ gr ~@ = tc'est a dire = > 2@FL- FL. FP, +(F tt si Pane? Pel pour tout n

Le nombre maximum m d'expériences est donc tel que:

1

€

m est d'autant plus grand que << est petit.
“i

E/L, m L
m

O.1k 4 0. 240 000 00

0.01 9 0.022 000 00

0.001 14 0.002021 31

0. 0001 1& 0,000 277 37

0. 00001 23 0. 000 025 39

0, 000001 zé 0.000002 33

0. 0000001 33 0.000000 21

0.00000001| 37 0. 000 000 03



Calcul de la longueur de l'intervalle final :

La longueur de l'intervalle final est donnée par Li Lat ane

n

n ty 107° 7 = 1079 2 = 107"

5 | 0.125000 00 | 0.125 00037 | 0.12503750 | 0.128 75000

LO | 0.011 23596 | 0.011 23634 | 0.011 27416

15 |] 0.011 013iC | 0,001 01355 | 0.001 051 37

20 | 0.000091 35 | 0.000091 74

25 | 0.000008 24 | 0. 000 00€ 62

30 | 0.00000075

35 | 0.000000 07

Dans le cas ot E est petit par rapport a Li, cing expériences font

gagner une décimale environ ct la précision obtenuc est 4 peu prés propor-

tionnelle au nombre d'expériences.

fl est donc possible d'estimer 4 l'avance la précision obtenue aprés

aus ' soa: 4 . .

n expériences, ou de trouver le nombre d'expériences nécessaires pour obtenir

2 iets e.4!

une précision donnée 4 l'avance.

Calcul pratique : Méthode de “ibonacci |

ies données du probléme sont:

f(x) la fonction
x

a optimiser

a ct b les bornes de l'intervalle de recherche (a<b)

nile nombre d'expériences (nz 2)

E€ la séparation (distance minimale entre 2 oxpériences)

Les résultats sont:

y abscisse du maximum de la fonction f

fy valeur de la fonction f eny

L. longueur de l'intervalle final.

Dans un intervalle restant, l'expérience déja cffectuée s'appelle yv.

celle qui va l'étre s'appelle x.



u ct v sont les mesures algébriques des vectcurs issus de y ayant pour

extrémités les bornes de l'intervalle avec toujours {u| >{vl

Par définition, w= ut+v, alors ona x=ytw

y 3

‘ . A tu ‘
>, oo
—— |

Ww

Pour démarrer le plan de recherche Aan expériences, il faut connaftre

les nombres de Fibonacci F et F
n-1 n°

La suite des calculs est décrite sur l'organigramme.



Organigramme de la méthode de Fibonacci.

Données : f(x),a,b,n,

Calcul de F,,F,,...F
O77 1 n

Beue ei

od "

we
t iat)

a ! ee

wWo< i ttHh aE sure erwe
Kh " a < VL

résultats

1 u-v



Exemple d'application de la méthode de Fibonacci :

Cn cherche le maximum de la fonction

f(x) = |x sid ¢x <li

2

<x<l

dans l'intervalle [0, 1]

Cn utilise pour le calcul € chiffres signi-

*= ficatifs.

Pour diverses valeurs den, et €=107",

on obtient les résultats suivants :

n y ly

21 0.499 999 | 0.50

3 | 0.333 333 | 0.33

«| 0,400 000 | 0.20

5 | 0.500 000 | 0.12

& | 0.461 53€ | 0.077

710.476 190 | 0. 048

C1 0.499 999 | 0. 029

910.490 909 | C.01c

10 | 0.404 362 | 0.011

11 | 0.500 000 | 0.006 9

12 | 0.497 €54 | 0.004 3

13 | 0.49€ 674 | 0.002 7

1410 &

0

-500 001 | 0. OO1

15 99 494 | 0.001 0

16 | 0.499 68€& | 0.000

7

62

0.500 002 | 0.000 39

co} 0.499 S68 | 0.000 23

19 | 0.499 931 |] 0.000 15

20 | 0.500 012 { 0. 000 002

21 | 0.499 973 7 0.000 056

22 10.499 973

23 | 0.499 973



Tl est inutile de donner 4 n une valeur supérieure 4 20, ce qui fait

qu'on ne peut pas dépasser unc précision de l'ordre de 107%,
Cn ne peut se demander ce qui se passe lorsqu'on fait varier €&. Cn

constate que les résultats sont les mémes tant que € ost suffisamment petit

{environ jusqu'a 107). Ensuite le nombre maximum d'expériences m devicnt

inférieur 4 20, et c'est lui qui, alors, limite le nombre d'expériences.



, * Méthode des parties proportionnelles.
+= SS = SSS SS SPs SS SS SS SSS SSE SSE =

Plan minimax limite quand n»o, et £.50:

L'emplacenent de la premiére expérience tend vers une limi-

L

te quand n->o , €—50, avec la condition Fay 8 2b

F E
Posons en effet =.= nh

Prl
“2,

F EF #(-1)P Py _yyn FE Fr n

alors t” = yt See = mA, SL reat eh ae
Font pe » a Fey Pant mat Feed

n

dtou + 2 = if + f+ (-1)
n n FE

n-1l

Cette équation du 2° degré en t, a pour racine positive

t, 2 itv Vian ob a = 5 + UAL)?
2 a re

Quand n tend vers l'infini, A, tend vers 5, t, a pour li-

mite le nombre d'o € défini par 1'équation co = "st &

Lim 4,5 €= lim Fn_

TL ++ > CO _—— > OO Pa

Cherchons l'écart entre tet € quand n tend vers 1'infini

Wg = + oat oe li ~ +i S j- + iPn Ene neg Une eb O Frye gt Pyeng IED [Ent = n= 2 |

. ke rc LE =(le =Comme te -GF. TF na (1 -@) [Fey Te |

Par récurrence F -WF 2(41-OTM1 PF, -TF 1
a rel J 0 |

dtou : FUE =a -O"



Zz Z

On tire Fi en foneticn de € dans la relation précédente

Fos (1-0) "° + EF ,
n n=

= (1-074 1-OQTM 14 Ve
n=-2

= (1-D" + T(1-T) Pe +TTM 1) + TUF,

is L

F = 5 (1-H 7 TH = GMb yg
i Eze C- (1)

d'ot l'équation de Lucas

| n+l +1

| CG - a-M"

n V5

Propriétés de la méthode des parties proportionnelles :

On choisit l'emplacement de la I© expérience de telle

L

sorte que a C
L2

Ensuite chaque expérience est choisie dans l'intervalle

restant au symétrique de l'expérience déja effectuée par rapportoO

au milieu de l'intervalle.

Les intervalles successifs sont déterminés par

Ly =-€

L2

LiF Leyythy 2<1ign-l

, - baa ep
Supposons que pour i, = (, alors

Me

iL, L -L:; i, L.ith 2a. tet 1 2 Tle done 21 _¢€¢
L L L t

dl i i i+1



i-1 qT . . . .
Comme ——— = L est vrai pour i=2, c'est aussi vrai pour 2

2Q<ign-l.

On aura donc

L L L. L L i-]

a = =.6 eo = 1-14 =. a e = n=} = < d'ot tk =
L L Ins ily L
Z 3 aL n 1

gtot l'efficacité bt - gn!

En calcul pratique, on prendra la meilleure valeur appro-

chée pour “, et si on choisit chaque fois lL'expérience suivante de

la méme maniére, on retrouvera une méthode de Fibonacci quand n

est trop grand.

On aura done intérét 4 choisir la nouvelle expérience en

utilisant le rapport “Centre deux intervalles successifs : c'est la

méthode des parties proportionnelles.

Elle ne présente aucun des inconvénients cités plus haut de

la méthode de Fibonacci.

I) iil n'est pas nécessaire de connaftre n au départ.

2) la précision n est limitée que par la précision du calcul

3) € nfintervientpas, et la méthode est trés sfire

4) le calcul de l’emplacement de la I© expérience est fait

une fois pour toutes.

Lange © Silas 3 c'est a dire

ae:

mt l 1 q¢me+l



r

Calcul pratique : Méthode des parties proportionnelles.

Données : f(€x),a,b,n f£ fonction 4 optimiser.

i=]

| n nombre d'expériences (ny 2)

a jb bornes de l'intervalle.

L =b-a

u=L1 x0. 61803399

veu-bLy

y=b-u

Calcul dai

y

w=ux0. 38196501

x=ytw

Caleul de f
x

-~ een Din ~ at eee a a a.
Jy Vole el Ct Pp Ae Ld MAA

oul non --H Résul :ie Gates maximum,_— oo y ot 7L=it+l ’ ¥
Le= u-Vv ey valeur de f en y

1, longueur de l?tin-

tervalle final.



Comparaison de l'efficacité des méthodes de Fibonacci ct des parties propor-

tionnellcs.

Aprés n expériences, l'intervalle final d'une recherche de FibonacciP Pp ’

est L - by +EF Ls

n TS

“nm

Celui d'une recherche par parties proportionnelles est

as

Lt =
n €&n-1

L L, +é&F qn-l en-l
n _ 1 neZ = éE Tr tdonc = = p + E a2 | .

cs n-1
Comparons +) et G :

n Fo {(n-1

Z 2 1, 61€

3 3 2, 61l&

& 5 4, 236

5 € 6, 54

1 cg 76, O13

5 987 £42, 9f8

20 10 946 9 349

25 121 393 103 5&2

30 Lk 346 269 1 149 &51

35 L4 930 352 i2 752 043

40 165 580 141 141 422 327

Appliquons l'équation de Lucas :

qn-l 7 Ve

> ge — onlPo c fa - (La) ]

vil 2V5 5 0) ence
= = 0,054

G2 2

n+l .. : : :
Le terme (2) décroit trés rapidement quand n augmente.



ntl _ 1 k ~
Pour n=5, (€2) Cie

Si E est assez petit, le rapport Er «ost de l'ordre de 0, &5,

Alors la méthode de Fibonacci cst plus intéressantc.

f@n fait, intervient le facteur 1+ & BO 2 qui tend a diminuer l'écart

Ly

entre les résultats des deux méthodes.

Tl peut méme aller jusqu'a l'annuler. Frenons le cas ot Ly et & sont
:

“Lo _ gntl ~ . : . a
tels que = , ou n cst enticr. Alors une recherche par partics

proportionnelle 4 n expériences conduira 4 un intervalle final de longucur

Ly C2L! Cn) &
n cun-l

Une recherche de Fibonacci 4 n expériences conduira A un intervalle

final DL. =—cht £Fn-2 2¢_ Ctl + Fn-2
ina a r =

n n

—_ gnsi _
Comme Peo =

[ moles 4 V5)-1-O7} | = C Gs -{i1-0 j Oo

We, 2

ona également La =

Exemple : Cn cherche le maximum de la fonction sin2x sur l'intervalle fo, 1}

: ir
Le maximum se trouve en = 0, 7€5 398 16

ae

On se donne €= 10
n

=u

aet on calcule avec © chiffres significatifs.

0 Fibonacci Farties proportionnelles

maximum Le maximum L a Li! Le

2] 0.500 000 | 0.500 0.61€ 034 0. 618 1, 236

5} 0.750000 | 0.125 0.763 932 0. 145 1, 160

10 0.766 517 0.011 2 0. 7&5 216 0,013 £ 1,170

15 0. 7&5 208 0.001 O01 0.785 216 0.001 18 1,170

20 0.7€5 406 0.000 0&2 0.765 391 330 0.000 107

25 0.705 291 220 0.900 O09 64

30 0.785 391 330 0.000 000 €69

35 0.765 391 330 0.000 000 O7Cf

40 0.7€5 391 330 0.000 000 007

Remarquc : la fonction est pratiquement égale 4 1 4 partir de n=10. C'est

Pourquoi, il n'est pas possible de trouver une valeur plus précise du maximum.



-

4; , Méthode mixte
hi as

principe de la méthode :

On a vu que Sin est grand, les méthodes de Fibonacci et

des parties proportionnelles se confondent pratiquement dans une

premiere phase pour se séparer ensuite.

Dans une premiére phase, on utilisera donc la méthode des

parties proportionnelles qui est alors la seule possible du point

de vue caicul. Ensuite, dans une seconde phase, on utilisera la

méthode de Fibonacci.

Soit i le nombre d'expériences par la méthode des parties

proportionnelles,

Soit p le nombre d'expériences par la méthode de Fibonacci.

Le probléme est le passage d'une méthode A l'autre. Dans 1'inter-

valle restant aprés les i premiéres expériences, on a déja effectué

une expérience Yas.

On placera Xi] comme premiére expérience d'un plan de

Fibonacci a p expériences dans l'intervalle [Yi+iPs |

7 APTA 5 ‘Si ar appartient ayiev¥ dea]
: 

.

a. Yan x.,4Y: b. L . . ;
re! i+) itl “itl _ on aura gagné si l'intervalle res-t r t t r+

' . 
a

: , itl' fF rs Gi : . Ly. tant est [¥a41 >, | puisque la re-
on jy : it2 =

t ‘ 
* . o' cherche devient alors minimax.

i
t +

i u : . ° .— ‘ ' ' et aussi si l!'intervalle res-
' ’ 

‘ '

! ‘ : i >mE 
*_ tant est [x54 p22] puisqu'on aura

Le. ‘ —t i
ha

reay£duit la Longueur de l’intervaile

restant.

Par contre Si x34 i< ly dead; | > L'iintervalle restant le

Plus défavorable sera alors [@is*is jet on aura perdu en efficacité.

i



La méthode n'est donc valable que si x appartient 4
itl

g = w = —[YitirYis 1| alors L.,, [ >. Ya. ,)e beige = |b; xual

L. Cr

On sait que +. =

: Dita
Pp+(—. ; Petal (-1)F€

it2 F

Pp

La condition x €é 1 \ stécrit aussi L Hit

L. ,+(-1)P¢ ing
ctest A dire p-~ Viel > itl ou encore

F c
Pp

(-1)P@é y Li,, (-CF__))
Pp Pp

Comme F_ - &F =(4- @)P, on a finalement :| (-1)PL. <(-1)P¢ cPtt
p p-1 i+] |

L.
+1 +

Si p est pair, big, 5 ECP <=> un < %” :

Leas
Segett a> = > TPTSi p est impair, Le. >

Longueur de ltintervalle final

L L L. Tne

be th, Tit i
Le Le Le es!

En appliquant les résultats préc&édents de la méthode
L E

des parties proportionnelles 1. gil
L-

ae Ls,,+€F
i + -de la méthode de Fibonacci ttl est tel que Ly = a pat
n Po

ban

et si x. . yt s— = CLitl bas 1?? i+ | Lae]

Lb) E14 er
Done Loo -— pa

n Fp



atou l'efficacité

Comparaison de l’efficacité de la méthode de Fibonacci et de la

méthode mixte.
. -1Lj(mixte) (L, C7*+¢ Foe DF,

A la fin de la recherche,—~ =

L. (Fibonacci) F_(L,+ €F )
n pk n-2

el
+Fs, Lt Fin2

F_ ct L,+€F
L np ~ 2

kt] 5

Sachant que Pe i [pra 7? |

\/5

L_(mixte) 1-(1- @) PF 1+ & Ctr
n Li p- 2

L (Fibonacei) 1-(1- €)*P** 14+ EF
n L n=- 2

1

-¢)2Pt2 (4 -q2i i _(1-]) 2P72 G12 4) & ic a a

a 1+ x Pst i =
+

b-C1- CEP i+ & f
~ L ] n=2

Supposons p =1i5, alors (T-1)P est de l'ordre de 1073 ;

ainsi que UF mat > le rapport des efficacités est voisin del ,

41/1000 prés.

Si on utilise le maximum possible pour p, la perte d'effi-

Cacité théorique de la méthode mixte est négligeable.



; 

Re

Calcul pratique : méthode mixte.

| uenees : f,a,bsm,n,€ £ fonction a optimiser

Boo-Vrai a,b, bornes de l'intervalle

t=1 n=0 m nombre d'expépiences par par-

Ly =b=a ties proportionnelles (m y 1)
u=Ly x 0. 61803399 n nombre d'expériences de

veu-L] . -
Fibonacci

y=bD-u

€ distance minimale entre 2
Calcul de f

y expériences.

oui i= 0 on, | nen —————

Résultats
Calcul de = a

yoft ,1 =fu-v|
F et F y €£

n-2 n

PF u,-u(-1)P
w=ux 0. 38196601 we 272 1 I weurver

F

n

F AN
rrutv-w

x=ytw

Caleul f y valeur approchée

L=itl du maximum

=, valeur de f eny

oul non i; longueur de

Y
yex l'intervalle final

Sh eat

u=u-w

Ve-w

r=0

Boo

___ Z ouL non

Sent



1b. S-

~ oh

Comparaison de ifefficacité des différentes méthodes minimax

On envisage divers cas ot Lton calcule ltintervalle final

avec LO chiffres significatifs. Dans les méthodes de Pibonacci et

1078: oe

mnixte, on a pris © « Les nonbres m ct p sont les nombres

yespectifs d'exvéricences effectuées par Fibonacci et par parties

proportionnelles.

Longucur de ltintervalle final

Cag de 2 expéricnces

Pibonacci

Mixte p=1, m=2

Partics proportionnelles

Cas dc 3 expéricnces
Pibonacci

Mixte pe2, m=1

Parties proportionnelles

Gas de 4 éxpéricnce

Fibonacci

Mixte pal, n=3

p=3, n=l
Partics proportionnclles

Cas de 10 expériences

Fibonacci

Mixte ps1, m=9

pad, n=7

P=d, R=5

p=7T, m=3

p=9, isl
Parties proportionnelles

0,586

0,418

0,618

05355

0,382

0,361

9,200

0,206

O, 263

0236

6,011

0,012

0,012

0,012

0,011

0,021

0,023

000

O11

911

067

236

236

959
271

460

286

155

On constate que la néthode nixte

efficace que la néthode do Fibonacci, dés que n cst ég 1 & 3 ou &

o1

97
99

33
00

00

00

32

60

97

Oil

960

195
246,

620

245
617

est pratiqucnent aussi



ms
wy

Longucur de Lltintervalle final

cas dc 20 cxpériences
Fibonacci résultat non valable

Fibonacci théorique 0,000 O91 461 396

Mixte pal, m=19 résultat non valable

ps3, n=17 0,000 O97 820 535
p=5, m=15 O9E 285 916

p=7, mn=13. O92 353 4351

p=9, n=l O97 320 997
pell, m=9 6097 309 050

p=13, ns7F O97 238 O65

p215, m=5 O91 645 928

paif, n= 093 347 856
p=19, m=z résultat non valable

Partics proportionnelles O,000 106 964 30

Dans les cas ot la néthode de Fibonacci est inapplicable, on

peut cependant utiliser la méthode nixte avee une efficacité

équivalente & celle de Fibonacci. (ltintorvalle final théorique

Lyte Plo
de Pibonacci est obtenu par la fornule Lis} }

n

Cas de 40 cxpérionecs

Fibonacci résultat non valable

FPibonacci théorique maxinun d'expéricnces dépassé

Mixte p 20, m 20 résultat non galable

p=23,5 n=17 0,689.10.

p=29, m=il 0,879.10-

p=37, us 3 0,617.107,

Partics propertionneliles 0,707.10

~Ceci confirme les résultats précédents : on a intéret &

n'lonployer la méthode de Fibonacci quton fin do recherche.



we

ae te

{1.6. Eeonomic d'oxpéricncos 3:

Les méthodces minimax, Sous lours conditions d'utilisation,

garantissent & l'avance, pour un Nembre donné d'toxpériences, la

longucur de Ltintorvalle final. Mais il peut so trouver au cours

de la woehorche des cas privilégiés qui font que cortaines

expéricnces gont inutiles ct guton pourra donc obtenir l'intervalle

final avec moins dtexpéricnces que prévu.

Egalité deg valours & comparor.

Apres avoir cffectué la iéme oxpérience, on a abtenu

faa ~

f(y.) ea £(x,) alors ltintervalle restant estlys yo %s45) 2

? : Ih.
: : 141

y

e ota. F er x! b.
Vag1 i+ i+2 i

Pour établir le plan minimax, on a supposé Ltintervalle

final égal & (yang? Py) ou (x5 495) On aurait alors choisi, par

cxenplo, symétrique de X5,, Par rapport a ms Liintervalle
+1°

} eG on aurait alors choisi 443 entre

x.

L+2

rostant aurait été . ._—e : (Yaya Faye
¥ et a Dans le cas prosent, L'cxpérience on X5 cst

+2

inutile. On pout done économiser une oxpérience. Cock ost valable

adsl

quelle que soit la méthode minimax utiliséc.

Utilisation des bornos,

On so place aw cours de la recherehc, apres la ieme cexpérienes

Les bornos a. ot BS de 1ltintervallo rvestant pouvont l'une ou

l'autre, étre bornes de ltintorvalliec primitif. Mais clles peuvent
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aussi Otro des points dtoxpériences précédentes. Tl est done

possible qu'on connaisse les valeurs f(a, ) et £(b,); ou l'une des

doux sculcomont.

. x re) a s nécessairement fla.) < fly. » bO maximum
1°)£(¥4 44) < £02, ) alor é airen (a,)< (y3,4) L

7 so trouve ceortainonent
i

i t ae : # yo KE ‘f y \, - dans Llintervalle (v5 ,47Pid

, ee seco
ty . m. yl. nm... dD. On aura done le choixBs Yaa "ai "G4. Maen i

{i

; 
pour x. contre doux

+1
| 

;

positions dans itintervalle (ya,41P3)-

i
2°)fly,.,) <f(a,) dtot f(b.) <f(y. ,) alors le maximum sec trouve| Y. kt‘ i i isl

! x ¥ . dans (a, 9F5,5)° Ii est done
i 4 ' i 

risote =e * inutile d'toffectucr ltexpériene-

| as Biwo Youd ms Youd dv; Xsa qu'on aurait du faire on

Ytuae On gagne ainsi une

expérionce., Ensuite, on aura to choix deo doux positions pour X50

Utilisation de"“i! écenomic",

In pratique, 1'égalité des valeurs deo la fonetion cst rare

| Quand clle est duc uniquement au hasard. En général eile sce produit

| 4 proximité du maxinun, ou parfois d'un palier, ct il y a licu da

s'on assturcor. On pout notamment tester la distance des deux points

ob ont 6té faites les oxpéricnces,

Pour Ltutiligation des valours aux bornes, on aura intértt

& so placor dans le 2éme cas : f(y. “a “ i> ot ' cy 1.iq) <fa,) lorsque clost possible

Une condition neocessaire on ost que f(b) <f(a,) » Done chaque fois

qui
asa de
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1iexpéricnce suivante, on se placora le plus pres de la borne

ou la valour de f cst la plus grande. Si on neo connait que lune

des bornes, on choisira le point proche de cotte borne.

Des essais sur dos cas particuliors nontrent que le nonbre

dtexpéricnees écononisécs varie suivant los fonctions ot leas

intcrvallcs. Par cxemple, dans une rechorche & 40 expériences, Le

nombre d'oxpérionces économisées cst conprise ontre 06 et 4 en

général. Exccptionnellcoment, on trouve des cas ott le nombre

d'expéricnees écanomisécs cst plus important; il peut allor

jusquia 20.

Dans le cas d'une recherche 4 plusicours variables, ot l'on

répéte un cortain nombre de fois la recherche & uno variable,

on constate que le nombre d'oxpérionces écononiséas augnonte

avee Le nombre total d'expériences, ct quo le rapport de ces

deux nombres ost dco l'ordre de 1/10.

Le procédé stutilise indifféronmont avoe los différentes

néthodes : Pibonacci, partics proportionnelles, mixte. Nous

donnons A titre d'exenple lforganigramme de la méthode dos partics

Proportionnelles avec économie ,
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Cakoul pratique: Uéthode des partics proportieonnelles avec écononic

’ Données: :f£(x),0,b, n! f ka fonction & optimiser

a,b bornes de Liintervalle

ie n nombre d'oxpériences (n> 2)

ond

|Vaw. 7.0 5381966011
Us ¥ew

|
!

_ isi+l i |

!

0 non ~N i be en
ei Pat yer? ify) dt << p> non'Résultats: y, £ yrs ts OF
9 a an + NX, Oud eae ——

mre ‘

\ Lr <7 SS i s ELiv wha k es Be y vaicur approchée du naxinun

f =f | noni “Ful = ty valour de fF on y
ct <BS
~ ¥ ~— 2

jej+1-— wav! oud ee 1 =
? : ToT

~

u-w ongucur da Liintervalla

; Wet el 0558196601 | _final

i | ce VW
Calcul de f

x nl x

ae tee 5 ra . 2 : -
a j nombre d'toxpérionces économisée:

2 nombre d'expérionces effectuéeas
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JII ~ PLANS DE RECHERCHE MINIMAX EW PROBABILITE

ITIT.i. Exposé de la méthode.

Introduction

Les méthodes minimax sont inutilisables si l'intervalle de

recherche (a,b) ntest pas de longueur finie. C'est en particulier

le cas dans une recherche & plusieurs variables ot on se ramene

a la recherche du maximum sur une demi-droite,

Plus généralement, que ltintervalle de recherche soit de

longucur finie ou infinie, on envisage le cas ot on a des

renseignements sur la position du maximum qui on rendent

l'apparition plus ou moins probable suivant la position dans

L'intervalle, On distinguera alors deux problémes 3:

1°) L'estimation de la loi de probabilité du maximum sur

lintervalle de recherche.

2°) Connaissant cette loi, la recherche d'une stratégie qui

mininise ie maximum de la probabilité pour que le maximum de f

se trouve dans l'tintervalle final.

Remarquons que dans la méthode de Fibonacci, on a supposé

implicitement que la loi de probabilité du maximum sur

l'intervalle initial était wne loi uniforme.
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Hinimisation du maximum de ka probabilité de l'intervalie final 3:

Soit f(x) une fonction réelle d'une variable réelle,

unimodale sur l'intervalle de recherche de longueur finie ou infini

tbe naximum M est une variable aléatoire de fonction de répartition

égale a B(m).

On cherche & localiser M par des expéricnces successives

On Xpx Koa ceeXz oes dont los résultats auront les valeurs f(x),

f(xy), »+ f(x, ) ese On désigne par (a, »b,;) Liintervalle restant

apres i expéricnces. Soit P, la probabilité doe trouver M dans

liintervalle (a,2b,); alors Ps = F(n, ) - P(a,;) .

1 ee BS 
/

B( bs) po weno nner nen may ws

Pag penne ene one !

aA 
:

wi
a 

; :

- i '

om 
'

oe 1 '
wen” 

'

See 

oe

. 
a. b. 

.
a i

Soilt un point y de (0,1). Comme F est une fonction de réparti-

tion, il existe un nombre réel x ect un seul tel que P(x)<iy et

porr tout E>0, P(x+E) > y, ctost & dire quion pout toujours

définir la fonction pot réeiproquc de F.

La fonction e(F tM (y)) aéfinie sur )O,1( cst unimodale sur cet



Apres n expéricnces, Liintervalle final (F(a, ) ’ F(b,)) a alors

pour longucur la probabilité de l'tintervalle (a,.b,). Catte

néthode minimise la probabilité de l'intorvalle final.

Longeucur de Litinteorvalle final

Apres n eoxpéricnces, on sait que le maximum de la fonction

—1 . n-1
£(Pr (y)) sc trouve dans un intorvalle de Longueur L/< *

La probabilite de ltintervalle final de la recherche du maximun

de £ cst done connuc & L'avance. Il n'en va pas de m@me, on général.

pour ]J'intervalle lui-mtme.

Apres n oxpériences, on a détorminé un intervalic (a 7b,)

contenant m 3; les nombres a_ et be sont tels que :

eS
znel

P(b,) - F(a.) =

La longucur de ltlintervalle (a»d,) dépend d¢ la fonction F.
+

Prenons le cas ot If posséde une donsité de probabilité g, il existe

&@ : 2 =cntre a ct b, un nombre $, tel que F(b,) - F(a,) = e(y,) -(b,-a,)

. 1 fe

se uel a(S) + (y-ay)
T EF 3 4 = a x ' a = 6 = : ~ .etost a direc n= il log, je(3y)| tog, Ab, a) owes b ance +

et My voisin dem,

On velit que n dépond :

e de La densité de probabilité ge au voisinage du maxinum. Plus

errand ot
aa OT

tLlade 3 palePOLE neo oat oO nine YY ora
Je @ Cae o me Ls ace DP E

ke>

- de la Longuocur cxigéc pour Ltintervalle final; un nombre final

plus petit oxige un plus grand nombre dlexpéricnces.
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TEL.2.Exenple d'utilisation ¢

On cherche Le mnaxinum dtune fonction uninodale sur | o,of. °

Le maximum est une varibla aléatoire M de fonction de répartition

P(x) ={i ~ —1t si x>0 avech et p réels positifs,
x

(1 +)
i

\
(QO sinon

La fonction inverse de F, définie sur [o,2| est ¢

F(y) = h (ay) B -1|
On effectue la recherche du maximum de la fonction

e(p7}(y)) sur L'intervalle (0,1) par des expériences en des

peints yj, Yos -+> Vy auxqueldles correspondent sur [0,27 7°

, -1 1 ~1points x,=F (y)> Ko=P (yo), 22+ X,=F (y,) a

Sienification des paranétres ¢

la densité de probabilité de M est g{x) =f E . i x>= pit * x DO

1ayn 4a)

.O sinon
La moyenne BM est infinie si pél, et égaie & Rh dans le cas

contraire. Le paramétre h sert dtunité de longueur ct déternine

l'ordre do grandcur du maximum. Le paranadtre Pp, Lul, donne la

répartition du maximum autour de h.

t a tt
L'esentiel de comportement de La néthode sc situwe dans tus

Cas au le naxinmum est beaucoup plus grand que h.
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Recherche quand M est grand ¢

On utilise alors des expéricnces x ang -oo X& telles que1? “2? n
pe ee 2 a7 nyy-i-(T-1), Fozi-(U-1)°, ... Y,=i- (U-1)",

= osadtot en général x, = h fca5Ba] - afc pa] = b [ol ot X= TB
aot s x, + hs hag®

Les expéricnees successives de la recherche sont done placées

suivant une progression géonétrique de FaisonaX.

La progression sera d'tautant plus rapide que Oo est grand donc

que p est petit, Le paranétre aura donc une grande valeur si

l'ordzre de grandeur du maximun donné par h est pou sur. La progres

sion est alors rapide vers le véritable ordre de grandeur,

Par contre, si l'ordre de grandeur de HM est connu, ctost

prendre le risque’ de perdre inutilenent du tenps; on prendre

alors % plus petit.

Recherche quand M est potit :

Lorsque l'ordre de grandeur de M est beaucoup plus petit que h

x « X
le plan de recherche utilise des expériences on x or ee 71?

. 
. 

7 
ntcls que yysl-1, ¥ p= (E-1) Sou ¥ y= (U-1)

aon x, = af-—A_,

( fi- (cea) B
Ltintervalle final au bout do n cxpéricneces ost de lonsucur vaiein

Bye, \n-1@ mee 1)

2 2-1)" pour nN assez grand.Wa an
»
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Par exenple, dans le cas h=l, p=1 la suite des expériences sora

La suivante 2:

od 0,618 034 00

x) = 0,170 620 40
x5 = 0,059 017 GO

x4 = 0,021 749 20
Xe = 0,008 197 266

xg = 0,003 115 293

ay 0,001 187 653

X_, = 0,000 453 312 5
o

q

Les choix des parantétres dépondent du problénme particulier

Par exemple, pour la recherche sur une direction au cours de 1-

recherche a plusicurs variables, Vienney prend pour h la longwour

du déplacenent precedent sur une direction ct pour p la valour *

ce qui donne A=T ,
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j. Optimisation par approximation de la fonction.

On sait calculer analytiquement le maximum de certaines fonctions,

Etant donnée une fonction quelconque f, possédant un maximum en m,

on cherche une fonction * possédant un maximum en m* qui approche f.

Alors on supposera que m* approche m.
Z %

Le procédé devra @tre itératif car on sera amené A répéter plusieurs

fois l'opération,

4Interpolation par une parabole

Cn part de trois points Ky1 Kos Xge

On calcule les valeurs f(x), f(x,), f(x.) de la fonction f en ces points

et on cherche le sommet de la parabole passant par les points x) £(x,)

X> f(x.)

x. £(x5)

Calcul de l'abscisse du sommet “a

On fait un changement d'axes, en passant x,, f(x.) comme origine

K, = + f(x,) = £{x) FX tv £{ LD f(x.) + f,

Xa = Xz tu f(x.) = f(x.) t fy

: f(x) = y ui La parabole a pour équation

2 < 4 par rapport aux nouveaux axes

f eee dene eee Y=ak“+bXte
3 7° 1, wy _ =

f ' f =av +tbvtc
f bis..-.-nosGg¢% 7 ‘ =

1 1 Vv t
4 i O= c

‘ ' f =au’+butc
4 4 u

' ‘

' i

‘ 4

0 xy x, x, x

[ ; «et

- 1 uv

= u-v u v

b= l [Ft - = |
u-v voveov ul
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L'abscisse du sommet esi iS, Sls ee = = = -

<feFu

u

Construction du procédé itératif

Le maximum m de la fonction se trouve dans l'intervalle [1 x3 |

Moyennant cette hypothése, on calcule la fonction en Xp» Kos Xa

Deux cas soni possibles

1°) a> 0 Il n'y a pas alors de maximum. II faudra

choisir un autre point.

La fonction f étant unimodale, on pourra

réduire cependani l'intervalle,

Dans le cas de figure, x, devient inutile et
1

on choisira un nouveau point entre Xo et x3.

2°) a<O : Si s se trouve dans l'intervalle, on pourra

le prendre comme point ot sefera l'expé-

rience suivante.

La comparaison du résultat avec f, servira

sk

a réduire l'intervalle

alors soit xy soit x3 disparaitra.

TD lw te we nee
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On pourrait également choisir Ky Xp %X3 a l'intérieur de l'intervalle,

mais alors seulement dans le cas ov la fonction est convexe.

Sinon on s'expose 4 une non convergence du processus et il est alors

nécessaire de réduire progressivement l'intervallc et de tester a.

La méthode donne d'excellents résultats si la fonction est convexe

Exemple: f(x) = sin 2x x€ [o, 1\

En calculant avec 8 décimales, il faut 4 itérations pour atteindre le

maximum de précision.

La méthode tombe en défaut si au cours du calcul, deux expériences

sont effeciuées, a une distance trop faible.

Les longueurs u et v doivent rester constamment dans le méme ordre de

grandeur.
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Calcul pratique : méthode d'interpolation d'une parabole par

3 points.

Données: f,x, »X5s% 45 on

=x f(y)=f£_=f(x,)YrXo y y 2

u=X3-¥ £ = flag) -f,

VExXy~y f,=f(x,)-f,

is3

u Vv

s-- lil © fy igty

2 fo
uo“ v

Boo=(s30)
non

Boo

non ON ieccny Boo

oul non

y

vet u=t

Eyre ae

non OUl aR

non << oui
taé

oud OU!)
non

jt “w-£

non

Mytt Calcul de f_=f(x)

i, x Résultats

£ ef -f y valeur approchée du maximum
t+ x Yy

ty valeur de f eny

¥ > Lge fu-v |

longueur de l'intervalle final

i nombre d'expériences



wv? Interpolation par un polynéme du 3° degré - Méthode des tangentes.

Ondonne |x, f= £(=,) , f= £"(x)

ly , f£ =ity), fl = fy)y y iy y ly

Posons u = X5 - Xy,

On place l'origine des axes en (x, 0)

Le polyndme d'interpolation est alors Plu) = em + bu? + cut+d

f = au + bu? +ou¥d

fy= Bau +2butc

f =d.
x i

f! =|
x \

Posons A = au>, B= bu’, C=cu, D=4d

alors i, SATE +CeD A= uf! 2 af, tere

om, = ee ae B=3 - uf, = 2 = 3D

f£, =D Cc = uf!

aft = C D=f,

-bt Val _ Bt Vatuy
Si a'> 0, P'(x) a deux zéros ————+— Fu. SS

3a 3A

a racine donnant un maximum PF est la plus petite si a> 0, la plus

grande sinon

s- ~ b- signe{a) Ai e ly B+ signe(A) \/B% -3AC

3A 3A

Si a est voisin de 0, alors on obtient le sommet par

Ss.

2b 2

&

B



Calcul pratique : méthode des tangentes.

Données : f£,f',x,,X¥2.n,€

|
y=x

f =fly)

y

f'sf'(y)y y

UE 5-V

Eytbtaa at,

f'(u)=f' (x2)

|
Calcul de s

J
x=yts

fp
Calcul de tS

et de f!
s

N

i=itl



IVvV.3. Interpolation par un polynome de desré quelconque 3:

Soient nil nombres réels Sy 9 By eee By tous distants dtau

moins¢, les valeurs £(s,)> f(g4)> coe f£(¢e,) de £ en ces points.
id=n

Soit G le polyndme § (x - 63) 5
i=l ;

Soit D le polynome passant par les n+l points 6 2f(6,)) >

> C .

18, fCey)is -++ (By fCs,)) -

Posons Q = : - On developpe Q en Fractions simples ¢°
D i=] R.

Q=eF Ro toe a ou Les Ry sont des nombres réels.

=f, | Dey) (i)
On obtient les R., par la formule R. = Ta), ou & est le

* i=n + @s*/(¢.)
polynome z et nix bige) 23 a *

- 2 e(g,) i=k 67 84

Alors on obtient D= Q@. @, ot Q@ et G sont entieérement

déterminés.

Calcul des dérivées de G3

“=m @: ' L=m 1

Go= IU €xeg. ) entraine +, = <1.
. i? Gt : X-g
teal den i=1 1

—— al
On pose S = ¥_ a

0 ge FTES
dtou Gt = G.S

9 ian

et G' = G.(S +S') avec Sta noo ac: a
= 2

: * (x-g,)

Calcul des dérivéeos de QQ:

det Ry

Q-=a RR. + 2.

° jay B78q
i=xn Ry

t =o =

VOTER Gee)?= Ss

gat R
Qt = 2) ZA. a



Calcul des dérivées de D3:

D = G.Q

D' = G(Q.S + Qt)

DY = G(Q" + Q.S' + 2.9.8 + Q.8°)

Recherche des zérogs de D' 3;

Soit x une valeur approchée dtun gzéro de D?. On obtient

une meilleure approximation de Ta racine de D! en donnant un

accroissement Ax & x, égal d'tapres la formule de Newton, a :

__ _ D*¢x)
Dp" (x)

c'est & dire d'tapres ies formules précédentes 2:

1
xX = «= ee pence ee en tae em ee ene mm

tt 1 ?

S + QU a &t : 5 + 9- 8
Q.5 + Q?

Recherche d'un maximum :

On atteint un maximum de D, en trouvant un zéro de D!.

On cherche un maximum de f. Ayant déja cffectué n expéricnces,

on cherche le maximum du polynome passant par ces points, et

e'est 1a quion effoectuc l'expérience suivante. On pourra itérer

la formule précedente pour obtenir une valeur précise du maximum.

Remarquons que Llexpression de Ax fait inteorvenir les

quantités S, S', Q, Q*, QO" wniquement. Pour chaque nouveau point ¢,

on calcule Q = f(e,)/@(z,,) et Les quantités §,S', Qt, Q" sont

obtenues simplement par addition diun nouveau terme a tour

valeur précédentec.
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Exenpie dtinterpolation pax wn polynome de degré quelconque 3

Soit la fonction f(x) = sin x . On utiliso les résultats

obtenus chaque fois qu'on donne trois valeurs initiales.

Placons nous dlabord de tolle sorte que la fonction soit

unimodale. Comme sin x admet un maximum cn U2 1,570 796 32
2

pronons par exemple xy = di; Xp = 1,5 et Xz = 2. ba progression

est alors la suivante 3

n x ~8
eee ey ne he _ _

Li 1

20, Lad

3 ; @
A 4 1,569 452 23 | - 0,001 365

> I 1,572 3540 35 | 0,000 644
6 | 1,570 792 00 : - 0,000 005 32

7: 1,570 794 32 | = 0,000 002 00

So 1,570 797 36 +° ~ 0,000 001 04
9 | 1,570 796 6% } 0,000 000 31

10 1,570 802 16 : 0,000 005 84

La progression est tres rapide, surtout au départ. Blic

est copendant limitéc.

ta valeur de Ltorreur

limiter le nombre de points.

augmonte aussi

Quand le nombre de points augmentea,

» On aura donc intéret a

=5
-=10 “,la recherchePar exemple, avec s'arréte apres

7 expérionces. Les nombres g, sont alors 3

GS, = 1,570 800 98 f= 9,999 999 999

g, = 1,0 fy= 0,841 470 979 f,= fls,;)
Gy = 155 Py= 0,997 494 .980
&5 = 1,569 431 25 += 0,999 999 O76
S_ = 1,570 790 99 £7= 0,999 999 999

G5 = 1,572 549 35 tS 0,999 D999 Yor

86 2 ‘ fee 0,909 297 429



Le test de sortie compare les nombres &, et Bye On sait

qu'alors la fonction atteint numériquement lo maximus; il ost

done inutile de poursuivre la recherche.

Supposons qu au licu de starréter, on continue la recherche

donnant a &, ka valour 33; la reeherche continuc alors dans cette

direction. La progression est aiors la suivante :

i es: eee SO)
Bj 3 | 0,141

9 4 2,889 05249
10 3,004 0,136

WE | 3,002 0,238

ie: 3 93.03 (= 0,161
1: | 55270 i - 0,128
14 § 3,320 | = 0,168
15 39300 ; om E58
16 | 7, 780 0,987
i7 | 79587 09964
18 Ts 786 0,997
19: 7, 783 : 0,997
20 7807 98 : 0,998 942
2I 7,804 12 | 0;998 757
Qe 7,808 85) | 0,998 982

2F | 7,801 99 | 0,998 648
24 7,854 36 05999 999 932

On constate que la méthode converge vers un autre naxinum

BOY .

de la fonction £ qui sc trouve en = = 7,853 961 65 .

La convergenee cst cependant beoaucoup moins rapide, et la

convergence nicest pas sfirec.

De toutes facgons, cette méthode peut aussi bien convorger

sur un minimum si on n'est pas assuré a l'avance quo la fonction

possede un soul maximum donc cst unimodale dans le domaine deia)

er
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Voici quelgqucs exemples de résultats de recherche 3:

A xy Xp Xs xy £(x,,) n (nombre

d'oxpéricnces)
0,001 1 5 10 7,853 760 B 8

00,0001 1,5 2 4 ~ 1,570 804 -1 30
0,0002 oO 0,2 0,2 -45,552 6 -i 12

0,001 0 0,05 0,2 32,986 7 2 415

0,008 0,1 O,2- 053 - 1,570 809 -1 9

0,002 0 0,2 0,4 - 1,570 819 -~1 9

0,001 O,1 053 0,5 2,570 802 2 10

Conclusion :

Biorganigramne de cette méthode est semblable aA ecclui de

ta méthodc dlinterpolation par une parabole. Le suceés de la

recherche dépond des mémes conditions. La comparaison des deux

méthodes dans des cas pratiques montre qu'on ne gagne rien, on

général, & augmoentcr lo degré du polynome, ct quton y pord

& coup sur quand cclui ci devicnt trop grand. Comme loc tenps de

calcul augmente avec lo degré du polynome, on a intérot a

choisir la méthode plus rapide de la parabole.

De plus, la méthode deo la parabole a I'avantage d'une plus

Grande soupicsse, ce qui permet de l'utiliser conjointement

a une méthode plus sure, par cxemplo minimax, qui pourra la

supplécr au cas ot clle stavéercrait defaillante,
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V - COMPARATSON DES DIFFERENTES METHODES DE

RECHERCHE SUR UN INTERVALLE

y-I. Les gqualités dtune méthode

Les qualités qu'on pourra demander 4 une méthode seront,

en général, les suivantes ;:

I) La stireté : le résultat devra pouvoir @tre considéré

comme valable, et la méthode doit pouvoir donner la précision.

2) La précision :; la méthode doit pouvoir atteindre une

précision donnée 4 l'avance.

3) La rapidité du calcul : le temps de calcul comprendra

- les temps de calcul de la fonction,

- le temps pris par le plan de recherche lui-méme.

Quand ce dernier est négligeable devant les temps de

caleul de la fonction, la rapidité pourra se mesurer au nombre

d'expériences,

Ces qualités ne sont pas toujours assurées ; par exemple

la sfreté dans les méthodes par approximation, la précision dans

la méthode de Fibonacci, la rapidité du caleul différe suivant les

méthodes.

Souvent les trois exigences sont contradictoires et le

choix de la méthode dépendra des priorités qu'on établira entre

elles.



En fait, aucune des méthodes que nous avons étudiées ne

s'impose comme supérieure aux autres dans tous les domaines. Il

faudra done effectuer un choix, qui sera fait d'aprés les condi-

tions de chaque probléme particulier.

| V-2.Les conditions du _probléme
Devant un probléme pratique da résoudre, va se poser le

probléme du choix de la méthode 4 utiliser.

Le choix de la méthode dépendra d'abord des conditions du

probléme. Ces conditions sont les suivantes :

I) La configuration de la fonction : on envisagera notam-

ment les cas ot la fonction est unimodale ou convexe.

2) Lt intervalle de recherche fa,b| ; il peut @tre de lon-

gueur finie ou infinie.

3) Les renseignements qu'on peut avoir, ou les hypothéses

faites avant la recherche sur la répartition sur fa,b] de la

probabilit é du maximum.

On effectuera donc une recherche préliminaire qui permettra

de préciser les conditions précédentes.

On pourra également faire des hypothéses : par exemple

supposer la fonction unimodale. Alors méme si la fonction ne l'est

AS, On peut espérer obtenid un max5 L &£
isium Local.

Un procédé de ce genre est déconseillé chaque fois qu'on

peut ne pas l'utiliser. En effet, on s'expose aux ennuis suivants



I) Le résultat n'est pas sfr, et la précision donnée par

la méthode est sans valeur. De plus, méme si on trouve un maximun

local, ce n'est pas forcément le maximum qu'on cherche, et la

recherche effectuée ne fait pas progresser la connaissance du vral

maximum.

2) Les calculs sont en général beaucoup plus longs, et

d'une fagon imprévisible.

Une bonne recherche préliminaire est done nécessaire pour

~ qu'on puisse considérer le résultat trouvé comme valable

- obtenir la précision dérivée

-~ connattre 4@ l'iavance l'tordre de srandeur du temps de

calcul.

V-3, Comment choisir une méthode de recherche

T°) La fonetion est unimodale et Ltintervalle de recherche est

de longueur finie :

Si on veut dtabord une méthode sire : on choisira une

méthode minimax.

If cas : La précision demandée est faible ; le nonbre de

chiffres significatifs de la précision est inférieur 4 la moitié du

nombre des chiffres significatifs du calcul.

Par exemple, sion calcul avec 8 chiffres, la précision

relative est supérieure 4 tov,

Alors la méthode la plus rapide est la méthode de

Fibomeci.
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2° cas : Si la précision demandée est plus grande, alors

la méthode la plus rapide est la méthode mixte Fibonacci, parties

proport ionnelles.

Dans les deux cas, la méthode des parties proportionnelles

si elle est a peine moins rapide que les précédentes, posséde

l'avantage de la simplicité, Elle s'impose lorsquton ne connait

pas a4 l'avance le nombre de points utilisés dans la recherche.

Enfin quelle que soit la méthode utilisée, ona int&@t

a utiliser l'économie d'expériences.

La papidité de ces méthodes peut @tre connue 4 l'avance.

Une précision,relative € l'intervalle initial, de r chiffres

significatifs exige 5r expériences environ.

Si_on désire une plus grande rapidité,deux types de

méthode sont possibles :

Si la répartition de la probabilité du maximum n'est pas

uniforme sur l'intervalle de recherche on pourra utiliser une

méthode minimax en probabilité. Il faudra alors choisir une fonc-

tion de répartition et des paramétres qui dépendront du probléme

considéré. On gagnera alors en rapidité si les estimations de la

probabil ité du maximum faites avant la recherche sont bonnes, et

on perdra dans le cas contraire,

Si la fonetion est convexe, on gagnera certainement a

utiliser la méthode de recherche utilisant l'approximation par

une parabole. La rapidité est alors excellente.
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On pourra aussi employer cette méthode lorsque la forctior

est suffisamment réguliére, a condition d'avoir prévu les cas ot

elle serait mise en échec., La méthode est alors moins rapide mais

peut, sila fonction le permet rester compétitive avec les méthodes

minimax. Ceci est vrai notamment & la fin de la recherche, quand

la fonction 4 optimiser devient convexe au voisinage du maximun.

Les méthodes utilisant un polynéme de degré plus élevé

ne semblent pas gagner en rapidité sur la méthode de la parabole ;

méme dans le cas ot la fonction A optimiser est un polyndme, le

gain est trés faible.

Par contre, elles présentent lL'inconvénient d'exiger des

temps de calcul d'autant plus élevés que le degré du polynéme

utilisé est grand. Et ce temps de calcul n'est en général plus

négligeable devant les temps de calcul de la fonction que si celle-

ci est assez simple.

2°) La fonction est_unimodale et l'intervalle de recherche est de

longueur _infinie ;

Les méthodes minimax sont inopérantes sur un intervalle

de longueur infinie.

On peut toujours utiliser une méthode minimax en proba-

bilité., Cette méthode est trés sffre, par exenple conjuguée avec

la méthode des parties proportionnelles. Par contre, la rapidité

et méne l'espoir de trouver le maximum dépendent entiérement de

la fonction de répartition du maximum, done des estimations faites

avant la recherche. C'est un probleme qu'il faudra nécessairement



envisager avant la recherche.

Si la fonction est convexe, sur tout l'intervalle infini,

on pourra utiliser aussi la méthode de la parabole. Sinon l'utili-

sation de cette méthode n'est pas sfire, Il est préférable de se

ramener d'abord 4 un intervalle fini et éventuellement de l'uti-

liser ensuite,



VI - RECHERCHE AVEC CONTRAINTES

Vi 4Les intervalles de travail :

Dans les chapitres précédents, l'intervalle de recherche

était donné par ses bornes a et b. On envisave A présent le cas

plus général ot l'intervalle {a,b] est déterminé par un systéme p

contraintes de la forme ¥. Cy) 2» O, ott chaque Ys est une fonction

réelle de la variable y définie sur tout l'axe réel.

Le systéme de contraintes définit un intervalle connexe

fab] e

La fonction f dont on cherche le maximum sur {a sb} doit

obligatoirement @étre définie partout sur {a ab} pour que la recher-

che soit possible. Il faudra donc prévoir le systéme de contraint

de telle sorte qu'il en soit ainsi. Dans le systéme des contraintes

pourront entrer des conditions de définition de la fonction. Dans

ce cas, on devra toujours, avant de calculer la fonction en un

point, vérifier que ce point satisfait le systéme des cortraintes,

ce qui exclut le calcul de la fonction en dehors de [a,b] .

On peut aussi rencontrer le cas o¥8§ on connaft un inter-

valle I sur lequel la fonction est définie et qui contient [as>] .

Dans ce cas, on peut calculer la fonction f méme en dehors de ayb |.

Avant de commencer la recherche, il faudra, dans tous les

cas, déterminer un intervalle J de l'taxe réel, connexe, tel qu'on

soit sGr qufil cont ient fa,b]. En général, J sera ]- #,te[ . Mais

dans la pratique, on rencontrera des cas particuliers intéressants.
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Si on connaft 4 l'avance un intervalle I, contenant fab},

sur lequel la fonction f est définie, alors J sera I.

Dans le cas de la recherche & plusieurs variables, la

recherche sur une direction se fait a partir d'un point connu a

liavarce., Alors J est fo,3[ ou j est fini ou infini

(Voir Vienney : II).

Comme la fonction f est uninodale sur l'intervalle de

définition I, elle est monotone sur tout intervalle connexe ne

contenant pas le maximum. Done si le maximum de la fonction sur I

ne se trouve pas dans fab] » Le maximum de la fonction f sur

fa,d] est une des bornes, soit a, soit b, c'est A dire en un

point ot l'une au moins des contraintes stannule, les autres étant

positives ou nulles.

Par contre si le maximum de la fonction sur I se trouve

aussi dans [a>] » clest bien le maximum de la fonetion sur fa,b] °

On peut donc atteindre le maximum de la fonction f sur

[a,b] de trois maniéres :

I) en atteignant le maximum de f sur I

2) en atteignant le point de saturation d'une contrainte

3) on rencontre également le cas ot le maximum de la

fonction f sur I, et une des bornes de l'intervalle

sont voisins ou méne égaux.

Bien qu'étant la réunion des deux précédents, ce cas sera

WW Ww1 a a rE Cc i ' I importance Dun Ta nanhamnkhn 3env TAS © a DAY . Lec i n'a aucune aie POPU nes pour eee RCC CaJ

une variable mais peut en avoir sion l'utilise ensuite par

exemple dans la recherche du maximum d'une fonction de plusieurs
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variables (Voir Vienney ...).

Remarquons que la connexité de l'intervalle [esd] est

indispensable pour qu'on puisse utiliser l'unimodalité de la

fonetion.

Dans le cas contraire, il faudra étudier séparément

chaque intervalle partiel,

t i ‘ 1 i ‘ 1

;
a

\
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Cofit de la recherche :

Dans le cofit de la recherche, entrera alors ron seulement

les calculs de la fonction f mais aussi les calculs sur les fonc-

tions ¥_ correspondant aux contraintes,
1

Remarquons que dans le cas ou il y a des liaisons, la

résolution du systéme est 4 faire en tout point, quels que soient

les autres calculs effectués en ce point : calcul de f, calcul des

contraintes ou les deux a la fois.
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Soient N le nombre de points de la recherche. C'est le

* nonbre de fois ot on résoud le systéme des
liaisons.

N. le nombre de points ot on calcule la fonction f.

N le nombre de points ot on teste le systéme de

contraintes

i est toujours supérieur ou égal 4a Ne et 4 Nae

Le plan de recherche dépendra des rapports entre les temps

de calcul respectifs de la fonction, des liaisons et des con-

traintes.

Nous €tablirons donc trois méthodes suivant quton cherche

a minimiser N_, N ouN.
F’ ¢ p

Valeur initiale dans i'intervalle

Ona déterminé un intervalle connexe J de L'axe réel tel

qu'on soit sfir que [a,b] appartient a4 J.

On choisit alors un point dans J, et en ce point on teste

les contraintes, Si le systéme des contraintes est impossible en

ce point, on ne sait rien qui puisse guider le choix du point

suivant. En effet, on ne sait pas si l'intervalle fa,b] se trouve

d'un cé6té du point ou de l'autre. Sion ne sait rien A l'avance,

la premiére phase de la recherche consistera A essayer des point.

jusquiad en trouver un qui satisfasse le systéme des contraintes.

En fait, dans 1'étude d'un probléme pratique, on dispose

en général d'éléments qui permettent de trouver un point dans 1'in.

tervalle [a,b]. C'test le cas, en particulier, quand l'une des bor-
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Vi-2, Méthode n° I_: minimisation du nombre de calculs de la fonction.

Le calcul se fera en deux temps :

a) résolution du systéme des contraintes : d'otd les valeurs

de aet b

b) recherche du maximum sur [a.b| par une méthode des

chapitres précédents.

Cette méthode présente plusieurs avantages:

I) Il n'est pas nécessaire de connaftre au départ i'in-

‘tervalle I de définition de f.

2) Elle est trés simple,

Par contre, elle présente des inconvénients :

I) Elle exige de chercher a et b avec la précision finale

demardée pour la recherche. Si la recherche se termine sur un

maximum et si celui-ci n'est pas trop proche de l'une des bornes,

ce qui est le cas général, il est inutile de rechercher une grande

précision pour a et b. Si la recherche se termine par saturation

d'une contrainte, seule une des bornes mérite d'@tre calculée

avec précision.

2) Elle exige la recherche d'un maximum dans tout l'tin-

tervalle. C'est inutile quand la recherche se termine par satura-

tion dfune contrainte.

3) Le systéme des liaisons est résolu en tout point, mais

seulement pour calculer soit la fonction, soit les contraintes,

Il pourrait @tre préférable de l'utiliser pour calculer en un

point 4 la fois fonction et contraintes.
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On né pourra donc pas considérer cette méthode comme

générale, Elle minimise le nombre de calculs de la fonction si la

recherche se termine sur un maximum, mais non si la recherche se

termine sur contrainte saturée (voir § VI. 4).

VI-3. Méthode n° 2 : minimisation du_nombre de calculs du systéme

des contraintes.

Le calcul se fera en deux temps :

a) recherche du maximum y_ sur I
“}

b) on teste le systéme des contraintes en si
L

S2 yy satisfait le systéme, c'est la solution du probléms:.

Sinon le maximum sur [a,b] sera obtenu en un point de saturation

d'une contrainte. On effectue dore la recherche de ce point -

vg qui appartient 4 [a,b] et Yu qui lui est extérieur. Sion nia

pas de renseignements plus précis, la méthode la plus rapide cor-

Siste a faire des bipartitions successives.

Cette méthede reste trés sinple, mais présente les in-~

convénients suivants :

I) elle n'est pas utilisable si on ne connaft pas a

Liavance le domaine de définition I de f,

2) la recherche du maximum risque d'@tre inutilement

cotiteuse pulisqu'on l'effectue dans un domaine plus grard que ie

vrai domaine de recherche,
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3) de plus, dans le cas ot vs n'appartient pas a jas} 7

il est inutile de cherche@ une grande précision.

4) de méme le systéme des liaisons est résolu en tout

point, mais sculement pour calculer soit la fonction, soit les

contraintes.

On ne pourra donc pas considérer cette méthode comme

générale. On pourra cependant l'utiliser si on connaft 4 l'avarce

le domaine de définition de la fonction et si le calcul de la

fonction est faible devant celui des contraintes.

VIek, Méthode n° 3 : minimisation du nombre de points de la recherche

Principe de la méthode

On cherche a4 minimiser d'abord le nombre de points de la

recherche. Lorsqufun point aura été choisi, on effectuera ala

fois ;:

I) s'il y a lieu, 1a résolution du systéme des liaisons

2) le calcul de la fonction f

3) Le caleul du systéme des contraintes.

On obtiendra ainsi en tout point le maximum de rensei-

gnements possikle,

Cependant, on n'effectuera pas le calcul de la fonction f

a

si celui-ci est inutile, c'est A dire dans le cas ot on sait que

jivela recherche se term tion dtune contrainte, On nei |-ine nrr eatin
ine par satur

testera pas le systéme des contraintes si le résultat est dé ja

connu,.
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Pour choisir les points successifs on pourra utiliser

sup l'intervalle I une des méthodes de recherche sur un intervalle

établi dans les chapitres précédents,

Désignation de la méthode.

Placons nous au cours de la recherche. Les calculs con-

cernant un point ont été exploités, et le point suivant n'a pas

encore &té choisi.

L intervalle restant a pour bornes a et 8 , a < 6»

MODE est un entier indiquant de quelle maniére se termi-

nera la recherche :

+I sur le maximum de la fonction £ dans I

-I par saturation d'une contrainte

QO on ne le sait pas encore.

On connait un point y dans l'intervalle restant |e ,8|

qui satisfait le systéme des contraintes. On a déjA calculé fly).

Le nombre entier IMAGE donne la position de y dans Jo + 8]

IMAGE = -I dans le cas ot f(y) est inférieur a f(a) ou F(B),

Supposons par exemple Fly) < f(a). Alors puisque f est unimodale,

et y appartient 4 fa ,b] le maximum cherché se trouve nécessairement

sur [oo] . Donec 6 = y.

Quand IMAGE est différent de -I, fly) est supérieur ou

égal a4 flo) et f(@).

= — Le SaoPee E 1 @
EvibOoiktu evo +t UlisY 5s

ON - BEAN Tw 4
tig ah bitawdis = ~ ag

3 te=ePar dest O& Lw Hs
<

aL.¢ & b

des bornes

O si y est entre les bornes.
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LIEU est un entier qui indique dans quelle direction on

ne risque plus de saturer de contrainte, Il permet d'éviter des

tests inutiles du systéme de contraintes.

Si LIEU = 0, a et 8 sont tous les deux en dehors de

Ja sd] :

On risque done de violer une contrainte en prenant un

nouveau point aussi bien entre q et y ‘qu'entre y et g.

Si LIEV = 1, 8 appartient & [a,b] > On ne riscue pas

de violer une contrainte entre y et 8. Mais dans ce cas o n'appar-

tient pas a fa,b] .

Si LIEU =-I, a appartient 4 [a,b] > Malis pas g.

Enfin, si a la fois a et 8 appartiennent 4 fa, b] > on

ne risque plus de violer une contrainte quelque soit le point choi-

sidans l'intervalle. Alors MODE prend la valeur +I et la valeur

de LIEU devient inutile a4 la recherche.

Fy est un nombre réel €égal a la plus grande valeur

rencontrée jusque 14 pour la fonction,

Si IMAGE = 0 oul, fy est €égal a fly).

Si IMAGE =-I, f), est gal a f(a) ou f(8), suivant que

y est confondu avec B ou a.

On choisit alors un nouveau point x. Soit IW un entier

égal 4 +I siy< x, &2-I six < y.

Si on sait que la recherche se terminera par saturation

de contrainte (MODE=-I), il est inutile de calculer la fonction,

on se renvoie directement au test des contraintes.

Sinon on calcule f(x).

Si l'on sait que la recherche se terminera sur le ma-

ximum de f en I (MODE=I), ou s'il n'y a pas de risque de violer une

contrainte en x (c'est a dire si IW=LIEFU), il est imutile de tester

le systéme des contraintes.Sinon on teste le systéme des contraint
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NTCON est un entier qui prend les valeurs :

O sion n'a pas effeectué le test des contraintes

I si ona violé une ou plusieurs contraintes

~I si ona effectué le test mais qu'on n'a pas violé de

contraintes.

Lforganigramne suivant distingue alors les différents cas

possibles d'aprés les valeurs de IMAGE, KNTCON, et la comparaison

de f(x) avec f..
M

Aprés avoir étudié le cas particulier, on pourra @tre

amené 4 modifier les valeurs des paramétres MODE, IMAGE, LIEU.

On est alors ramené au probléme précédent.

Avant de choisir un nouveau point, on pourra alors placer

ici le test de sortie de la recherche, qu'il porte sur le nombre

des points, ot sur la longueur de 1l'intervalle restant.

Remarquons qu'au début de la recherche, on se trouve en

général dans les conditions suivantes :

- On connait déja y appartenant 4 Je.d}

~ On ne sait pas encore de quelle maniére elle se termi-

nera done MODE = 0.

y n'est pas confondu avec l’une des bornes donc IMAGE = 0

- On risque de violer des contraintes quelque soit le

point choisi done LIEU = 0

De plus fy = f(y).



Organigramme de la méthode n° 3,

y donné
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Utilisation de la méthode n®? 3

On a done établi une méthode qui minimise ae

Flie est beaucoup plus compliquée, par le nombre de cas

possibles que les précédentes. Cependant, mise sous la forme ci-

dessus, la programmation en est aisée et le temps de calcul né-

cessité par les tests peut @tre considéré comme négligeable devant

les calculs de la fonction, des contraintes et des liaisons.

Soit d la distance entre le maximum de la fonction et la

borne la plus proche (a ou b). La recherche commence par une

premiére phase, ol en chaque point sont calculés A la fois la

fonction et les contraintes. Ceci dure jusqu'a ce que la longueur

de l'intervallie final devienne voisine de d. Alors, le mode firal

de la recherche est decelé et commence une seconde phase ot ne

s'effectuent plus que des calculs soit sur la fonction, soit sur

les contraintes.

En général, on stest donné avant la recherche une cer-

taine précision « 4 atteindre. Sie est supérieur 4 d, la deuxiéme

phase n'a pas lieu et la recherche se termine par MODE = 0.

Mais ce cas est peu fréquent. Le plus souvent, « est d'un ordre

de grandeur inférieur a celui ded et le fait d'augmenter e

ne change rien 4 la I© phase, mais allonge la 2€ phase.

Par exemple, quand on utilise cette méthode dans la

recherche du maximum d'une fonction de plusieurs variables

(Voir Vienney ...).

une précision relative de To7* demande en général 3 4 6 points

dans la I© phase, et I5 A 25 dans la seconde.



Alors, si la recherche se termine sur un maximum, le

nonbre de tests sur les contraintes est trés faible. Par rapport 4

la méthode n° I, on économise presque toute la I© partie of on

recherche les bornes de l'intervalle avec précision. Par rapport

ala méthode n° 2, on ntaura fait en plus qu'un petit nombre de

calculs de contraintes et encore ceux-ci auront pu servir a4 réduire

rapidement l'intervalle.

Si la recherche se termine par saturation d'une contrainte,

6 nombre de calculs de la fonction aura été faible. Par rapport &

la méthode n° I, on écononise presque toute la deuxiéme partie,

ou on cherche le maximun avec précision. Par rapport a la méthode

n° 2, on €conomise presque toute la I© partie, puisqu'on évite de

chercher le maximum avec précision.

Enfin, si le maximum de la fonction f est trés proche de

l'une des bornes, les trois méthodes exigent,que ce soit séparément

ou d'une maniére groupée, d'effectuer 4 la fois les calculs de la

fonction et des contraintes jusqu'au voisinage du point final.

Mais dans ce cas, la méthode n° 3 a encore ltavantage d'utiliser

moins de points, c'est a dire, de calculs du systéme des liaisons.

La méthode n° 3 cst done cn général préférable, puisqu'elle

est presque toujours ln plus efficace, ct que les cas of clle ne

l'est pas sont en général imprévisibles.

Elle n'est cependant pas utilisable dans le cas of le

domaine de définition de la fonction f n'est pas connu & l'avance

mais est donné par 1'intervalle fe,bj défini par le syst&me des

contriintecs.



VI-5. Méthode n° 4

Principe de la méthode

On cherche & établir une méthode qui minimise le nombre

de points Ms mais qui soit utilisable lorsque le domaine de défi-

nition de f est l'intervalle fa,b| défini par le systéme des

contraintes,

Lorsqu'un point aura été choisi, on effectuera les

.opérations suivantes

I) s'il y a lieu la résolution du systéme des liaisons

2) si on sait déja que le point appartient a [a,b] > on

passera en 3)

Sinon on testera le systéme des contraintes.

Si le point n'appartient pas a {a,b | » On passera au

point suivant, sinon on effectuera

3) le calcul de la fonction.

Il est impossible d'effectuer des calculs en dehors de

[a,b] » Or dans la méthode n° 3, on utilise cette possibilité

Siu <v <w, et si seul u appartien A fa,b} 5 alors

fCu) < f(v) « f(w) entraine que la recherche se terminera

par saturation d'une contrainte.

Description de la méthode,

On utilise les paramétres y, ve MODE (qui ne peut pas

prendre la valeur -I) LIEU, IW, NTCON. «a . 8 définis dans Ia

méthode n° 3,

fk

creer eee
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Plagons nous au cours de la recherche. Les calculs

concernant un point ont été exploités et on choisit un nouveau

point x,

Alors IW est égal € I si y < x, et -Isixe Ye

Si l'on sait que la recherche se termine sur un maximum

(MODE=I) ou s'il n'y a pas de risque de violer une contrainte en x

(clest A dire si IW=LIEU), il est inutile de tester le syst éme

‘des contraintes. MTCON prend la valeur 0 et on passe au calcul de
la fonction.

Sinon on teste le syst&me des contraintes,

Si une contrainte est saturée en x, x devient borne de

l'intervallie, et on va chercher un nouveau point.

Sinon NICON prend la valeur -I et on passe au calcul de

la fonction.

On distingue ensuite les divers cas particuliers d'aprés

NICON et la comparaison de fu et (x). (Voir organigramme),.

Renarquons qufau début de la recherche, on se trouve

en général dans les conditions suivantes

~ on ne connaft pas le mode final de la recherche donc

MODE=0

- on risque de violer des contraintes quelque soit le

point choisi.



Organigranme de la méthode n° 4

MODE=0

LIEU=0

lchoix de uw] [tw=Signe(w)

| X=\Vt yw |

* non

= CIW=LIEU >
non

< Cont. sat. >

non oul

oul

| /,

| NECON=0 |

Calcul f(x)

< £Cx) > fa >

Oud =

non

_J/ J
NTCON

| NrcON=~1| [NTCON=r

J icli, l,.
x y xX yx yx
T j 1 I

IMoDE=1| LIEU=~-1i| [MODE=1| Tyew
vy J
Y=x

U=U-W
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Comparaison des méthodes n° 3 et 4

Si la recherche se termine au maximum de f sur I, le

nonbre de points utilisés par la méthode 4, est le m@me que celui

utilisé par la méttode 3, le nombre de tests sur les contraintes

aussi.

Par contre, certaines valeurs de la fonction en dehors

de [a,b] gui auront été calculées au cours de la I® phase de la

méthode n° 3 ne le seront pas par la méthode n° 4,

Mais si la recherche se te@mine par saturation de

contrainte, toute la deuxiéme phase de la recherche qui dans la

méthode 3 utilisait uniquement des tests sur les contraintes,

nécessite aussi dans la méthode n° 4 des calculs de la fonction,

ceci ceperdant atténué par le fait que la fonction ntest calculée

que si le point satisfait les contraintes.

fi n'est done pas possible d'affirmer en général qu'une

des méthodes est meilleure que l'autre, tout dépend du rapport

entre le nombre de points utilisés dans la I© et dans la 2© phase.

Ce qu'on peut dire cependant, c'est que la méthode 3 est én moyenne

plus int €messante lorsque la précision relative demandée est forte,

(au dela de 107% De

Remarquons qu'on pourrait envisager le probléme d'une

facon plus générale :

Etant donnée une fonction réelle f définie sur un in-

tervalle connexe I de l'axe réel, l'intervalle I étant défini pr

un premier systéme de contraintes 5,» trouver le maximum de f sur

le sous ensemble [a,b] de I défini par le systéme de contraintes



La méthode minimisant le nombre de points utilisés dans

la recherche serait alors une combinaison des méthodes 3 et 4,

VI-6. Cas oU une seule des bornes est déterminée par le systéme des

contraintes

Considérons le cas particulier suivant : la borne a est

connue a l'avance, seule la borne b est déterminée par le systéme

de cortraintes.

Crest en particulier le cas dans la recherche A plusieurs:

variables avec contraintes au cours de la recherche dans une direc-

tion : alors a=0. Onreprend alors les méthodes établies dans le

cas général. Mais on obtient de s@ieuses simplifications.

Dtabord, le probléme de la recherche d'un point initial

dans [a,b] disparait.

Dans la méthode n° I, on évite le calcul de la borne a.

Dans la méthode n° 2, L'intervalle I sur lequel on

cherche le maxinum est limité par a.

Dans les méthodes n° 3 et 4, le paramétre LIEU est

toujours @égal 4 -I, tant que MODE égale 0 ou -I, et n'a plus

d*intér@t quand MODE égale I 3; il disparaft donc. Quand MODE est

différent de I, Ll'expression (IW=LIEU) devient (IW=-2I) c'est a dire

plus simplement (w < 0).

Dans la méthode 3, le paramétre IMAGE est alors en gé-

néral différent au moment du départ et prend la valeur tI.
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VI-7, Etude compléte d'une méthode de recherche avec contraintes

Pour obtenir une méthode de recherche avec contraintes,

il faut associer a une des méthodes décrites précédemment, une

méthode de recherche sur un intervalle qui détermine le choix des

points. Il est évidemment possible d'envisager de multiples com-

binaisons et variantes de celles-ci.

Nous nous bornerons a4 6tudier complétement le cas

particulier suivant :

Soit une fonction réelle f(y) définie et unimodale sur

fo ,20] et soit un systéme p contraintes ¥ty) définies sur[0 , 20]

dont la solution est l'intervalle Jo ,b] ou b est un réel positif.

On utilise pour la recherche, 4 la fois

I) la méthode minimax en probabilité avec la fonction

F(x) et une méthode de recherche sur fo ,1 | qui sera

- la méthode des parties proportionnelles en général ,

~ la méthode des bipartitions dans le cas ot on sait que

la recherche se finira par saturation de contrainte

(MODE =-T).

2) la méthode n° 3 dans le cas a=0 (voir § VI-6).

Un point au cours de la recherche est défini par

tf) son abscisse b sur [o,f

2) son image a par la fonetion F sur {oz}

— 7 : . 5.3) le vecteur x dans l'espace 4 q+I dimensions oi q

est le nombre de liaisons.

On affecte l'indice 0 au point initial, les indices

I et 2 aux points précédemment nommés y et x.
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Résolut ion du_systéme des liaisons :

Le systéme des liaisons est résolu en tout point de

la recherche. On aura done inté&@t a choisir la méthode la plus

rapide Boss LELe,

Les points successifs of on calcule le systéme sont

proches les uns des autres, surtout 3 la fin de la recherche. On

disposera donc de bonnes valeurs initiales pour une résolution par

approximat ions successives,

Ii n'était pas question d'envisager ici le problame

de 1a résolution d'un syst éme d'équations non linéaires. En pra-

tique, nous avons utilisé une méthode de Newton (Voir procédure

RESNEWION de 1'IUCA Nancy). En linéarisant le systéne, on définit

un vecteur qui fait progresser la valeur précédente, On peut

utiliser ce vecteur directement. Mais on peut aussi utiliser la

direction trouvée pour une optinisation dans cette direction

(Bipartitions dans la procédure RESNEWTON).

Test_de fin de recherche

La recherche se termine

~ soit parce que le nombre de points a atteint un

max imum ,

~ soit quand la longueur de l'intervalle restant est

inférieuread la précision donnée au départ.

Ii faudra tenir compte du fait que la recherche par

pertiss propeorticmel les limite de fagon précise le nombre de
a

points : environ 40 si on effectue les calculs avec 8 chiffres

Significatifs.
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Données : £(x) fonction A optimiser
Organigramme F-* inverse de la fonction de

répartition F

¥.,1=I a p, le systéme de
1 contraintes.

MODE =0 IMAGE=I C=0, 3819 6601
a,=0 b,=0 ual f= FCO)

af
weu.€
=a _t+way I W

_ra-lbo =F Ca!

- : x ae ~ >Résolution du systéme des liaisons d'tow X,

MODE=-+]

ee OT oul
Calcul de Sa

aN eh ee

Une contrainte

Saturée au moins

oul

SESS c=) NTCON=T

Lae <i - ou (MODE=-I)
non oul

| fue P(x) a

CNICON> S ean © 5 cm
o 5 © 3

MODE=1
SM

IMAG E=0 :
b.=b MODE=-1| [MoDE=1| [Mope=t|

,. | €=0,5
Io“ 2 nan

Xp EK,

wy Vand= a

[usu-w | [usw | pu= We u |
wre ee, =

Lg nO SY’ test de Fin de recherche ~~———
oul

b+ absecisse du maximum

x, Lieu 4 plusieurs variables

MODE=mode de fin de recherche

ee it 2
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CONCLUSION 

:

Nous avons abordé dans ces pages dos néthodos de base

(mininax, interpolation). IL appartiondra onsuito & L'utilisateur

de savoir non seulement choisir celle qui convient Le micux

& son probléne particulier, mais cncore de les conjuguor

éventuellemont entre elles. Wous avons vu différents exenples

ou Ltunion de doux méthodes ost féconde ( mnixte Fibonacci-

partics proportionnelles, nininax en probabilité, parabolc ).

Stil y a des contraintes, on peur cnvisagor de nonbreuses

combinaisons de néthodes de rocherche sur vn intorvalle ct de

néthodes des recherche des contraintecs.

Pour pouvoir valabloment cffectucr les choix nécessaires, une

étude préalable du problane stimpose. Cette étude portera 4 la fois

sur la fonction (vérification de ituninedalité, de La convexité),

sur Ie domaine de définition deo la fonction ect le donaine de

recherche du naxinun (connexité, aéfinition correcte du systéna

des contraintos).

En-application de cette étude, on pourra lire la thése de

Vienneoy: “Optinisation de fonctions dea pliusicurs variables ",

Institut Universitaire de Cakcul Autonatique de Naney, qui utilise

les différontes méthodegs de recherche & une variable dans des

x + 
x ae et Ae ne =; .- ty =méthedes de rocherche & plusicurs Variubles.
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