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IHTRODUCTION

Cette dtude a pour but d'établir Aiffércntcs néthodes de
rccherche d'un opticun d'unce fonction xrdéclle d'unc variable réellc
en vuc do lour utilisation sur des probleémes particulicrs. Un
sccond problénc sc greffc sur lc prenier, cclui de la roecherche de
la néthodce la plus rapide.

Lecs néthodes de rcecherche pourront, bien cntendw, Btre
utilisées pour résoudre des problémes dloptinisation de fonctions
d'unc gseule variable. lMails ecllcs pouxrront égalompnt 1tdtre
dans l'optinisation de fonctions de plusiecurs variables.

Pour ccla, on sc rcportora wubtilenent & la thésc de Vienney "Or*’

nisation de fonctions dc plusicurs variables", IUCA Wancy.

Lpres avoir défini leos pooblénmcs au chapitre I, nous cnvisage
ronsg diffdrents types de méthodes do recherche : nininax (chapii
tre II), mininax on probabilité (chapitwre III), intcrpeolation par
un polynone (chapitro IV}, quc nous comparerons au chapitrc V.

Enfin, nous 6tudicrons au chapitre VI le cas ol 1'intecrvalle de

rocherche cst défini par un systénc de contraintes.




I

- PRELIMINAIRES

TS =======

TJ.I. Recherche du maximum d'une fonction :

Etant donné un intervalle I de l'axe réel, on dispose d'une
mé&thode numérique qui permet, pour toute valeur y de I, de calculer
un nombre réel f(y).

On définit ainsi une fonction f de I sur l'axe réel.

On se pose le probléme suivant :

Déterminer dans 1'intervalle [a,b} intérieur & I, un point
yM (ou une valeur approchée de y avec une précision €), tel que
la fonction f soit maximum en ce point.

La recherche d'un minimum de f se raméne a la recherche d'un
maximun de -f,

On résoud ce probléme au moyen d'expériences.

Effectuer une expérience signifie :

I) choisir un point x dans I

2) calculer la valeur f(x)

3) utiliser le résultat obtenu pour la recherche du maximum

Le Szf;ul se fait numériquement. La distance entre les empla-
cements de deux expériences doit &tre au minimum égale & un nombre
positif appelé séparation.

Pour trouver le maximum, on définit un plan de recherche,
c'est & dire, un procédé qui détermine l'ensemble des emplacements

des expériences a effectuer, et qui interpréte les résultats

obt enus.




I.2, Le calcul de la fonction f :

Dans ce qui préceéde la fonction f a été définie en général.
Nous rencontrerons dans la suite les cas particuliers suivants :

a) £ est une fonction explicite de la seule variable y :

C'est ce type de fonctions que nous utiliserons comme
premiers exemples d'application des méthodes de recherche.

b) Utilisation dans la recherche du maximum d'une fonction de

plusieurs variables : (Voir Vienney :

Soit une fonction réelle g de 1 variables X _ ,X_,...,x
1 =52 1

définie dans un sous ensemble @ de RYL.

Soit D une droite de RY définie par ses cosinus directeurs
(51,52 ,...,gl).

Pour trouver le maximum de la fonction g sur la droite D, on
est amené & cherche le maximum de la fonction.
f(y) = g(x1+g1y,X2+gzy,... ...xl+gly) et on se raméne au cas

précédent.

c) Cas ou il yv a des liaisons entre les variables :

Soit une fonction réelle g de q+; variables réelles

~ - . +
st BY définie dans un sous ensemble § de ROV,

XX q+ 1

1 2

, sont en outre liées par q re-

Les variables X%, ,X_ss0¢. X
1 2. g+1

lations de la forme

= 0
L SRS PE SR Xq+1)
(iR s Be s X ) = 0
‘f’z 194029 q+1
° s 9 = 0
‘%Fxl,xz, Xq+1)
ou les «, sont des fonctions réelles de XpsXpsere Xy définies

dans @ .




Pour trouver un maximum de la fonction g, on choisit une des
variables soit X,, comne libre.
Etant donnée une valeur de X;, on résoud alors, si c'est

possible, le systéme de q équations 3 g inconnues s aeeaX,

i=1
Xi+1”’° Xq+1'
.
wl(xl,... xq+1) = 0
G ST Xq+1) = 0
(X150e0. X ) = 0
\S?q 1> qt1

Connaissant les valeurs de g+1 variables, on peut alors

calculer g(x;,...X% ). On définit ainsi une fonction f(xi).

q+1
On rencontre notamment ce cas dans la recherche du maximum
d'une fonction de plusieurs variables. Les liaisons sont, soit

données au départ, soit des contraintes saturées.

(Voir Vienney :

I.3. Le domaine de recherche,

Nous supposerons toujours que 1'intervalle de recherche [a,b)
est connexe. Si au contraire, [a,b] posséde plusieurs parties sé-
parées, on effectuera une recherche sur chacune d'elles.

L'intervalle {a,b} a été défini en général. Dans la suite,
nous rencontrerons divers cas particuliers :

a) L'intervalle de recherche est limité par deux bornes a et b

finies ou infinies

C'est le cas le plus simple. Nous 1'emploierons pour établir

les méthodes de recherche sur un intervalle.



N

b) L'intervalle de recherche est défini par un systéme de

contraintes

Une cormntrainte est une inégalité large de la forme $(y) » 0
ol ¥W(y) est une fonction réelle de y que nous considérerons définie
partout sur l'axe réel.

L'intervalle de recherche est alors défini par un systéme de

la forme :
. (y) 2 0, upz(y) 20,00 Lpp(y) > 0

Nous n'envisagerons que le cas ol les solutions du systéme
appartiennent a un intervalle connexe de l'axe réel.

Les fonctions \g; peuvent etre des fonctions explicites de y,
mais aussi peuvent dépendre de plusieurs variables liées par un
systéme de liaisons.

Au cours de la recherche du maximum d'une fonction de 1 va-
riables, les contraintes sont définies dans 1l'espace RY (voir
Vienney)

La recherche avec contraintes se réveéle beaucoup plus compli-
quée que la recherche sur un intervalle dont on connait les bornes.
C'est pourquoi elle fera 1fobjet d'un chapitre spécial (voir
chapitre VI) quand les méthodes de recherche auront é&été établies
dans le cas ou l1'con connalt les bornes de l'intervalle.

c) Une borne de 1'intervalle de recherche est connue, 1l'autre est

définie par un systéme de contraintes.

Il s'agit d'un cas particulier du précédent. Les méthodes

générales de recherche avec contraintes se trouveinl allégées.
De plus, c'est le cas qu'on rencontre au cours de la recher-

che & plusieurs variables. On définit une direction de recherche a

partir d'un point connu, l'autre borne étant définie par le systéme




de contraintes. (Voir Vienney :

I.4. Minimisation du cofit de la recherche

Pour nous, le colt de la recherche s'exprimera en temps de
calcul.

Un plan de recherche sera donc d'autant meilleur que le temps
de calcul pour obtenir le maximum avec une précision donnée sera
plus faible.

On a intér&t en premier lieu, 3 effectuer les expériences
séquentiellement. Le résultat d'une expérience peut alors &tre
utilisé pour choisir les expériences suivantes.

Il s'agit d'un plan séquentiel.

Le calcul comprend :

I) les calculs successifs de la fonction f.

2) s'il y a des contraintes, les calculs successifs de ces

contraintes.

3) s'il y a des liaisons, les résolutions de systéme des

liaisons.

4) le plan de recherche lui-méme.

On cherchera donc & minimiser les temps de calcul de ces

différentes parties de la recherche.

I.5. L'unimodalité

Si on ne sait rien sur la fonction f, une seule méthode est
possible, calculer f en tout point de [a,b] . Par contre, si on

connait des propriérés de la fonction, telles que 1'unimodalité, or

peut les utiliser pour améliorer le plan de recherche.




Une fonction réelle f définie sur un intervalle I de 1l'axe
réel, est unimodale sur I si et seulement si
il existe un point Yy dans I tel que pour tout couple de

points y, et Yy de I, on ait les relations

1
Vi <V, £ Vy - fly)) < f(y,)
yN sy <y, = f(y) > fly,)

L'unimodalité suppose que Yy soit le seul maximum de la fonc-
tion sur l'intervalle I, et que la fonction soit strictement mono-
tone sur tout intervalle de I ne contenant pas Ve

Supposons qu'on ait fait 2 expériences en vy et y, -(y; <y,)

Trois cas sont possibles :

I) f(yl) > f(yz) alors yM <V, ]

2) fly,) = fly,) alors y, Yy <Y, ;
1 y

3) f(yl) < f(yz) alors Vi< Yy x T

v, Y

Dans les trois cas, on peut réduire liintervalle initial. On
pourra donc cheisir les points de fagon telle que l'intervalle
diminue rapidement au cours de la recherche.

Dans la recherche du maximum d'une fonction de plusieurs va-
riables, l'utilisation de l'unimodalité nécessite que sur toute
droite 1'espace, la fonction soit unimodale.

La condition d'unimodalité est généralement assez facilement
vérifiable & une variable. A plusieurs variables, on ne peut pas
en dire autant.

(Voir Vienney 3




I.6. Les méthodes de recherche.

Au cours de cette étude, nous nous limiterons d'abord au
cas ou l'intervalle de recherche est donné par ses bornes a et b.

Dans ce cas, les contraintes n'interviennent évidemment pas
dans le temps de calcul.

Comme alors, on résoud le systéme des liaisons, s'il y a
lieu, en chaque point ol on calcule la fonction, minimiser le temps
de calcul revient & minimiser le rombre d'expériences,

En utilisant 1'unimodalité, il est possible de réduire 1'in-
tervalle restant aprés chaque nouvelle expérience.

Nous verrons au chapitre II que les méthodes minimax per-
mettent de minimiser cet intervalle restant, si 1'intervalle ini-
tial est de longueur finie.

Pour lie cas ou l'intervalle est de longueur infinie, nous
établirons au chapitre 3, une méthode dérivée des méthodes minimax.

Si la fonction est convexe, on peut obtenir des méthodes plus
rapides que les précédentes en approchant la fonction & étudier
par un polynSme (voir chapitre 4).

Au chapitre 5, nous comparerons les différentes méthodes dans
le but de choisir la plus adaptée aux différents problémes parti-
cul iers,

Enfin, nous envisageons au chapitre 6, comment adapter les

méthodes précédentes au cas ou 1l'intervalle de recherche est défini

par un systéme de contraintes.
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T1I - PLANS DE RECHERCEE MINIMAX

II.I. Minimisation du maximum de l'intervalle final

L'intervalle de recherche [a,b] est un intervalle de longueur
inie L .

fin 0

On effectue n expériences, n fixé & l'avance.

On désigne par L; la longueur de l'intervalle restant aprés
la ieéme expérience.

On ne peut pas réduire l'intervalle aprés le seul calcul de
f(xj) done Ly = LO'
Fn général, pour réduire 1l'intervalle de longueur Li, il est

nécessaire d'y avoir effectué deux expériences Xiy, ©t Vi et de

comparer les résultats f(x;,,) et £(y;4 ).

On se place en X;4, et on appelle a. la borne (de l'inter-

valle) qui est du cdté de y.

i+1 1'autre s'appellera b.

Notons d; = ]bi ~ Yipalet e = fa; - % 41|
Une fois les expériences faites, trois cas sont a envisager
) £f(xg) < £Qy; 40

f(x) La longueur de l'intervalle

restant est ei

Dans cet intervalle, une expé-

b

y- 1 J 0 . PR aNre P
i+ 1+1 1 rience a déja été effectuée,

= 2= === B= BX

’

rAS
-

P
=
L SR
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* X
\ X b
g Yiga! L2 W
! ; ; ‘ La longueur de l'intervalle
] i [ [
N )y T 1 v -
X Pod ; restant est r; = Li - ey - di
)
i
' L,
P 3 Dans cet intervalle, on n'a

pas encore effectué d'expé-

rience.

3) f(Xi+1) > f(yi+1)

3

La longueur de l'intervalle

i Vit

3 X restant est di

AT

Dans cet intervalle on a déja

effectué une expérience en

14N

Xi+y

Le maximum de la longueur de l'intervalle restant est donc

Max {ei,di]

un avtre intervalle (qui peut

% b. Dans les trois cas, cet inter-
all Vil i+l i N =
T g E ! 4 . ~
i : , ; valle restant est constitué
i
; ! n |
' 4
e} 'Y Intervalle par [yi+1 s X'-‘-l} avec c¢n plus
' | ' L final =
1 i a
]
1

&tre réduit & un point, ou

égal 3 [xi+1,bi}ou [ai’yiH-]
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Dans la suite, on ne considérera comme intervalle restant
que le plus défavorable, c'est a dire, celui ou 1l'intervalle a
ajouter a Eyi+1,xi+£} est le plus grand. Soit Ligg la longueur de
1'intervalle restant le plus défavorable.

Dans celui-ci, on a déja effectué une expérience. Son abs-

cisse sera désignée par I1 suffira alors de choisir Xs

Yi4n +2 °
On doit choisir x dans un intervalle de longueur L. , ol on
n'a pas encore effectué d'expérience, mais des que x, est choisi on
se trouve dans le cas précédent.
On a donc deux problémes & résoudre :
I°) Commernt choisir la premidre expérience dans un intervalle
de longueur LO i
20) Comment choisir la i+]&me expérience dans un intervalle
de longueur L;, dans lequel on a déja effectué une expé-
rience en Vi
Un plan de recherche & n expériences, n donné a l'avance ser
sera dit minimax si la longueur Ln est minimum.
On cherche donc & résoudre les deux problémes précédents

pour que le plan de recherche soit minimax.

Choix de la i+1® expérience :

On désigne par m. le milieu de 1l'imtervalle restant apreés

la iéme expérience.

Fnvisageons les différentes possibilités pour placer x.,, .




I) On place X549 entre Yi+1 et la borne la plus proche (en suppo-

sant ¥y, %=mi)

a. x". m.y. bI b. . Z .
i i+l iVi+) Al Soit x! le symétrique de
i J = ; iintervalles 1+l
: ; i , restants .
: ! ' : N avec %j4; par rapport a yi+1
' x
i () . 3 . .
\ ! = : i+l ptintervalle final est plus
1
{ i g ) i
' ! ' | favorable avec x! qu'tavec
\ i 1 1 1+1
r t
{ e N .
\ M : "lavec X;+1
1
| — xe1

On prendra donc toujours X:

|
entre y. et la borne la
1+ 1
plus éloignée.

Soit y!+ le symétrique de y par rapport a m,
i+

i+

2) On place x entre y' et b,
1i+1 1+1 1

L'intervalle final aurait &té

plus favorable si on avait

m, y; i+l i

1;+1

A 1
placé X;pp €Dy

i+l

B s

Sl Yi+1 Y > ¢» cela est

v
i+1

~
.
+
-
(-
PN T

PR N B, =

possible et dans ce cas on

prendra toujours

- ]
%301 Y1419 801)
Sinon la meilleure position

pour x,, , est distante de ¥eaq

de & et elle est unique

1 c =Y e B :
3) Dans le cas 1 g0 yi+1} > g, avec Ki+1€ {yi+1ay

' , 1'inter-
1+1

valle restant est {y.,,,b.]
Loiti?rag
on pose m;,, = milieu de [yi+1 ’bi]

Deux positions de X4 symétrigue par rapport a m. sont

1+1

€quivalentes.




On prend la plus proche de ¥ Gy
Yi+r1 b, L.,
il ) N S

a. V. mixi-!-l

by e
T E : iT].

bt
4.:_1_,

3
LR g

i i+l
U U

1]

1

a.
i

longueur ta. b.- =
b | =i

On peut dire alors que 1'in-~
tervalle restant apreés la

(it+1)éme expérience sera

X. b si. L=yt > €
{ i+1? i\ 'X1+1 yi+1| %

+
longueur [éi’yi+% longueur {yi+1’bi}

= ! +
longueur [yi+1,b£} Lo

=L + L, - longueur [x
1+2

LA
i Y]
Posons &, = longueur lx. y!

i+1 = it i+,

On a alors la relation

n-2

Les nombres de Fibonacci

On développe la formule précédente

L= L ,+L-8,

"

2Ly L, ~(8,+68 3)
= 3L, +2Lg-(8,+63+64 )
Posons en général :

j=k
Ll= Fk Lk+1+Fk—l Lk+2- .z Fj—18j+1 ou les Fk sont des entiers
3=1

alors on a aussi

j=k+1
L.= (F.+F ili; +F F.
17 ¢ k k+1) k+2 kLk+3 j=1 J=1 j+1
Si h = k+1 .
i=h
Loz (F. +F, > L . *F. L_. - L T. 4
1 h-=1 "h=1 "h+1 " h-1 htp j=1 J-13h
On a do F.o= +F
ne x ° Fra "reg
FO = Fl = 1




Sion pose k=n-2, on obtient la formule donnant L1

=2

L.=F L +F L -~ ¥ F. _a.
1 n-2 n-1 n-3 n jfl j-163+1

Propriét és des nomlres de Filonacci

n —Fn— an+1 -

=-(F2—FF }
| n- 1 n n-2
On répéte l'opération n- 2 fois :

2 _ _ o yn-2 2 _ - (_1yn-1 2. -¢_ 130
FP-F _ F_ .= (-1 [1-"2 1—"11-"3] (-1 {Pl FZFO] (-1

2
(2) Fer .r .= (-1D"
n n=1"n+1

Fn+1Fn - Fn+2Fn—l - (Fn+Fn~1)Fn - (Fn+l+Pn)Fn—1
- 2 ¢ - (_1i\h
= Fn _Fn+1Fn—l = (-1)

= n

(3) Fn+an —Fn+2Fn_ 1T (-1

On divise par FnFn+2

5 S RS N O ) L

B F F F I




Table des premiers nombres de Fibonacci

n[Fotn| F, n F n Fo n Fa
0 111
i ff i1 1444 21 177111 31 217€ 309 45 1836311903
2 Z 233(|22 2865732 352457¢| 5¢C 20365011074
3 31113 377123 463560133 5702¢&&7| 55 225851433717
41 51114 610_24 75025 | 34 9227 465]| 50 2504730781 961
51 C|li5 Se71 25 121393 {35 14930352 55- 27777890035 2¢¢
611315 1597126 196412136 241578217170 308061521170129
7120|117 2584 |27 317C11 |37 39 0&C 169H75 3416454622 905707
2 |34 (]1C 4121 |28 514229 (3¢ 63245926120 3789062373143 ¢90%
9 |55 |19 6765 (|29 €32040 (|39 1102334 155(|¢5 420196 140727429573 |
10 |€9 {120 |10 946 }|30 |1 346269 (|40 [1655€E0141 HO0 |4 660046610375530309

Optimisation de 1'efficacité
L‘efficacité d'un plan de recherche est le rapport Lo entre
-

les longueurs des intervalles initial et final. n
L L j=n-1
1 n-1 — -
T *fha 1T * P - Fj-153+1
n n el

Le maximum possible pour Ln-1 est 2- &

L L
n n

a
n-1

+ t

Les 8j sont minimum quand ils sont nuls.




Pour qu'un plan soit minimax, il suffirait que Loy =2L, - &
) ¥ = -
L L1+1+Li+2 sgign-2
.. L
: - F
alors on aurait 1 _ ZFn-Z + 3."11_3 Fao2 R
L L
n n
Comme ZFn-Z tE 5= Fooo 7t (Fn_2+Fn_3) =r. + Foo1 = Fpn
1 T -F, &
T nee T
n n
.+ &F
ou encore L = ! 2
Fu

Ceci étant vrai pour tout n, le plan ne comprenant que les n-1 derniarec

expériences, appliqué a L2 donne :

Lo L+ EFn-s
n F
n-1
doun It EFL 5 Lot £F 4
“n Fn~1
: 1 1
N . o + -
c'est a dire L7 = n-lLl £(-1)
n
La 1® expérience une fois déterminée, touies les autres sont détermi-

nées par L. = Li+1+L donc tout le plan de recherche.

it+2?

Il existe donc un plan de recherche qui minimise Ln quand n est fixé.

I.2 Recherche de Fibonacci

Construction d'un plan de recherche de Fibonacci

~

Cn fixe a priori le nombre n d'expériences

-~ N

- e . .
La 1” expérience est placée a une distance

= Y
. bn-1L1+(-1)£ ]

L n |

1, =

de 1'une des bornes de l'intervalle initial de

10ngueur L

1




- l‘i

Chaque expérience suivaniec est placée, dans l'intervalle restant, au
point symétrique du point de l'expérience déja effectuée

ce qui entraine :

T T
‘

3 1 =

’

1

d Ly = bipi*higof

b
4 la fin de la recherche, la derniére expérience est alors placée a une

distance € de l'expérience déja faite dans l'intervalle restant.

d'ou Ln-l = ?,Ln- £

Nombre maximum d'expériences :

La longueur L, de l'intervalle final doit 8trc au moins égale a 2& .
Comme & est donné, le nombrec d'expérience possibles est donc limité.

~ Lt EF : . -
Comme L =1 n-2 , on doit avoir L +F & 3 ZFnE

Fn d
o :
clest & dire ralte 2F - F, >, =T, +(Fn_1+Fn_2) - P = F,,, pour toutn
Le nombre maximum m d'expériences est donc tel que :
[
{ < L < Ir
m+l = £ m+2
m est d'autant plus grand que f—; est petit.
f/I_,1 m L
0.1 4 0.24000000
0.01 9 0.02200000
0.001 14 0.002021 3%
0.0001 18 0.00027737
0.00001 23 0.000025 39
0, 000001 z€ 0.000002 33
0. 0000001 33 0.000000 21
0. 00000001 37 0. 00000003




Calcul de la longueur de l'intervalle final :

¥
Lia longueur de l'intervalle final est donnéc par Ln I"1.+ £Fn-?.
Fn
£ -8 £ = £ o4
n | ;=10 ‘L‘l=106 L, =10
51 0.12500000 | 0.12500037 | 0.12503750 | 0.12875000
10 ] 0.01123596 | 0.011 23634 | 0.01127416
151 0.01101312 | 0,00101355 | 0.001 051 37
20 | 0. 00009136 | 0. 000091 74

3
25 | 0.00000C 24
30 |1 0.00000075
35 10.00000007

0. 000 00¢ 62

Dans le cas ol £ est petit par rapport a Ll, cing expériences font
gagner unc décimale environ ct la précision obtenuc est a peu prés propor-
tionnelle au nombre d'expériences.

Il est donc possible d'estimer a 1'avance la précision obtenue apreés
n expériences, ou de trouver le nombre d'expériences nécessaires pour obtenir
une précision donnée a l'avance.

Calcul pratique : Méthode de Fibonacci

Les données du probléme sont :

f(x) la fonction & optimiser

a ct b les bornes de l'intervalle de recherche {a<b)

n le nombre d'expériences (ny 2)

& la séparation (distance minimale entre 2 cxpériences)
Les résultats sont :

y abscisse du maximum de la fonction £

f wvaleur de la fonction f eny

v
1, longueur de ll'intervalle final.

i

Dans un intervalle restant. l'expérience déia cffectuée s'appelle v.

celle qui va 1'8tre s'appelle x.




u ct v sont les mesurcs algébriques des vecteurs issus de y ayant pour
extrémités les bornes de l'intervalle avec toujours {u| > | v}

Par définition, w = u+v, alors ona x=y+w

W

Pour démarrer le plan de recherche a n expériences, il faut connafire
les nombres de Fibonacci Fn 1 ct Fn.

La suite des calculs est décrite sur 1l'organigramme.




Organigramme de la méthode de Fibonacci.

Données : f(x),a,b,n,

Calcul de F
R
1=1

Ll=b-a

&
Fn_lL 1+(--1)n

oiE | 486 8 F

n

N7

ouil non
L ,

résultats
lf= u=~v

T

g

RN




Exemple d'application de la méthode de Fibonacci :

AN
] Cn cherche le maximum de la fonction

fix) = |Ix si0 gx gl
2

<x<1

dans 1'intervalle [0, l}

Cn utilise pour le calcul & chiffres signi-

*  ficatifs.

o
i

Pour diverses valeurs de n, et £€=107",

on obtieni les résultats suivants :

n y 1f

2] 0.499 699 1 0.50

31 0.333333|0.33
410,400 000 | 0.20

51 0.500 000 | 0.12

51 0.461 53¢ | 0.077
710.476 190 | 0.04¢C
C{0.499 99 | 0. 029

91 0.490 90G¢ | 0.01C

10 ] 0.494 382 | 0.011

11 | 0.500 000 | 0.006 ©
12 1 0.497 &54 | 0.004 3
310.49¢ 674 | 0.002 7
14 | 0.500 001 | 0.001 &
151 0.499 494 | 0.001 O
16 | 0.499 682 | 0.000 62
17 1 0.500 002 | 0.000 39
C | 0.499 882 | 0.000 23
191 0.49% 931 | 0.000 15
20 [ 0.500 012 { 0.000 0C2
21 | 0.499 973 { 0. 000 055
22 | 0.499 973

23 1 0,499 973




g2 0L

£
}

11 cst inutile de donner & n une valeur supéricure a 20, ce qui fait
qu'on ne peut pas dépasser unc précision de l'ordre de 10-4.

Cn ne peut sc demander ce qui se passe lorsqu'on fait varier £&. Cn
constate que les résultats sont les m&mes tant que & cst suffisamment petit
(environ jusqu'a 10-5). Ensuite le nombre maximum d'expériences m devicent

inférieur & 720, et c'est lui qui, alors, limite le nombre d'expéricnces.
> q k4 ?




;. 7 Méthode des parties proportionnelles.

Zoas ome e cEEREE T R EE et C R B S SIS E TS

Plan minimax limite quand ns oo, et f.s0:

L'emplacement de la premiére expérience tend vers une 1imi-

o B I
te quand n—> o , & —>0 , avec la condition Fnﬂ&__l_
3
Posons en effet t_ =__1
op
n-1
2
T F_. F +(-—1)n F + _ n E F _ n
alor'str?: r;:_n__ln+21 = n1+(12) - n+nl+(—12)
Fn-1 Fn‘l Fn-1 Fn-—l Fn—l Fn-l En-l
n
d'tou ‘tz = i + l+(-1)
n n F 2
n-1

Cette équation du 2€ degré en tn a pour racine positive

t, = 1t Van ol A = 5 + u(=1)D
2 L Fnz "

Quand n tend vers 1'infini, A tend vers 5, t  a pour li-

mite le nombre d'o ¢ défini par 1'équation ‘CZ = T+ 1

lim t_ = €= lim Fn

N —» co T —= QO Fn_l

Cherchons 1l'écart entre t et T quand n tend vers 1'infini

F = o 2019 - = (L - 1
P-RE SFLFFL =T s(1-DF_+F=(1-D [Pn_ v L Fn_z]

n n-1 n-1 D=2 1 I’CE
: 1. - . =(l=- = I
Comme —1-:?{- -CC,Tn CCFn_l -0 [Fn-l TEn—Z]

Par récurrence F =T =(1-0™! {r _qr 1
2 he=i 1 oJ

d'ol : F-TF _ =q-O"




On tire F o en fonction de € dans la relation précédente :

F = (1-D® +qOF 1
n n-

= (1-0n+T(1 -0 L+ Cr

n-2
= (=D + (=D . L + @D+ Ty,
IS .,

F = zn (1—?}n—l{l = ‘Znﬂ(l-‘f)nﬂ
S T- (1)

dfol 1l'équation de Lucas

+1 +
T - (-p"

Propriétés de la méthode des parties proportionnelles

On choisit l'emplacement de la I€ expérience de telle

L

sorte que A CC.

L2
Ensuite chaque expérience est choisie dans 1l'intervalle
restant au symétrique de l'expérience déja effectuée par rapport

au milieu de 1'intervalle.

Les intervalles successifs sont déterminés par

L - q
L2
L; 17 Li+1+Li 2 g1 n-1
\ T -
Supposons gque pour 1, = (, arors
o
L L. _1-L; L L
2irl _ Zdi-1774 .L-l_lzcl‘_lzcl_:‘ P _q
L L L L

i i i i+ 1




L._

I . . . .
Comme =L est vrai pour i=2, c'est aussi vrai pour 2

On aura donc

s ey | L L i_l
— :._2—. Seee = gl e s = n-1 =(C d'oﬁ __1_ =
Is L Tis iy L
2 3 1 n 1
dtoll 1'efficacitée = = go-l
n

En calcul pratique, on prendra la meilleure valeur appro-
chée pourCZ, et si on choisit chaque fois l'expérience suivante de
la m&ne maniére, on retrouvera une méthode de Fibonacci quand n
est trop grand.

On aura donc intéré&t a choisir la nouvelle expérience en
utilisant le rapport “entre deux intervalles successifs : c'est la
méthode des parties proportionnelles.

Elle ne présente aucun des inconvénients cités plus haut de
la méthode de Fibonacci.

I) il n'est pas nécessaire de connaitre n au départ.

2) la précision n est limitée que par la précision du calcul

3) & nfintervientpas, et la méthode est trés silire

4) le calcul de l'emplacement de la I® expérience est fait

une fois pour toutes.

LLe nombre maximun dfeosz A Ao amde ARd A 3 X o mn
&~ SISO L O JilCa e Adil LUl ~4 \P L O S W i S - 1 D AN e N SRl a RN l:f\otd-
L ' 3 di

>€>L c'est & dire
m+2~ m+3




r

calcul pratique : Méthode des parties proportionnelles.

lDonnées : flx),a,b,n I f fonction & optimiser.
|

i=]
| n nombre d'expériences (ny 2)

a,b bornes de l'intervalle.

L1=b-a

u=L] x0. 61503399

v=u—L1

y=b-u

Calcul do ©
Yy

N

]

wzux 0. 38196601

X=y+w

Calcul de f
X

i

A f :?ES\\\

oui 2 //§//non
\

N

u=v
VIW
V?fmt:' v valaour approchés du
< T
ouil non —3 Résulta .
F S maximum,
. / Yo %
1=1i+1 ‘ _

le= u-v f wvaleur de f eny
L y

lf longueur de 1'in-

tervalle final.




i
' - 25
Comparaison de llefficacité des méthodes de Fibonacci et des parties propor-
tionnelles.
Aprés n cxpériences, l'intervalle final d'une recherche de Fibonacci
est ik - _Lrl ”:‘E.Fn-z
i == v
n
Ceclui d'une recherche par parties proportionneclles est
Lt E :.1__.
n ¢ n-1
I, L., +&F Cn-1 - en-1
donc — = IF L —— = 1+-§~F 2]. LF
“n n ! 1 P n
Comparons ¥ et ¢n-1,
n Fn {n-1
z 2 1,618
3 3 2,618
2 5 4, 236
5 e 6,854
10 e9 76,013
15 9e7 842,988
20 10 946 9 349
25 121 393 103 68
30 1 346 269 1149 €51
35 14 930 352 12 752 043
40 165 580 141 141 422 327
Appliquons 1'équation de Lucas :
czn-l ~ Vg‘
- &2 Lo ntl
ol e [1-(Ta™]
VE 2VE o s o
= = 0, 084
<2 >
L terme (‘Z:-Z)IH_l décroit trés rapidement quand n augmente.




X . - o~ n'}'l _ l - l - ~
Four n=5, ($-2) el = 0,003

5i € cst assez petit, le rapport cest de 1l'ordre de 0, 85,

Tt
25

n
Alors la méthode de Fibonacci est plus intéressante.

©n fait, intervient le facteur 1+ & F_ , qui tend & diminuer 1'écart
L - L,
1

entre les résultats des deux méthodes.
Il pcut méme aller jusqu'a l'annuler. Frenons lc cas ou Ll et & sont

L

I _ gntl

tels quc , ou n cst entier. Alors une rccherche par partics

proportionnelle & n expériences conduira a un intervalle final de longuecur
L1 - Q2¢

L'n = T n-1

Unc recherche de Fibonacci 4 n expéricnces conduira 3 un intervalle
final L =21t £Fn-2 ¢ @nil 4 Fpop
ina n = =
n n

[qn-l(l_:_q_z \/3)-(1-9:)’“'1} i} thctnﬂ_\érl-_@nﬂ} ::[2:‘:1
2 :

+1
Comme = a2’ =

A
V5
on a également L'n = (CZE .
Exemple : Cn cherche le maximum de la fonction sin 2x sur llintervalle [O,Vl]

= . T e o PA

Le maximum se trouve en—5— = 0,785 398 16

2} <
Cn se donne €= 10"

et on calcule avec & chiffres significatifs.

- Fibonacci Farties proportionnelles
maximum L, maximum L 'n Ln/ Ln
2 0.500 000 0.500 0.61C 034 0.618 1,4236
51 0.750 000 | 0.125 0.763 932 0. 145 1,160
10 0.786 517 0.011 2 0.785 216 0,013 1 1,170
15 0.7¢5 208 0.001 01 0.785 218 0.001 18 1,170
20 0.7C5 406 0. 000 0&z 0.785 391 330 0.000 107
25 C.7C5 291 22¢ C.00C 0092 &4
30 0.7865 391 350 0.000 000 €6¢
25 0.785 391 330 0. 000 000 07C
40 0.785 391 330 0. 000 000 007

Remarque : la fonction est pratiquement égale & 1 a partir de n=18. C'est

Pourquoi, il n'est pas possible de trouver unc valcur plus précise du maximum.




i Méthode mixte
yj., Méthode MIxt e
' principe de la méthode :
Princd]

On a vu que si n est grand, les méthodes de Fibonacci et
des parties proportionnelles se confondent pratiquement dans une
premiére phase pour se séparer ensuite,

Dans une premiére phase, on utilisera donc la méthode des
parties proporticnnelles qui est alors la seule possible du point
de vue calcul. Ensuite, dans une seconde phase, on utilisera 1la
méthode de Fibonacci.

Soit i le nombre d'expériences par la méthode des parties
proportionnel les,

Soit p le nomkre d'expériences par la méthode de Fibonacci.
Le probléme est le passage d'une méthode & 1'autre. Dans 1'inter—
valle restant aprés les i premiéres expériences, on a déja effectuéd
une expérience Yieg

On placera X ;41 comme premiére expérience d'un plan de
Fibonacci & p expériences dans 1l'intervalle [yi+l’bi]

Si X1 appartient é{¥i+l,y£+1}
on aura gagné si l'intervalle res-

, ]
Yier Fip1Yien o P

"

tant est {yi+1’bi] puisque la re-

1) '
1

cherche devient alors minimax.

et aussi si 1l'intervalle res-

i
+
'

.

!
-
B

[

!
i

[

i
:
1
1

‘

.

I | R S |
t.

+

L

tant est [?i*l’ai] puisqu'on aura

it i ol

3

réduil ia longueur de 1'intervallie

[N

restant.
Par contre si x;,,€ [y£+1,bi] , L'intervalle restant le

Plus défavorable sera alors [ai,xi+ %et on aura perdu en efficaciteé.




La méthode n'est donc valable que si Xi41 appartient &

] =+ -5 = -
[yi+1’yi+1] alors L;, = |bi-yy yfet Lo, = |bi-x. ]

L. o
On sait que 2. ="
) Bivg
D
+( =
. _ Fp-lLi+l (-1)*%¢
i+2 T
P
La condition x € t s'écrit aussi L Li+1
i+l Eﬁflﬂﬁﬁl] USSR T
L. +(-1)Pg¢ s
clest a dire p-1l i+} >3 i+l ou encore
F <
P
-1)P ) -
(-1)*T g 3 L1+1 (Fp ‘ZFP_I)
Comme F - <F =(1- )P, on a fimalement :| (-1)PL <(-1)Pg <'Cp+1
P p-1 iti !

L.

; ; +1
Si p est pair, Li+1$£(£p >

Si p est impair, L

L
+1 < i+l +1
e —£ %

Longueur de l'intervalle final

L . L. L
0 TR S 5.5 1
Lo L. L. Ligq

En appliquant les résultats précédents de la méthode

L .
des parties proportionnelles oLl
L.
L. - L. +&F
p . . i+ + -
de la méthode de Fibomacci L o5t tel que L_ = e ~
n Fp
et Si . e{y_ yY. }9“1 :CC
1+] i+ 1% i+ 1 L+

L, g iy aF
1 -
Donc L = p-2




Ly FP
~ 1 ff- _‘-._/‘ =
d'ou l'efficacate " e
n +£
Fromg
Ll P

comparaison de l'efficacité de la méthode de Fibonacci et de la

méthode mixte.

Lo(mixte) (L, €Th+gr
A la fin de la recherche,-—— D

- n_ .
Ln(Flbonac01) FP(L1+ EFn_Z)

F L.+& gr
n 1

— T - N
Fp‘( Ll EFn

p=2

- 2

k+1 5
Sachant que Fk ., {_(1_ q:>2k+c,}
\/5

L (mixte)  1-(-@ 2 1+ & Ty
n ‘ L1 pP-2
L (Fibomacci) 1-(1-€)*P*2 1+ £ r
n L n-2
1
-§)2P*2 4 (o2l i g
(1-D P2 Q- (1-0?1) £ l:(z' Foo=Fo 2
= 1+ x{l+ 1 =
+
1-(1- )EPT? 1+ £ 7
- L 1 11=2
= q P 1 L -3
Supposons p =15, alors ( €-1)" est de l'ordre de 10 s
ainsi que(-i:le 2-—Fn 5 le rapport des efficacités est voisin del ,

a1/1000 pras.
Si on utilise le maximum possible pour p, la perte d'effi-

Cacité théorique de la méthode mixte est négligeable.




-.""-'“_“

calcul pratigue

: méthode mixte,.

[?;;;ées : f,a,b,m,n, &

Boo-Vrai
I=1 r=0
L 1 :b_a

v=u—L1

y=b=u

Calcul de f
y

oul

f fonction & optimiser

a,b, bornes de 1l'intervalle

m nombre d'expériences par par-

ties proportionnelles (m » 1)

n nombre d'expériences de

Fibonacci

€ distance minimale entre 2

expériences.

@ non___;r Boo=faux
i= 0

S

oul
Résultats

Calcul de
vof 51 _={u-vi
F et F y f
n- 2 n
Al
F u_-u(-1)1
w=ux0, 38196601 W= n~2 1 3 w=utv+py
F
n
r=utv-w
X=ytw
Calcul f y valeur approchée
53
1=zi+1 du maximum
fy valeur de f eny
oui 1, longueur de
L £ _
v 1'intervalle final
£ -
J.y"J.x
usu-w
VZew
r=10
Boo
o oul non




| T

,) ©.Comparaison de Itefficacité des différentes méthodes minimax
On envisage divers cas ol 1'on calcule lt'intervalle final
avec 10 chiffres significatifs. Dans les néthodes de Pibonacci et
nixte, on a pris &= lO“B. Les nombres m ¢t p sont les nombres
respectifs d'ecxpéricnces effectudes par TFibomacci et par parties
proportionnelles.
Longucur de 1l'intervalle final

Cas do 2 cxpéricnces

Fibenacci 0,566 000 01

lixte p=1, m=1 . 0,818 0%3 97

Partics proportionnelles 0,618 033 99
Cas dc¢ 3 explricnces

Fibonaceci 0,333 333 33

Mixte pm2, m=1 0,38% 966 00

Partics proportionnelles ©,381 966 00

Cas dec 4 eéxpdricnce

| Fibonacci 0,200 000 00
' Iixbe p=l, m=3 0,206 011 32
p=3, m=1 0,26% 911 &0

Partics proportiennclles 0,236 067 97

Cas de 10 expériences
' IPibonacci 0,011 236 011

Mixte p=1, m=9 0,011 236 960

p=3, D=7 0,01 959 193

pP=5, m=5 0,011 271 246

i p=T, m=3 0,011 460 620
; p=9, m=1 0,021 286 245
| Parties proportionnclles 0,013 155 617

On constate gque la méthode nixte cst pratiquement aussi

cfficace que la méthode de Fibonacci, d&s que nm cst ég 1 4 3 ou ©




-8

Longucur dc 1ll'intervalle final

cas d¢ 20 cxpdéricnces

Fibomnaceci résultat non valable
Fibonacci théarique 0,000 091 361 394
Mixte p=1, m=19 résultat non wvalable
p=3, n=17 0,000 097 820 535
p=5, 1=19% 091 285 910
p=7, n=13 091 353 431
p=9, n=1%L 097 220 997
p=11l, n=9 097 309 050
p=1%, n=7 087 238 065
p=15, n=5 091 645 928
p=17, n=3 093 347 856
p=19, n=3% résultat non valabdle
Partics preoporticnnclles 0,000 106 963 30

Dans los cas ol la néthodc de Fibonaceci cst inapplicable, on

peut cependant utiliscr la méthode nixte avec une efficacité

~

édquivalentc & celle de Fibonacci. (1'intorvalle final théorique
L1+£.Fn:g

T - )
n

de Pibonacci cst obtenu par la formule Ln=

Cas de 40 cxpéricnccs

Tibonacci résultat non valable
Fibonaceci théoxriquc naxinun d'cxpéricncces dépassé
Hixte p 20, n 20 résultat non_galable

P=2%, n=17 0,889.10 ¢

=29, n=11 0,879.10~

p=3T, n= 3 0,617.1028
Partics propertionnelles 0,707.10

Ceci confirme les résultats prdécédents : on a intdret &

n'enploycr la méthodc de Tibonacci gqu'en fin de¢ reccherche.
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11.6. Leconomic d'expéricnces

; Les méthodes minimax, Sous lours conditions d'utilisation,
garantissent & 1l'avance, pour un nombre donné dlecxpéricnces, la
longucur dec l'intervalle final, Mais il pcut sc trouver au cours

dc la rweccherche des cas privilégids qui foni que certaines
cxpéricnces sont inutiles ot gu'on powrra donc obienir 1l'inteorvalle
final avec moinsg dvexpéricnces quce prévu.

| Dgalité des valcurs & comparcr.

Apres avoir cffcecctué la iéme oxpéricnce, on a obtenu

= =

f(yi) = f(xi) alors 1'intcrvalle restant estiyi+1,xi+1§ .

T O
; : isl
]

i b e e,

I . . . 1 b. o
| i y1+]. x1+1 k1+2 i

Pour établir lec plan minimax, on a supposé Ltintcrvalle
| final égal & {Yi+1’bi) ou (Xi+1’ai)° On aurait alors choisi, par

cxenple, x. symétrique de x. ar rapport a m. I'intervalle
P -4 1+2 '33’ q }\-1_{_1 p Pp i

+1°

| roestant aurait été (y.

1+1’xi+2) et on aurait alors choisi x entrc

i+3
L ] , = A X P S ~
ivl ct X3, ° Dang 1lc cas prescent, l'cxpérience cn X3.0 cot

inutile. On pecut donc économiscr unc cxpéricnce. Ceci ost valable

¥

quellc que soit la méthode minimax utiliséce.

Utilisation dcs bornes,

On se¢ placc au cours dc la rochoerche, aprcs la iéme cxpéricnecc

Les bornces a; ct bi de 1'intervalle rostant pecuvent I'unc ou

1'autre, 8tre bornes dc 1'intorvalloe primitif. llais cllecs peouvent
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1

qussi &trec des points dl'oxpdricences précédentes. Il cst donc
pogsible qu'on connaissc les valeurs f(ai) ct f(bi), ou 1'unc des
deux sculcment.

1°)£(yi+1)§§f(bi> alors nécossaireacnt f(ai)cif(y Lo maximum

i+1)‘
! .

g sc trouve ccertaincment
* A

1

\ . -, . . : . N

: 4 N, . ; dans 1'intecrvalle (yi+1’bt’
y _ , . :
d : e - i - 3

. .oyl M. b. n aura donc lc¢ choix
as Vi1 B yi+1 Be vy i N

rour X, cntre doux
i+1
r 49 o o TS 1> - ‘

positions dans 1'intervalle (yi+1‘pi)'

2°)f(yi+1);gf(ai) dtol f(bi)<(f(yi+1) alors lc maxinmum sc trouve

Y.

! fad St

5 B T ; dans (ai’yi+1)' I est donc

i /1:2 : 1+1 x inutile dtoffeectucr 1'expéricnece
ag Bi.o yi+l sy yi+1 bi X1 qulon aurait du faire en

y£+1. O0n gagnc ainsi unec

cxpéricnce., Ensuitec, on aura lc choix dc doux positions pour =x.

+2

Utiligation de™itéconomich,

In pratique, 1'égalité des valecurs de la fonetion cst rare
quand cllc cst duce unigucment au hasard., En général el}o sc produit
4 proximité dau naximwn, ou parfois dlun palicr, ct il y a licu dc
s'en assurcr. On peut notamment testor la distance des deux points
ol ont été faites los cxpérignces,

Pour I'utiligation des valours aux bornes, on aura intértt
4 sc placecr dang lLe 2%nc cas s f(yi+l)<:f(ai) lorsque c'ecst possible

Une condition nccessaire cn cst que f(bi)=<f(ai) . Donc chaque fois

qu?

on aura lc choix cntre doux valours possibles pour l'abgcissce de
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1texpéricnce suivante, on se placcra le rlus precs de la borne
on la wvalcur de £ cst la plus grande. Si on nc connait gue 1l'une
des horncs, on choisira lc¢ point proche de cctte borne.

Des cssais sur des cas particulicrs mentreat gue le nombre
dtcxpéricnces écononisgées varic suivent lcos fonciions ob les
intorvalles. Par cxemple, dans unc rechorche a 40 expéricences; leo
nonbre d'cxpdéricnces écononisdes caot conprige cntre 0 et 4 en
général., Exceptionnecllicment, on trouve des cas ol 1lc nombro
d'cxpéricnces économisédes cst plus inpoxrtant; il peout aller
jusquta 20.

Dans le cas d'unc rccherche a4 plusicurs variables, ol 1'on
répete un certain nombre de fois la recherche & unc variable,
on coustatc quc Ic nombrec dl'cxpdéricnces écononisdes augmente
avee tc nombre total d'expéricnces, ci quc le rapport de ces
deux nombres est dc 1'lordre de 1/10.

Le proocdédé s'utilisc indifférenment avee los différentes
néthodes : Fibonacci, partics proportionncllces, mixte. Hous
donnons & titre dlexenple ltorganigranme de 1la méthode dos partics

Proportionnelles avec économic .,
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caloul prabiguc: léthode des partics proporiionnelles avec écongnic

QDonnées:f(x),a,b,ni f Ta fonction & optinmiscr

a,b borncs de l'intervalle

il s n nombre d'oxpéricnces (n 2)

B L R by

lv=w.0,38196601]

, i U=Vt

1 f =%

[ no¥

| Calcul de £

! i= i+ 1
7N

.oui™ mnomn Ny 5 : S

l
|

i f w=f =2 !f 3.1 i
Tu v vy

'1<:n;3§> non ‘Résultats: ¥, T ,lf, i j%
~_oui — ¥ 3
L <F <t :
WU e e oui ™ ¥
| ‘lf”ffu| ngg;\\
i e f

SN 'Y:‘:

o 1f= u-¥ longucur d¢ il'intervallae

y valcur approchéc du naximum

-

- 7.

-~

fy valcur de f cn y

e : H N
=i+l w=v| ounl

‘Q{_

f d jatadad

:  W=1.0;36196601 -Tinal

i 1 L= YW t
i

; i nonbre d'ecxpéricnccs cff 18
Calcal de § CcXp cnceg ccituées

4

- J nombre d'cxpéricnccs économisder
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11X - PLANS DE RECHERCHE MINIMAX EN PROBABILITE

: ITIl.1l. Exposé de la méthode,

Irtroduction :

Les méthodes mininax sont inutilisables si 1'intervalle de
recherche (a,b) n*fest pas de longueur finie. C'est en particulier
le cas dans une recherche & plusieurs variables oll on se raméne
4 la recherche du maximum sur une demi-droite,

Plus généralement, que 1'intervalle de recherche soit de
longucur finie ow infinie, on envisage le cas ol on a des
renseignements sur la position du maximum gqui on rendent
l'apparition plus ou moins probable suivant 1la position dans
i'intervalle, On distinguera alors deux problémes :

1°) L'estimation de la loi de probabilité du maximum sur
l'into%valle de recherche.

2°) Connaissant cettbe loi, la recherche d'unc stratégie qui
minimiéo le maximum de la probabilité pour que lc¢ maxinmum de
se¢ trouve dans l'intervalle final,

Remarquons que dans la méthode de Fibonacci, on a supposé
implicitenent que la loi de probabilité du maximum sur

1l'intervalle initial &tait wne loi uniforme.
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Hinimisation du maximum de la probabilité de 1'intervalle final

Soit f£(x) unc fonction réelle d'une variable réelle,
unimodale sur l'intervalle de recherche de longuecur finie ouw infini
pe naximum M ecst unc variable aldéatolire dc fonction de xrépartition
égale a P(m).

On cherche & localiser I par des expéricnces successives
en Xys Xpy eeeXy ee- dont lcs résultats aurogt les valeurs f(xl),
f(xz), ...f(xi) .se On désigne par (ai,bi) l'intervalle restant

apres i cxpéricnces. Soit Pi la probabilité de trouver M dans

1tintervalle (ai’bi)’ alors P, = F(bi) _ F(ai) a
1 T s D) [ =) [ = ST BS GS T s [ e e S e i el e e s _
F(bi)f——"'_—waum—""‘““"‘i;;ﬁ”/ F(x)
F(ai)\i»—«4.«..-~__,,___w_‘___-_-_:/_;»/ E
O ‘
o 1
il o
—— - ’ -
¥ a, b. .
X 1

Solt un point y de (O,l). Comme F est unc fonction de réparti-
tion, il cxiste un nombre réel x ot un secul tel que F(x}i}y et
porr towt Z >0, F(X+€);:y,.c'cst 4 dire qu'lon peut tomjours
définir la fonction P % réeiproque de TF.

La fonction f(Fnl(y)) définic sur )0,i( cst unimodale sur cct

intervalile. On pourra donc lui appliqucer unc méthode minimax.




Apres n expéricnces, l'intervalle final (F(ai) y F(bi)) a alors
pour longucur la probabilité de 1t'intervalle (ai,bi). Cctte

néthode mininisc la probabilité de 1'intervalle final.

Longucur dg 1¥intervalle final

Apres n cxpéricnccs, on sait que le naximum de la fonction
=) L n-3
£{F "(y)) sc trouve dans un intervalle de longucur 1/g .
La probabilité de 1l'intervalle final de la recherche du maxinun
de £ cst donc conunuc a 1l'avance. I1 n'en va pas dc nlme, con géndéral-
pour l'intervalle lui-m@ne.
Aprcs n expdéricncces, on a détorminé un intervalle (an,bn)
contenant m ;3 los nombroes 2, et bn sont tels que =
i
g1

r(v,) - Pla) =
La longucur dec l'intervalle (an,bj) dépcend dc la fonction P,
it
Prcnons le cas ol Il posseéde uwne densitdé de probabilité g, il cexiste
@ = . » -
+ ; < R - 3 - o5 .
entre a et b un nombre Y el que P(bn) F(an) = b(ﬁg'(bn an)
< 1 o5
1t —_— o= (e Y, -
Coh  —frpe = 8(5 ) e (bymay)

S_U N
clest & dire n =1 - log ig(5 )? - logw(bn—an) avee b -a L& .
‘ &’J - 3
ct ;n voisin de m.

gn voit que n dépond :
«» de la deoengité de probabilité g au voisinage du maximum. Plus
cat ocvrand
cegt oran

poti

I
o

celto~g o Mmlve M anra
11i® < RpoRE T 0

>

« de 1la longuour cxigdc pour Ltintcrvalle finalj; un nombre final

Plusg petit cxige un plus grand nombre d'expéricnces.
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IIT1.2.Exenple dl'utilisation :
On cherche le maxinum d'une fonction uninodale sur [O,m[ o
Le naximun est une varibla aléatoire Il de fonction de wdépartition

r(x) =§1 -~ L s x 2 0 avec h et p réels positifs,
| x
} (1 +“H)
\

0 sinon

La fonction inverse de F, définie sur fO,l] cst s

1 -
-1 =
PR = n[(-)7F ]
0n effectue la recherche du naximun de la fonction
-1 ks | oy
£{F " (y)) sur 1tintervalle (0,1) par des expérioncecs en des

points ¥32 Jor <o+ ¥, suxquelles correspondent sur f0,ay a-

) -1 a1 -1
pointc x,;=F (yl), x,=T (yz}, coe x =T (yn) ’

Signification des paraméetres :

La densité de probabilité de M est g(x) = E pJI'Si x>0
x
)h(l «A.nﬁ-
\0 sinon
La moyenne EM est infinie si p‘gl, et égalc 2 D dans le cas

p-1
contraire. Le paraneétre h scrt d'unité de longuecur ct ddtermine

llordre de grandour duw maximum. Le parandtre P, lui, donne la

répartition duw maximun auntour de h.

r

¢t

L'ecscntiel dw comporicuenld d¢ la ndéthode sc situwe dans tos

cas ou le¢ maximum cst beaucoup plus grand quec h,
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Recherche quand M est grand :

On utilise alors des expdéricnces Xy xz, s X telles que

¥p=1-(T-1), ¥,=1-(t-1)%, ... y -1-(121)?,
' <1 eR Y
dtol en général X, = h{kt—l)?~i} - hyﬁp—i} = hEgn~ﬂ ol X=TP
L LS 1. 3 L s
dtou x, + b = hxﬂn

Les cexpériences successives de la recherche sont donc plaéées
suivant unc progression géométrique de raisond{.
La progression scra d'autant plus rapide que of cst grand donc
que p est petit, Le paramdtre aura donc unclgra;dc valeur si
l'ordre dp grandcur du maxinun donné par h est pou sur. La progres
sion est alors rapide vers le véritable ordre deo gran@eur.
Par contre, si l'ordre de grandcur de M ecst connu, c';st
prendre le risgue ' dc perdre inutilement du temps} on prendra

alors of plus petit.

Recherche qusnd I cst petit

Lersque l'ordre de grandcur dec i cst becaucoup plus petit que h

x s e X

lc plan de recherche utilisc des cxpériences on x 0y * -

l y
& I E n
cls gme y =l-1, yzz(t—l) 5 8 ege yn=(t-1)
dtol X, = hy;«-iL ~~1l s %Ccul)n powvr n asscz grand.
LA-(v-1)"]P

Lt'intervalle final au bout de n cxpdricneces cst do langueur vediain

Bynz n-—-1
de ={T-1 .
E(v-1)
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Paxr exonple, dans le¢ cas h=1; p=1 la suitc des cxpdéricnces scui.

la suivante :

M

0,618
0,170
0,059
0,021
Q0,008
0,00%
0,001
0,000

'
o

el bl k)
G’-J‘@NWH#HM N=> |
|3 |

034
820
017
749
197
115
187
453

00
40

oo

20
266
293
653
312 5

Les choix dos paramdtres dépendent du probléme particuliecr

Pax cxocmple, pour la recherche sur unce dircction au cours de 1-

recherche a plusicurs variables, Vicnncey prend pour h la longwour

du déplacement precedent sur unc direction ot pour p la valcur 7

ce qui donne A =T ,
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_Optimisation par approximation de la fonction.

On sait calculer analytiquement le maximum de certaines fonctions.,
Etant donnée une fonction quelconque f, possédant un maximum en mi,
on cherche une fonction f.‘k possédant un maximum en m‘k qui approche f.
Alors on supposera que rn:lc approche m.
o

Le procéddé devra &tre itératif car on sera amené a répéter plusieurs

fois l'opération,

; Interpolation par une parabole

Cn part de trois points STESTRTT

Cn calcule les valeurs f(:cl), f(xz), f(X3) de la fonction f en ces points

er on cherche le sommet de la parabole passant par les points %y f(xl}
x5 f(xz)
xq f(X3)

Calcul de 1l'abscisse du sommet

On fait un changement d'axes, en passant x%., f(x,) comme origine
3 p 2) 2

) f(xz) +fv

"

X, = X, +TvVv £{x

1
%, = x,+u £(x2.)
)

f(xz) + fu

La parabole a pour équation

par rappori aux nouveaux axes

- =t
Y =aX"+bX+c

.
W

.

1]

.

)

0 N

|

:

)

I

|

n

¥

;

g...__!r for

=5

=

£ £ ' f .:av2+bv+c
1 ............ [} t Y
' i 0= (e
: i 2
' ) f =au"+butc
. . u
1 i
: i
N 1
’ o ) = afu-v)
0 XI AZ By X
! £
= i 11
a = = = = .. ==
ey (5 %
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Mt -

L'abscisse du sommet est s = - ____Zba = . _é_ va lfl u
.
u v

Construction du procédé itératif

I.e maximum m de la fonction se trouve dans l'intervalle [Xl’ x3]

Moyennant cette hypothése, on calcule la fonction en K1y Koy Kge

Deux cas sont possibles

1°) a> 0 Il n'y a pas alors de maximum. Il faudra
choisir un autre point.

La fonction f étant unimodale, on pourra
réduire cependant l'intervalle.

Dans le cas de figure, %4 devient inutile et

on choisira un nouveau point entre x, et Xy

2°) a<© : Si s se trouve dans l'intervalle, on pourra
le prendre comme point ou sefera 1'expé-
rience suivante.

La comparaison du résultat avec f2 servira
d réduire l'intervalle

alors soit Xy soit Hy disparaitra.

Blvre = s
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On pourrait également choisir Xy X55 X g a l'intérieur de l'intervalle,
mais alors seulement dans le cas ou la fonction est convexe.
Sinon on s'expose 4 une non convergence du processus et il est alors
& i 1 Edui 551 1'i 1lc et de
nécessalrc de rédulre progressivement l'intervalle et de tester a.
Lia méthode donne d'excellents résultats si la fonction est convexe

Exemple : f(x) = sin 2x x & [O, 1]

En calculant avec & décimales, il faut 4 itérations pour atteindre le
maximum de précision.
L.a méthode tombe en défaut si au cours du calcul, deux expériences

sont effeciuées, a une distance trop faible.

Les longuecurs u et v doivent rester constamment dans le méme ordre de

grandeur.




calcul pratique

1,6

s
G

: méthode d'interpolation d'une parabole par

3 points.

Données:f,xl,xz,x3,5_,n

V=X,
u=x3-y

f(y)=fy=f(x2)
fu= f(x3 )-—fy
VEXy-Y fv=f(x1)—fV

i=3

Boo=(s30)

Boo

Oy

w=u

oui

non

Résultats
y valeur approchée du maximum
fy valeur de f en y
lf: {U.'-V l
longueur de l'intervalle final

i nombre d'expériences
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N Interpolation par un polyndme du 3® degré - Méthode des tangentes.

On donne | x, £, = f(xl) , 1 = £'{x)

x

1 ’f = £ ’fl :f!‘
vy, i iy ) " y)

Posons u = X, = Xy,

Cn place l'origine des axes en (XI’ 0)

Le polyndme d'interpolation est alors Pu) = au3 +bu2+ cu+d
3 2

f =au  +bu”+cut+d
. y 2
f'y = 3au” + 2butc
£ =d.
x i
f1 =c|

g

PosonsA=au3, B=bu2, C=cuy, D=4d

s

alors f =A+B+C+D A=uf'y-2fy+C+2D
uf' = 3A+2B+C B =3 - uf' -~ 2C ~ 3D
Yy Yy y
=D C = uf!
b x
uf! = C D=f
55 X
La dérivée P'(x) = 3ax2+2bx+c a pour discriminant
A= bZ - 3ac

4 2,
ou pA'u =BT - 3AC

(A
I
[¢XY
H
O
4]

t
o1

i

Sipa'> 0, P'(x) a deus

I,a racine donnant un maximum P est la plus petite si a > 0, la plus

grande sinon

-b-signefa) Va' _ _, B+ signe(A) \/BZ-3AC

3A 3A

w

Si a est voisin de 0, alors on obtient le sommet par

G u

S = = —mmm = -

£
2b 2 B




Calcul pratigue

: méthode des tangentes.

Données

£,6" 3X1>X2>n95

|
y=x
f =f(y)
y

fr=f"(y)

y Y
U=x 5~y
fu=f(X2)-fy
friu)=f*(x2)

l

Calcul de s
i
X=y+8
e
Calcul de fS

et de f!
s
<<?g}};>oui STOP
B
non
@

ouil non

VIR u=s
fyzfx fu=fs—fy
Fl=f" iV = i

Yy = u s
u=u-s |
=3 [ o [ =g o l
& -5 ' = 4.
u 103 2 X‘ /l

izi+ 1
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IV¥.3. Interpolation par un polynome de degré quelconque s

Seient n+l nombres réels By 32 8y eve 8y tous distants dtaum
moins &, les valeurs f(go), f(gl), ... f(g,) de f en ces points.
=
g X - £.)
i=1 * _ .
Soit D le polynome passant par les n+l points 3g@,f(go)t,

Soit & le polyndme

{

;gl’f(gl)}’ oo 'gnvf(gn)é .

Posons Q = g . On developpe Q en fractions sinples :
' i=1 R
Q = g = Ro + S o ou les Ri sont des nombres réels.
dhell, " - Dlsy) (1)
On obtient les R. par la fornule R. = TTT—” ou & est le
+ () i=n . N (g.)
polynene et R =Q;§94.b2_ﬂ %Ei_. e
- FTEs °a(g.) i=1 g _~g
B o] o ~i

Alors on obtient D = @ . @&, ol @§ et G sont entidrement
déterminés.

Calcul des dérivées de G 3

Bk g FB 1
¢ = | €x—g.) entraine =} = <.
; i3 G? : X-g -
i=1 L1y J=1 i
~ 1
On pose 8 = ~/_ —
‘ i-1 X783
dfoll GV = G.9
2 i=1
et GY = G.(8%+S') avec S'= -/ 3

i=1 2
: * (X—gi)

Calcul desg dérivées de Q ¢

Q@ =R _ + Z_. S
i=1 ¥783
i=n R.
Q_t = 2 s 8
T'":"' ( " 2
=1 {x bi)
i=n Ry
QH = 2 .Z___, ) ) 5
STk Qx‘gi)‘




Calcul des dérivées de D

D = ¢.Q
D' = G{Q.8 + Q')
D' = ¢(Q" + Q.S' + 2.Q'.S + Q.S%)

Recherche des zérog de D!

Soit % unc valcur approchdée d'un zdéro de D'. On obtient
une meilleurc approximation de la racine de D' cn donnant un

accroissement fix & x, égal d'aprces la formule de Uewbton, & :

§
g = _ Dx)
D (X)
clecst & dirc dl'aprces les formules précédentos 3
1 .
B == g puasmpessec e IR ===
" 1 ]
S 4+ .9‘_._ + _9"__ ° S j_Q" S
Q.8 + Q¢

Recherche d'un maximum @

On atteint un maximum de D, en trouvant un zére de D!'.
Oon cherche un maxinum de f£. Avant déja ceffectué n cxpéricnces,
on cherche le maximum du polynome passant par ces points, et
cl'est 12 gqu'lon cffectuc l'expérience suivante. On pourra itérer
1a formule précedente pour obtenir une valeur prdécisc du maximum.
Remarquong que 1lexpression de Ax fait intervenir les
quantités 8, S8', Q, Q', Q" uwniqucment. Pour ohaguo nouveau point_gk
on calcule { = f(gk)/G(gk) ct lcs guantités 8,8', Q', Q" sont
obtenues simplement par addition diun noumveau terme a Lour

valeur précédentc.
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Exenple d'intcrpolation par un polynome de degré gquelconqgue :

Soit la fonction f{x) = sin x . On wtilisc les résultats
obtenus chaque fols qu'on donne trois valecurs initiales.
Plagons nous d'abord de telle sorte que la fonction soit

unimedalc. Comme sin x admet un maximum en H~= 1,570 796 32
’ 2 .
prenons par cxemple Xy = 1 Xy = 1,5 ct x5 = 2 . La progression

cst alors la suivantce g

n : big X =~ 1*
N ___._m]}w— e e no- — -

1 i 1 ;

2 % 1,5 :

- |

4 i 1,569 431 23 | - 0,001 365

5 | 1,572 540 35 i 0,000 644

6 1,570 791 00 | - 0,000 005 32
T 1,570 794 32 | - 0,000 002 00
8 | 1,570 F97 36 |- - 0,000 001 04
9 1,570 796 63 | 0,000 000 31
10 - 1,570 802 16 ¢ 0,000 005 84

L,a progression est tres rapide, surtout au départ. Elle
est cependant limitée. Quand le nombre de points augmente,
1a valour de l'errcur augmentc aussi., On aura donc intéret &
limiter le nombre de points.

=5
Par cxemple, avece . =10 “,la recherche s'arrttec apres

cexpdricnces. Les nombres g. sont alors
P g

0,999 999 999

g, = 1,570 800 98 £

gy = 1,0 £1= 0,841 470 979 £,= #(ay)
gy = 1,5 £,= 0,997 494 .980

g5 = 1,569 431 25 £3= 0,999 999 076

g, = 1,570 790 99 £72 0,999 999 999

g5 = 1,571 540 35 £i= 0,999 999 151

86 = 2 ’ f6= 09909 29? 429




s .“\'"’
Le test de sgortic compare les nombres g, ed g4. On sait
qutalors la fonction atteint numériquement le maxinmu«g il cst
donc inutile de poursuivre la rccherche.
Supposons qu aw licu de s'larrdter, on continue la recherche

donnant a 8 la valcocur 33 la recherche continuc alors dans cette

dircction. La progression cst alors la suivantce :

n Xy i f(xn)
i i g’y TRV RG] o St i S

8 3 | 0,141

9 2,889 i 0,249

10 ) 3,004 ! 0,136

1r 3,002 g 05138
12 55303 § - 0,161

1: 5,270 | - 0,128

14 3,320 ; - 0,168

15 | %4300 L - 5,158

16 7,780 : 0,987
17 795817 | 0,964

5 | 75786 : 0,997
9 75783 : 0,997

20 ! 7,807 98 05998 942
21 7,804 12 | 05,998 757
27 7,808 85 | 0,998 981
2% § 7,80F 99 ! 0,998 648

24 7,854 36 ! 0,999 999 952

On constatc que la méthode converge vers un autre maximum

de la Tonction £ qui sc itrouve en iéL = 7,853 981 63 .

La convergonce csgt ccependant becaucoup moinsg rapide, et la
convergence n'ecst pas sfire.

De toutes fagons, cctte méthode peut aussi bicn convorger

sur un minimum si on ntest pas assuré a l'avance gue la fonction

ede un geul maximum donc cst unimodale dans 1lc¢ domaine de

[

pos

recherche .

(224
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Voici quelgques cxemples de xrésultats de recherche

" %, X, x5 Xy f(xM) n (g?mbr? .
d?cxpéricnces)

0,001 1 5 10 7,853 760 E

0,000 1,5 2 3 - 1,570 804 -1 30
0,0001 0 0,1 0,2 -45,552 & -1 11
0,001 0O 0,05 0,1 32,066 7 115
0,001 0,1 0,2 0,3% - 1,570 809 -1 9
0,001 0 0,2 0,4 - 1,570 819 -1 9
0,001 0,1 03 0,% 1,570 802 1 10

Conclusion :

Ll'organigramme dc cette méthode cst semblable & cclui de
la méthode d'interpolation par unc parabole. Le suceés dc la
roccherche dépend des memes conditions. La comparaison des deux
méthodes dans des cas pratiques montre qu'on ne gagne rien, cn
général, & augmenter le degrd du polynome, ¢t quton y perd
& coup sur quand cclui ci devient trop grand. Comme lc tenmps de
calcul augmeunte avec lc degré du polynome, on g intéret 2
choisir la méthode plus rapide de 1la parabolof

De plus, la méthode de la parabole a 1'avansage dfune plus
grande souplessc, cc qui permet de Ifutiliscr conjointement
4 unc méthode plus surc, par cxemple minimax, qui pourra la

supplécr au cas ol clle s'aveércrait defaillante.




V - COMPARAISON DES DIFFERENTES METHODES DE

RECHERCHE SUR UN INTERVALLE

y-I. Les qualités d'une méthode

Les qualités qu'on pourra demander d une méthode seront,
en général, les suivantes :

I) La slireté : le résultat devra pouvoir &tre considéré
comme valable, et la méthode doit pouvoir donner la précision.

2) La précision ; la méthode doit pouvoir atteindre une
précision donnée & l'avance.

3) La rapidité du calcul : le temps de calcul comprendra

- les temps de calcul de la fonction,
- le temnps pris par le plan de recherche lui-ménme,

Quand ce dernier est négligeable devant les temps de
calcul de la fonction, la rapidité pourra se mesurer au nombre
d'expériences,

Ces qualités ne sont pas toujours assurées : par exemple
la slreté dans les méthodes par approximnation, la précision dans
la méthode de Fibonacci, la rapidité du calcul différe suivant les
méthodes.

Souvent les trois exigences sont contradictoires et le

choix de la métlode dépendra des priorités qu'on établira entre

elles.




En fait, aucune des méthodes que nous avons étudiées ne
s'impose comme supérieure aux autres dans tous les domaines. Il
faudra donc effectuer un choix, qui sera fait d'aprés les condi-

tions de chaque probléme particulier.

V-2.Les corditions du probléme

Devant un probléme pratique & résoudre, va se poser le
probléme du choix de la méthode & utiliser.

Le choix de la méthode dépendra d'abord des conditions du
probléme. Ces corditions sont les suivantes :

I) La configuration de la fonction : on envisagera notam-
ment les cas olu la fonction est unimodale ou convexe.

2) Lfintervalle de recherche (a,b} ; 11 peut &tre de lon-

I gueur finie ou infinie.

3) Les renseignements qu'on peut avoir, ou les hypothéses
faites avant la recherche sur la répartition sur \:a,b] de la
probabil it &€ du maximum.

On effectuera donc une recherche préliminaire qui permettra
de préciser les conditions précédentes.

On pourra également faire des hypothéses : par exeaaple
supposer la fonetion unimodale. Alors m&me si la fonction ne 1'est
pas, on peut espérer obtenin un mikimum local.

Un procédé de ce genre est déconseillé chaque fois qu'on

peut ne pas l'utiliser. En effet, on s'expose aux ennuis suivants
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I) Le résultat n'est pas sOr, et la pré&cision donnée par
la méthode est sans valeur. De plus, m&ne si on trouve un maximumn
local, ce n'est pas forcément le maximum qu'on cherche, et la
recherche effectuée ne fait pas progresser la connaissance du vral
ma X imum.

2) Les calculs sont en général beaucoup plus longs, et
d'une fagon imprévisible.

Une bonne recherche préliminaire est donc nécessaire pour

- qu'on puisse considérer le résultat trouvé comme valable

- obtenir la précision dérivée

- commaitre & lfavance 1l'ordre de pgrandeur du temps de

calcul.

V-3, Commernt cltoisir une méthode de recherche

I°) La fonction est uninodale et 1l'intervalle de recherche est

de longueur finie :

Si on veut d'abord une méthode sfire : on choisira une

méthode minimax.
I€ cas : La précision demandée est faible ; le nanbre de
chiffres significatifs de la précision est inférieur a la moitié du
nombre des chiffres significatifs du calcul.
Par exemple, si on calcul avec 8 chiffres, la précision
relative est supérieure & T074,

Alors la méthode la plus rapide est la méthode de

Fibomacci,
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2% cas : Si la précision demandée est plus grande, alors
la méthode la plus rapide est la méthode mixte Fibonacci, parties
prroport ionnelles,

Dans les deux cas, la méthode des parties proportionnelles
si elle est a peine moins rapide que les précédentes, possédde
l'avantage de la simplicité, Flle s'impose lorsqu'on ne connafit
pas d l'avance le nombre de points utilisés dans la recherche.

Enfin quelle que soit la méthode utilis&e, on a intérét
& utiliser 1'économie d'expériences.

La rzpidité de ces méthodes peut &tre comnue & l'avarce.
Une précision,relative & l'intervalle initial, de r chiffres
significatifs exige 5r expériences environ.

Si on désire une plus grande rapidité,deux types de

méthode sont possibles :

Si la répartition de la probabilité du maximum n'est pais

uniforme sur l'intervalle de recherche on pourra utiliser une

méthode minimax en probabilité&., I1 faudra alors choisir une fonc-
tion de répartition et des paramétres qui dépendront du probléme
considéré. On gagnera alors en rapidité si les estimations de la
probabil it é du maximum faites avant la recherche sont bonnes, et
on perdra dans le cas contraire,

Si la fonction est comwexe, on gagnera certainement a
ut 1] iser la méthode de recherche utilisant 1'approximation par

une parabole. La rapidité est alors excellente,
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On pourra aussi employer cette méthode lorsque la fonctior
est suffisamment réguliére, & condition d'avoir prévu les cas ol
elle serait mise en échec. La méthode est alors moins rapide mais
peut, si la fonction le permet rester compétitive avec les méthodes
minimax. Ceci est vrai notamment & la fin de la recherche, quand
la fonction a optimiser devient convexe au vo isinage du maximum.

Les méthodes utilisant un polynéme de degré plus &levé
ne semblent pas gagner en rapidité€ sur la méthode de la parabole ;
méme dans le cas ol la fonction & optimiser est un polyrSme, le
gain est trés faible.

Par contre, elles présentent 1'inconvénient d'exiger des
temps de calcul d'autant plus élevés que le degré du polyndme
utilisé est grand. Et ce temps de calcul n'est en général plus
négligeable devant les temps de calcul de la fonction que si celle-

ci est assez simple.

2°) La fonction est unimodale et 1l'intervalle de recherche est de

longueur infinie :

Les méthodes minimax sont inopérantes sur un intervalle
de longueur infinie,

On peut toujours utiliser une méthode minimax en proba-
bilité, Cette méthode est trés sfre, par exemple conjuguée avec
la méthode des parties proportionnelles. Par contre, la rapidité
et mé&ne l'espoir de trouver le maximum dépendent entidrement de
la fonction de répartition du maximun, donc des estimations faites

avant la recherche. C'est un probléme qu'il faudra nécessairement
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env isager avant la recherche.

Si la fonction est convexe, sur tout l'intervalle infini,
on pourra utiliser aussi la méthode de 1la parabole. Sinon 1lfutili-
sation de cette méthode n'est pas sfire. Il est préférable de se
ramener d'abord & un intervalle fini et éventuellement de 1l'uti-

liser ensuite,




VI - RECHERCHE AVEC CONTRAINTES

VI 1Les intervalles de travail :

Dans les chapitres précédents, 1l'intervalle de recherche
était donné par ses bornes a et b, On ervisage 3 présent le cas
plus général ou 1l'intervalle [a,b] est déterminé par un systéme p
contraintes de la forme Wi(y) > 0, ou chaque wi est une fonction
réelle de la variable y définie sur tout l'axe réel.

Le systéme de contraintes définit un intervalle connexe

Ea,b] e

La fonction f dont on cherche le maximun sur {g,b] doit
obligatoirement &tre définie partout sur (a,b} pour que la recher-
che soit possible. Il faudra donc prévoir le systéme de contraint
de telle sorte qu'il en soit ainsi, Dans le systéme des contraintes
pourront entrer des conditions de définition de la fonction. Dans
ce cas, on devra toujours, avant de calculer la fonction en un
point, vérifier que ce point satisfait le systéme des cortraintes,
ce qui exclut le calcul de la fonction en dehors de [a,b].

On peut aussi rencontrer le cas oW on connaft un inter-
valle I sur lequel la fonction est définie et qui contient [a,b] -
Dans ce cas, on peut calculer la fonction f méme en dehors de [a,b}.

Avant de commencer la recherche, il faudra, dans tous les
cas, déterminer un intervalle J de 1l'axe réel, connexe, tel qu'on
soit slr qu'il contient [a,b], En général, J sera ]— m,+w[ . Mais

dans la pratique, on rencontrera des cas particuliers intéressants.
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Si on connaft & l'avance un intervalle I, contenant {a,b},

sur lequel la fonction f est définie, alors J sera I.

Dans le cas de la recherche & plusieurs variables, la
recherche sur une direction se fait & partir d'un point connu &
ltavance. Alors J est [O,j[ o j est fini ou infini
(Voir Vienney : II).

Comme la fonction f est uninodale sur l'intervalle de
définition I, elle est monotone sur tout intervalle connexe ne
contenant pas le maximum. Donc si le maximum de la fonction sur I
ne se trouve pas dans [a,b] s le maximum de la fornetion f sur

[a,b] est une des bornes, soit a, soit b, c'est 3 dire en un
point ol l1'une au moins des contraintes s'annule, les autres étant
positives ou nulles,

Par contre si le maximum de la fonction sur I se trouve
aussi dans [a,b] , c'est bien le maximum de la fonction sur {a,b] .

On peut donc atteindre le maximum de la fonction f sur

[a,b] de trois maniéres :

I) en atteignant le maximum de f sur I

2) en atteignant le point de saturation d'une contrainte

3) on rencontre également le cas ol le maximum de la

fonction f sur I, et une des bornes de l'intervalle
sont vo isins ou mé&ne égzaux.

sz

Bien qu'étant la réunion des deux précédents, ce cas sera

(45)

. PN ] s S
envisagé A4 part. Ceci n'a avcune importance pour la rocherche 3

une variable mais peut en avoir si on 1l'utilise ensuite par

exemple dans la recherche du maximum d'une fonction de plusieurs
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variables (Voir Vienney ... ).

Remarquons que la connexité de 1'intervalle [a,b} est
indispensable pour qu'on puisse utiliser 1l'unimodalité de 1la
fonetion,

Dans le cas contraire, il faudra étudier séparément

chaque intervalle paptiel.

]

N\
N

.

\ G

Cofit de la recherche

Dans le cofit de la recherche, entrera zlors ron seulement

les calculs de la fonction f mais aussi les calculs sur les fonc-
tions ¥ correspondant aux contraintes.

i

Remarquons que dans le cas ou il y a des 1 iaisons, la
résolution du systéme est & faire en tout point, quels que soient

les autres calculs effectués en ce point : calcul de f, calcul des

contraintes ou les deux & la fois,
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Soient N le nombre de points de la recherche. C'est le
nombre de fois ol on résoud le syst@me des
liaisons.

Nf le nombre de points ou on calcule la fonction f.

NC le nombre de points oU on teste le systéme de

contraintes

N est toujours supérieur ou égal a NF et & NC.
b

Le plan de recherche dépendra des rapports entre les temps

de calcul respectifs de la fonction, des lizisons et des con-

traintes.
Nous établirons donc trois méthodes suivant qu'on cherche

d minimiser N , N ou N .
F P

Valeur initiale dans 1'intervalle

On a déterminé un intervalle connexe J de l'axe réel tel
qufon soit slr que [a,b] appartient & J.

On choisit alors un point dans J, et en ce point on teste
les contraintes, Si le systéme des contraintes est impossible en
ce point, on ne sait rien qui puisse guider le choix du point
suivant. En effet, on ne sait pas si 1'intervalle {a,b] se trouve
d'un c8té du point ou de l'autre. Si on ne sait rien & l'avarce,
la premiére phase de la recherche consistera 3 essayer des point.
jusqu'd en trouver un qui satisfasse le systéme des contraintes.

En fait, dans 1'é&tude d'un probléme pratique, on dispose
en général d'éléments qui permettent de trouver un point dans 1'in.
tervalle [a,b]. C'est le cas, en particulier, quand 1l'une des bor-

nes a ou b est connue a l'avance (Voir § VI. 6).
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VI~2., Méthode n°® I : minimisation du nombre de calculs de la “onction.

Le calcul se fera en deux temps :

a) résolution du systéme des contraintes : d'ol les valeurs
de a et b

b) recherche du maximum sur {a,b} par ure méthode des
chapitres précédents.

Cette méthode présente plusieurs avantages:

I) I1 n'est pas nécessaire de connaftre au départ 1'in-

tervalle I de définition de f.

2) Elle est treés simple.

Par contre, elle ﬁrésente des inconvénients :

I) Elle exige de chercher a et b avec la précision finale
demardé&e pour la recherche., Si la recherche se termine sur un
maximum et si celui-ci n'est pas trop proche de 1l'une des bornes,
ce qui est le cas général, il est inutile de rechercher une grande
précision pour a et b. Si la recherche se termine par saturation
d'une contrainte, seule une des bornes mérite d'&tre calcul ée
avec précision.

2) Elle exige la recherche d'un maximum dans tout 1fin-
tervalle. C'est inutile quand la recherche se termine par satura-
tion d'une contrainte.

3) Le systéme des liaisons est résolu en tout point, mais
seulement pour calculer soit la fonction, scit les contraintes,
Il pourrait &tre préférable de 1l'utiliser pour calculer en un

point & la fois fonction et contraintes.
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générale,

On ne pourra donc pas considérer cette méthode comme

Flle minimise le nomkre de calculs de 1a fonction si 1la

recherche se termine sur un maximum, mais non si la recherche se

termine sur contrainte seturée (voir § VI.L4).

VI-3. Méthode n° 2 : minimisation du nombre de calculs du systdme

des contraintes,

Le calcul se fera en deux temps :

a) recherche du maximum Yy Sur I
1

b) on teste le systéme des contraintes en yI
‘1

Siy‘lI satisfait le systéme, c'est la solution du probléma.

Sinon le maximum sur [a,b] sera obtenu en un point de saturation

d'une contrainte. On effectue donc la recherche de ce point -~

yo qui appartient & [a,b} et y\I gqui lui est extérieur. Si on nfa
M

pas de renseignements plus précis, la méthode la plus rapide con-

siste & faire des bipartitions successives.

Cette méthode reste trés simple, nmais présente les in-

rd - .
convénients suivants :

I) elle n'est pas utilisable si on ne connaft pas &

1l'avance le domaine de définition I de f.

2) 1a recherche du maximum risque d'2tre inutilement

coliteuse puisqu'on l'effectue dans un domaine plus grard que ie

vrai domaine de recherche,
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3) de plus, dans le cas ou yM n'appartient pas a [a,b) 5
il est inutile de chercher une grande précision.

4) de méme le systéme des liaisons est résolu en tout
point, mais sculwunent pour calculer soit la fonction, soit les
contraintes,

On ne pourra donc pas considérer cette méthode come
générale, On pourra cependant l'utiliser si on connaft & l'avarce
ie donaine de définition de la fonction et si le calcul de la

fonction est faible devant celuili des contraintes.

VI-4, Méthode n° 3 : minimisation du nombre de points de la recherche

Principe de la méthode

On cherche & minimiser d'abord le nombre de points de la
recherche. Lorsqu'un point aura été choisi, on effectuera a la
fois

I) s'il y a lieu, la résolution du systéme des liaisons

2) le calcul de la fonction f

3) le calcul du systeme des contraintes.

On obtiendra ainsi en tout point le maximumn de rensei-
gnements possilkle,

Cependant , on n'effectuera pas le calcul de la fonction f

si celui-ci est inutile, c'est & dire dans le cas ol on sait que

1=

e

nte, On

a recherche se term

ine par saturation d'une contra

ne
testera pas le systéme des contraintes si le résultat est déja

connu.
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Pour choisir les points successifs on pourra utiliser
sur l'intervalle I une des méthodes de recherche sur un intervalle
établi dans les chapitres précédents,

Désignation de la méthode,

Placons nous au cours de la recherche. Les calculs con-
cernant un point ont été exploités, et le point suivant n'a pas
encore été€ choisi,

L intervalle restant a pour bornes o et B8 , o < B

MODE est un entier indiquant de quelle manidre se termi-
nera la recherche :

+I sur le maximum de la fonction f dans I

-I par saturation d'une contrainte

0 on ne le sait pas encore.

On connait un point y dans 1l'intervalle restant [a 5 B}
qui satisfait le systéme des contraintes. On a déjid calculé f(y).

Le nombre entier IMAGE donne la position de y dans {cx s B:\
IMAGE = -I dans le cas ou f(y) est inférieur 3 f(o) ou f(B),
Supposons par exemple f(y) < f(a). Alors puisque f est unimodale,
et y appartient & {a,b] le maximum cherché se trouve nécessairement
sur [a,y} . Donc B = y.

Quand IMAGE est différent de -I, fly) est supérieur ou

égal a f(a) et £(g).
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LIEU est un entier qui indique dans quelle direction on
ne risque plus de saturer de contrainte, Il permet d'éviter des
tests inutiles du systémne de contraintes.

Si LIEU = 0, a et B sont tous les deux en dehors de

[a,b] .

On risque donc de violer une contrainte en prenant un
nouveau point aussi bien entre o et y ‘qu'entre y et g .

Si LIEU = I, g appartient & [a,b] , On ne riscue pas
de violer une contrainte entre y et 8. Mais dans ce cas o n'appar-
tient pas & [a,b] .

Si LIEU =-I, o appartient & Ea,b] , mais pas g .

Enfin, si & 1a fois o et B appartiennent & [a,b] , On
ne risque plus de violer une contrainte quelque soit le peoint choi-
si dans 1l'intervalle. Alors MODE prend la valeur +I et la valeur
de LIEU devient inutile & la recherche.

I, est un nombre réel égal a la plus grande valeur
rencontrée jusque 1d pour la fonction,

Si IMAGE = 0 ou I, f,, est égal & f(y).

M

Si IMAGE =-I, f), est &al & f(a) ou f(B), suivant que
y est confondu avec B ou a .

On choisit alors un nouveau point %, Soit IW un entier
égal 34 +I siy < x, & -1 si x < ¥y.

Si on sait que la recherche se terminera par saturation
de comtrainte (MODE=-I), il est inutile de calculer la fonction,
on se renvoie directement au test des contraintes,

Sinon on calcule f(x).

Si l'on sait que la recherche se terminera sur le ma-
ximum de f en I (MODE=I), ou s'il n'y a pas de risque de violer une
contrainte en x (c'est & dire si IW=LIEU), il est inutile de tester

le systéme des contraintes.Sinon on teste le systéme des contraint
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NTCON est un entier qui prend les valeurs :

0 sion n'a pas effectué le test des contraintes

I si on a violé une ou plusieurs contraintes

~-I si on a effectué le test mais qu'on n'a pas violé de
contraintes.

L'organigramne suivant distingue alors les différents cas
possibles d'aprés les valeurs de IMAGE, MNTCON, et la comparaison
ae f(x) avec f .

M

Aprés avoir &tudié le cas particulier, on pourra &tre
amené & modifier les valeurs des param&tres MODE, IMAGE, LIEU.
On est alors ramené au probléme précédent.

Avant de choisir un nouveau point, on pourra alors placer
ici le test de sortie de la recherche, qu'il porte sur le nombre
des points, ou sur la longueur de 1l'intervalle restant.

Remarquons qu'au début de la recherche, on se trouve en
général dans les conditions suivantes :

- On connait déja y appartenant & a,b}

- On ne sait pas encore de quelle maniére elle se termi-

nera donc MODE = O,
y n'est pas confondu avec 1'une des bornes dornc IMAGE = 0O
- On risque de violer des contraintes quelque soit le
point choisi donc LIEU = O

De plus f,, = f(y).




Organigramme de la méthode n° 3,

vy donné
u
IMAGE=0
MODE=0
LIEU=0
FM=f(y)

Déterminet ion de x

IW=Signe(x-y)
WE X~y
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Util isation de la mé&thode n® 3

On a donc établi une méthode qui minimise N .

Elle est beaucoup plus compliquée, par le nombre de cas
possibles que les précédentes. Cependant, mise sous la forme ci-
dessus, la programmation en est aisée et le temps de calcul né-
cessité par les tests peut &tre considéré comme nézligeable devant
les calculs de la fonction, des contraintes et des liaisons.

Soit d la distance entre le maximum de la fonction et la
borne la plus proche (a ou b). La recherche commence par une
premiére phase, ol en chaque point sont calculés & la fois la
fonction et les contraimtes. Ceci dure jusqu'd ce que la longueur
de l'intervalle final devienne voisine de d. Alors, le mode fiml
de la recherche est decelé& et commence ure seconde phase ol ne
s'ef fectuent plus que des calculs soit sur la fonction, soit sur
les contraintes.

En général, on s'est donné avant la recherche une cer-
taine précision e a atteindre. Si e est supérieur & d, la deuxidme
phase n'a pas lieu et la recherche se termine par MODE = 0.

Mals ce cas est peu fréguent. Le plus souvent, € est d'un ordre
de grandeur inférieur & celui de d et le fait d'augmenter e
ne chenge rien & la I® phase, mais allonge la 2 phase.

Par exemple, quand on utilise cette méthode dans la
recherche du maximum d'une fonction de plusieurs variables
(Voir Vienney ...).
une précision relative de 10~% demande en général 3 & 6 points

dans la I® phase, et I5 & 25 dans la seconde.




Alors, si la recherche se termine sur un maximum, le

fu/

nonbre de tests sur les contraintes est tré&s faible, Par rapport
la mé&thode n°® I, on économise presque toute la I® partie ol on
recherche les bornes de l'intervalle avec précision. Par rapport
a la méthode n® 2, on n'aura fait en plus qu'un petit nombre de
calculs de contraintes et encore ceux-ci auront pu servir & réduire
rapidement 1'intervalle,

Si la recherche se termine par saturation d'une contrainte,
ie nombre de calculs de la fonction aura été faible. Par rapport &
la méthode n® I, on &économise presque toute la deuxidme partie,
oud on cherche le maxinun avec précision. Par rapport & la méthode
n® 2, on économise presque toute la I® partie, puisqu'on évite de
chercher le maximum avec précision,

Enfin, si le maximum de la fonction f est trés proche de ;
l'une des bornes, les trois méthodes exigent,que ce soit séparément
ou d'une maniére groupée, d'effectuer & la fois les calculs de la
fonction et des contraintes jusqu'au voisinage du point final.

Mais dans ce cas, la méthode n° 3 a encore l'avantage d'utiliser
moins de points, c'est & dire, de calculs du systéme des liaisons.

Lr méthode n® 3 cst donc cn général préférable, puisqu'elle
est presque toujours 1a plus efficice, ct que les cas ol elle ne
l'est pas somt en général imprévisiblcs.

Elle n'est cependant pas utilisable dans lec cas ol le
domaine de définition de la fonction f n'est pas connu & l'avance

mais est donné par 1'intervalle [n,bl défini par le systame des

contralintcs,




VI-5, MéE&thode n° Y4

Principe de la méthode

On cherche & établir une méthode qui minimise le nombre
de points P% mais qui soit utilisable lorsque le domaine de défi-
nition de f est l'intervalle [a,b] défini par le systéme des
contraintes.

Lorsqu'un point aura été choisi, on effectuera les

.opérations suivantes :

I) 8'il y a lieu la résolution du systéme des licisons

2) si on sait dé&ja que le point appartient 2 [a,b] , on
passera en 3)

Sinon on testera le systéme des contraintes.

S1 le point n'appartient pas & {a,b] , ON passera au
point suivant, sinon on effectuera :

3) le calcul de la fonction.

Il est impossible d'effectuer des calculs en dehors de

[a,p] . Or dans 1a méthode n° 3, on utilise cette possibilité :

Si u <v <w, et si seul u appartien 3 [a,b] , alors
f(u) < £f(v) ¢« f(w) entraine que la recherche se terminera
par saturation d‘'une contrainte.

Description de la méthode,

On utilise les parametres y, fy’ MODE (qui ne peut pas
v
prendre la valeur -I) LIEU, IW, NICCON. o . B définis dana 1A

méthode n° 3,

P e




.

Plagons nous au cours de la recherche. Les caleculs
concernant un point ont été exploités et on choisit un nouveau
point x,

Alors IW est égal &8 I siy < x, et -I si x <« Ve

Si 1l'on sait que la recherche se termine sur un maximum
(MODE=I) ou s'il n'y a pas de risque de violer une contrainte en x
(c'est & dire si IW=LIEU), il est inutile de tester le syst éme
-des contraintes. MTCON prend la valeur O et on passe au calcul de
la fonction.

Sinon on teste le systéme des contraintes.

Si une contrainte est saturée en x, x devient borne de
l'intervalle, et on va chercher un nouveau point.

Sinon NTCON prend la valeur -I et on passe au calcul de
la fonction.

On distingue ensuite les divers cas particuliers d'aprés
NITCON et la comparaison de fM et f(x), (Voir organigramme).

Remarquone qu'au début de la recherche, on se trouve
en général dans les conditions suivantes

- on ne connait pas le mode final de la recherche donc

MODE=0
- on risque de violer des contraintes quelque soit le

point choisi.




73

Organigranme de la méthode n® U4
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LIEU=0
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. non
S < IVW=LITrU >

non

g

non oul
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4

[Cdlcul f( X)r

I
non J
)/( MTCON >\ LI}:;U

i b
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B v X v’ % y' x
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[MoDE=1| LIEU=-TV| [MODE=T] l U=w
T ]

Ehe [u=w-u £

U=U-W
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Comparaison des méthodes n°® 3 et 4

Si la recherche se termine au maximum de f sur I, le
nonbre de points utilisés par la méthode 4, est le m@me que celui
utilisé par la métlode 3, le nombre de tests sur les contraintes
auss i.

Par contre, certaines valeurs de la fonection en dehors
de [a,b] qui auront é&té& calculées au cours de la I© phase de la
méthode n° 3 ne le seront pas par la mé&thode n° 4,

Mais si la recherche se termine par saturation de
contrainte, toute la deuxidne phase de la recherche qui dans la
méthode 3 utilisait uniquement des tests sur les contraintes,
nécessite aussi dans la m&thode n° 4 des calculs de la fonction,
cecl ceperdant atténué par le [ait que la fonction n'est calculée
que si le point satisfait les contraintes,

I1 n'est donc pas possible d'affirmer cn général qu'une
des méthodes est meilleure que 1'autre, tout dépend du rapport
entre le nombre de points utilisés dans la I€ et dans la 2€ phase.
Ce qu'on peut dire cependant, c'est que la méthode 3 est en moy enne
plus int é&essante lorsque la précision relative demandée est forte,
(au deld de 10~ M),

Remarquons qu'on pourrait envisager le probléme d'une
facon plus générale :

Etant donnée unz2 fonction réelle f définie sur un in-
tervalle connexe I de l'axe réel, l'intervalle I étant défini par
un premier systéme de contraintes S, trouver le maximum de f sur
le sous ensemble [a,b] de I défini par le systéme de contraintes

82,




La méthode minimisant le nombre de points utilisés dans

la recherche serait alors une combinaison des méthodes 3 et U4,

VI-6. Cas ou une seule des bornes est déterminée par le systame des

contraint es

Considérons le cas particulier suivant : la borne a est
connue & l'avance, seule la borne b est déterminée par le systéme
de cortraintes.

Clest en particulier le cas dans la recherche & plusieur:
variables avec contraintes au cours de la recherche dans une direc-
tion : alors a=0. Onreprend alors les méthodes établies dans le
cas général. Mais on obtient de séieuses simplifications.

D'abord, le probléme de la recherche d'un point initial
dans [a,b] disparait.

Dans la méthode n® I, on évite le calcul de la borne a.

Dans la méthode n® 2, l'intervalle I sur lequel on
cherche le maxinum est 1imité par a.

Dans les méthodes n® 3 et 4, le paramétre LIEU est
toujours égal & -I, tant que MODE égale O ou -I, et n'a plus
d'intér&t quand MODE égale I ; 11 disparait donc. Quand MODE est
différent de I, l'expression (IW=LIEU) devient {(IW=-I) c'est a dire
plus simplement (w < 0),

Dans la méthode 3, le paramétre IMAGE est alors en gé-

néral différent au moment du départ et prend la valeur +I.
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VI-7. Etude compléte d'une méthode de recherche avec contraintes

Pour obtenir une mé hode de recherche avec contraintes,
il faut associer & une des méthodes décr ites précélemment , une
méthode de recherche sur un intervalle qui d&termine le choix des
points. Il est évidemment possible d'envisager de multiples com-
binaisons et variantes de celles-ci.
Nous nous Dbornerons & &tudier complétement le cas
particulier suivant :
Soit une fonction réelle f(y) définie et unimodale sur
[O,-o] et soit un systéme p contraintes tyi(y) définies sur[O,eo]
dont la solution est l'intervalle [O,b] oU b est un réel positif.
On utilise pour la recherche, 3 la fois
I) la méthode minimax en probabil ité& avec la fonction
F(x) et une méthode de recherche sur {O ,I] quil sera
- la méthode des parties proportionnelles en général ,
~ la méthode des bipartitions dans le cas ol on sait aue
la recherche se finira par saturation de contrainte
(MODE =-I).
2) la méthode n° 3 dans le cas a=0 (voir § VI-6).
Un point au cours de la recherche est défini par
I) sor abscisse b sur [O,oo[

2) son image a par la fonction F sur [O,I]

L

=

3) le vecteur x dans l'espace & q+I dimensions oll g

est l1e nombre de lizicons.

On affecte 1'indice O au point initial, les indices

I et 2 aux points précédemment nommés y et x.




VA3
&
-

Résolution du systéme des liaisons :

Le systeéme des liaisons est résolu en tout point de

-~

la recherche. On aura donc intérédt 3 choisir 1la méthode la plus
rapide poss.ibl e.

Les points successifs ol on calcule le systéme sont
proches les uns des autres, surtout 2 la fin de la recherche., On
disposera donc de bonnes valeurs initiales pour une résolution par
approximat ions successives.

I1 n'était pas question d'envisager ici le probldme
de la résolution d'un systéme d'éguations non linéaires. En pra-
tique, nous avons utilisé une méthode de Newton (Voir procédure
RESNEWION de 1'IUCA Nancy). En linéarisant le systéne, on définit
un vecteur qui fait progresser la valeur précédente, On peut
utiliser ce vecteur directemernt. Mais on peut aussi utiliser 1la
direction trouvée pour une optimisaticn dans cette direction

(Bipartitions dans la procédure RESVNEWTON),

Test de fin de recherche

La recherche se termine

- So0it parce que le nombre de points a atteint un
max imum ,

- soit quand la longueur de l'intervalle restant est
inférieured la précision donnée au départ.

Il faudra tenir compte du fait que la recherche par

)

partics propertiomnelles limite de fagon précise le nombre de
points : environ 40 si on effectue les calculs avec 8 chiffres

significatifs.
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f(x) fonction & optimiser
F~I inverse de la fonction de
répartition F
¥.,i=I a p, le systéme de
+ contraintes.

Données

Organigramme
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COITCLUSION -

HNous avons abordé dans ces pages deos néthodes de basc
(nininax, interpelation). Il appartiendra cnsuitc & 2'utilisateur
de savoir non sculement choisir celle gui convient le micux
a4 son problénc particulier, nmais cncore de lecs conjuguexr
éventuellenent cntre elles. Hous avons vu différcents excnples
ol L'union de deux néthodes ost féconde ( mixte Fibonacci-
partics proporticnnclles, nininax en‘probabilité, parabolc ).

S'il y o des contraintes, on pour envisager deo nonbreusces
conbinaisons de méthodes de rccherche sur un intcrvalle ot de
néthodes des ;ochcrcho des contraintes.

Pour pouvolr valablement cffectucr los choix nécessaires, un-
étude préalable du problénc sl'inpose. Cetto Stude roartera & la foic
sur la fonction (vérification dec 1'uninodalité, de 1a convexité),
sur lc domaine de définition de la fonction ¢t lc donaine de
rcecherche duvw naxinun (connoxité, définition corrccte du systime
des contraintes).,

En application de cette ¢tude, on pourra lire la thésec deo
Vienncy: "Optinisation de fonctions do plusicurs variables ",
Institut Univo;sitairo de Calcul Automatiquc‘do Hancy, qui utilise

les différentes méthodes do recherche a une variable dans dos

2 P A vt mn e o = L] .
néthodes de rocherchs 3 plusicurs variablus,

f
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