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INTRODUCTION

Le présent travail a pour objet l'étude d'une

méthode de résolution de programmes linéaires 8 varia-

bles booléennes.

De nombreuses recherches ont conduit & des algo-

rithmes spécifiques, capables de résoudre certains ty-

pes, plutdt que l'ensemble des problémes de programma—

tion linéaire, en tenant compte de la structure parti-

culiére de chaque classe de problémes.

Un probléme de programmation linéaire & varia-

bles booléennes s'énoncera sous une forme standard de

la fagon suivante:

A X22 D

minz=2=CX

xX. = O 1j ou

Xx est un vecteur & n composantes. Ce vecteur peut pren-—

dre 2” états appelés dans la littérature "stratégies"

représentant chacun une combinaison de n valeurs 0 ou l.



Pour résoudre de tels problémes, on examinera une

suite de stratégies. Pour chacune d'telles, on détermi-

nera Esc son domaine des solutions est vide ou non. Dans

ce dernier cas on déterminera la valeur de la fonction

attachée & cette stratégie.

Les deux algorithmes dont nous allons faire L'étue

de différent par la méthode de choix des stratégies a

examiner successivement, ainsi que par le eratene de

retour—arriere permettant de remonter dans l'arborescence

pour déterminer le point de départ d'une nouvelle des~

cendance.

Les deux premiers chapitres seront consaerés &

1'étude de la méthode des séparations et évaluations

progressives appelée aussi méthode "Branch and Bund" et

le troisiéme chapitre sera l'énoncé de l'algorithme de

Balas, qui présente des améliorations par cBmoont a

1l'algorithme classique.

Dans le premier chapitre nous analysons le prin-

cipe fondamental de la méthode S.E.P.. Le deuxiéme cha—

pitre consiste en l'application de cette méthode & des

programmes linéaires spécifiques n'acceptant que des

variables booléennes. Nous reprenons le principe fonda-



mental en le limitant a cette classe de problémes. Ce

paragraphe sera suivi du déroulement d'un exemple simple

permettant de mettre en évidence les points essentiels

de l'algorithme. Nous donnons ensuite 1'énoncé de l'al-

gorithme ainsi que L'orgenigramme et le programme cor-

respondant.

Dans le troisiéme chapitre nous étudions ltalgo-

rithme de Balas qui différe du précédent par un critére

de choix de stratégies plus élaboré tenant compte de la

fonction économique & optimiser et de la nature des dif-

férentes contraintes, ainsi que par un critére de retour-—

arriére permettant de limiter le nombre des caleuls né-

cessaires & l'obtention du point de départ d'une nouvelle

descendance. Nous énoncerons l'talgorithme et présenterons

le programme correspondent.



WN ee aot ST CN ep
CHAPITRE I.



I.1

PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA METHODE

DES SEPARATIONS ET DES EVALUATIONS PROGRESSIVES

A, INTRODUCTION

Gonsidérons le probléme & résoudre. Soit TI ce

probléme et soit E = 1S, ,85,-+25,} l'ensemble dénom—

prable de ses solutions. -

. _ Suivant la nature du probléme, on attache une

fonction ‘£(S5) &% chacune de ces solutions. Nous cher-

cherons par exemple, & minimiser la durée d'éxécution .

d'un ensemble de taches dans des problémes d'ordonnan-

cement dtateliers ou bien & minimiser la durée d'une

tournée dans le probléme du voyageur de commerce.

Ainsi le but de la résolution de 1) est d'tobte-

nir le sous-—ensemble Bea des solutions correspondant au

minimum de la fonction £(S,) pour un probléme de mini-

misation et au maximum de la fonction £(S ;) dans le cas

d'un probléme de maximisation en supposant évidemment

qu'il existe un tel sous-ensemble des solutions.



Le principe de séparation dans cette méthode doit

conduire & isoler des sous-ensembles de E de plus en

plus réduits desquels on doit pouvoir déduire simple-

ment une solution optimale ou l'ensemble des solutions

optimales.

Les régles d'examen et de sélection ou "d'évalua-

tions progressives" doivent permettre, de plus, aprés

chaque séparation, de réduire le champ des investigations

en éliminant le plus grand nombre possible de sous-ensem-

bles de E inintéressants pour la suite du probléme, et de

choisir parmi les sous-ensembles restants celui auquel le

pricipe de séparation doit étre appliqué.

B. PROPRIETE SEPARATRICE

Connaissant la nature du probléme soulevé, on choi-

sit une propriété séparatrice J pernettant de faire

une partition de l'ensemble E de ses solutions en k sous-

les disjoints Ay rhore eer AL

Ua, -8
i=l,k *



I.3

L'idéal serait que cette propriété séparatrice

puisse faire en sorte d'isoler dans un méme sous-ensem-

ble les décisions les plus satisfaisantes du sous-~en—

semble séparé, c'est & dire de disséminer le moins pos-

sible parmi les divers sous-ensembles engendrés, les

décisions proches de l'optimum.

Ainsi pour les problémes de programmation liné-

aire que l'on résolvera par la méthode S.E.P., un sous—

ensemble Ay obtenu par séparation pourra étre de trois

sortes:

- soit vide, s'il ne contiend aucun élément,

ctest & dire aucune solution;

- soit contenant un seul élément Sy » Une solu-

tion du probléme, optimale ou non, aura alors été isolée;

- soit contenant plus d'un élément.

Par conséquent, & chaque étape, si un sous-—ensem-

ble Ay est choisi pour étre séparé, on obtiendra:

- soit une suite finie, non vide et évidemment

non réduite &% un seul élément, de sous-ensembles de Apr

ceux-ci étant notés A, Acsoree eAad ¢
4 qh

qty

- soit Ay lui méme, si le principe de séparation

conduit & ne pas le séparer, soit parce que Ay est vide,

soit parce qu'il se réduit & un seul élément.
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Terminologie.

©) fout sous-ensemble qui peut &tre choisi pour étre

séparé est appelé bout pendant.

°°) Si le critére de séparation conduit & ne pas sépa-

rer ce bout pendant, celui-ci est dit terminal vide

s'il ne contiend aucun élément, ou bien terminal so-

lution s'il contiend un seul élément solution.

Il est & noter que les sous-ensembles engendrés

par séparation sont notés Ae » Ltindice q indiquant

l'tordre dans lequel ces sous-ensembles apparaissent au

cours des séparations successives.

|

| C. FONCTION D'EVALUATION ET BORNE

| On définit & présent sur chacun des sous—ensem—

bles obtenus une fonction d'évaluation que l'on choisit

d'aprés la nature du probléme et plus précisément sui-

vant la fonction objectif & optimiser.

Cette fonction devra permettre de borner infé-

rieurement la valeur des éléments de chacun des sous—
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ensembles obtenus par séparation dans le cas d'un pro-

bléme de minimisation et de les borner supérieurement

dans le cas d'un probléme de maximisation. Elle devra

étre choisie de plus, de telle sorte que pour une solu-

tion Sy. contenue dans un bout pendant terminal solution

Ay la borne b, évaluée soit telle que:

b, = £(5;,)

Supposons & présent que nous ayons & résoudre

un probléme de minimisation. Nous choisissons alors une

fonction d'évaluation qui nous donne lors de la premiére

2 4

séparation:

- une borne inférieure Xo de l'ensemble E des

solutions du probléme telle que, quelle que soit la

solution Sj,e8 pour j=4,...,n, bo soit une minorante

:

J

Bo < Min £(S.) Vj Vyeeegn

- des bornes inférieures b, aux k sous-ensem-

bles Ay obtenus précédemment telles que chaque by soit

respectivement minorante de chacun des Aj.
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Done : b. ¢ Min £(S.) pour i = 14,...,k
* "ses, 9

De plus, puisque par définition A,cE, nous avons

alors:

bo < by Vi =4,...,k

Il est & noter qu'& chacun des sous-ensembles est

associé une borne et une seule.

D. CRITERE DE PROGRESSION

Une fois toutes les bornes by Dore e ey Dy éva—

luées, on choisit en fonction d'un critére lié & celles

ci le nouveau sous~ensemble auquel sera appliqué le prin-

cipe de séparation.

Ce critére de choix doit permettre d'éviter l'exa-

men des sous-ensembles ne renfermant pas de solutions op-

timales ou satisfaisantes, soit parce gqu'ils sont vides

ou soit encore parce que leurs meilleures solutions sont

moins bonnes que d'autres déja obtenues. Il doit per-
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mettre de plus, si possible, de choisir parmi les sous-

ensembles restants celui ayant le plus de chance de ren-

fermer une solution optimale.

Régle de progression.

On choisira le sous—ensemble auguel correspond

le ou un plus petit minorant de la fonction objectif

dans le cas d'un probléme de minimisation et le ou un

plus grand majorant dans le cas d'un probléme de maxi-

misation.

Pour poursuivre la résolution de ce probléme,

on considére une nouvelle propriété séparatrice Se

distincte de la précédente et permettant de séparer le

’

sous-ensemble sélectionné précédemment.

Soit Bas ce sous-ensemble et soit b, sa borne.

a ; z ' _

A. est alors sépareée en k' sous-ensembles Apgpret Arie

auxquels & L'aide de la fonction d'évaluation on fait

correspondre respectivement les bornes Deaqre ce PL ates

telles que :

- b soit minorante du sous-ensemble AL
k+l1

pour 1 = 1,...,k'.
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b < Min £(S,) pour 1 =4,...,k!
k4+1

85 Aa

et puisque Aya Ay pour 1 = 1,...,k', on a:

b; € Py pour 1 = Tyee kt

En continuant ainsi le procsesas ot en introdui- ©

sant & chaque étape une nouvelle propriété séparatrice

distincte des précédentes, on engendre une famille de

sous-ensembles Ay,A5; seeaAgaees que l'on peut repré-

senter sous forme d'arborescence.

Dans l'exemple d'tarborescence de la page suivan-

te nous aurons les inégalités:

by < Day Dos b3

by S Dyy bs ber b7



Sere el ay
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De par la nature du probléme et du choix des

propriétés séparatrices, la suite maximum de parties

Ay Agree eA qu'il est possible d'engendrer pararent’

séparation est finie. De plus il est évident que, quel

que soit le bout pendant terminal Ay on sait:

- soit prouver que Ag est bout pendant terminal

vide, c'est & dire ne domant pas lieu &% une solution;

~ soit déduire de Ag une solution optimale ou

none

Le processus prend fin lorsque tous les bouts

pendants sont terminaux. Il suffit alors de considérer

les différentes solutions associées aux bouts pendants

terminaux non vide pour déterminer l'ensemble des solu-

tions optimales du probléme.

Démonstration

soit EP 1'tensemble désignant ce qui reste de

l'ensemble E & l'itération p aprés avoir éliminé les

sous-ensembles recomus sans intérét lors des itéra-

tions antérieures airisi que tous les bouts pendan

terminevx vides ou solutions.

Nous allons montrer tout d'abord dans cette

démonstration, que la réunion de tous les bouts pen-

d@ants & cheque itération n'est autre que l'ensemble np,
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Nous allons faire la démonstration par récurrence.

°)

oo)

O00)

Initialement nous avons l'ensemble E lui méme.

Par définition, nous avons & 1'itération p-1

L'égalité suivante:

Ua, = PT
i
a

yp-4 désigne le groupe des sous-ensembles bouts

pendants succeptibles a'étre séparés.

Etablissons la formule pour l'itération p.

Soit A, le sous-ensemble choisi pour étre séparé,

ae @1 , par définition n'est pas terminal. Nous

avons alors l'égalité suivante.

Ua, - Ua, - Ua,
wiajeS? ae A,eleuc(A,)-stic(A,))

suc(A,) désigne le groupe des sous-ensembles ob-

tenus var séparation de AL

stic(A,.) désigne le groupe des sous-ensembles ob-

tenus par séparation de A, qui sont succeptibles

d'étre séparés.
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atot nous en déduisons que:

gP-1 _ ( gP-1 _ pP) = gPU

geAse

c.q.f.d.

Montrons & présent que, lorsque tous les bouts

pendants sont terminaux, nous sommes & l'optimum.

Soit A. le sous-ensemble choisi au début de L'ité=-

ration p, en raison du critére de progression, c'est &

dire en raison de la régle de choix du sous-ensemble &

séparer, nous avons:

Va,e 8°

Or, dtaprés le critére de minoration, on a:

b, $< Min £(S,) Va,eg”
L SjeA, .

atok: by < (Min £(S,) Ya,e?
: p Sj6A5



7 i alin Saini Abt aaa ea or, comme nous l'avons vu ci-dessus:

LU a, = ;
DpeS

par conséquent, nous en déduisons l'inégalité suivante:

<¢ Min £(S,)

RP S,enP
By

De plus, puisque la solution So appartient au

sous—-ensemble Ay et par conséquent a Ey on a bien:

Min £(S,) < f(s,)

S,6E

Et le sous-ensemble A, étant bout pendant ter-

minal lorsque le processus s'arréte, on a L'égalité:

b = £(S,,)

£(s,) = Hin £(S,)on en déduit que:

Sen?
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La solution 5S est done optimale par rapport au

sous-—ensemble EP et par extension du raisonnement par

rapport & l'ensemble E tout entier. En effet, il est

clair que toute solution optimale pour le probléme dé-

duit du vrobléme initial par réduction de E & EP est= tihineitmeantet we ce anCSreaCe aise arate
également optimale. pour ce probléme initial. On obtient

ainsi l'ensemble des solutions optimales.

En conclusion, il apparait que le probléme lesiti babar fe
plus délicat lors de l'utilisation de la méthode 5.E.P.

réside dans le choix des propriétés séparatrices et dans

le choix de la fonction d'évaluation permettant de bor—

ner pas & pas les sous-ensembles obtenus var séparation.

Ges choix sont fonction essentiellement de la nature du

probléme & résoudre.

Théoriquement cette méthode nous permet d'obte-—

nir l'ensemble de toutes les solutions optimeles possi-

bles. Mais pour des raisons liées & la taille mémoire

des ordinateurs utilisés, nous nous limiterons & la re-

cherche d'une seule solution optimale dans 1'étude pra-
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APPLICATION DE LA METHODE S.E.P. AU CAS D'UN

PROBLEME DE PROGRAMMATION LINEATRE A VARIABLES BOOLEENNES

Soit a résoudre le probléme. P suivant:

J

7

Recherche du minimum de la fonction: dic.x.
n jai J J

avec pour contraintes: - a..X. % d. GD A 5 tay
j21 1J od 1

x. = 0 ou 1 pour j =1,...,n

Les coefficients c.,ajr 743 et ds sont des réels de si-~

gne quelconque.

Cette deuxieme partie reprend tout d'tabord le

principe fondamental de la méthode S.E.P. en fonction

du probléme de programmation linéaire & variables boo-

léennes. Nous donne¥ons ensuite le développement d'un

exemple simple. Cet exemple sera suivi d'une descrip-

tion des schémas logiques de calcul pour la program-
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mation sur celculateur électronique, subdivisée en deux

parties suivant que la valeur de tous les coefficients

Cc; de la fonction économique & optimiser est positive ou

quelconque.ONS tt Se) op cerry
WT UEEETED Shier ease

A. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA METHODE 5S.E.P. POUR UNCerner ent ioe
PROBLEME DE PROGRAMMATION LINBALRE A VARIABLES

BOOLEENNES

Ne Soit P le probléme énoncé précédemment et E l'ten-

semble dénombrable de ses solutions. On cherche & détermi-

ner le sous—ensemble En des solutions correspondant au

minimum de le fonction citée.Aiiienes tianlian
: f
! Les variables x ne pouvant @tre affectées que

: des valeurs 0 ou1, on prend comme principe de séparation

une partition dichotomique fondée sur L'alternative R=0

ou X.=1. Ce principe conduit 2 isoler des sous-ensembles

de solutions du systéme:

n

a. x > da. Vi = 1,--.,m
3=

x. = Oot Vj =4,--.,n
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Tous les sous-ensembles séparés pourront étre

identifiés par une vartition de l'ensemble des indices

des variables de la fonction économique & optimiser en

trois sous-—ensembles:

Jo : ensemble des indices j tels que x5=0

dy : ensemble des indices j tels que xj=1

ay : ensemble des indices j des xy non arbitrées

La premiére propriété séparatrice 3, que l'on

choisit, permet de faire une bipartition de l'ensemble E

en deux sous-ensembles A et a-(a.
5

A l'ensemble A va correspondre:

Jo = {3 = 1}
J, = go

3 = {i lj= 2,..+.,n}

et & A: Jo = g

yy = {Gli =

= Cn te 2 1
J = qd bd = <yee-sup

A chacun de ces sous-ensembles est affectée une

borne b, et D5. Ces bornes sont égales respectivement &

ia valeur de la fonction économique 4& cette étape suivant

la valeur des variables arbitrées.
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Le nouveau sous-ensemble choisi pour étre séparé

sera celui augquel correspond la borne b; obtenue qui est

minimum, puisque nous résolvons un probléme de minimisa-

tion. Ce sous-ensemble trouvé, on choisira une nouvelle

propriété sévaratrice v; pour séparer ce sous—ensemble.

Cette nouvelle propriété sera la mise & O ou & 1 dune

nouvelle variable non encore considérée.

Nous obtenons ainsi les quatre sous-ensembles

AaB, AnB, ApB et AnB-

A AnB va correspondre: Jp = {5 = 4,2}

a AnB va correspondre: 0 = {3 = 14

a AnB va correspondre:

Cy Gy
oO

i eo, cs {| fhwy

4 = {i = 1}

&% ApB va correspondre: Ig = @
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A checun des sous-ensembles est affecté une bor-

ne ayant les propriétés vues au chapitre précédent et en

continuant ainsi le processus, on construit une arbores-—

cence ayant la structure suivante;

Pour éviter de décrire l'arborescence compléte,

iéeme on
c'est & dire pour éviter de décrire aun pas som—

mets pendants ( n étant le nombre de variables Ge la Tone

tion économique & optimiser), on choisit une régle de pro-

gression gui permet de n'en décrire & chaque pas que 2

seulement.
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Cette régle de progression sera de séparer au

pas n, le ou un des bouts pendants correspondant 4 la

borne inférieure ace bornes de tous les bouts pendants

de L'arborescence & ce pas. Si nous avions traité un ~

probléme de maximisation nous aurions choisi la borne

supérieure des bornes de tous les bouts pendants.

L'ensemble E, des solutions est borné inférieu-

rement par cette valeur, car l'union de tous les sous-—

ensembles bouts pendants donnent le référentiel E lui-

“a

MCME eo

En effet, si l'on se reporte & la figure précé-

dente, les bouts pendants sont AnB, ApB, AnBnC, AABnae

et AnB.

On vérifie facilement que:

(AB) y (AmB) y (AnBn®) y (AaBnc) y (AnB) = EB (1)

nous avons: ¢ = (cs dtots (AgBnC) y (AgBaCc) = (ApB)
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tou: (1) > (ApB) u (AnB) u A

par conséquent: (1) AyA=E cegef.d.

Le processus prend fin lorsque tous les bouts

pendants sont terminaux. On a alors 1l'ensemhle Ba des

solutions optimales du probléme.
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[ore BTAPR:

En arbitrant la premiére variable de la -fonction

économique & O ou 24, on décompose le probléme P énoncé

ci-dessus en deux sous—problemes A, et Ane

Aq : Soit X4q = 0

Le probléme s'énonce alors de la fagon suivante:

Min 24 = 3X9+ 5X34 Xp

Aq : 3Xg- X3+ 2x, % 3

xj = O on 1 pour j = 2,3,4

Nous prenons pour fonction d'évaluation la fone-

tion économique & minimiser.

La minorante du sous-probléme Aq que nous en dé-

duisons est by, = O,. par conséquent dans toute la descen—

dance de A nous aurons: Min Z4q%O
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Ay: Soit x4 = 1

Min 25 = 24+ 3xXo+ OX 3+ x4

X= O oui pour j = 2,3,4

Dans ce sous-probléme, la borne calculée & l'aide

de la fonction d'évaluation est. by = 2, d'ou nous en dé-

duisons que Win Zy% 2 dans toute la succession de Ags

La représentation du probléme sous forme d'tarbo-

rescence @ ce point de la résolution est la suivante:
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REGLE DE PROGRESSION :

Lors de la résolution d'un probléme de minimi-_

sation, on stintéressera & chaque étape aux descendan—

ces du sous-probléme auquel correspond la borne la plus

petite de la fonction objectif.

Par conséquent, dans une deuxiéme étape, nous

allons étudier la descendance du sous-—probleme Ay au-

quel correspond la borne la plus petite by = 0.

On décompose le sous—probléme A, (x, =0, b,=0)

en deux sous-—probléme A et Ay en arbitrant la deuxiéme

veriable de la fonction économique & O puis Al.

, - ¥, + 2x, 2 3 (3,5
5 “3° 4” ‘37

x5 = 0 oul pour j = 3,4



II.12

Considérons la contrainte (C3) du sous—probléme

A: ~ X34 2x4 >» 3. Sachant que les variables xj ne peu-

vent prendre que les valeurs 0 ou 1, le premier membre

de la contrainte sera maximum si on égale:

- & O la variable Xa correspondant & un coeffi-

cient négatif dans cette contrainte;

- 821 la variable x5 correspondant & un coeffi-

cient positif ou nul.

Dans ce cas, la valeur maximum du premier membré

de la contrainte (C3) est 2 et puisque la valeur du se-—

cond membre est 3, la contrainte n'est pas vérifiée et

ne pourra plus 1'étre dans la suite du probléme.

On se trouve done dans un cas d'tarrét de la pro-

| gression car il est initéressant d'étudier la descendance

de A, qui est bout pendant terminal vide.

Cas général:

Supposons étre arrivé & la résolution du sous-

probiéme Aye

Dans Ay soit J l'ensemble des indices j tel que

xj ait une valeur déterminée et J l'ensemble des indices

j tel que x5 soit indéterminée.
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Si pour un indice i on a:

--X. + {O,a. . d.baa 5 Pye ( »25 5) < d,;

on est alors dans un cas dtarrét de la progression.

En effet, dans la suite de la résolution, méme

en fixant & O les variables auxquelles correspondent un

coefficient aii so, et & celles auxquelles correspon—

.>O, L'inégalité:dent un coefficient 245

2.x. < . i Srifiée.2395 585 d5 resterait verifiée

Par conséquent, il est inutile d'explorer les

descendances du sous—probléme Ay gui est bout pendant

terminal vide, puisque ne donnant pas lieu @ une solu-

tione

Remarque :

Pour repérer ce bout pendant terminal vide dans

l'arborecence, nous pouvons, soit l'indiquer explicite—

ment en précisant la mention "impossible" dans la feuil-

le correspondante, soit égaler la borne de ce sous—pro-

bléme @ 1l'tinfini, by = O06
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Min Zp = 3+ 2X34 X4

Ay : 3+ 30 2X4 > 3 (Cy)

X 5 = 0 out pour j = 3,4

la minorante de la fonetion objectif du sous-—pro-—

bléme Ay est b,=3. Cette minorante est obtenue en suppo-

sant X3=xX,=0 dans la fonction & optimiser, puisque par

hypothése tous les coefficients de cette fonction sont

positifs.

Or pour X3=X,=0, nous constatons gue la contrain-

te (C,) est vérifiée. En effet le premier et le second

membre sont alors tous deux égaux A 3.

Done @ ce niveau de la résolution nous pouvons

dire que le sous—probléme Ay donne lieu a une solution

implicitement évaluée qui est Za = 3 obtenue pour X= 4

et X4=X3=K,=0-

Remarque:

Si dtun sous—probléme A, nous pouvons déduire
P k

une solution gue l'on dira alors “implicitement évaluée"

(puisque les variables non arbitrées sont mises implici-

‘
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tement & zéro), alors cette solution est la meilleure que

Lton puisse obtenir des descendances de Avs ctest & dire

la plus petite dans le cas de ce probléme de minimisation

et de plus:

- elle est unigue si les coefficients C5 sont

strictement positifs;

- mais non obligatoirement unique si il existe

des coefficients nuls dans la fonction économique.

Démonstration:

Supposons que nous résolvions le sous-—probléme Al:

Ay s'énonece de la facon suivante:

X4,e+-,X, déteminées (égaux & 0 ou a1)

eee,X, indé inéeXe ge rx, ndeterminées

A, 3:
1 n

hin Z, = dC aX.

Tl ;

avec: a..X.% d. Vi =4,...,m
a i

}e1

Si quelque soit i=1,...,m nous avons : 45% 4?
alors toutes les contraintes du probléme sont vérifiées et

par conséquent nous pouvons déduire de AD une solution S$

que l'on dira implicitement évaluée en supposant:

Meg Xp e EK yee
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k

Soit 2 = 26c 5%, la valeur de la fonetion économique
VA n

dans cette solution S. ( dic .x, étant nulle)
eked

A) Montrons que S est la meilleure, ctest & dire la

plus petite solution que l'on vuisse obtenir des descen-—

dances de Ale

Pour cela nous allons raisonner par l'absurde.

Supposons qu'il existe une autre solution 8! que

l'on obtient 4 partir des descendances de A, telle que g'

la valeur de la fonction économique en S' soit stricte—

ment inférievre &z c'est aA dire: a'< a,

Alors il existe au moins un indice q tel que:

neqe>k

k

z' s'écrive gt = >» 04xs + cx
wa Jd qq

Or puisque zt<g et gue la variable Xo ne peut

prendre que la valeur O oul, on en déduit que le coef

ficient cy est strictement négatif, ce qui est contraire

aux hypotheses.

Par conséquent S est la plus petite solution que

1'on puisse obtenir des descendances de A,. ¢-q-f.d.

BPM rearirinptiessereemnetaes i

5
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B) Montrons les conditions d'unicité et de non unicité

de_la solution S.

La solution 5S obtenue implicitement est:

k

Z = Less

Kg reer Xye égaux & O oul(Ss)

XX E4 = +=X,=0

Supposons que nous obtenions une solution (S4)

distinecte de (S) & partir des descendances du sous-probld-

me Al. Comme nous l'avons vu précédemment la valeur Z4 de

la fonction économique en (54) est égale & celle en (5S),

et 24 s'écrira:

k n

24 = da XK. dic -X.,
eh Jd jek 2 J

n

or pour que Z, = 4, il faut que d1e5x, = 0
qeked

Deux cas peuvent se présenter:

- les coefficients c; sont tous strictement positifs.
n

Alors pour que dues, = 0, il faudrait que
yeked

x5=0 pour j=kid,...,n ce qui donne la solution (S), dtou
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- les coefficients Cc; sont positifs ou nuls.

Alors il peut exister un indice q tel que :

Cy =O avec k<tqen
k

Za = C.X. +c x =@1 De 5% 3 qa .
avec Xo = 1,-ce oui donne une solution (Sq) distincte de

(S) dtou la non unicité de la solution. c.a.f.d.

Par eene quent; pour reprendre notre probléme,

il s'avére totalement inutile d'étudier toutes les des-—

cendances de Ay qui ne pouront donner lieu qu'a des solu-

tions plus grandes puisque tous les coefficients de la

fonction économique sont strictement positifs. -

Ainsi Ay peut tre considéré comme un bout pen-

dant terminal donnant lieu & une solution implicitement.

évaluée.

La représentation sous forme d'arborescence est

lea suivante:

impossible

So by 90 Ay sol. ae es

X,=X,=xX,=0 a

5 3 4 He
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Remarcue: Le sous—probléme A, est le seul & étre bout

fpendant non terminal.

Nous allons étudier les descendances du sous—pro-

bléme Ay (x,=4, bo=2)-

A-: Soit x,=0
258 ge

Min Zig = 2+ BB X4

>5? 4- X34 eX, > 3

Xs = 0 ou 1 pour j = 3,4

La borne du sous—probléme Ag est bo=2, done dans

2toute lea succession de Ags min 45 >

Mi Ze = O+ 34+ Sx + x.( itin 6 eR OR 4
Ag: 4+ 3- x 2X4 > 3 (Cy)

x5 = O ou 1 pour j = 3,4

La borne du sous-probléme Ag est be=5. Pour
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%3=K,=0 la contrainte (Ce) est vérifiée, done comme dans

< le cas du sous—probléme Aas le sous—probléme Ag donne

* lieu @ une solution implicitement évalué ( Ze=5 pour

Ky =1,X5=1,x,=0,x,=0 ). Par conséquent nous ne nous inté-

x =0 4 =0 Xo =0

by=3
ea

ay impossible A
4

sol. implicite

%4=3
sol. implicite

Z6=9

Les sous-problémes Aa, Ay et Ag sont bouts

pendants terminaux, nous nous intéressons sux descen-

dences de As (x, =Xp=0, be=2) seul bout pendant non ter—

minal, puisaue sa borne bs est inférieure & la meil-

leure solution déj@ obteme.
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Min Ze = 2+ x4

Agi T+ 2x, > 3

x; = 0 ou 1 pour j=4

La borne du sous-probléme Ag est ba=2y done dans

toute la succession de Ags Min 27 2 2

Ag: Soit x3

Min 2g = 2+ 5+ x4

Ag: 1-14 OF, 2 3 (Cg)

xi = O oud pour j=4

Comme dans le cas du dous=nsoullene Aa,» la con-

trainte (Cg) n'est plus vérifiée et ne pourra plus 1'étre

dans la suite de la résolution. Par conséquent nous som—

mes dans un cas dtarrét du probléme et Ag peut étre con-

sidéré comme un bout pendant terminal vide, puisqu'il ne

donne pas lieu & une solution.

La représentation sous forme d'tarborescence & ce

niveau de la résolution est la suivante:



p> Xo= x4 =0 X5=1

sol. implicite

2 .=3

X4=Xo=1

sol.implicite

impossible

Wg atlNENG aC

Papi RANA iene abiie

= 5eMe 5

Nous nous intéressons & présent aux descendances

du sous—probieme Ag (Xq=1, X_=X3=0, ba=é)

Awe Lt =4g soit Xp os
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Ce cas est impossible, Ag est bout pendant ter-

minal vide, sans solution.

Aj ot Soit X4_= i

Min 249 = 2+1

A :

10 14223

Nous obtenons une solution 2 = 3,
LO

Conclusion 3:

fous les bouts pendants étant termineux, le pro-

cessus de séperation prend fin et le probléme est résolu.

Puisque tous les coefficients de la fonction économique

sont strictement positifs, nous avons obtenu L'ensemble

des solutions optimales. |

Za = 3. pour X1=K3=xX,=0, X5=1

2107 3. pour X,=Xy=1, Xp =X3=0

Pour les raisons citées précédemment, lors de la

programmation du probléme nous ne rechercherons gu’une

seule solution optimale.
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Représentation finale du probléme sous forme

d'arborescence.

X., =X,=0 _ _ _

A y X4=0 Xp=1 X4=Xp=1

3 impossible Ay by=3 Ag be=5

sol. implicite sol. implicite
a Zo=5

Z4=3

X5=0

impossible

Xp=X3=K ,=0

A
9 impossible solution
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C. ENONCE DE L'ALGORITHME

Différents algorithmes ont été proposés pour la

résolution de problémes de programmation linéaire & va-

riables booléennes par la méthode S.E.P.. Ceux-ci se

aifférencient les uns des autres par certains critéres:

- critére de choix de la variable & arbitrer &

0 oad;

~ crit®re de choix du point de départ d'une nou-

velle branche de l'arborescence}

- critére d'arrét de la progression.

L'algorithme que nous allons décrire permet d'ex-

plorer efficacement l'ensemble des solutions en examinant

chacune au plus une fois. I1 conduit a un programme opti-

mal s'il en existe un, ou permet de reconnaftre qu'il n'en

existe vas dans le cas contraire.

Dans une premiére partie nous étudirons le pro-

pléme dans le cas ott les coefficients a, et d; des con-
J

ia se aS
sis a
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traintes sont des nombres réels de signe cuelconque et

les coefficients c; de la fonetion économique des réels

positifs ou_nuls. Dans une seconde partie nous générali-~

serons l'étude du probléme en supposant tous les coeffi-

cients i? ds, C5 reels de signe gquelconque. Puis la

programmation, l'organigramme et le programme FORTRAN

de cette méthode constitueront la derniére partie de ce

chapitre.

A) Cas ob les coefficients C5 sont des réels positifs

ou nuls.

L'exploration des solutions du probléme, faite

a partir d'une solution initiale telle que toutes les

variables soient nulles, repose sur un ensemble de ré-—

gles.

- une regle’de progression;

- des régles d'tarrét de l'algorithme;

- une régle de retour arriére permettant de fai-

re le choix du point de départ d'une nouvelle ligme de

progression.
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a) Régle de progression.

Cette régle de progression doit permettre de

choisir la variable &@ arbitrer, c'est & dire de diri-

ger le choix de le variable de la fonction économique

ave l'on fixe &2 0 ou al.

Dans ce chapitre, nous prendrons pour régle

générale une méthode simple ne nécessitant aucun cal-

cul préalable. Ce choix de la variable & arbitrer se

fera de fagon séquentielle de la premiére jusqu'a la

derniére.

Nous verons dans le chapitre suivant ai"at

existe des possibilités d'amélioration quant au choix

de cette variable. Mais ces méthodes, qui permettent

dtarbitrer une variable en fonction de la nature des

contraintes et des coefficients de la fonction écono-

migque, nécessitent un certain nombre de caleuls préa-

lables.

b) Régle dtarrét de la progression dans l'artorescence.

Ces régles doivent permettre de reconnaftre

qu'un bout pendant de l'arborescence est terminal.
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1. Terminal vide.

soit J l'ensemble des indices j tel aque x, aient

une valeur fixée & 0 ou al. Et J = {1,..+,n} - Jd.

Alors si pour un indice ief1,...,mbon a:

2.945%; + 2.9x(0,a; 5) < dj;
jeJ - qeJ

c'est & dire, si une des contraintes n'est plus vérifiée,

le bout pendent correspondant est terminal pour cas d'im-

possibilité de vérification de la contrainte.

Hn effet, dans la suite de la résolution, méme

en fixant & 1 les variables ayant un coefficient Ai

strictement positif et a 0 les variables ayant un coef-

ficient ais négatif ou nul, on aura toujours l'inégalité:

c'est & dire que la contrainte resterait non vérifiée

dans toute la descendance, done que l'étude de celle-ci

est inintéressante.

2. Si dans.un bout pendant toutes les contraintes

sont vérifiées, méme si toutes les variables ne sont
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pas arbitrées, alors conformément & la démonstration

faite dans le chapitre II, paragraphe II, pome étape,

il est inutile de continuer 4 progresser. Ce bout pen-

dant est terminal, donnant lieu & une solution "impli-

citement évaluée".

3. Si la borne b; associée & un bout pendant est

supérieure ou égale & la valeur de la meilleure solu-

tion déja obtenue, il est inutile de continuer la pro-

gression dans cette direction puisque toutes les solu-|

tions descendantes que l'on obtiendrait alors ne se-

raient gue moins bonnes, les coefficients c, étant tous

positifs ou nuls. En effet, &@ chague étavne de la réso-

lution la valeur de la meilleure solution déj& obtenue

permet de borner supérieurement la 7a.c0m de la fonetion

économique.

4. Si toutes les variables sont arbitrées, alors

le bout pendant correspondent, qu'il soit solution ou

non, est évidemment terminal.

c) Régle de retour-arriére.

Lorsqu'on a atteint un bout pendant auquel l'une

des quatre régles précédentes s'tapplique, ce bout pen-
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dant est terminal et on revient en arriére de la fagon

suivante:

On considére tous les bouts pendants déj& obte-—

nus en excluant tous ceux examinés antérieurement et

tous ceux dont on peut mnontrer par Ltemploi d'un crite-

re dtarrét qu'ils sont inintéressants pour la suite. Par—

mi ces bouts pendants non terminaux, on choisit comme

point de départ d'une nouvelle descendance celui dont

ila borne correspondante est la plus petite puisque nous

résolvons un probléme de minimisation. On lui applique

alors les régles de progression et d'arrét énoncées ci-

dessus.

d) Régle d'arrét final.

Le développement de L'algorithme prend fin, lors—

que tous les bouts pendants sont terminaux. Nous avons

alors isolé une solution optimele du probléme.
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B) Cas ob les coefficients C4 sont de signe quelconque.

La solution au: probléme posé par la présence de

coefficients négatifs dans la fonction économique rési-

de dans lL'exécution d'un changement de variable appro-

prié qui permet de rendre tous les coefficients de la

fonction économique positifs sans modifier le probléme

et ainsi de pouvoir utiliser la méthode précédente dans

son intégralité pour résoudre des problémes dont la

fonction économique a des coefficients de Signe quel-

conque.

Changement de variable. Puisque nous voulons faire en

sorte que tous les coefficients de la fonction économi-

que soient positifs, nous allons éffectuer Te change-

ment de variable x'= 1-x sur toutes les variables aux-

quelles correspond un coefficient négatif dans la fone-

tion économique.



IT .32

D. PROGRALE TATION

a) Les données du vrogramme & introduire sont les suivantes:

- N le nombre de variables.

- les N coefficients des variables de la fonction éco-

nomique aui seront rangés dans le vecteur Z(i).-

- NBRE le nombre de contraintes du probléme.

—- les différents coefficients des variables des contrein-

tes qui seront rangés dans la matrice CONTR(i,j), ltin-

dice i indiquant le numéro de 12 contrainte et l'in-

dice j l'indice du coefficient de la contrainte i. Lé1é-

ment CONTR(i,N+1) est le second membre de Chague con-

trainte, ctest @ dire le coefficient d; de ‘, ‘anand

classique du probléme.

neb. : les différents coefficients nuls de la fonction

économique ou des contraintes sont introduits au

| méme titre que les autres.

i b) Les différents vecteurs matrices ou identificateurs: 
z

utilisés sont les suivants:

uNITER(i) +: veeteur donnant le numéro de l'itération. Les(

itérations sont numérotées 1,2,...,k,... dans l'or-

dre ou elles apveraissent au cours des calculs et

ne changent plus de numéro dans la suite des opé-—-

rations.
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ttPRED2 S(i) : vecteur dont les éléments indiquent de quelle

itération, l'itération i est descendante.

BOUPEN(i) : vecteur dont les éléments indiauent si l'ité-

ration i est bout pendant ou non.

BOUPEN(i) = O si L'itération i est bout non pendant. -

tlBOUPEN(i) 1 si l'itération i est bout pendant.

VER(i) : vecteur dont les éléments prennent soit la valeur

O soit la valeur l.

VER(i) = 1 si & l'itération i les contraintes sont

ou peuvent encore étre vérifiées.

VER(i) = 0 si & L'itération i les contraintes ne

sont pas ou ne peuvent plus étre vérifiées. Dans

ce cas, L'itération i est bout pendant terminal vide

puisaue ne donnant pas lieu 2% une solution.

SOL(i) : vecteur dont les éléments indiquent si & 1'ité-

ration 1 nous avons obtenu une solution ou non.

SOL(i) = 1 si 4 1l'itération i nous obtenons une

solution.

SOL(i) = 0 si & l'titération i nous n'obtenons p2s

de solution.

IND(i,j) : matrice dont les éléments indiguent la valeur

prise par les différentes veriables de la fonction

économique dans lL'itération i.

°



NBIND(i) : vecteur dont les éléments indiquent le nombre

de variables de la fonction économique ayant une

valeur fixée dans l'itération i.

VALZ(i) : vecteur dont les éléments indiquent la valeur

de la borne de la fonction ou la valeur de la solu-

tion suivent le cas.

INDSOL( 3) : vecteur dont les éléments sont les valeurs

prises par les variables de la fonction économique

de la meilleure solution connue.

CHGT(i) : vecteur dont les éléments indiquent si un chan-~

gement de variable a été effectué sur certaines

veriables.

SOLL : identificateur revrésentant la valeur de la meil-

leure solution connue. Initialement SOLL = coou

pour des raisons de programmation SOLL = o31_;,

4MIN : identificateur servant dans la recherche du point

de départ d'une nouvelle descendance. Il permet de

trouver la borne inférieure de tous les bouts pen-—

dants non terminaux conmnus.

CONST : identificateur représentant la somme des coeffi-

“ecient des variables sur lesquelles a été effectué

un changement de variable.
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ec) Schéma logiaque de calcul.

Ce schéma se décompose en trois phases.

1. Phese de calcul d'une itération.

Puisque le programme a été écrit en FORTRAN, tous

les vecteurs ou matrices utilisés sont initialisés 4 0.

Cette phase se déroule de la facgon suivante.

1.1. On considére tout. d'abord le signe des coefficients

de la fonction économique. On effectue le changement de

variable de le manitre énoncée dans le paragraphe précé-—

dent pour tous ceux qui’ sont négatifs. Le vecteur CHGT(i)

est construit et permettra ainsi de savoir sur quelles

veriables a été effectué un changement. Une fois ces chan-

gements de variable effectués le probléme est uniformalisé

et nous pouvons passer a la naaee de calcul proprement

dite.

1.2. On charge dans le vecteur ITER le numéro de L'ité-

ration en cours. Ge vecteur ne sert en aucun cas dans ie

déroulement des calculs, meis il permet de connaitre le

nombre d'itérations nécessaires & L'obtention d'une solu-

tion optimale et de donner les renseignements nécessaires

2 la construction de l'arborescence obtenue.
4
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“De méme, on mettra dans le vecteur PREDES le nu-

méro, dont l'itération en cours est la descendante. Ce

vecteur, comme le vecteur ITER est 1a & titre purement

indicatif.

Exemple:

Dans l'exemple de déroulement de la méthode don-

né précédemment nous avions & la fin de la résolution

du probléme obtenu l'arborescence suivante:

Cette arborescence est construite & partir des

vecteurs ITER et PREDES suivants:

ITER 1) 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8] 9] 10

PREDES O; OJ 1] 1] 2] 2] 5] 5) 7) 7
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1.3. Une variable de la fonction économique est alors

arbitrée & 0 ou & 1. Le choix de cette variable dans ce

cas est pagememnib arbitraire. Comme nous l'tavons vu elles

sont choisies les unes aprés les autres dans lL'tordre ou

elles anparzissent. Un index ALG permet suivant sa valeur

de nous renseigner sur l'arbitrage a4 effectuer. On posi-

tionne alors 1'élément correspondant de la matrice IND(i,j)

% 0 ou 2 1 suivant le cas, i étant le numéro de l'itéra-

tion et j l'indice de la variable sélectionnée.

Cette itération étant un bout pendant de L'tarbo-

rescence, on met & 1 1'élément correspondant du vecteur

BOUPEN pour le signeler. Puis La valeur de ltindice j de

la variable arbitrée est chargée dans le CHORE NBIND

afin de nous permettre de savoir a tout moment combien

de variables, dans une itération, ont vne valeur déter-

minée.

Une fois tous ces vecteurs positionnés, on passe

& le partie vérification des contraites et calcul de la

borne de la fonction économique ou calcul de la solution.

1.4. Vérification des contraintes. Le raisonnement

suivant est fait sur chacune des contraintes du problé-

me. Suyposons que nous soyons & l'itération p. Pour cet-

te itération, soit k 1'élément NBIND(i) indiquant le
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nombre de variables ayant une valeur fixée. Nous effec-

tuons alors la somme des k premiers coefficients de la

contrainte considérée qui correspondent & un élément non

nul de IND(p,j).

k

Soit SOM = >. CONTR(i,j) pour j } IND(i,j) # 0
1

Si cette somme SOM est supérieure ou égalea

CONTR(i,N+1l), c'est & dire au second membre de la contrain-

te, slors nous indiquons que cette contrainte est véri-

fiée en positionnant 1'élément correspondant du vecteur

SOL &2 1, dans le cas contraire ce vecteur est positionné

a 0.

Dens la mesure ou dans un probléme nous avons

plusieurs contreintes, il suffit qu'une et une seule ne

soit pas vérifiée pour que 1'élément correspondant du

vecteur SOL soit positionné & 0.

Si les contraintes ne sont pas vérifiées, c'est

a dire si nous ne sommes pas & une solution, nous allons

nous assurer que ces contraintes peuvent &tre vérifiées

dans la suite de la résolution. Dans le cas contraire,

nous mentionerons que cette itération est bout pendant
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Pour ce faire, % la somme précédemment obtenue

(SOM) nous allons ajouter tous les coefficients positifs

de la contrainte que nous n'avons pas encore considéré.

Nous obtenons une nouvelle somme:

n

SOML = SOM + > CONTR(i,j) pour j | CONTR(i,j)>0
yaks : .

Si cette nouvelle somme SOM] est supérieure ou

égale & CONTR(i,N+1), c'est & dire au second membre de la

contrainte alors cette contrainte pourra encore étre véri-

fiée dans la suite du probléme, dans le cas contraire

cette itération est bout pendant terminal vide puisque

ne donnant pas lieu @ une solution optimale ou non.

Si toutes les contraintes du probléme peuvent

encore étre vérifiées dans la suite de la résolution alors

1'élément correspondant du vecteur VER est positionné &

1, dans le cas contraire si une seule des contraintes ne

peut plus étre vérifiées VER est positionné a 0.

1.5. Calcul de la borne de la fonction. Pour évaluer

cette borne, nous additionnons les différents coefficients

de la fonction économigue qui correspondent & une varia-



dans 1l'élément correspondant du vecteuvr VALZ.

Ainsi, si NBIND(i) =k

k

VALZ(i) = >. Z(j) pour j ] IND(i,j) =1
jz1

Exemple:

Soit a chercher:

Min z = 8x, + 12x5+ 15x3

avec : Lex, + TX5- 4x3 % 7.

x, = 0 ov 1 pour i =~ 1,2,3

Dans cet exemple simple les différents vecteurs

ou matrice contiendront:

ITER SUCCES IND NBIND VALZ VER SsoL

1 0 100 1 8 a a. |
2 0 000 1 0 1 0

3 2 O10 2 12 1 1

4 2 000 2 0 0 O

1.5. Conservation d'une meilleure solution. Lorsque

nous avons obtenu une solution, c'est @ dire lorsque SOL=1
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et la meilleure des deux est conservée dans SOLL. La va-

leur des variables de cette solution est recopiée dans

le vecteur INDSOL.

2. Recherche du-"pére" d'une nouvelle itération.

Puisaque nous traitons un probléme de minimisation

nous allons prendre comme "pére" d'une nouvelle itération

un des bouts pendants non terminaux’ qui correspond & la

valeur minimale des différentes bornes.

Pour obtenir ce "pére", nous considérons succes—

sivement toutes les itérations. Parmi celles-ci nous ne

retenons pas:

- celles qui ne sont pas bout pendant c'est a

dire qui correspondent & un élément BOUPEN(i) = 0;

- celles qui sont bout pendant terminal vide ou

non, c'est & dire celles pour lesquelles VER(i) = 0 ou

SOL(i) =1.

- celles qui sont bout pendant mais dont la bor-

ne correspondante est supérieure ou égale & la meilleurepo

solution déja obtenue.

Parmi celles restantes nous prenons une des ité-

rations ayant la borne inférieure.
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Une fois ce "pére" trouvé, son numéro d'titération

ITER(i) est recopié dans 1'élément du vecteur SUCCES cor-

respondant & la nouvelle itération que l'on va étudier.

Nous retranscrivons ensuite l'ensemble des valeurs de ses

variables a@ans la ligne de la matrice IND correspondant

& la nouvelle itération envisagée. En fait nous recopions.

cet ensemble deux fois de suite, puisque successivement

nous allons étudier les deux itérations descendantes de

ce "vere", gui correspondent aux valeurs O et 1 que va

pouvoir prendre la variable & arbitrer. A présent nous

indiquons que ce "pere" est devenu bout non pendant en

positionnant 1'élément correspondant du vecteur BOUPEN a 0.

Nous reprenons alors l'algorithme au niveau 1.2.

3. Compactage des différents tableaux.

Lors de la résolution d'un probléme nous ne con-

naissons pas le nombre d'itérations nécessaires a Ltob-

tention d'une solution optimale. Aussi sommes nous con-

traint de donner une dimension & priori aux différents

vecteurs et matrice utilisés.

Cette dimension sera la plus grande possible

en fonction de la taille mémoire de l'ordinateur utilisé
*

et du nombre de variables du probléme a résoudre.
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Lors du déroulement de l'algorithme nous remplis—

sons les différents vecteurs et matrice. Si nous attei-

gnons la taille maximum de ces tableaux, nous les com—

pactons en ne conservant que les bouts pendants non ter-

minaux et intéressants pour la suite de la résolution.

Toutes les autres itérations peuvent 6tre détruites, mé-

me les solutions puisque la meilleure est conservée dans

le vecteur INDSOL.

Cette technique de compactage est intéressante,.

car. elle permet d'atténuer le probléme posé par 1'occu-

pation mémoire de telle méthode de résolution de program—

me linéaire. En effet, pour qu'il y ait <aeaTaie.on. de la

mémoire, il faut que le nombre des bouts pendants non

terminavx soit égal 4& la taille des différents tableaux.

En effet, nous avons pu constater, lors du trai-

tement de certains exemples qu'une taille 300 des tableaux

était suffisante pour résoudre des problémes ayant une

vingtaine de variables et nécessitant 1'étude dtenviron

6000 itérations.
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a) Organigramme.

START

LECTURE DES DONNEES

!
IMRRESSION DES DONNEES

$
SOLL 24474833647,

INDICE +4

Changement de variable pour

les coefficients négatifs

de la fonction économique.

CHGT(I)e-4

CONS T@— CONST 42 (7

z(z) + -2¢)

Phase atinitialisation. LTER(L) e— 4

TTER(I+14) <— 2

AIG+=—4

IND(L,I)e—4

| NSIND(Z)+— N@IND (INDICE) +4 |

L¢s2

ITER(X)+—-I+coner
PREDES (TL) 4— ITER (INDICE)

NN@—NBIND(Z}



Phase de calcul.

-calcul de la borne.

(CHGT(K)=4 ee, InD(Z,K) = 0)
Ww

CHGT(KI=0 eF IND(T,K) #0)

II.45
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- les contraintes pourront-

elles encore 6tre vérifiées

VER(X) e—O

BOUPEN(T) 4-0

- conservation de la meil-

leure solution.

NOW ¢

SOLL *— VAL2Z(T)

| INDSOL(KK] 4— IND(Z,Kk)]

KK t— KK44



Phase de retour-arriére.

L<— TT+4

AIG 2-0

¥
IN O(L,3) @a—- 0

NBIND( I) 4 NBIND(X-4}

oul

)

ZHIN 4— VALZ(R)
INDICE @— K

it

Non]

HIN > 214748 3647

NON

BOUPEN(INDICE) a—

NN 4— NBIND(ZNOICE)

IND (2,3) 4—IND (INDICE, J)
IND (E45) 4— INO(INDICE,3)t

34— NBINDUINDICE)

OU YALZ(k) & ZTIN BOUPEN(K)4— 0

NON



Phase de compactage

aifférents tableaux.

des

VALZ (33)¢—VAL2 (XT)

NBIND (33) <— N@INO(Tz)
NER (33) «— VER(xz)
SOL 3) q— SOL(x1

PRE DES (39) «— PREDES (a
TIER (33)<—ITER(TI)

TIHRRESSION “TABLERUX

TRoP PETITS*

IT.48
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©)

| ConeT «— conpT+3a-aa¥1]

r+ JI-1

| S)

Tect d'arrét du probléme.

SOLL > 21474B3364

ON

: 5

PAS DE SOLUTION

ECRITOURE DES

RESULTATS

q

(STOP )
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e) Programme.

Le programme que nous présentons a été écrit en

FORTRAN et mis au point sur un ordinateur UNIVAC 1110

(time sharing exec, multi-processor system).

L'énoneé du probléme que nous résolvons est le

suivants

Minimiser 2% = 2X4 —AXy 46X3 45K 4 -3X5 42K GAR 7 —3XQ +9XQt4Xy 9 43X7q

sous les contraintess:

3X4 +4X5—-3% 3 t5X 448K, +9X¢-4X7 +3XgQ-2X Qt 7X, ytOX14 % 27

HX 42K 544K 43K 447 X5-8K 643% 7—Kg HBX Q 43K QtXy 1 > 18

Xy Ky -Ky 4X 4-3x5 45x 6 42K7—2xp XQ 43K, 42X11 ZB 8

pour xj =QOoul je=4dl,...,il

Le temps total de traitement de cet exemple est

de 15.568 sec., le temps de calcul étant de 4.574 sec..
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CHAPITRE III.



III.1L

ALGORITHME DE BALAS

A. INTRODUCTION

Comme nous venons de le voir, l'algorithme pro-

posé précédemment présente l'inconvénient de conduire

& de nombreux changements de chemin dans la recherche

du programme optimel. En effet, le sommet choisi pour

poursuivre la résolution ne figure généralement pas

parmi les sommets créés & l'occasion de la demntbre

exploration. On est ainsi amené & développer de nom—

preux arcs sans aboutir & une solution optimale ou non.

Cet inconvénient est df au choix purement arbitraire de

la variable a arbitrer.

Aussi il paratt intéressant de faire l'étude de

l'algorithme de Balas. Dans cet algorithme, le choix

de la variable a ana peor dépend de la nature des dif-

férentes contraintes ainsi que das coefficients de la

fonction économique, et la regle de retour-arriére per-

met de choisir le sommet origine d'une nouvelle pro-
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Sous sa forme canonique le probleme que nous

allons étudier se formule de le facon suivante:

/ 545% 5 ds i= 1,.;.);m (S.1)

(P) Xi = O oul j 2 Lien gm (5.2)

n

‘min 2 = 205%, (S.3)
371

Nous limiterons l'étude du probléme au cas ot

tous les coefficients C5 de la fonction économique sont

yositifs ov nuls. (Nous Yappelons que si certains coef-

ficients C, sont négatifs, nous nous renvoyons facile-

ment & cette étude en appliquant le méme changement de

variable aque dans l'algorithme précédent).

B. TERMINOLOGIE

On appellera solution du probléme toute combinai-

son de n valeurs O ou 1 associées au vecteur X=(K,,-+-,x,)

Une solution sera dite réalisable quand elle sa-

tisfera aux contraintes (S.1) et (S.2).

Les solutions optimales sont celles qui minimi-

sent la fonction économique.
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C. ENONCH DS L'ALGORITHME,

L’algorithme de Balas permet d'texplorer effica-—

cement l'ensemble des solutions d'un programme linéaire

a variables booléennes en les examinant chacune au plus

une fois. Il permet d'obtenir le programme optimal dans

la mesure ot il en existe un et de reconnaftre qu'il

nten existe pas dans le cas contraire.

L'texploration de l'ensemble des solutions se fait

& partir d'une solution initiale So pour laquelle l'en-

semble des variables est nul. Elle se fera le long d'un

chemin suivent un critére de progression permettant de

choisir parmi l'ensemble des variables pouvant &tre ar~

bitrées &@ 1 celle permettant de se rapprocher le plus

rapidement d'une solution réalisable. Des eprmspes alan.

rét vont permettre d'interrompre cette progression quand

celle-ci s'avérera inutile et une régle de retour arriére

permettra de trouver la solution point de départ d'une

nouvelle progression.

Pour exposer le dérovulement de l'=lgorithme nous

allons nous placer &@ la solution Saye |
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a) Construction de l'ensemble des indices intéressants

s_2 Stre considérer pour passer d'une solution Sx a

une solution descendante.

Soit J l'ensemble des indices des variables éga-

les a1 dans 55°

j_ = { =i, dems 3 }- ji | Xs ans S.

Nous allons déterminer l'ensemble Ny des indices

n'appartenants pas a Joy et qui ajoutés a Jy peuvent per-

mettre d'obtenir une solution meilleure que celles déja

obtenues antérieurement.

Pour 1l'obtention de Ny nous allons exclure de l'en-

semble 1,...,n des indices succeptibles d'étre considé-

rés, l'ensemble 49 ainsi que les trois ensembles suivants:

- l'ensemble By des indices j construit de la fa-

¢on suivante:

Pour chacune des contraintes nous calculons la
nT

aifférence dif,= 4,-d.a, Soit I l'ensemble des in--X.e

321 Jod

dices i pour lesquels dif.>0O. Si a,.¢0, Viel alors jeb_.
ae + J rad

En effet, I contient l'ensemble des indices des

contraintes non vérifiées dans =F Nous excluons alors

de L'ensemble des indices j succeptibles d'étre choisis
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pour progresser ceux pour lesquels toutes ces contrain-—

tes ne seraient toujours pas vérifiées dans la solution

descendante de Sy? e'test & dire nous éliminons les indi-~

ces j pour lesquels a, 4$0 Viel.

nn

Ey = { 3] a; ;$0 pour tout i } ad, ~ 283% >o}

- l'ensemble D, des indices j tel que j ajouté a

Jy donne une solution Soa. pour laquelle la valeur de la

fonction économique est supérieure a la meilleure solu-

tion réalisable Z obtenue jusqu'a:’l1a.

Dp = {il (2, + 0;)2 Nl ——

Za est la valeur de la fonction économique en oa

—- l'ensemble Ky des indices j qui ajoutés a x

donne une solution déja examinée antérieurement.

ao = { i) Jou {3} eel examinée }

L'ensemble No est alors défini de la facon sui-

vante:

a - s d wD wh
pores » pS’ pip
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b) Régles d'arrét.

Avant de passer & 1'étude de l'ensemble Ny permet—

tant de déterminer quel est l'indice fournissant la meil-—

leure progression dans la résolution du problame, nous

allons énoncer les différentes régles d'arrét de la pro-

gression.

La solution 5, sera considérée comme bout pendant

terminal de l'arborescence dans les trois cas suivants:

- sila solution 8, est solution réalisable. En

effet, comme pour l'algorithme précédent, dans ce cas

il est inutile de a & progresser puisque les

coefficients Cc, de la fonction économique étants positifs,

les solutions descendantes ne pourraient pas &tre meil-

leures que la solution 55 elle méme.

- si l'ensemble Ny déterminé précédemment est vide.

Cela signifie qu'il n'existe pas d'indice qui ajouté &

l'ensemble J permettrait d'obtenir une meilleure solu-

tion. La solution 8, est alors considéré comme bout pen-

dant terminal vide puisque ne donnant pas lieu & une solu-

tion réalisable. En effet, si Sy était solution réalisa-—

ble nous serions dans le premier cas d'arrét et nous

n'aurions pas déterminé l'ensemble N, associé & 55:
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~ si l'ensemble Ny n'étant pas vide, il existe un

indice i vour lequel on a dans la solution 5)?

- Daag > 0
n

et : (da; - 2 a3 5x5) = 2. max [o,a,, >0
. 421 : jeNp J

Comme dans 1l'énoncé de l'algorithme précédent cela si-

gnifie qu'il existe au moins une contrainte qui dans la

solution 2 n'est vas vérifiée et qui elle ne pourra plus

1'étre dans la descendance de Bye En effet, si Linéga-

1ité précédente est vérifiée, alors méme en fixant & 1

les varlebles ayant un coefficient Bg .>0 ot a0 les va-
Lj

riables ayant un coefficient a5 joo la différence
n

ds - 25 4%5 restera positive tons la solution descen-
,=4 

a

dante. Done, dans ce cas il s'tavére inutile de continuer

la progression. > sera bout pendant terminal vide ne

donnant pas lieu &@ une solution réalisable.

En conclusion, nous pouvons constater que le pre-

mier et le troisiéme cas d'tarrét sont communs aux deux

algorithmes. Le-deuxiéme cas dtarrét va permettre une

nette amélioration par rapport & l'algorithme précédent

car il limitera le champ d'investigations.
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c) Recherche dtune nouvelle solution. |

Dans la mesure ot. aucune des trois régles d'tarrét

énoncées précédemment n'est vérifiée, nous pouvons con-

tinuer @ progresser en neCGhenchapth la descendance de 5°

Pour déterminer cette nouvelle solution nous devons pro-

longer le chemin issu’ de 55 en ajoutant & l'ensemble J,

des indices des variables égales & 1 dans oN un indice

J qui est choisi dans l'ensemble N. dont nous venons de

voir la construction.

Certains tests vont nous permettre de déterminer

qutelle est l'indice JEN, qui doit étre choisi de pré-

férence aux autres.

nr

Si pour ief1,...,m} a, - oa a; > 0, alors on.

a nécessairement pour cet indice i:

a

(da. - >a. x. ) >. max |0,a, J <0
jieNJE ?

Ssinon nous serions dans le dernier cas d‘arrét énoncé

précédemment.
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Par conséquent, si il existe un indice keN_ tel

que:
nr

(a, - Das.%. ) = >. max O,a -a.,>0x je ijvj jeNp bo, J ik
n

avec: 25 4,<0 alors: a, - Dai jxj ¢ ¢O que si 0.

Done on évitera de choisir l'indice k autant que possible.

On en déduit ume régle de choix de L'indice per-

mettant de progresser le long d'un chemin.

Régle de progression.

Pour chacun des indices jen,» on calcule l'ex—

m R

2 max [a; - D5 5% 7 ayy? oJ
is4 jet

Si il existe un indice j pour lequel cette expres—

pression:

sion est nulle, cela signifie que pour la nouvelle solu-

tion que nous allons obtenir, toutes les contraintes

sont vérifiées. On choisira done cet indice pour obte—

nir une solution réalisable Sy44 descendante de Sy:

De t & adire si aucim in-n
@ Bes Gorliemstine. fea

ais le cas contreire, c'e

dice jen, n'annule cette expression on choisira 1'tindice

correspondant a:

TMm

min [ 2. max ( ay -Las 3 7 May? oO |
jen. Ajen,
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Sachant que les contraintes sont vérifiées lors-—

X,¢O pour i=l,...,m , et qu'ainsi nous

obtenons une solution réalisable, cette derniére régle

de choix va permettre de déterminer quel est l'indice j

fera diminuer le plus possible la valeur des nouvelles
n

différences' d. - dia
i fa

solution descendante. Nous povvons ainsi dire aue le

i5*j que l'on obtiendra dans la

choix de cet indice permettra d'obtenir une solution

descendante Saya. qui s'approche le plus possible d'une

solution réalisable.

Si plusieurs indices peuvent étre choisis, on

considérera celui pour leauel l'accroissement de la fonc-—

tion économique est le plus petit. Si il y a encore

ambiguité & ce niveau du choix, on prendra l'un quel-

conque des indices donnant le plus faible accroissement.

En résumé la régle de progression permet:

- de choisir l'indice, si il en existe un, qui permet

d'obtenir une solution descendante réalisable.

- entre plusieurs indices donnent une solution réslisa-

ble Ge choisir celui qui donne la plus petite valeur de

la fonction économique.

~ d'obtenir une solution "s'apvprochsnt le plus possible"

a'une solution réalisable dans le ess ot on ne peut pas
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d) Régle de retour-arriére.

Dans le cas ot l'une des trois régles d'arrét

est vérifiée, la solution S,atteinte est bout pendant

terminal.

La poursuite de'la résolution se fera alors &

partir d'une solution 8 appartenant au chemin allant

de 89 a Sp° Sq sera la solution la plus proche de Sy

sur ce chemin pour laquelle l'ensemble Ny correspon—

dant comporte au moins deux éléments. En effet, si Ny

ne contient qu'un seul élément il est inutile d'texa—

miner plus loin les descendances de 8q puisqu'ton en

vient. Une fois cette solution obtenue on poursuit la

résolution du probléme en reprenant l'algorithme & la

construction du nouvel ensemble Ng qui est évidemment

différent de Ng:

Le choix de cette solution, point de départ d'une

nouvelle descendance, n'est plus, comme dans 1l'algo-

rithme précédent dépendant de la valeur de la fonction

d'évaluation. Sous cette forme, la régle de retour-ar—

riére permet de remédier & l'inconvénient présenté par

le premier algorithme qui conduisait & de nombreux chan—

gements de chemin dans la recherche d'une solution op-—

timale.



oa eh

IIIT .12

Les calculs prendront fin lorsaue pour toute

solution Sa du chemin que l'on vient de parcourir l'ten-

semble NG correspondant est vide.
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D. EBTUDE D*UN EXEMPLE SIMPLE

Enoneé du probléme:

Recherche de: Min z= DXq +7 Xp +10K3 43K 44K,

avec pour contraintes:

Ky 3X pq t5X34+K 4x, >e2

~2X) +6X5-3X3-2K 4 42% 20

“Xp 2X 3-Ky-Kp >l

avec x5=0 Su 1. pour jzlg2, 3dy4

ToT? BPAPE:

La solution initiale est So=(0,0,0,0), la va-

leur de la fonction économique associée est. Zq=0-+ Pour

cette solution, nous calculons les différences:
n

Git; = d; ~ 2485 5 pour d=1,2 53.

dif, =2 dif,=0 dif,=1

Nous déterminons & présent l'ensemble No des in-

a4 a £ 1 * =F +Gices j intéressants & consid¢érer pour progresser. PéurOs

le construction de No nous nous référons & la définition

de cet ensemble énoncée précédemment.
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' 4 Ni { §1xj=2 dans So} => Joa

I oy { {i I (apte5) 2 Zo}

Zo est la valeur de la meilleure solution réalisable

rencontrée jusqu'éa cette étape, par convention initia-

lLlement Zo= , par conséquent: Do = g

- Ky= {al dou{i} aéia examiné } => Ky = @

- EQ = {i Ia; 30 pour tout i \ait,> o}

aif, est strictement positif pour i=l et pour i=3,

de plus pour j=2 nous avons ayo=-3 et azoz-l de méme

pour j=5, ay5=-4 et ag5q-l, par conséquent :

Ey = {2,5}

Nous en déduisons l'ensemble Not

No = {1,253,4,5}- (JouDyuKuB,) = {1,34}

Tests d'tarrét.

U

Nous allons appliquer les tests dtarrét & la so-

lution So pour déterminer si So est bout pendant termi-

nal ou non.

- 8, n'est pas solution réalisable puique les

contraintes 1 et 3 ne sont pas vérifiées & ce niveau de

la résolution.

- l'ensemble No={1,3,4} n'est pas vide, de plus

povr les contraintes 1 et 3 pour lesquelles nous avons

aif,>0 et aif,70 nous avons:

ait, - Dimaxfo,a,] 4 2-(14541) = -5 <0
i JENg 5 15

aif, _ >. mex [0,23] = 1-(04+240) = 0
eX,
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Par conséquent, nous en déduisons que la solu-

tion So n'est pas bout pendant terminal.

Choix de l'indice j pour passer & la solution descen-

dante.

Pour chacun des indices jeNo, nous calculons

lL'expression::
TM n

2 max [ax - 245%) - 855s o| (1)

pour j=l (1) & > 14241 = 4

j=3 (1) <=> 04340 = 3

G=4 (1) 14242 = 5

L'indice j qui est choisi pour étre ajouté & Jy

pour passer &@ la solution descendante est l'indice qui

correspond @ la valeur minimale de 1l'expression ci-des~

sus. Nous choisirons done l'indice j=3.

2°me ETAPE

La deuxiéme solution considérée est S,-(0,0,1,0,0).

Pour cette solution 2,=10. Les nouvelles valeurs des

différences aif; pour i=1,2,3 sont: ,

aif,--3 dif, =3 dif,=-1

Déterminetion de Ny

Jy = {5 x1 dans $j} => J, = {3}

d= & puisque Z)=+0

a il} gS
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B, = {1,3,4}

Nous en déduisons que: N, = {2,5}

Conformément aux différentes remarques faites au

courant de la yere étape sur les tests d'arrét, nous

constatons que la solution Sy est bout pendant non ter-

minal.

Choix de 1'indice.

3 g

pour j=2 2 max fa,-2e, j-2499] = 04+0+0 0
141+0 2u ul

3

pour j=5 2 max [2x-Bea seas

L'indice choisi pour étre ajouté & Jy pour pas—

ser & la solution descendante est j=2.

ome ErAPE

La nouvelle solution est S5=(0,1,1,0,0). Pour

cette solution Zo=1T. Pour cette solution, nous pou-

vons constater que les différences aif, , dif, et dif,

sont toutes trois négatives ou nulles, par conséquent

la solution So est, réalisable, done bout pendant ter-

minal. Nous en déduisons que: Zo=1T.

On applique alors la régle de retour-arriére. On

retourne & la solution Sy qui est la premiére solution

avpartenant au chemin allant de So a So pour laquelle

itensemble Ny associé contient au moins deux éléments.

‘
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On détermine le nouvel ensemble Ny associé & Sy

a

quiest une mise 4 jour de Ny En effet, par rapport a

la deuxiéme étape de la résolution l'ensemble kK a été

modifié puisque nous venons de considérer la solution

Sy par conséguent Nj, lui aussi a été modifié.
,

Kt = { 5 | Jiu { 3} adéja examiné} = §2}

d'ous Ny = {1,2,3,4, 5h = (J, UE, UK} uD, )

{1,2,3,4,5¢ - ({3}u{1,3,4} ufe})

15}{I

Test dtarrét.

Pour Nt ={5} ,nous avons dif. ~ 2 .max(o an.)
1 2 jeNy % 23

= 3-2 >0. Par conséquent, la deuxiéme contrainte n'est

pas vérifiée et ne pourra plus 1'étre dans la nouvelle

descendance de Sy La derniére régle d'tarrét étant vé-

rifiée, il ne sert & rien d'examiner la solution

(0,0,1,0,1).

.

Nous retournons @ la solution Bo en appliquant

& nouveau la régle de retour-arriére. Comme précédem-

ment nous mettons & jour l'ensemble No» nous obtenons

le nouvel ensemble N6 associé a Soe N§={2,4}
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2 meres 24) UAE a

Pour NOF 1,4 , nous constatons que la troisiéme

contrainte ne pourra plus étre vérifiée. En effet,

aif, -2.max(o,a,,) = 14040 = 1>0. Puisque la troisiame

‘régle dtarrét est vérifiée, il ne sert & rien d'exami-

ner plus avant les descendances de la solution (0,0,0,0,0)

Nous ne pouvons plus appliquer la régle de retour-

arriére puisque novs sommes 4 Sos Par conséquent l'étude

prend fin.

Le programme optimal est (0,1,1,0,0) et 2 = 17.

r )
E. PROGRAMME

Le probléme que nous résolvons & l'aide du pro-

1 gramme proposé est le méme que lors de l'étude du pro-

gramme précédent.

le temys total de traitement de l'exemple par ce

deuxiéme progremme est de 14.694 sec., le temps de cal-

cul étant de 3.650 sec... Nous constatons que ces deux

: —_ = .

temps sont inféricures a ceux du premicr programme.

ho
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CONCLUSION.

Ce travail nous a permisde mettre en évidence

les possibilités d'application de la méthode S.E.P..

Nous avons démontré que cette méthode détermine l'exis—

tence ou la non existence d'un programme optimal pour

tous programmes linéaires et ceci en un nombre fini

é'ovérations. Son utilisation repose sur le choix de

propriétés séparatrices et sur le choix d'une fonction

d'évaluation; ces choix s'apouient sur la nature du

probléme étudié.

L'analyse de cette méthode nous a permis de mon-

trer qu'elle est applicable & la résolution de program-

mes linéaires & variables booléennes ayant une fone-

tion & optimiser et des contraintes comportant des coef-

ficients de signe et de valeur absolument quelconque.

La programmation de l'algorithme déduit de cette métho-

de est trés simple. Le programme ne comporte que des

opérations d'edditions, de soustractions et de compa-

raisons, ce qui. permet d'éliminer les problémes d'erreurs

d'arrondi et d'obtenir un programme performant par ses

temps d'exécution. Les limites de cette méthode repose
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sur la nécessité d'utiliser des calculateurs & capacité

de mémoire importante pour le traitement de probléme de

grande taille, ainsi que sur le fait que le choix de la

variable que l'on fixe 4&1 est purement arbitraire. La

) place nécessaire au traitement d'un probléme ne peut pas

étre calculée a priori puisautelle ne dépend pas simple-

ment du nombre de variables mais dépend essentiellement

de la nature particuliére de chaque probléme.

Ltalgorithme de Balas présente l'avantage de dé-

terminer la variable & arbitrer en fonction de la nature

des coefficients des contraintes et de ceux de la fonc-

tion économique. Le but de cet algorithme est d'étudier

chague contrainte séparément de facon & déterminer quelle

est la variable, s'il en existe une, qui permette de di-

minuer la somme totale des impossibilités. Elle permet

ainsi d'atteindre rapidement une solution réalisable et

de pouvoir borner ka fonction économique. Sa régle de re-

tour-arriére, de plus, permet de limiter les recherches

pour trouver une solution point de départ d'une nouvelle

descendance et ainsi de diminuer le nombre des calculs. —

Sa Srogtetinekion nécessite peu de place mémoire et cette

place ne dépend que du nombre de variables et du nombre

de contraintes du probléme traité. Cet algorithme, par

conséguent, pourrait permettre l'étude de programmes



linéaires trés importants et d'obtenir, méme si le temps

de calculateur est limité, une "bonne" solution. Nous

pouvons qualifier la solution de "bonne" en raison du
oN

ft ek : . . 7
ecritere de choix des variables arbitreées.

En conclusion et au vu des résultats de la réso-

lution de l'exemple proposé suivant les deux algorithmes,

mous pouvons dire que l'algorithme de Balas est moins

cotiteux aussi bien en temps de calcul qu'ten place de mé-

moire et qu'il mérite par conséquent d'étre préféré a

l'talgorithme classique pour la résolution de tels pro-

blémes.
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