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PROGRAMMATION DYNAMIQUE

PR R ST
Pl DR

A - BUT DE LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE
VOCABULAIRE

La programmation dynamique est une introduction & la
théorie mathématique des processus de décision & plusieurs étapes.

Que signifie processus de décision & plusieurs étapes ?
Supposons un systéme physique S dont 1'état & un instant t est
défini par un vecteur état p, Le systéme est sujet 4 des change-
ments (d'origine déterministe ou stochastique) A un instant quel-
conque, nous avons un choix de transformations qui déterminera le
passage de 1'état présent & l'état guivant, Un tel choix comporte
une décision (équivalente & la transformatiom. Si nous avons &
effectuer un seul choix, nous dirons que nous sommes en présence
d'un processus & une étape, Si nous avons une suite de N déci-
sions a prendre, nous dirons que nous sommes en présence d'un
processiis & N étafes,

Il est & remarquer que la distinction n'est pas bien
tranchée, Le choix d'un point dans un espace & trois dimensions
peut €tre considéré commefin processus & une étape si nous choi-
sissons globalement le vecteur (x, v, z) ou un processus & trois

étapes si nous choisissons d'aborg X, puis y et enfin z,

De nombreux processus de décision nous sont familiers :
les systémes de déclarations au bridge, certains programmes d'in-
vestissements, les polices d'assurances.

Chaque décision résulte d'un choix; une suite de choix
s 'appelle politique. L'ensemble des politigies constdtue 1'espace
des politigues. On cherchera alors dans cet ensemble la (ou les)
politique. qui maximise (ou minimise) une fonction quantitative
du systéme appelés fonction de critére ou retour, Une telle politi-
que sera dite nptimale. Le probléme ne sera résolu du point de
vue mathématigue qu'a partir du moment ol la structure de la
politique optimale sera connue. Ce concept de solution mathéma-
tique est un but qui ne sera pas atteint dans la plupart des cas
et nous nous contenterons de solutions numériques approchées.

Ce n'est pas tant la fonction de critére qui est inté-
ressante mais bien plutdt la structure de la politique. Cela
signifie que nous désirons connaitre les caractéristiques du
systeme 'qui déterminent la décision optimale & prendre & une
étape quelconque du processus, Au lieu donc de déterminer la
politique optimale & partir d'un état initial fixé, nous dési-
rons déterminer la décision optimale & prendre & n'importe quel
état du systéme, Ainsi pourrons-nous comprendre la structure in-
trinséque de 1la solution. et

Une telle approche mathématique présente 1'avantage de
rendre sensiblement plus simple la résolution numérique du
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probleme De plus, elle nous fournit un type d'approximations
qui a la propriété d'étre monotone convergente, On lul donne le:
nom d'approximation dans 1'espace des politiques.

! La programmatlon dynamique s interessera aux processus
oll le temps a un r8le significatif et ol 1l'ordre des opérations
peut &tre trés important, De plus une caractéristique essentiel.
le de cette approche sera la réinterpretation de plusieurs pro-
cessus statiques comme processus dynamiques dans lesquels le
temps sera introduit artificiellement,

B ~ UN _PROCESSUS d'ALLOCATION A PLUSIEURS ‘ETAPES
(type déterministe)

I - Position du probleéeme,

Supposons que nous ayons une certaine somme d'argent
% que nous désirons engager dans deux dlrections différentes,
La premigére nous fournira un retour g (y) pour la qu ntité y
qui lui est affectée; la seconde, un retour h (x -y)pour la ¢quans
tité x-y. Notons que les deux retours sont supposés, pour le
cas simple traité ici, &tre de nature différente de x mais de
méme nature entre eux,

81 nous désirons choisir cette répartition de fagon &
maximiser le retour total, nous sommes amenés & déterminer le
maximum de :

Ry (x,¥) =& (y) + h (x-y)

Considérons maintenant un processus & deux étapesiet
supposons que ayant obtenu le retour g (y), la quantité y est
réduite & ay (o ¢ a < I). De méme pour obtenir h {x-y),x-y est
réduite & b (x-y) Avec ke total restant ay + b (x-y), le pro-
cessus est alors répété. Posons :

sur y € (o,x)

ay + b (x-y) = x1 = yT+{x1 - YT)

oll yI est la quantité d'argent & investir dans la premiére di-
rection lors de la seconde étape. Le retour total pour ce pro-
cessus & deux étapes est donc :

Ry (x,¥,97) =8 (y) +h (x -y) + 8 (v, )48 (x1-¥7)

Le retour optlmal est obtenu en maximisant Ro (x, y,yI
sur le domaine & deux dimensions : O ¢ y & X5 0 €Y 14& X1

De méme pouyln processus & N étapes, le retour total
sera :

Ry (%, 95 Jrees voor) = &(y) + h(X-y) g (yp) + h (x7-37) +

+ 8 (YN-IS +h s jor- vyo1)

avec xp =ay + b (x -7y) y € (0yx)

..‘-"
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X2 = ayI + b (XI = yI) yI I (O’ZI)

. = = -y ! 0,x
X1 = &1 + b (XN-Z- yN_z) yﬁ % 2 (o,x§-¥-§)

Le retour maximum sera obtenu en maximisant la fonc-
tion Ry sur le domaine & N dimensions décrit précédemment pour
1 espace des variables ¥y, ¥1, .. y'NeT»

#a La discussien classique d'un tel systéme se fait en
annulant les dérivées partielles et en résolvant le systéme obte-
nu, Une telle méthode est évidemment impossible de fagon numérique
dés que N est un peu grand.

2 - Approche d'une équaticn fonctionnelle, -

les fonctions g et h

Observons tout d'abord que,
a N étapes

étant fixédes, le retour maximum total d'un processus
ne dépend que de N et de la quantité initiale x,

Définissons alors la fonctlon :

'y (%) = Retour maximum obtenu d'un processus 3 N étapes commen-
cant_avec la quantite x (xy‘o: N = 1,2,.4:)

Nous avony: fy (x):Max Ry (%5 ¥, 15 oo gnN-T)

f1 &) %QL (g (y)+n (x-y) )
O &y & ¥

Notre premier objectif sera d'obtenir-une équation
en 32 (x) en fonction de fy (x). Considérant un processus é deux
étapes, nous voyons gque .le retour total sera le retour d0 & la
premiére étape plus le retour dli & la seconde ol nous avons la
quantité ay + b (x-y) & investir. I1 est clair que quelle que
stit la valeur choisie initialement, le montant ay + b (x-y)
tant & investir doit 1'8tre de la meilleure fagon possible.

res~

Il s'en suit que :
Rp (x,7,¥7) =8 (¥) + b (x-y) + f7 (ay + b (x-y)) =~~~

retour maximum
dl & la 2&me étape

retour 4
4 la Iére étape

Alors y doit €tre choisi de fagon & obtenir le maximum de cette
expression.

5 (x) =Max (g(y) +n (x-y) + fr (ay + b (x-y) })
0Ogvy ¢ x

En utilisant le méme raisonnement pour un processus
& N étapes, nous obtenons les équations fonctionnelles fondamen-
tales
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Max (g (y) + h (x-y) + fy.1 (ay + b (x-y) )Ny 2
€Y € X%

fr (x) =Max (g (y) +h (x
Ogy ¢ 2x

ol

-y) )

Iz méthode est alors la sulvante :
Or détermine £_ (X), puis fa_(r) en fonction de
fi(x), puis £5 (x) en fonctign de f, (=),%ete,,. A chaque étape
du calcul, Rous chtenons non seulSment fir (x) mals aussi yk (X)
allocation optimale & faire A la premidre étape d'un progessus
k ftapes commencant avec la gyantite x.

La solution consiste donc en une ftabulation de la
suite des fonctions {yy (x)} et {fk (x)} k=1I,2,..

La solution d'un probléme particulier, supposant
N et x donnés a la forme :

+ b (x-y)
I+b<XI'yf)

o i oy
N
o n
o
=
3
4

- - -

Fyor= v1 (a¥yep + b (xyep - Ty-2)

) est un ensemble d'allocations

ot l'ensemble (¥, F1, «u. y§_
a N étapes.

qui maximise le retour tota

Remarques :°Le probléme particulier d'un processus & N étapes

et & x fixé a été inclus dansle probléme plus généra
d'un processus a plusieurs étapes ol N et x sont arbitraires.

°® Au lieu de maximiser dans un espace & N dimension
nous effectuerons N maximisations sur une variable. En d'autre:
termes, le processus & N étapes a été transformé en N processus
& une étape.

°°° Nous pouvons déterminer certaines caractéristi-

ques importantes de la solution méme si nous ne sommes pas capa
bles de résoudre entidrement le probléme,

5

3°)-gpproximation & une infinité d'étapes.-

8i N estgrand, il est raisonnable de considérer un
processus a N étapes comme un processus a un nombre infini d'é-
tapes.

Nous avons alors la seule équation fonctionnelle :

(I)[f(x) = Max [ g (y) + h (x-y) + £ (ay + b (x-y)]

Ogvyvg¢x

Malgré 1' avantage d'avoir une seule équation en f(¥
et une seule fonction d'allocation y = y (x), il se présente la
difficulté suivante : nous ne sommes pas slirs qu'il ex1ﬁte un
maximum absolu plutbt qu'un suprémum, c 'est-a-dire qu'il peut
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ne‘paS y avoir de politique qui fournisse le retour total f(X)

et d'unicité,

4°)- Théor.sme d‘existﬁnGe

“ . o]

Nous nous contenterons de le citer eaﬁlgnalant que &a
démonstration se trouve dans Bellman.Dynamic Programming.

Théoréme T

\gt h,(x
a)- 8i g (x)/sont de fonctions continues de x pour x 3 0
avec g (o) =h (o) =0
b)- 81 m:(x) = Max [ Max (J[g (y) ,‘ph (y)l ) et

¢ =Max (a,b) og y¢ x
[v'o]

¢)- Si Zz‘m (¢ x) converge quel que soit x % o .. -
10 8 yec oéab(I

Alors il existe une SOluthh unique de (1) continve quel que soit
X » 0, ayant la valeur O au point x» = 0,

5°)- Approximations successives,-
Bé51gnons ar T (f, y)la transformation définie par
T (f,y) = + h(x y) + 1 (ay + 0 (xy))

et considérons 1'équation :

f (x) =Max T (f, y)
0 £ V& %

Théoréme 2 Soit la fonction f, (x) satisfaisant aux conditions

suivantes
f, (x) est continue pour x > 0.0 (o) =0

Alors, si les conditions du théoréme I sont remplies, la su1te
définie par :

fN:y) 5 N = 05T, sen

converge uniformément vers la solution f (x) obtenue ci-dessus
sur un quelconque intervalle fini. '
6%)-

Approximation dans 1'espace des politigues.-

Nous allons montrer que nous pouvonsinu;ours choisir
1l'approximation initiale de fagon & €tre sfirs que la convergem-
ce est monotone.

Nous appellerons une suite de choix possibles unepoli-
tique; une politique qui donne f (X) sera une politique optimale
I1 gécoule de 1’equat10n fonctionnelle que la connaissance de
T (x) donne y.(x) et inversement un y (%) détermine f (x), par

N —_—— = e i




par une itération sur :

£ (x) =" (f,9) R
Nous pouvons alors approx1mef.dans 1'espacé dés pvlitl.
ques. Soit ¥o (x) un choix initial pour une politique. optimale
et soit alors fo( x), le retour ai &:'ce choix,

On a :
W B (x) =T (fo: YO,(X))

Nous résolvons cette équation. Pour améliorer y, (x),

nous détermlnons 7 (x) comme une fonction de x qui maximise
, ¥). Supposons Talors que ¥1 (x) est continue. Ainsi, nous

ob%enons une suite de politiques {¥y (x)}

tions retour {fN (x)} . On démontre alors le théorzme suivant ,
Théoréme 3, Soit f (x) le résultat d'une approximation initiale

dans 1'espace des politiques fo (x) = T (fo, yo (%))

ol y, (x) est une fonction quelconque de x satisfaisant aux cons

ditions

0 € Yo (x)< % L I =1

Alors si les hypotheéses du theoreme I sont satisfaites,
la suite de fonctions

= Max T (fN,y) converge uriformément vers la
og Yy X

solution f {x) et cette convergence est mogotone.

ty + 1 (%)

Propriétés de la solution.-

7°)-

Nous allons énoncer trois théorémes sur la convexité
(ou la concavité) de la soluticn.

Théordme 4. 53 les hypothdses du théoréme I sont satisfaites, sl

de plus g et h sont des fonctions convexes de X,
alors f (x) sera une fonctlon convexe, et pour chaque valeur de
x, y sera égale & 0 ou & X,

Théoréme 5. 81 les hypothéses du théoréme I sont satisfaites,si
de plus g et h sont des fonctions strictehent concaves de x,

alors f (x) sera une fonction strictement concave de X, Dans ce
cas, la politique opt;male sera unique.

Théorsme 6. Si &) g (n) et n ﬁx) sont strictement concaves pour

- X » O, monotonhes croissankes, possédant des déri-
vées premidres “continues et g (o) =h (0) =0
b} EJ_l > __(Ol , h'(o) > g'(o) » D> a

Alors la pollthue optlmale a la foﬁme suivante

a) y =xpour x € [0,x) oYX est racine de :

et urie suite de fono

ST

(0) =g'(X) + (b-a) g'(ax) + (b-a)-a.gf(aEX) o

b)) y =y(x) pour x »> X ouy (x) est une fonction com-
prise entre o et x, solution de !
gly) - n'(x-y) + (a-b) £' (ay +b (x-y)h=0

8°)- Processus dépendant du temps.

étape so0it une fonction g x,y), et qu'il nous
reste une quantité a, (x-y) & alloter pogr les étapes suivantes.
Nols cherchons & détérminer la politique qui maximise le retour
total au bout de N étapes,

; ?uggosons que le résultat d'un parta e de X en y et
x-y & la k

on supposera que gy {x,y) et ay (x,y) sont continues
enxety (y g (0sx}) . Deplus :

o & a (x,y) € ax ol

ag I
Définissons :

retour total d'un processus & N étapes commencant avec
une quantité X & la Ki°We Ztape et utilisant une poli-

tique optimale.

Nous avons, en utilisant le méme raisonnement que pour
le processus indépendant du temps, le systeéme :

fk,N (X) =

f,1 (x) = Max [ g (x,¥)

k o o L B ()

fey (0) = Max [ og (,9) + figr nerla ey ))
O‘y‘x -

Si N est infini, on obtient 1'éguation fonctionnelle :

Max [ g (x,9) + T (2, (x,9)]
$yex

g (x) =
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C. UN PROCESSUS DE DECISIONS A PLUSIEURS ETAPES
{type stochastique)

I°)~ Introduction,

Nous allons discuter un processus de décision &
plusieurs étapes d'un type tout & fait différent du précédent.
Ce processus stochastique présente descaractéristiques htéres-
santes et nous permettra de rencontrer le concept important de
régicns de décision,

2°)- Processus_stochastique de la mine d'or.

Soit deux mines d'or A et B, possédant respective.
ment les quantitds x et y d'or. Nous n'avons qu'une machine d'ex
traction qui, si elle est utilisée & la mine A, a une probabilil
p7 d'extraire une fraction r; de 1'or de la mine, et une probabj
1ité I_p- de ne pas extraire d'or du tout et d'8tre endommagée,
De méme pour la mine B, nous avons le doublet Pos To.

Nous utilisons la machine soit en A, soit en B;
81 elle n'est pas endommagée 3 la suite de cette premiére opéra-
tion, on recommence et ce jusqu'id ce que la machine soit endom-
magée, On cherche la suite de choix qui maximise la quantité d'c
espérée extraite avant que la machine soit endommagée.

Une suité " S= AA BB A B... doit &tre comprise coms
me d'abord le choix de la mine A, puls encore A, puis B, puis B
etc...

3°)- Approche de 1'équation fonctionnelle.

Posons : ]
(x,y) = quantité espérée d'or extrait avant que la machine
s0it endommasée cuand A possede x au départ, et B, ¥
et utilisant une politiflue optimale ayant au plus N

£%apes.
Considérart le processus a une étape, nous voyons

que le choix A nous donne une espérance mathématique py rp X
tandis que le choix B nous donne py xg y . Donc

Iy

£ (x y) = Max (py Py X, D, Tp V)

Comsidérons alors le processus & N + I étapes Que
que soit le premier choix, la continuation sur les N étapes red
tantes doit 8tre optimale si nous voulons obtenir une politique
optimale pour un processus & N + I étapes.

1

S1 A est choisi fp (x,¥) pI'(rI'x + IN'(.<I-TI) X, ¥ W)

81 B est choisi fp (x,¥) = p, (rp y + fyy (x, (T-rp) y ) )

D'ol 1'équation fonctionnelle :

fN;I (X)y) = Max E fA (X,y) , fB (X,y)]
[pr (rpx+ £y ( (T-rp) x, ¥))
Lop (rp v+ oy (%, (T=mp )3 ) J

= Max

4°)~ Approximation 4 un nombre infini d'ékapes,

., Le retour f (x,y) en supposant qu'il existe, satisfait
1'équation fonctionnelle
(

al'é
£ (x,y) =Max (pp (rp x +£ ( (ry) x, y),py (rp ¥ + £ (x,(I-rp)y))
Nous alldns énoncer pour une telle équation le théoréme

Théor&me I, Supposons que Prs P, < T

o g rp, T,
, .. Il existe une solution unique & 1'équation fonctionnelle
précéderite, finie dans le rectangle x ¢ {o,X] , v € (o0,¥).

Cette solution f (x,y) est continue dans une partie finie de la
région x, y > o.

¢ 1

5°)- Approximation dans un gspace des politiques et convergence
monotone.

Comme dans le chapitre précédent, nous pouvdns &tre sfrs
de la convergence monotone par 1'approximation dans un espace
de politiques, Les deux plus simples approximations sont celles
correspondant aux suites A% et B ., De la premigre politique

on espere =
fp (x,y) = 2L Fr X
A I-py %I-rI)

et de la seconde :

fB <X,): M

I~D2 (I“rg)
6°)- Lasolution.

; Il est inbuitivement clair qu'un choix A est fait si
%y > T et un choix T si y/x>> I. Il est également facile de
volr que le choix & chaque étape ne dépend que du rapport X'
puisque : ¥

f(kx, ky) =k (x,y)

81 nous examinons le gquadrant (x,y) X,¥y > U, el que
nous le divisions en des plages A et des plages B,’é'est—é-dire
les_valeurs de x et de y ol la décision A est le premier choix
optimal et celles ol la décision B 1'est, alors le couple (x,y




==t

B

I-I0

dans la plage A implique que (kx, ky) est également dans la
plage A quel que soit k, de mé€me pour B, Les frontiéres des
plages seront donc des droites. On aura done

X

Les régions ainsi déterminées sont appelées régions de
décision,

Nous allons supposer qu'il n'y a que deux régions et
nous allons essayer de déterminer leurs frontiéres,

La frontiere a pour particularité d'€tre la ligne ol
les choix A et B sont équivalentes. Si nous choisissons A& au
point (x,y), que nous effectuons une politigue optimale, nous
avons :
fp (x,9) =ppry x+ pr £ ( (I=rg) x, y)

i

S1i nous faisons un choix B
fp (x,¥) =porp ¥y + pp £ (x, (I-15) v )
et on doit éerire :

f, = fx . Malheureusement, f ne disparait pas. Mais nous
pouvons faire la remarque trés simple suivante : si nous effec-
wons d'abord un choix A, nous diminuons la quantité x et elle ;
seule, nous entrons donc dans la région ol le choix B doit Etre:
falt, puis nous utilisons une politigue optimale. Nous nobterons
une telle politique fyn (x,y). De méme si le choix B est effec-:
tué en premier, alors’ A zera choisi & la seconde étape et noud
utiliserons apreés une politigue optimale, notée fBA (x,vy). On
doit écrire que :

N (x,3) = fop (x,7,
br  fap (x,¥) =pp rpx+ p- (pp rp ¥ + py £ ( (I-rg)r, (T-rp )y
Tpy (x,¥) =py vy v + b (py vy x + pp £ ( (I-ry)x, (T-rp)y

d'oh 1'équation de la frontidre : p; rr X pPp rp ¥

T-pl -~ T=-p?
Théoreéme 2 : Considérons 1'ésuation fonctionnelle :
Aipp (ryx+ £ ( (I-rg) x,y) )

£ (x,y) = Max
oy = T ) ¥)

Bipy (ry v+ £ (%, (I-r,

ol og pr,p, LI et og ry,r, g I

2 2

la solution est donnéde par :

£ (xy) =pp (rpx+ 2 ( (T-ry) x,y) ) 81 PLTr X Polp ¥

, I"pI I"pg
£ (x,9) =pp (rpy+ ¢ (I-rp) y) ) st PrrrX PofoV¥
. I—pI I-p,y

pour prrrx _ pE?eX , 1'un ou 1'autre choix est optimal.
1-p 1-p
I 2

Nous avons donc obtenu une treés simple caractérisation
de la politique optimale, En général, il n'y aura pas de repré-
sentation analytique simple de la fonction retour £ (x,y).

7°)- Le_probléme pour un nombre fini d'étapes.

Théordme 3. Considérons les relations de récurrence,
fI (X)y) = Max (pI PI X, p2 T2 Y)

pr (rox + £((I-ry)x,y))
Py (%,¥)= Max S N=T,2,..

botopy (rpy + fyglx, (T-r,)y8)
pour chaque N, 11 y a deux régions de décision.

Démonstration,

Pour chaque N 3 2, les points déterminds par la condi-
tion que AD plus une politique optimale pour les N-2 étapes sui-
vantes est équivalent & BA plus une continuation optimale pour
les N-2 étapes suivantes sont sur la méme droite déterminde par

. -:_E§ ry X Py Tp ¥
' - p I - I-Tﬁe—— )

Pour un processus & N étapes, une politique a la forme

~al oI .an bn
Syt ATT.B T ... A B avec QZL(ai + bi) = N
i
50it un point P situé au dessus de L. 8i A est choisi, il vy a

deux possibilités

ou bien A est ptilisé k fois de suite, puis B
ou bien S, : A i
N
Considérons le premier cas, si A est utilis€ k~I fois
d? suite on atteint un point P'toujours au dessus & L. Ay point
P', AB ne peut &tre que les deux premiéres étapes d'une politique
?iN-k+I étapes, puisque BA plus une politique optimale est supé-
eure, i

N Montrons maintenant que si AN est optimale au point Py
a%ors A" est optimale dans toute la région comprise entre OP et
l'axe des x.

e ——————— e e A AL s R e opom = = T




I-I2

L'homogénéité de f(X,y) en x et y permet de suppose} |
que-x + 3 = I. Considérons le processus & N’%tapes, il y a2 |
politiques possibles appelées Py, Po, ... Ppf, Chacune de ces
politique#utilisée en un point {x,y% donne un retour qui est
une. fonetion linéaire de x et de y, appelée L (x.y). Pour x+y=|
= ', nous pouvons dessiner ces fonctions pour obtenir un réseay

N
de 2% droites, 1k
. _ X »
— - 7 ~ Un point de Ly (6~1) donne un point de L, si on_choisit
i ; - A. Soit Q un point du Secteur compris entre L, et“Ly (A1), si
T < o

g est choisi au point Q comme premier mouvement d'une politique
a trgis étapes, B est utilisé au suivant puisque le point trans-
formé est dans la région B d'un processus & deux étapes. Cepen-
gant, 51 Q est au dessus de L, nous savons que AB ne peuvent
8tre les deux premiéres étapes d'une politique optimale. Done

en Qz oh effectle le choix B. Pour un processus 3 trois étapes,

X : la région B est dohc au moins le secteur au dessus de Lo (a=1),

| { Ce prggessus peut étgf continué pour N de plus eh plus grand

: : Jusqu'a ce que Ly (AT7), pour k fini, vienhe au dessous de L.

. La frontiére AB = DA est alors celle considérée, et le reste
! 3
i

Si N était égal & 2, alors les quatre politiques AA,
AB, BA, BB fourniraient quatre droites comme ci-dessus, le re-
tour maximum aurait la forme :

f(X :.y’) < A !

- ; i pour tout N plus grand.
X

1
|
i
t L.
I1 est clair que AN est une politique optimale pour y =
x = I. Il s'ensuit que fi AN est optimum & (X, y), o< y< I

la ligne correspondant & A" dominera toutes les aufres lignes

pour x £ X £ I.

Pour un N quelconque, la frontiére entre la région A et
la région B sera : )

Il

soit AB = BA soit AN My ol Mp est une politique de forme
compliquée;

soit BN = M, om M, est une politique de forme

compliquée.
On peut établir alors le résultat suivant :

Théoréme 4.
Les régions de décision pour f . convergent vers celleg
de f quand XN %tend vers 1l'infini, de la fagon monotone, Il exis<
te touijours un entier Ny tel que pour Ny Ny, les régions pour
fN sont identiques & celles pour f.

Démonstration, Supposons N = 3, soit L, la frontiére pour le
processus i deux étapes et supposons qUe les positions relati-

ves de L2 et L soient les suivantes




D. LA STRUCTURE DES PROCESSUS DE [
PROGRAMMATION DYNAMIQUE

I°)- Discussion des deux processus précédents.

Ces deux processis ont en commun les caractéristiques '

sulvantes :

a- Pans chaque cas, nous avons un systéme physique caracté-
risé & une etape quelconque par un petit nombre de variables,
les variables d'état.

b- A chaque’étape, nous devons faire un choix parmi un cer-.
tain nombre de décisions.

c- L'effet d'une de01sion est une transformatioh des varia-
bles d'état. . ]

d- Le passé historique du 'systéme n'a pas diimportance pour
déterminer les actions futures.: :
|

e- Le but du processus est de maximiser une, fonction des l
variables d'état. .

Enfin, 1orsque le temps joue un role, il estsouvent :

preferable de lui réserver une place spéciale dans les variables[
état.

|

2°)- Le principe d'optimalité, l

Une politigue optimale posséde la propriété que, quels |
gue solent 17état initial et la décision initiale, les décisions:
restant A prendre doiven® constituer une politique optimale eu
égard a 1'état résultant de la premieére décision. 1

Ue principe est intuitif et une démonstration par 1'ab-:
surde est évidente. La traductior, mathématique de ce principe
nous a conduit aux équations fonctionnelles rencontrées dans les
deux précédents chapitres. |

3°)~ Formulation mathématique d'ur processus déterministe dis-
cret.

Nous voulons dire var "déserministe" que le résultat de
la décision est uniquement détermind par cette décision.

Supposons que 1'état du syseme est défini & une étape
quelconque par un secteur a M dimensinns I

(p) = (pI Py ees py) » vecteur astreint A appartenir & une
région D. I
Posons T = (ol q varie sur un ensembie S qui peut 8tre fini

ou démombra lg, continu) un ensemble de transformations possédank

la propriété

(P)€ D Tq<[p3)€D\1qcs

Une polithue con51ste en une selection de N transfor-
nous devrions écrire

mations dans 1'ordre P =(T, To, i

TqI’ qu...Tqu On obtientlalofs la suyte d'états
D ;= TI(cpJg
ép% = T3 (tp e
(py) = Ty ( {ry.p)

Ces transformations sont choisies pour maximiser une
fonction donnée R, de 1'état final (py).

Observons que la valeur maximum de R ( [ py] ) doit
8tre une fonction du veckeur initial (p) et du nombre d'étapes N

Nous définissons alors ¢
(Loy1) ,
= fqnctlon retour au bout de N é;apes com-

mencant dans 1 état initial (p) et utili-
sant une poilquue optimale,

fN (p) = Max R

'La suite est aéfinie pour N = I, 2, ... et pour (p}& D.

‘ Pour trouver une relation de recurren@entreles é1éments
de 1la sulte [p1 , nous appliquons le principe d'optima-
1ité. Soib Tg la premi&re transformation choisie., Le vecteur
(p) est transformé en Tq ({ p] ), le retour maximum pour les'N-T
étapes sulvantes est alors fN {Tq ((p] ). q doit donc €tre
choisi de fagon & max1mlser le retour du processus a N-I étapes
commencgant dans 1'état Ta ([ p7J ).

fyor (Tq ({p] )) pour N3 2
Tq ((®) ))

fN ([ p) ) = Max.

q€S
et L (c o Max R

qes

I

Observons que

N ({p] ) est unique, Wais que q ne
1'est pas forcément.

Pour le cas d'un processus infini, la suite (r p} )
est remplacée par une seule fonction £ ({pl ), la relaglon de
récurrence est alors remplacée par 1'équation fonhetiommelle :

£ (py ([ p1)

= Max f (Tq
qes
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4°)- Formulation mathématigue d'un processus stochastique direcﬁ

Une décision a maintenant pour résultat une distributig
de transformations. Le vecteur initial (p) est transfommé en un
vecteur stochastique (z) doté d'une distribubion dGq (tpl, 123 )|

) Deux cas distincts de processus peuvent se présenter
suivant que :

(z) est connu aprés la décision qui vient d'étre faite et
avant la prochaine & prendre

- On peut supposer aussi que seule la fonction de distribu-
tion est connue..

Nous ne considérerons que le processSus du premier type!
Nous raisonnerons donc maintenant avec 1'espérance mathématique |
de la fonction de retour.Coit alors un processus & N étapes. Si|
(z) est 1'état résultant d'une transformatioh initiale Tq, le |
retour pour les N-I derniéres étapes sera fN—I (1231 ) si nous -
uttlisons une politique optimale.

i L'espérance mathématique de retodr est donc
(eyr (a1) w101 ,020)

La relatfgéege récurrentce pour la suite £, ({ pl ) est

£, (Cpl -—“P:';usc Le DfN_I(LZ] ). G ([p),lz] ) N 2
eth([p])=I‘q’I?JSc SZG DR([Z] ).dG.q (Ip) .Iz) ) |

Pour le processus infini, nous obtenons 1'équation
fonctionnelle :

£ (Cpl) =Max'{ £ (2} ) asyy (Ipl (2] )

qes

\

z€¢ D

5°-) Formulation ma-hématique d'un processus déterministe
continu. '

T1 existe ur certain nombre de processus intéressants
qui sont tels que les décisions doivent €tre prises & chaque
point d'un continu, par exemple un intervalle de temps. Un exef:

“ple de tels processus 35t formé par le calcul deg variations
qQue nous étudierons plus loin.

Définissong : I

£ ({pl; T) = rebour obienu sur 1'intervalle de temps (0,T) cofl
mengent a . 'état initial (p) et utilisant une
politidue ontimale.

fo(L pl ), puis déterminer la suite de fonctions

I-I7

Nous choisissons des politiques, c'est-a-dire des fonc-
tions, sur des intervalles puis nous passerons & la limite en
réduisant en intervalles & des points. L'équabion fonctionnelle
sera alors i g

£ ([p}; 8+ 7T) =Max £ (Cppl 5 T)
D¢ {0,8]

ou le maximum est pris sur toubtes les décisions possibles &
prendre sur l'intervalle (0,3),

La limite pour S—+ 0 de 1'équation précédente conduit
a4 une équation différentielle non lindaire.

6°)~- Approximation dans 1'espace des politigues,

La méthode consiste & choisir une fonction initiale

{fx ((p])}

par la relation :
£y (Upl ) =Max £y . (74 ([p] ))

Avant d'étudier cette méthode d'approximation, il
convient d'observer qu'il existe une dualité naturelle entre la
fonetlion £ (L pl ) qui mesure le retour total, et la politique
optimale qui permet d'obtenir ce retour, La connaissance de

£( [p) )} donne toutes les politiques optimales, puisqu'elle déter-
mine toutes les valeurs de q maximisantes, tandis que la con-
naiis?nce_F;une quelconque politique optimale particullére don-
ne {pl).

» N’-: I,E e

L'index maximizant q est une fonction de[p)}. Comme nous
avons noté £ (U p) ) un élément de 1'espace de fonctions de
retour, nous noterons q = q ([ pl ) un élément de 1'espace des
politiques.

Choisissant une approximation initiale qy = g4 (fp) ),
nous calculons la fonction retour de cette politidque au moyen
de 1'équation fonctionnelle

o (1p)) =1, (Tg (1))
Deux méthodes sont alors possibles
I - Nous déterminons une fonction g

£, (P {¢p3 ). Nous détermincns alors 1
1 équgtion fonctionnelle :

£2 (Cpl ) + £7 (Tq_ (tel )

et ainsi de suite, nous obtenons alors deux suites
et {qN ([p]

(Ip) ) qui’ maximise

r ~ 'y A
i{p] au moyen &

: {fN (£91)}




2 - On peut également définir :

f_ (fpl) = Max fo ( T, ([p) ) Jet utiliser la méthy

de couranteIdes approfiimations slccessives:

E - UN NOUVEAU FORMALISME DANS
LE CALCUL DES VARTATTIONS,

I°)- Introduction,

Nous étudiercns dans ce chapitre deux classes parti-
culiéres de problémes,

\
|
f
f fonctionnelle de la forme

- Le premier est de déterminer le maximum cu le minimum de
fypr (D07 = Max gy (7 (5] ) )
I1 est immédiat de voir que fy 3 fo et que la suite;\ g liEl) e JO F (xq, XyreeXps Zos Ze"'zm ). at

{fN} est monotone croissante,

Nous utiliserons plutdt la seconde héthode,,ca; la prﬁ
miére plus naturelle sans doute, semble plus difficile & tralm&

rigoureusement,

sujettes aux relations et contraintes de la forme :

a-dzi = G (x,2) , Xy (o) = ey 1=1I,2,im

d
o] -Rk (X,Z)\éo 1{=I,2jihvi

‘ - Le second est le probléme de valeurs propres assocides &
1'équation :

w + A8 @ () u=0 u (o) =u (I) &0
En effet, ce probléihe, sous certaines conditions rela-

tives & (O (t), est équivalent au probléme de déterminer les
minimums relatifs de :

1
[ J (u) =j u'? gt
o
& o
avec les contraintes a-j q?(t)u dt = I
o

b- ufo) =u (1) =0

2°)~- Une nouvelle approche.

Nous considérerons le calcul des variations comme une
classe particuliére de processus de décision & plusieurs étapes.

de type continu, Nous utiliserons le principe d'optimalité &
différents problémes du type I.

I.soit & maximiser 1'intégrale :
- 0
= (T ) ar NN¢S
U8

avec les ~rlations dx = G (x,¥y) , x (o) = ¢ (2)
’ dt

La valeur maximum de J (y) (que nous supposons exister)
Seéra une fonction de la seule valeur initiale de X, notée c,

e




e
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On derira que M;x I (y) =t (¢)

soit y =¥(t) une fonttion donnant le maximum de J (y) Nous
avons alors s . :

(3) 1 (e)=f B xiy)avaf 7 Goy) av pour s queloonuef
%o © o Js positif, 4

Considirons 12 gseconde intégrale, L'effet d'un choix
initial de vy (t) pour t appartenant & 1'intervalle (o,S) sera
de convertir ¢ en la valeur de x au temps S, Nous appellerons
cette valeur ¢ (S). Il s'en suit alors que, quelgue soit le
choix initizl de y sur(0,8), hous trouvons sur 1l'intervalle
restant (S, [ , un probléme identique & 1l'original, & la
seulé différence prés que ¢ est maintenant ¢ (8) = x (S).
Puisque 1'intégrant est indépendant de t, ainsi que 1'équation
différentielle (8) le nouvel intervalle peut &tre considéré
comme étant [o,es( avec x (o) =C (8

D'ol, utilisant le principe d'optimalité, 1'équation
(3) peus s'éerire :

S
)t (e) =f Py ats s (eos)
‘o . 2
Puisque le choix de la fonction y doit €tre fait de
facon & donrer le maximum { (c), on aura la relation fonction-
nelle fondarentale :

¢

3
(5) £ (3) = Mex S F (x,y) dt + £ {(c (8) )
5 |
y € [0,81

Nous ¢llons maintenant faire tendre S vers O, Pour S
petit,sous certzines conditions de continuité, nous avons :

£ (e) =Max(F (¢, y 0))S+ £ (c+ 8.G(c,y" (o) + 0 (s))
vy €10,8]

Comme 1':ntervalle {0,S] tend vers zéro, un choix del|
sur [ 0,8] devient un chox de y (o). Posons v = y (o). On
obtient

£ {c) =M3xt F (C>V) S I (e)+ 5.G{c lv) f|(c)] +0( )

3 la limite O = Max [F (e,v. +G (c,v) £'(c)) [

nous obtenons zlors les deux 2quations

o
i

F (c,v) + G (c,v) £' (e

=F'v (¢ v) + G' (e,v) £%)

o
!
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soit F (c,v) G (w,v)
6) . ’ {= 0 c'dst-a-dire la relation
Fy (e.v) &y (c,v) d'Buler

qui détermine v comme une fonction de ¢, c'lest 3 dire y comme
fonction de x, et nous résolverons alors 1'équation différen-
tielle ( ) en x : dx = G (x,y (x) x (o) = ¢

dt A :

nell Considérons maintenant le probl2me plus général suivant :
Déterminer le maximum (ou le minimum) de

T
I ) =) F (ey)

avec les relations =G (x,y) . x {0) =¢

dx
dt
Lis deux variables d'état sont maintenant c et T. Nous poserons
alors

Max 3(y) =t (c,T)

En raisonnant de la méme fagon que pour 1'exemple précé-
dent, on obtient l'dguation fonctionnelle : ’ ==l

&
£ (e,m) =max({ F (x,3) at + £ (o (5), 1-8)]
y ¢ 10,8)

qui conduit lorsque S~+ 0, & 1'équation non linéaire aux déri-
vées partielles :

= t
o M%x (F (c,v) + G (c,v) fC = f; 1

soit au systéme ff = F (c,v) + G (e,v) £l
13
o F; (c,v) + G, (e,v) fé

n

soit et P o(e,v)

¢ = Ef—TETVT = P (c,v)

!
T

|

o
t
Q
-]
'

Pour obtenir 1'équation en v, on decrit que
f fn = l"~ c 0
oT fTU goit

I A Y '
PV Vip = QV Vo + Qc

3°)- Probléme . de valeurs propres.

; Noug cherchons & déterminer la valeur de A qui permet.
d obtenir une solution non nulle & 1'équation :
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0
0

-~
"o

nous 1'avons 51gna1é préoedemment est

2

wr ’ Ce probleme comme
dquivalent & 1l'un ou 1l'autre des problémes suivants

- Déterminer les minimums relatifs deg u'? dt avec les
contraintes : ‘ (0]
(l > '
J(p(tudt=I (o) =u (I) =0
0 I
ou ~- Déterminer lesmaximums relatlfs deg @ (t) u at avec les
contraintes : - 0

(0) = u (1) = 0

T1 y a deux fagons d'aborder le probleme), la premiére
étant de con51derer la mlnlmjsatlon de

. I I
J (u) ={ u'? at
T

5
S W't =1
0

sur tout u vérifiant 1

u (a).=
oo [ 90 P

Ici la nouvelle variable d état appartient au segment
(0,I)., Nous supposors gue 1a fonction ¢ ( tgasat1sfa1t 3 la
contrainte 0<by & ¢ (t) < pour t appartenant & (o,I),
est continue sur tous ce segm\nt

w (I} =0

et

Un probléme =0u1valenb est la maximisation de

Une seconde formu.ation moins <vidente est la mipimie=

tion de :
T
J (u):f u's as
&
avec les contraintes w(s)y =0 wu (I)=
jI[ © () P+ k (I-t)p (+) u)at =}
a

Nous n'étudierons en détail que la premizre formulation.-

S
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4°)- La premiére formulation.
Posons f (a,k) = Min gI u'2 d%
avec les contraintes u (a) = ka u (1) =

ﬁtp(t) « udt =1

Nous écrivons que le long d'une extrémale

f L) vBat=1-5.@ (a) ¥

ats

u (a+s) = k + sv

£ (a, k) = v% 5 + JI u'? gt
ats

en effectuant alors le changement de variable @

u(t) = (T -9 © (a) ¥2/2 ) W (t) , on a alors
w (a+8) = ktsv + s P (a) T3/
£ (a,k) = v 5 + (I-s © (a) kg)jI w'e dt

En combimant alors les deux résultats ci-dessus, on cbtient
1'dguation fonctionnelle :

f(ak) = Min v s + (T-s (a) k') £ (ats,krsv + 5 (a)k/2)

a un infiniment petit du ler ordre en s.
Faisant alors tendre s vers zéro, on obtient :

=Min[ v + v.f' ) + £+ @(a) kK2, 1!
v k a 2

Approximations successives.

-0(a). k% £
5°)-

Nous allons étudier cette méthode sur 1'exemple
déja traité dans une section antérieure., Maximisation de :

i
J (y) =jo F (x,y) dt
avec dx = G (x,y) x(o) = ¢
dt

nous avons alors obtenu 1'équation :

f% = Max (F (c,v, + @ (c,v) fé)

Cho1sissons une approximation initiale Vg
guivalente ay. =y, (x,T-t).
1'équation dlffgrentlelle H

= v, (c,T)
On calcule alors xo au moyen de

Gxq = G (xp, Yo (%p, T-t) x5 (0) = ¢

dat
£, (c,T)

puis par :




£, (e,T) =ST F (xq, yo) dt
o e

sy

Cette fonction, f,, satisfait a
le linéaire :

1'équation différentiel-
‘o= + G (e, v,) £} -
£ln F (c,v,) (e, v5) oo g

Pour obtenir 1'approximation suivante sur une gxtrémale
¥, nous déterminons vy (¢,T) comme une fonction qui maximise :

F (c,v) + G.<C’V) féc
utilisant vy (© T) nous obtenons y

commé ci-deSsus, Nous caloulons alors
mise

(x, T - %), puis x. et f

v, comme fonction

F (O{‘f) + G (c,v) fIic

et ainsi de suite, Nous obtenons deux suites_d'approximabionf
1'une pour f, la suitekaN . 1l'autre pour v, la suite {vy}. Enfin,
il est anoter c e la suite {fN}est monotone croissante. .
, q 1 .
Nous ne nous sommes pas posés de questions sur 1'exis-

tence de la solution, mais par contre, on peut affirmer que cette
solution, si elle existe, est unique. i L

&Ui ma%i.— |
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F - PROCESSUS DE DECISION 'ARKOVIENS

1°)- Introduction,-

Nous allons étudier un nouveau type de ?rocessus de
décision qui nous conduira & une nouvelle classe d équations
fonctionnelles, e

Nous considérerons le processus discret, qui nous
aménera & étudier une équation du type :

o

xy (0+1) = Max avec x4 (0) =C; 1 =T,2,,N

© a. (Q)y(n)
i S
et la version continue de te processus :
N
dxy = Max aj x, (t) aveec x, (o) = ¢, i=1,2,..N
a_t.i qu:I ij (Q) 4 ( ) i ( ) 1 FX=F

2')— Processus_de décision Markoviens. -

Etant donné un systéme physique 8 qui aux instants

t=0,4, 24, ...

doit &tre dans un des états notés S., S

T+ Sps ees SN

Supposons qu'a un instant t, il y a une probabilité
x; (t) que le systéme soit dans 1'dtat i, et qu'il existe une
probabilité de passage d'un état & un aubre. Posons :

a.J = probabilité que le systéme sera en 1'état

i au temps
t+ 4 s'il était en 1'état j au temps &

La relation entre 1'ensemble des probabilités 3
Xi(t+ 4 ) et 1l'ensemble des probabilités { Xy (t)} est la
suivante )
N
xy (t+ ) =Z‘ ayy x3 (t) iel,2,..N
J=1
pour t =0, A , 24 , ... Nous posons
xy (n A ) = ¥; (n) ; on peut alors écrire :

N
yy (o41) =ZJ_=I 234, ¥4 (n) 1=
Considérons alors le processus de Markov suivant :
Supposons que les probabilités de passage as g soient fonctions
d'un paramétre §, et qu'a chaque étape du processus q doit &tre
choisi de fagon & maximiser la probabilité que le systéme soit
dans 1'état SI . On obtient done le systéme non lindaire :
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& v
1 (n+I)‘f$Ma%2%€I a1y (q) Y (n)v
n w»
vy (n+1) =§‘=1 a1y (@) yy (0) 1=2, 3.0

4

ot g =g (n) est une des valeurs qui maximise Vs (n+1)

Remargque. A la limite si A —s O, nous obtenons au lieu du syS -
téme précédent le systeme

a -
"

- ) ; v =
= Max%;I bIJ (q) XJ (t) X7 (o) = cr
N H i i
axi =2 i@’ ) xy(8) 0 oz (o) mei 4= 2, 3,..N
dt =1 13
Pour obtenir ce sy;téme, nous avons posé
agj = b si 1# 3
»id = I - bilA . e L

3°)- Notations,

Nous commencerons par la version continue du proces-
sus. Introduisons la notation matriclelle

X . :
RES j %3
X = . A (q) = ag’y (a) C =l
% e
0 <N , N
Le systéme dx. = Max a., (9) x %, (0) = ¢, i=1,2,..N
Tt a4 Fe1 iJ 3’ s dl [
prend la forme
dx = Max A {g) . x x (0) = ¢

dt  a

ol il est entendu que le maximum est pris élément par élément,
¢'est-a-dire que la valeur de g sur une ligne est distincte de
la valeur correspondante le @ sur une autre ligne. Nous consi-
dérerons qu'il n'existe pas d'intersection enbre les diverses
maximisations. (Notons qu'il ne s'agit pas tout & fait des mémes
problémes que dans la précédentebection. Nous reviendrons i ce
dernier plus loin).

D'aufre part, nous employons les notations
i N
Xi| = IX
1A= 2=l

N ; . =

(YIS S

Faxd] < ftafit <t 1|

L°)- Existence et unicité des solutions.

De plus on a

Considérons 1'équation plus générale :

(1) g% = M%x [ a(d,t) x+ b (q,t)] avec x (0).= c

gqui donne 1iéquation intégrale :

t £
x= Max [ ¢ +‘ b (q,s) ds +I A (a,s) x ds]
a o) s}

On démontre le lemme

Lemme ; Pesons ; T (x) = ngf‘bI (q,t) +fz A Fq,s)x 3s ]
Tp (v) = Max (v, (a,t) +Jz A (a,s)y as]
Alors :
HETI (x) - T2 (y) H\g ng LIl ep (q,8) - by (a,t) ﬂ. +
;“A (a,8)]] x ” x-y ll as j

Théoréme - Supposons que g est un élément d'un ensemble de fonc-
tions S et possidde la propriété ol .

Ha @er Il L Ho @oll ¢ ¢ o)

ol f () est intégrable sur un intervalle fini o £ t g T,
Supposons en outre que le maximum de A (q,t) x + b (q,t) est
atteint pour q € S pour certaines valeurs fixes de x et t. Alors
il y a une solution unique 3 1'équation (T). Cette solution peut
€tre obtenue comme ét&nt la limite des approximationg successives

£
(I}

c % .
nep = C * ng[ fo[ A (q,s) x, + b (a,s)} as} ; n= 0,1

5°)- Approximations dans 1'espace des politiques.
) Considérons 1'équation scalaire :

%E :-ng[ b (q,t) + a (g,t) u] 5 u (o) =c

avec les restrictions la (q,t)l,‘ b (g,t)

to
€t (8) et| r (t)as

existe . Nous commengons par choisir une politique initiale :
q, = 94 (t) et déterminons alors u, au moyen de 1'équation :

LUD‘: b (qoat) + a (QQJt) uo

u o = ¢
at o (o)
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puis on détermine g. en lui imposant de maximiser la fonction

b (q,t) + a (q,t) uy on calcule alors u. par :
%%ﬁ =D (th) + a (qI, t) up -l (o) = C ete...

et une suite
p. 327) que

Nous déterminons ainsi une suite de fonctions u
de politiques {an} . On montre (voir Bellmann

la suite { un} converge, .

Revenons maintenant aux sstémes matriciels de la
forme :

dx = Max{ b (q,t) + A (q,t) x} ; x (o) =c¢
q

at

I1 nous suffit de déterminer les conditions sur la matrice
A (4,t) qui nous permettent d'assurer dque f (t) > o pour t3 o

4

entraine que'y 3 o pour't » o ol y est solution de

dy =4 {(q,8) y + ¢ (t) ;v (o)
. dat , .

solution qui est donnée par :.

.
:

(I1) 0

<
=

)

olt Y (t) est soiution de : 9Y¥ = p(q,t) ¥
at

5 )
w={"¥6) Iy () as
Y (o) =1
La condition nécessaire et suffisante est alors que :

¥ () ¥ (s) soit une matrice & éléments positifs pour

t> s» 0

6°)- Versions discrdtes.

Soit la suite 14 (n)

par la relation de récurrence

2y sme

.
H

N .
(1) Xy (n+1) = MEXZLJ=I ajy 3 (q) X3 (n) "1

Nous considérons tout d'abord le systéme homogéne (c'est-i-dire
indépendant de n).

N
A vy = Max2%=i 2y {(q) vy

avec les conditions

v gqg=[aqaI Gpeee Oy ] varie sur un ensemble S qui posséde 1a
propriété que le maximum pour (I) est atteint pour un ensemble
de paramdtres (yI Yy e yN)
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v

05 ayy (a) ¢ m m-étant fini pour g € S et

i,j=I’ 2, ««.N

Théoréme :

soit © (q) , pour q donné, la plus grande valeur propre
en module de la matrice A (q). Il est supposé que W (q) posséde
son maximum pour q € S

e

On peut alors énoncer le théoréme suivant @

Théoréeme : Il exisbe une constante unique et positbive A
posséde la propriété que le

qui
systeme homogéne a une

solution positive y., 1 = I, 2, ... N. Cebtte solution est unigue
4 une constante mul%ipljcative pres et :
A=Max @ (q)
ges

On démontre alors pour 1'équation (I) le théordme.

Supposons qu'il existe un maximum unique pour q, et
que ¢4 > O, alors :

x; (n) ~v ay, AT quand n—co

)

a = (cI, c %

oy v
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REPARTITIONS DE KOLMOGOROV-SMIRNOV
ETUDE D'UN TEST NON PARAMETRIQUE

I - ETUDE. THEORIQUE

A - Position du probléme - Résultats asymptotigues.-

I SoitF(x) la fonction de répartition des variables aléa-
toires indépendantes XI’ Xe; esv Xpo Un n-échantillen est une
réalisation de XI’ coo X, s01t X1s x2, ses X

51 on désigne par ¥ (x) le nombre des x} inférieurs & x,
la fonction de répartition d'un tel échantillon est donc :

Fn (x) = ¥Yn (x)

n
Les problémes posés sont les suivants :

I) Comparer Pp (x) et F (x)
qui nous conduit A 1'étude de
D, = sup ' F,o(x) - F (x)l

D = syp (Fn (x) - ¥ (x))

D; =-1¥f (B, (x) - F (x))

2) Comparer deux échantillons d'ordres m et n

Les deux échantillons sont supposés indépendants. On fera
alors intervenir les variables ainsi définies

Dpn = L F, (x) - Fm<X)

D;,n = sUp (F, &) - P, (x))

D;,n =~i2f ( 7, (x) - P (x))

ol Fm (y) représente la fonction de répartition du m-<chantillon.
Les deux problémes comptent deux stades

- Détermination des lois asymptotiques des variables aléatoi-
res B normées,
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- Détermination des lois exactes elles-mémes,
Remarquons tout de suite que 1r probléme (I) se raméne ay

provléme (2) car les lois de Dy, D;, Dy, sont les lois limitss de
celles de D_, * D°,  lorsgie m tend vers 1'infini, En

:D;'ﬁ)
effet d'apres Te tHéoreme He Glivenko-Cantelli :
*
Dy = sup ‘Fm (x) -F(X)I_P.-_.S.., 0
x

¥ *

Or Dy =D § Dy, ¢ D, +D
DS,

done Dm,n ——3 Dy

m——> QO

Nous allons maintenant démontrer le lemme trés importagt
suivant .,

Lemme, Les lois des diverses variables D ne dépendent pas de la
fonction de répartition F (x) supposée continue.

Démonstrat%on
Fix En effet la relation y = F (x) fait
1 » correspondre aux variables aléatoires

¥ oo XI’ x2, NP Xn , des variables aléa-
: tdires indépendantes et uniformément

i réparties sur le segment [ 0,I), Soit
' Y., Y, ... Y ces variables aléato? -
) I 2 n

X L) res,

SoitIFn (y) lerombre aléatoire de valeurs de 1'échan-
tillon (yI, SeE yn) inférieur 4 y; on a :
V)=V, (y) ol y=F (x)
Rappelons que ¢ (x) est le nombre de valeurs de 1'échan-
tillon (x,, ... xn) inférieur i x.

Plus précisément, 1'égalité précédente a lieu presqu~ cu-
rement car X ¢ x n'entraine Y<¢ y que s1 x n'est pas intérieur
& un palier de F (x); mais la probabilité est nulle qu'une des
variables aléatoires X, appartienne & un palier puisque la fonc-
tion de répartition F %x) est supposée continue, On a donc :

Prlyv =97 _ () ,¥Yx,y=F&)=1
On pourra donc se limibter & X uniformément répartie sur

£0,T1, c'est ce qui est supposé Etre dans le paragraphe sui-
vant.
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II - Méthode de Doob

Les variables ¢  (x),¢ (x') avec 0o ¢ x < x'¢
sont pas indépendantes, pag plus gqlle les accroissements
(Q(ﬂh-qu(x) pour des intervalles [x, x'[ disjoints,

i ne
i

’

La loi de ¥ (x)}, celle de Vn (x') - Vn (x) sont des
lois binbmiales & n épreuves correspondant & la probabilité x,

ou x' ~ x pour chaque épreuve, De méme, les lois simultandes de
G (X)) ves ¥ (xk) dérivent de lois multinomiales; et quand n
tBnd 3ers l’in?ini, chacune de ces lols tend vers une limite cui

est une loil normale, si on prend soin de normer en divisant
par [T,

On introdult les varilables

U, () = /0 */Ln.(zl - x]

Quand n tend vers 1'infini, les définissent des
lois temporelles normales

U (x)=0 Y X

(U (x") ~u(x)] = = (x'-x)[1 - (x"=x)]
On sait construire (cf Fortet ou Doob ) un processus U (x), ré-
pondant aux conditions précédentes, dont toutes les lois tem-
relles (x = temps) U (x.), U (x,), ... U (x ) sont normales; or
peut définir un tel proCessus d€ fagon que Ses trajectoires
(fonctions U (x) ) solent continues presque sflirement.

On admet que les lois asymptotiques de :

+ = .
[nD, =sup U, (x) ;/n Dy = - inf Uy (x)
%o & X ? Ly 0.8 ¥ g B
Vﬂ? D_ = sup Un (x)
noo £xgI

sont les lols de :
=sup U (x)
ogxgI
sup U (x)
ogx4T

D e

Théoréme (Doob - Bonsker). Les lols asymptotiques de D B

’ Di ., » Dp s lorsque m, n tendent vers 1tinrift] es I
tend vers ¢ R soﬁt celles de D, D*, D™, (ces deux dernidres
étant évidemment les mémes, vu la,symétrie de U (x), ou celle

de Dm,n pour m = n,
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*
Introdu1sons de méme un processus U

Demonstration. (x) 1ié aux
Ym (x), comme U (x) 1'a été auxy ( o
on a puisque *
F, (x) - E_ (x) = In(x) Un_(x)
oimmas n ¥ o =
mxn n u = e T
L \/m_ sup Uy (x) ff . (X)’
Done , %$% Dm,n tend en loi vers '
‘ ~
/e sup U(x) . U _[x) [ohp= &
I+P ogx¢ I VS

’!
U (x) - (x)
JIFE |
gaussien (c est-a~dire a lois temporelles normales). 11 est

identique 2 U (x) , a méme Toi que D. De méme en ce qui concer-

ne les lois limites de D; n et D

maisile processus ﬂi est encore un processus

ITI -~ Processus de marche aléatolre 1ié aux D, , et lois asymp~

botiques.
Posons m+ n =N , La fonction :
¥
m.n (F (x) - By (x))= n¥ (x) - m‘/'n (x) subit

msaubs + nsixe€ x; ,1 €[ I,nd

n saubs - msi x ¢y §1 4 € { I, ml
On range ces valeurs par ordre de grandeur croissante.

La probabilité de chacun des N! ordre possibles de ces
valeurs une fois rangéesest I . Soit alors Ii iercl, N,
variables aléatoires indépendantes telles que 8
? _ (¥ probabilité p

Tous les chemins possibles de ce processus discret S (k) = 8
partant de S 0 et aboutlssant & z au temps N sont equiproga-

bles car cor?espondant au méme nombre de pas r et s de chaque
signe défini par :

et S

S
P 1=I

+ 5 =N
-sf = z

A chaque ordre des X., ¥4 on associe un chemin de
réalisations S (k) /S de fagonjbiunivoque :

r
T
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? o« sicla k1M valeur est un Xy
k= {

On fera dans le cas général & = n p=

s1 la k1®Me galeur est unm vy

m ainsi :

mn Dyoq %géb sup (S, /8y =0)
de méme pour ngn et D;,n .

Connaitre : )
pr { Dy n¢ _é;.] revient
m,

3

a connaitre la distribution

du temps O au temps N du processus Sy limité par les deux barrig-
res absorbantes + a.

Passage & la limite,

Nous nous intéressons au cas ol m = n, On établit le
couple de barrieres + a. Oh connait les deux démonstrations,

1'une dfe a Gnedenko de denombrement des chemins
1'autre, beaucoup plus élégante, dfie & M,Tortrat (méthode
des images), } y

Rappelons simplement le résu&tat asymptotique :
+oo
—2k2 a2

pr [ D<¢a]l =1-2 (-1) e (1)

~00 .,
Fonction (f) de Jacobi.. Ajoutons qu'on ne connait pas de forme
algébrique de la fonction caractéristique correspondant & cette
fonction de répartition.

‘Dans 1a suite (voir étude pratigue), nous utiliserons
le résultat suivant :

La loi de y'n D, tend vers la loi défi-

PP

Théoréme de Kolmogorov,

nie par (I)

La loi de ScL D
m
I m

définie par (I) si S

tend vers la loi

Théoréme de Smirnov.

m,n
tend vers P arbitraire,

=

B - Etude de la distribution de la déviation entre deux échantil-
lons oM entre un gchantillon et sa loi.

+ =T
I- Distribution de nDy n et n Dn m? lois asymptotiques
soit la variable aleatoir’e‘gi = valeurs equ1probableE)'

Sy = EZjiE'i.
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Un chemin de ce processus prend successivément les diverses va-
leurs (correspondant & celles de ¥ ,(x) -¢*, (x).

Lakdistribution au temps k est donnée par la fonction
génératrice y*(u) avec :

1 i
J 2 (u + u )

Nous créons uhe barriére absorbante en z = a, gjoutant
4 la masse initiale + T en O, la masse image -I en 2a, d'ou la
fonction génératrice au temps k :

(1-u 22) ¥ (u)

Rapportons le coefficient du degré O, dans 1'égalité précédente,
a4 la probabilité : ’

'

T n 2n
Pr [ Son =.o] Con /2
) n-a
d'ol Pr [ n D:,n < al = 1 -Cs,
CEn

81 on établit maintenant les barridéres - b et a. Si
Ia et Ib désignent les opérations qui consistent & prendre 1'ima-
ge d'une masse de 1'axe des z par rapport aux barriéres z=a
- b. On aura le jeu de masses initiales oI o

I -, (I -0, (1-J
-3, (T -394 (.

d'ol la fonction génératrice, au temps 2n
400

o ) - (5l ey £ 0

Il vient alors, 1 prenant lgnrapport des termes de
degré O & la probabilité C n/en qu'un chemin du processus sans
barriéres atteigne le poin% Zo, = 0, on obtient :

a ***

9]

p (n,b,a) = Pr[-b<n (Fn (x) -~ P'n (x))<a)
- r ntkd ¥ ntatk'd n (2)
”_;an 5;': Cen 1/ Cen , a

avec “mt £ n';"¢3%4kﬁ]5n s a, by o

pour a = b = % ,» la formule se réduit & :

7 Kk n+ka n
= ;._k\ ("'I) CED / an

Pr [ n Dy <] a
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Lois asymptotiques.,

A
On nomme n Dn,n en divisant par Von car  Var i) =1
et Var (S = 2. La somme (2) peut &tre mise sous forme alter-

)
née, On offonne 16s n + kd et n + a + k'd, c'est-a-dire les k de
-fada+(gY (cd
s'intercalent alors dans le signe -, On pose :

= partie entiére de ); les n+ a + k'd

ay = [ ¢6ﬁhz“]‘+“i-;“bn ={ yonz'] + 1 )
1n='d-‘g-r: dn=an+bn_‘
alors : Pr - z'<\/% ( Fy (x) - P'n (x))< z] = p (n, an, an)
(3)

Chaque terme de la somme (2) (avec a_ et by) a pour limite pour

= n
k et k' fixés, si n — 0

-2K212 ~2(z+k'1)?

e ' ou o

La série (2) est absolument convergente, on peut donc en passant
4 la limite dans (3) écrire : 2 -2(zik1)?

— L = 2: -2k°1
P [\/5 Pn,n< Z:\/5 Dn,n<e ]"**.(8 - e
ma 0o lez+z !

+ A s
2. Distribution de D D dans le cas oum =% n ( Yentier)

m,n ’ “m,n

Etudions le processus

s X .
o =20, Sk =Y gi ltde O 2a2N=m+n
-

]

pr{fi=1) = ¥
. + T

Wl - L
+

1

prl €1 3

Chague chemin (réalisation du processus) est défini
par ; z._ = r.s v k=1r+s (r pas unité, s pas égaux & - V)
et nous devrons dénombrer les chemins en fonction dss valeurs
extrémes atteintes.

a)- Le probléme de la barriére positive z = a
Un chemin neNgeut dépasser cette barriére sans la

toucher, Désignons par (k,z,a) le nombre des chemins aboutis-
sant a Z, = 2 Sans avoir atteint la cote a, Alors :
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+
N (a) = N (k-I, a~I,a) est le nombre des chemins
qui atteignent a pour 1la premiére fois au temps k.

S+
i

a : by ; 3
S_l

‘__'_./P
1
.- |
el t

o) g = | L&

T +

k
ga |

g O

| e

b - | S
‘Lemme N (a) = & ¢S

= Ve ko " Y, KO=Tot sy B =7, -5,

Nous devons retrancher de Cig , nombre total de che-
mins 08, ceux qui ont atteint z = a, avant le temps ¥ _, soit en
M, au temps k tel que : e

Y 1
Zy=apour k = r+ 5 done k - k' =s(¥I) avec s'= 555

Mais le nombre de chemins MS est égal, quel que soit M, a 1
fois celul des chemins MST car o'est :

1 1 t
¢l =k ¢ _ fyqy ¢8I
3 k'-1 k'-T

. Co$me tout chemin OS+ touche nécessairement la bar-
riere a, 1l s'en suit que le nombre de chemins 0S8 touchant a

N

avant le temps kg est égal &
to-T

MI) ¢ :
(V+1) kg1 d;nc : N
N, (a) =¢% o (p1) S8 _ap (%
kg ke ) =T ko Kq

81 maintenant on prend une cote =] Zyo quelcongue ky= 1y + ¢,
Z =Ty -8, V. Il faut pour avoir N (k,,z,a) retrancher gous fes
chemins ayant atteint a au temps k

kK-aes (Y+1I),s5+s8"= S, k + k'= ky

done N' (kb’ 7,a) = C°0 - g E % .c¥ Ses
kg kg-k
L

< K
done Pr [ 8 (k)ca/y _ V1=T1-2.N" apgs ¢ sg-s
) Syo= 2] cgo L% E Kok
= o=n .
s 0,I "'[(V?I ]

k

a+ s (1)

?ﬂ!

" Par contre, le nombre N'

en particulier pour z = o , Ky =N=mn (V41T

( )
+ n=-s
= ~ T E a ¢S
Primbpn < a]=1 L 1% w8

5]

Crmin

af k=a+zs (V+7I)¢n (4+1)

b) Cas de la barridre - b ou Pr (m D%’n<’b)

Une symétrie par rapport au miliey I de OP (et un
changement de’ sens sur le chemin) fa’t se correspondre biunivo
quement les chemins OMP touchant la barriére a = z + b pour la
derniére fois en M etg¢ew OM'p qui touchent 1la barriére ~ b en
M' pour la premidre fois, Ausss bien se correspondent les che-
mins n'ayant pas atteint z + b et ceux n'ayant pas atteint - b.

En désignant pat N (k, %, -b) le nombre de chem'ne
OP (se terminant en z, = z 5 b) qui n'ont pas atteiht (ou dépas-
sé) la valeur négativg -b, on a : :

N (k, z, -b) = N* (k, 2, 7 + b)

Enk = ko-T, z = ¥-b on obtient le nombre de chemins
S (k) > -bavec z (ko) = -b : :

TN (b)) =N (kp - I, V-b, -b) = N (kyoT,Y <b,v)
(-b) des chemins (8 ék) # -b avec
2 (ko) = -b, 8'obtienk® en retranchant de Cio le nombre de

chemins touchant -b (pour k < ko), égal & (V + I) fois celui
des chemins 0S'~ ayant dépassé - b + I, soit celui de chemin
08'~ ayant dépassé ¢

S L(rs1)y E;ZCS
% 'S

k=b+s (/4 T)
g =0,T .,.ckyy-1
Coar!

So-8-T
N'ko (-b) co
ky-k-T

n

+ -
Rq. Les distributions de Dy = sup ( D D
k]

=i el m,n * m,n) ont été obte~

3 - Cas ot m et n sont quelcongues.

s S .
I1 suffit de retrancher 3 Ckg le nombre de chemins
ayant touché (ou dépassé) pour la premigre fois la barriére a au
temps ke @
a g z, & a+n
Z, = I'm - sm
ko =1+ s
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s peut prendre toutes les valeurs entidres de O & s
tel que n - sg =[_% 1+ T (nombre minimum de pas nécessaire poar
revenir de Zg1 4 0 ainsi on a

+ ! i . n-g
prf{ mnbDy <a Je1 - 4 25 N (a) cmn_ks

Cintn
]

expression simple de la

6t & +s<n -

o g5lw

Jusqu'a présetit, il n'a pas été publié 4'

distribution de Dm,n'
+

Les distributions de Dy , = sup (D s
s

Dg n) ont été

explicitéespar M.Depaix. ’
+ 3

4, Passage de Dth A D;

Tl suffit de faire e 0 oum= Vn; -0
dans (4) pour obtenir la d*stribution de nD;, limite presque slre
de n Dm,n'

+ . +
Pr ( n D, ¢ b) = lim Pr (m Dm,n < b.ov )

solt la limite de la somme (4) olta ={ b v W I, prenant 3 b ¥
non entier. La sommation dans (% porte sur tous les entiers,

[b¥l4 T
Y+ 1

0¢ S s’ n

On prendra alors la limite sur chaque terme de la
somme. On retrouve, en utilisant la ?ormule de Stirling,
{.n-b,

+ S s=1 n-s
Pr (nD; ¢ b)=1I -g E ¢, (b;rls) (I-}.»_;—l_s)
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II ETUDE PRATIQUE

T - INTRODUCTION - POSITION DU PROBLEME

Dans le chapitre précédent, nous avons pu nous rendre
compte que jusqu'd présent il avait été impossible de donner une
forme explicite de la loi de répartition en fonction des barrigres
dans le cas ou l'ordre des échantillons était quelconque.

Nous allons donc nous intéresser au calcul de ces dis-
tributions.

Etant donné deux échantillons dlordres m et n tirés
d'une loi continue de fonction de répartition F (x), nous utili-

" serons les notations suivantes

I1° échantillon . x4 o
2° échantillon vy o

Ces deux échantillons sont supposés &tre rangés par grandeur,
crolssante,

On cherche le maximum de | Fm - By

Nous formons alors 1'dchantillon d'ordre N = m + n,
obtenu en réunissant les deux premiers échantillons. Soit zy
les €léments de cet échantillon.

Nous nous intéresserons alors & la variable aléatoire
I 4 définie par :

o« si r4 est un élément du n- échantillon
%’={—ﬁ si z; est un élément du m- échantillon

La variablei 1 sult donc une loi bindminale.
On a Pr ( 3i=“ ) =

Pr ( Zi:= -g)

On choisit alors « et § tels que :

= P

n

=g =2z

= g

E %3 =

3

Var {%1 =

ZlH O

ce qui donne & résoudre le systéme ¢
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soit T

Formons alors la somme
<k
sk= L._J ({ i
1e T
et soit alors G”N = max { Sk‘
k& (1,8

Nous nous {htéressons*alors a4 la distribution

EN(Z/O)EPT (O-N< Z/SN=O)

Dans les k premiéres variableg aléatoires zi » 11 y a r variables
X et k-r variables y, d'ol :

s =ra - (ker) B = (r \/é*' (k-r) \/%_5 \/%.

= (£ -k nn
n m men
donec PR,
Gy = max ls ’: max { L _ k-p \/M
k| bot m m+n
= max F - ' mn
! n Fm I m+n
On peut donc édcrire
Pr{ G < f=pr[ /D ¢ -
(o 2 foy = od= P [ /BE ipl?n ol < 2]

Or d'aprés le théoréme des propabilités composées
Prioy<z / ] =Pr[GN<z,SN:(ﬂ
Sy=0 =
: Pr{ Sy = 0]

- f (7 ,t) 2= i
T G : i

m
Cmtn . p.q
ol £ (@, t) = Probabilité d'8tre en 1'état ® au temps t J
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Enﬁiéégeons alors le plus grand commun diviseur d des
nombres m et n, On pose : . -

n=¢% g
m = P d
Rappelons que la variable aléatoire binbmiale ii est la‘sui—
vante
I n
— m p ==
g NIB D N
i 1
I m
= LAy By n = -
4 n

-\/ N.n.m;

Envisageons alors une nouvelle variable aléatoire'? bindmiale
alnsi définie 1

P avec la probabilité p
vy e { L e .
B - ¥ avec la probabilité q

Nous formons alors la somme

1

Le lien entre 5, et s'k est trés simple :
d ' '
s = & . S
k N.n.m k
81 nous posons alors g ' = max J s'k'
N k

il vient puisque leSmaximumsde s

i €t s‘k sur 1'ensemble desk sont
obtenus pour la méme valeur de k%

1
G = d -t a
N /N, N

donc ; -

Pric, < 3 = Prig' ¢ ¥YN.nam

N ® gymg] L7y d e Sy = 0 ]_

or ¢’N est un entier et YN.M.n 2 ne l'est en général pas. On
posera g

ou la notation 1 uf represente 1'entler immédiatement infé-
rieur & u. Le but de nos caleuls sera de ahercher a tel aue @

Pric'y€a /g 01 =0,95=Pr[ 7 'nfa , sy = q
- Fr [ syp]
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Ce dénominateur de la fraction est connu : 1l s'agit du
nombre de chemins qui vont du point 0 & 1'instant 0, au point O
3 1'instant N= m + n, multiplié par ia probabilité d'un chemin
quelconque (tous les chemins ont la méme probabilité pl qm).

Une interprétation géométrique tres simple nous permet de
justifier 1'appellation chemin :

vyoN
1

OABC ... LMest un chemin qui partant du point
0 & 1l'instant O arrive au point M & 1'instant N.

Sur 1'ensemble de tels chemins, certains dépassent 1'or-
donnée T a. T1 est évident que s, représente 1'ordonnée d'un che-
min auw bout du femps k.

Done
Prid'y < a, Sy = 0] = nombre de chemins compris
entre les barriéres + a x p® g™, i

Pour a fix#, nous calculerons donc un nombre de chemins et
le rapport de ce nombre de chemins & Ca+ (nombre total de chemins
allant de O en 0) nous donnera la probab?ljté

]
Pr [G’N <a /éN=O 1 que nous cherchons.

Un tel calcul de dénombrement sera fait pas a pas. Pour
m et n donnés, nous ferons varier a jusqu'a trouver une probabi-
1ité supérieure ou égale & 0,95, .

IT - ECHANTILLONS SEMPLABLES, ETUDE ANNEXE, -

A)- Définition,

Nous avons déja fait intervenir dans le paragraphe précé-~
dent les couples d'échartillons ayant méme plus grand commun
diviseur, Nous allons nous intéresser alors a4 des familles- de
couples d'échantillons, Dornons la définition suivante :

Définition Soient deux couples d'échantillons (m. et .n.) et
‘ ’ (m2, n2). Soit ¢, le plus grand commun 5irise5r de
np et ny; dy 18 plus grand c3mmun diviseur de my et ns .

Deux couples d'échantillons (mI, nI) et (mp, ne) seront

ditSsemblables si
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B)- Notations

On posera pgy; = Pr[G"Nf a, sy = Q]
4 i B
e = Pr(q Pw(a, st”" =0}

et de fagon plus générale !

(N A

pN = Probabilité pour aller du point d'ordonnde 1 au p

ik point d'ordonnée k en N pas sans traverser les
barriéres + a, - .

Nous allons chercher s'ilexiste des relations entre py)

et pg;v et quelles sont ces relations.
1
C)- Ebude

Soit alors le schéma de chaine de Markov (& un ensemble
ergodique) suivant

y e b Lol W allhiin. 4 - -2
N 2 I o 1 2 Tk

la matrice de passage est la suivante :

Ensemble
ergodique a4 5.1 1 -aip -atd
- ; —
1 0... ole 0 .. | 5 Py
o4.,.. [¢] . ’ S ) .
e i . | : .
. n ' I
o
o . 410 o ... [ ! o
; r T r
po. g7 9 q - b .
Vi . ¢ 1 .
00 p.. 0 ﬁ‘.. Lo
6o.. ] o R [4 |
. | I
? o
. q
’ L""'—B——‘Lf——‘l{.“-.l
1-1-0 0 @ 10 9.. ,P - . Ik q- 0
0 .
-a+itt | 0 ,,. 0 .. 9 P G . D ) 0 q
—a 4V | 0. q'.. ] : : .
0 ... "q 0 | ‘e
-(G."n [P Y] q 0. fP 5 o-
¢-—.-—.-P+U W 2¢ -4 PGS [ RS N AS-TX
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qui est la matrice de pasgage d'une chaine absorbant
ble ergodique Pe est done la forme : Ftis & B EEREhS

ey o 2]

Matiére de passage
dans 1'ensemble )
transitoire J ,

o

On démontﬁf alors que (produits de mgtrices bloe par bloc)
n [ I] 0 © 0
Nt
oﬁ‘[PJn représégte gffectivement ié puis;ance n:idme de la
matrice P, ;v

: la mabrice de passage dans 1'ensemble %

L _bas ransitoire
au bout dg n”pas est eégale & la matrice de passage dans 1'ensem-
ble transitoire en un pas, élevée & la puissance n, ’

On peut done d'un vecteur étatT[ 3.
o] ~a+T °

a-I
Mo B9 nes T aop, o °7

matrice ligne de dimension 2a-T
soit alorsTly , le vecteur état 3 1'instant N

Ty =[.p<y)' e W

0,a'T 0,0 0,~ (a-I) J
on a : LJHN - TTo '[ﬂN'f].

On peut alors déco@posem Pq de la fagon suivantef:
LB gy T a
EHN"E, . P Pg. fel

Vv 1
d

ol Q =pltv

% < 5 o &S e 5 LI L
ggivagile.decomposition trouve §a Justification dans le' théorsme

T

- . s, T

Théorgme, Partant du vecteur I\
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défini plus haut, sous certai-
nes conditlons concernant l'éloignement des barrieres,

p(t) 10 ¢::5 t est un multiple de gt v
0,0
Et TC . est donc de la forme :
' 3 ) o (&) o &)
Moml0 e B iy %o, Gen)gre)  Pojo oo o)
et k) ]

c'est-%-dire due les setils points & probabilité non nulles &
1'instant t sont ceux dont les ordonnées y sont telles que

y & 0 modulo o+ i

Démonstration,
Scit donc le vecteur état 1L « En un pas on peut aller
soit en g (probabilité p) soit en -V (probabilité q).

A 1'instant t, on a effectud r pas d'amplitude H et
t-r pas d'amplitude -, L'ordonnée du point d'arrivée est :

r H - (f-r) ¥ soit
r'(el+ ¥) -t ¥ On veut avoir @
r (b + %) <=0
soit r ( o+ ¥) =t , ¥

+ ¢ le sont égale~

et ¥ =on% premiers entre eux; donc ¥ et B
+ Y.

ment, Or ¢ » r, donc ne divise pas r. Par sulte t divise

De plus pour a > Max (y,v), il existe toujours au moins
un chemin qui condult de 1'ordonnde- O au temps O, & 1'ordonnée O
au temps N,

Supposons alors que t solt un multiple de P+ ¥, Au bout
de t pas, l'ordonnée d'un chemin oh on a effectué r pas { et

t-r pas v est :
y=r (p+¥) -t Ve (p+¥) (r-t'¥) ob & = ¢! t+ ¢)
done y est un multiple de bt .
Les $euls points dont 1a probabilitg peut ne pas &tre
nulle au bout de t pas (ol t est un multiple det}+"V} sont les
points

o,i(y+v) ,_t'2 ([M V), e ts (g V)

ol s =} & _
]rf“"[
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Remarque. L’ens?mble de ces résultats reste valable lorsqu'on
part d'un vecteur ‘'état g u
Mo é[ o .. I ..0....0 ]
i (F+V) 0

; _ Supposons connu le vecteur état & 1'instant i (p + ¢),
¢ est-a-dire le poids des seuls points o, + (L + ¥), ... + s
‘ (¢ ¢‘v3, nous allons chercher le vecteur é%at & 1'instant
(i+4)p + ¥) dont nous savons qlie les seuls poltts occupés sont éga-
lement O, B+ V), oot s (b+ ¥).
. Le probléme & 2a-I dimensions se transforme donc en un
probléme & 2 s + I dimensions ol

5 =]_+é___[
I.,\-I'V

I%.s‘agit done d'une simple réduction d'échelle, 1'unité
de temps étant maintenant p + V.,

. [N -
\ M§1s, bqpr 1'instdnt, nous avons toujours une Matrice de
passage Q' et dés vecteurs état de dimension 2a-T avec la
relation : : -

[ Twm ] = [Twn] = [ @]
(1, 2a-I) (1,22-1) x (2a-T , éa~I)

. P;éci§ons que cette matrice Q' ne peut 8tre utilisée
qu a partir d un vecteur état inial T o de la structure sui-

vante ‘
[‘ Qpev ¥F cvuns O ]
i (pty)
Voyons la structuré de cette matrice Q'
_a% Bly+Y) L:k(H+V) -y (pa 4y - B(psYy {a-1)
m-f °. Cu.i o.. ... . ] 0]
k (et Cpevy (psh) - (pr ¥y .l
vilpevyl 0 L0k ob 0., 0 0..0 )

: rhsWHVJ Pig oo Figengpeoy Fiysgpen®™ 0
0T e g |
- g e © O 0o o

[ 0y (1M (e 1ty B S
(a4} o 0 00 0 0 o_J
6-H + > ’
- 1

TrETz:e2em=—=m—moa s
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31 nous appelons q'i K 1'¢1ément 1°™° ligne, Rl P

ne de la matrice Q'

q|i,k =0 si iz 0mod (V) Uk z£0 mod (W+v)

0 si 1= 0 mod (V) A k2= 0 mod (p+¥)

Nous allons cUercher le lien entre cette matrice Q' et
la matrice @ =f p J¥*

% pour les éléments (i,k) oh i et k sont divisibles par (p+v)
ona t , .
; _ )
qijk=qi,k pi,l{
w pour les autres éléments, on mettra des zéros.

Une telle troncature de la matrice Q est valable; en effet
partant du vecteur initial W, = 0 ... I .... O

k (p+v)

Lorsqu'on -~st en 1'état 1 (p+v) , le vecteur état
TEi(p+V) a la forme suivante :

g ity e
1 () SLO s By (k=1) (p+¥)

Pour obtenir le vecteur état au temps (i + I) (wt¥), Jje
dois faire le produit matriciel :

[T el 2]

Le jl % ¢1lément du vecheur état TI(i+I) (1Y) est donc
a+ I
(i+T) (p+¥) N i (pY)
W : 9 « 99 5
l= -a+I
Et gy‘l+f) ¢ 'Eﬁ%’si j=0 mod p+ ¥
5 .
Or : i(pV)
@ = si 1 o mod u + ¥, la sommation sur 1

revient g la sommation sur k suivante

K=+ 8 1 (W)

) w k (},\-&-V) * qk (PTH/‘)’ J
; = -5

On voit donc que pour un bel produit, les seuls éléments
de la matrice(” Q@ Jqui interviennent somt ceux qui se trouvent
34 1'intersection de ligne et colonne dont les numéros sont
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divisibles par p + V.

On peut donc remplacer la matrice de passage Q, par la
matrice [ Q'] définie plus haut,

Nous définissons alors tout naturellement la matrice M's
Définition , La matrice M's aura la structure suivante :

C'est une matrice carrde & 2 5 + T dimensions ol :

e
s=] s [

Appelons m'ik l'élément 1€ ligne k iéme colonne de la

matrice M'g

m‘ikzq("k’ olt I = da
1: p.+v
k=K
M+ Y
(p+)

Nou t d
ous noterons Pik Pio(pev) |, k (pv)

= probabilité de passer du point i (pt+¥) au
point k (p+¥) en (p+v) pas.

M'S est donc de la forme :

CRRE P I -5
r"_ -
iR Pesa - s,
“ s Rus e b s
' 3 ' §
MS =0 ' ‘ “Duo
-$ _1155 P sne 415ﬁ5
Remarques
’ On appellera désormals "point 1" le point numéroté
1' = 1 (wt¢) dans la premidre partie de 1'étude.

Lorsque a est divisible par wv, la matrice M_ est
d'ordre : s
a
( Tev " T)+1T
La notation u  est donc stricte : il s'agit du plus
grand entier inférieur & z (et non pas 3° “irieur ou égal, Si u
est entier :

|
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D)- Etude de la probabilité de passage du point i au point k.
d

LV\

P

12 3 et f e
///\‘\ K

# Tous les chemins menant de i en k ont méme probabilité.

En effet solent v et w respectivement le nombre de sauts
u et le nombre de sauts ¥ (saut p = sont d'amplitude ).
v et w sont 1liés par les deux relations
vrw= b+ ¥
pv - Y we=(k ~1) ( ¢ )
¢+ k-1
b= (k-1)

1l

soit v

Donc pour aller de i en k, le nombre de sauts p et le
nombre de sauts -¥ sont imposés. Un chemin aldatoire allant de
k en i sera déterminé par la connaissance de 1'ordre dans leguel
se sont présentés ces sauts et de cet ordre sesulement.

Done :
Pr (I chemi% sachant qu'il va de 1 en k)
=p’. q
k-1 ¥ p~ (k-1)
e (== x v )
.tV b

#% Dans ces conditions, la probabilité pour alleqﬁe 1 en k
en L. + ¥ sans atbeindre ni dépasser les barriéres + a, est de
la forme :

m v W
Pixk="41,k3Pxa

ou m n représente le nombre de chemins allant de i en Xk, sans
atte%ndre les barriéres.

Cette propriété d'équiprobabilité des chemins va donc nous
permettre de nous intéresser, non plus & des probabilités, mais
a des rombres de chemins, ce qui du point de vue calecul est net-
tement plus simple et plus precis. On travaillera sur de:z en;iers
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ce qul nous am&éne & calculer, non pas la matrice m!
probabilité) mais la matrice M
qui sera de la forme suivante :

(matrice de
(matrice ¢ < nombre§ de chemins)

& 5-4 0 -8
P M Msees e ™S -
Lym s TS LT
Ms £ 0 my,s W,,'O T 'mo.-S
S Migs Mgeye e

Rappelons que nous cherchons
) = Pr (0'y < a, sy =0)

= 0
Pr (s =0 )

pr (' ¢ca/
N Sy

Nous avons montré que :

' (n) n m
Pr (o N<28sy=0 ) = Mo XP oD
avec N =m+ n
Pr ( 0 ) Cn bt
r 8 = =
N mHn poa
w
o m représente le nombre de chemins pour aller de O en 0 en
N pas sans attelndre ou traverser les barrigéres + a,
‘ Y m(N)
done pria'y o/q ol = —90—
N C
- AW
(N)Jni

La connalssance de Myo DPOUr une valeur de a, nous appor-

tera la connaicsance de cette probabilité puisque nous disposons
de la table des coefficients du bindme (calculs effectués par
Monsieur GIANNESINI),

Partant d'un vecteur initial

~ 8 o] -3
C =|- O va B e O).’

Au bout d'un temps j (wV). on est =n présence du vectcuv
état
[ (3(tv)) 3
C,j(}H’V) = e mo,k veee ] G

On veut alors passer de 1'état j (w+¥) & 1'état

i+1) (p+¥) dont le vecteur état est :
[ (L (ptv) ) 1
CH+1) (uev) =L 0 Mo g cre

[-s,+s)

k¢ [-s,+s]
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(e (o)

Pour tréﬁver Moy 5 On doit chercher la contribution des
2 s + I points de 1'état j (wtv)

d. ) |

" .
0//i 2 Hpr

1%

(JM“\MU: ’

W

-

Cherchons la ‘contribution du point 1 & l'instant J {(p=¥)
sur le point k & l'instant (j+I) (p+¥). Un chemin arrive en i an
temps Jj (wt¥). I1 y & alors & partir de ce chemin my chemins

différents quil vont alors de i en k pendant le temps n +'V. Or,

11y a m*" chemins différents allant de O en 1 pendant 1'in-

tervalle (0, j (w+¥)
La contribution du point i §qr»1elpoint k est donec :

3 (wtv)
Mo, 1 X Mg
et pour les 2 s+ I points occupés & 1'état j (p+v) :

(3+I) (n+v) i=g

7o+ YY)
Mo ,1 x My

m £
o,k
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11 nous faudra donc etudier la matrice M_ qui, rappelons-
le, pour un a donné est 1a méme pour tous les couples d'échan~

tillon (m,n) ayant les mémes u et V.

Avant de donner les calculs permettant d'obtenir cette
matrice Ms’ nous allons en donner quelques propriétés.

E)- Quelques propriétés de matrices Mg

Théoréme; Les matrices MS sont aptisymétriques.

¢'est-a-dire que my ) = LI Nobs devons donc montrer que le
nombre de chemins pour aller de'i en k est egal au nombre de

N

chemins pour aller de -k & -1. Ce dui revient & montrer qu 'a
tput chemin (i,k) on peut lui associer biunivoquement un chemin

(—k -i) N
0.
o
SolA n sl A
1 ]
% '/.
N !
L}
{ l'ci b M "(
(IR
i ¥ t
ol 11 25 3 -1 p-
; T T
. nE
ke n P
; @
Al f IB.‘ 7
VAL A
» 0t

Au chemin (A, B, C, D, .... M) faisons correspondre le
chemin (A', B', C', ... M'S ainsi défini. C'est un chemin inverse
c'est-a-dire qu'il part de -1 & 1'instant p + v et remonte le
temps.

De A en B, je fals un saut -V par exemple; le point B'
est alors le suivant son abeisse est (p+¢ - IS , et de faire
de &' en B' en faisant un saut V', Je passe alors de B en C tou-
jours avec un saut -, je passe alors de B! en C' par un saut V.
Je passe de C en D par un saut + 1, Je passe alors de ¢! en
D' par un saut -p, ... ete.

Le chemin--A',.8B1, C', ... arrive ay point -k.& 1'ins-

tant 0 . En effet, pour passer de 1 en k, j'ai fait v -sauts n
et w sauts V, v et w satisfont a :
VAW = p 4 (1)
vip-w Vo= (k-1) (pt+¥) (2)
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solt k, 1'ordonnée d'arrivée au temps O du chemin A', B', ...
11 y a eu Vv sauts - p et w saubs Vv, 1ls sont 1iés par la rela-
tion :

-V p+wd

(ep + 1) (o ¥) (@)
On additionne membre & membre (2} et (2')

0 = k+k

T Le point d'arrivée a donc lieu comme
ordonnée -k (u+¢),

De plus pour tout chemin (i,k) traversant la barriére
+a par exemple au btemps t, son correspondmﬁ traversera la barr1e—
re ~a au temps p + ¥ - t, En effet en un point quelconque C d'un
chemin aléatoire, on se trouve en ¢' sur le chemin alédatoire
inverse, et on a la relation

Vo= T e
Donc les distances aux barrigres sont égales et opposées

Théoréme. Si a =0 mod( m+ ¥)alors M (a) est égale &
(a+1) amputee des premiére et d¥rniére lignes et
des premierg et derniere colonnes,

Mg, s Mgs-t rie HETH
Mgea,g [mee e T M
qu(a+ﬂ: : Fﬂsta)
!
Mg Miog,5-4 - ™ g
g+ / (I) chemin traversant la barridére
/[ / a et atteignant la barriére a + I

¥ \\/AZ\ /A])
~N

(2) chemin traversant la barrig-
re a et la barrieére a + I

a est supposé 8tre un multiple de w + V.

Cela revient & montrer que tout chemin allant de 1 en k, absorbé
par la barriére a, 1'est egalement par la barriére a + L. Gela
tient au fait gue dans 1'intervalle de temps (o, n+ V) un che-
wmin, partant d'un point 1 quelconque & 1'instant 0, n'atteint
Jamﬁls la barriére a, (Il peut la traverser mals ne 1'atteint
pas

Nous avons vu plus haut qu'un point d'ordonnée j (p+i)
ne peut 8tre atteint gu'en des instants multiples de p + ¢ .
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Done tout chemin traversant la barriére a, atteint ou traverse
la barriére a + I.

De plus, il est évident que tout chemin ne btraversant
pas la barriére a, ne traverse pas, ni n'atteint la barridre
a+ I, ;

Méme raisonnement pour les barriéres=a et -a-I,

done my (a) = my ) (a + 1)
uels que soient ‘i DI P 2
quels que soilen i et k tels q?i )_p+v [ i, k < ]i;V [
vt (k=1
Théoréme My, est borné par C et cette limite est at-
telnte par ptv '

a > Max (L ¥+ 19+ ki, uv- (kv+ in) )

31 les deux termes de la comparaison sont négatifs ou
nuls, cela veut dire qu'il n'y a pas de chemins joignant 1 a k.
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ITI- CALCULS ET PROGRAMMES.
I1 y a nécessalrement deux phases :

Constitution des matrices Mg
Exploitation de ces matrices pour les calculs de probabilités.

Ces deux phases sont nettement séparées et constituent
deux étapes de calcul distinctes lorsque nous avons écrit les
programmes pour 1'T B M 650. Au contraire, dans le programme
ALGOL, ces deux phases co-existent dans un méme prograumme.

I Calculs sur I B M 650

Nous ne transcrirons que les organigrammes, les program-
mes eux-mémes étant difficilement lisibles.

a)- Constitution des matrices Mg

Ce programme a été dcrit sous forme PASO mals sort les
résulbats sous forme de cartes chargement en virgule flottante.
En effet, nous devrons nous servir de ces résultats dans le se-
cond programme (ecrlt en code de programmation V F L) qui fera
intervenir lors de 1'élévation & certaines puissances desmatrices
Mg, des nombres tres grands.

Le principe général de calcul est :
Un couple p et ¥ étant donné en lecture, on part d'une barriére
a (a gin = Max (p,V) ) on calcule la matrice Mg correspondante,
on augmente a d'une unité, nouvdle matrice Mg, ete... la dimen-
sion maximum de Mg sera (7,7) done :
Max (u ,%) ¢ a < 4 (n+ V)
t

L'organigramme s'établit alors :

Remarque Les mémoires LOOOI & LO (LIM) représentent les points

L 1 ' I

L 000I L0002 |

i

LO(LT™)

=4 +a
I
|

LO0L LOO(i+T)
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b)- Calcul de P,, DPour un couple (1+,¥) donné

L?ecture pov
I

a := Max (E.V )
- Ce premler programme nous a donhé une suite de matrices

M_.. Rappelons dque @

‘
[
1
t
t
I
I t
t
f
1
I
[

A < ) &
I 8, t = 8 _J 25 [ | s ‘ L
(——Ij ' [ C (5#+1) () ]= [ S5 (o) | XL‘EJ
“ sO}, 4 ouT ﬂin Pour une méme matrice M., c'est-&-dire pour une barrié-
- L re donnée, nous calculerons les vecteurs état{ Cj(p+v)] et les
LRAZ L0001 & LO(LIM) 4} probabilités :
¢
T m N - !
CTERl .:= g ( EL + ¥ )+ 25 pj<a) = go ou N=3 (IH’V)
ofs(p + v 257 1 =00,..1 ¢
e N
Eif;ll_J ' j est le paramétre qui augmentera d'une unité & chaque tour,
- =
-
' _kLOO &) 70 °J oyl Pour une valeur de j donnée, la premiére fois ol p, (a)
'k:=k—l gl < atteint 0,95 nous donne le couple de barriéres + a & 1'intdrieur
desquelles on a 95% des chemins allant de O en 0 en J (p+¥) pas.

LO(i+p ) t= LO 1 + LO(i +p )

LO(i-% ) := LO i + LO(4d -¥) Une valeur maximum de j, d , a été choisie arbitrairement
de fagbn que la barrigére calculée correspondant & 1'échantillon

(a.p , A¥) soit celle donnée par la leoi limite. Un tel cholx se
. l falt intuitivement et sans grande sécurité. Rappelons que la loi
0 UE-(p +Y ) £ 0y i-(B+V ) > LIM-a +1 2) NON limite nous condult & considérer la barriere :
k@Esz a-1+ LIM 1 pas est a14p = ] \/(p&V) we ¥ - 3 - 1,36 L (1)

terminé
De toutes fagons, les matrices Mg sont d'ordre maximum

préparation OUI (( n # pie Imité
. [ (7,7), nous sommes donc limitds par une valeur de a maximum apgy
du pasETIVant .. . En admettant que les échantillons étant d'ordre assez élevé,
NOW ) on est assez proche de la loi limlite, d sera cholsi de telle
Uni distribution sorte que
est terminée e
Bpax = ]\/(wv) p¥ o 1,36 . \/a [

IS/programme de
Perforation Lorsque la valeur de a obtenue est égale A la valeur
a1y » les valeurs de a pour les échantillons semblables plus

importants sont calculés & partir de 1'équation (I).

L'organigramme s'établit ainsi
~- NQN

Remarque :
ﬁ iz s-1 at=as 1 le vecteur état & 1l'instant j  occupe le? mémpi?es 0501
on change de dis- | lon change les barridres a 05 (25 + I)
tribution initiale le vecteur état A 1'instant J+I occu%? %?? mémoiges 0601
06 (25 + I

la matrice Mg est chargée & partir de 070I

i
- g a Tl
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A titre d'exemple, nous dpnnons en annexe d3s résultats

prog.l
30 [25+1 fois

1

Perforation de PROBA
et du vecteur état.

|
dfois le calcul
Mg (a+I) =

Pin Lﬁ iy

L'organigramme se présente ainsi

) Nous mettrons les résultats dans un tableau de barriéres
A[D] préalablement remis & zéro.

Nous avons tenu compte du théoréme

P %
* M X N
: [ S(a?] :] dans le cas oua est un multi-
ple de p + ¥

II-1I-20 . J .
. conternant. les échantillons du type p =3 et ¥ = 2,
Ce ey
charger' la matrice 1y l ] 2 Programmes effectuds en ALGOL . Exécutlon sur CAB500
* ! _et TBM 70U
Ordres de modification } 2
de bouclage j Les deux programmes précédents ont deux défauts :
I
"r, : = T : % Le temps. MEme pour des échantillons ol W et ¥ sont petits,
Vecteur initial{0.,.0104..0] , ‘ il fallait au moins trois heures machine pour 1'étude d'une suite
3 partir de 0501 f de couples d'échantillons semblables.
]
: On calculait cegtaines choses inutiles (Risque de calculer
= x trop de matrices M ou bien on était 1imité par la dimension
[ RAZ des mémoires 0601 & 060 (2s+ 1)| : maximum des matricgs’Ms. P
] 1 ' 1
‘ Reg 2 := (Reg 3) I | Nous avons alors écrit deux séries de programmes ALGOL
T | susceptibles d'€tre exploités sur IBM TO4Y4,
.= . b
L Reg 1 :z (Régistre boucledz 1) l | La premiére série comporte deux programmes (le second
X { I constituant une amélioration du premier) et est destinée & 1'é-
i=3 iz 2 ! tude de couples ol
prog 1| | prog2s+ 1| 0601 3::(0601)3 +(OSOl)l x (0701)2 1
=1 d=0 . : Max (u,¥) £ mmax / 2
2 s+ 1 foisl : En effet, dams le tableau de résultats on se limitera &
| des couples d'échantillons d'ordre maximum Myax = 0. La théorie
— | sur les matrices M. n'est donc plus intéressante & w » m max/2
2 s+ 1 foig ‘ Sl
I | La deuxiéme série comporte un programme pour les nombres
| m et n premiers entre eux ou
Reg 4 ' PROBA: = [
prgg 1 = OGO(S)(CNNi ! Max (m, n) > T%éﬁ
| #=3 i i
0501 , 3% (0601) !
izl 1 1 . m,
| I - Premdre série de programmes Max (p,¥) gax
|
|
|
|
|
'
|
',
i
]
i
3
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[ 2= ENTIER(AD/( P+ ¢ ))

C__AO: k(lf“’) ? )
'ESTO?EZ NON

ADs= AO+1

Calcul de la matrice
Ms.
dimension 2 s+ 1
(dans le cas ok a=k (p+v),
on supprimera la  ligne et

colonnes au moment de 1'uti-
lisation) )

I CASPART

Dimension :

Calcul du vecteur état
2(s - TEST) + 1

la derniére. De méme pour la A0

= A

( P.I.OBA<O.95 ?_/}

auT } TEST:

0

TEST=0 ¢
low
ouUI e

jii:]

‘ ATDI:= AO- TEST ‘

A-t-on atteint )
la loi limite %

NON~ - ‘ot{l

on compléte le
tableau A(I1
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'DEBUT' ' ENTIER' M0, NO, MU, NUALECTURE ( MO, NO)A
LEC:IECTURE(MU‘,NU)A
'DEBUT! 'ENTIER RyA0, TEST, S0 S1A'REEL!COEF,%,PROBAA
'ENTIER (TABLEAUTA. f1 MO/ 6
'TABIEAU'CNP. |1:MO/MJ| &0 ;
*POUR'R; <L ' PAS '1 ' JUSQUA 'ENTTER(M0/My ) FATRE
YDEBUT! LEC'TURE (CNP. |R| « Joh4 |R| 4 3=0'FIN'A
7151 360408 =MUACORF 3 =RA02§ (MU+NU JXOIXIU ) XZATEST  =0A
BLOCL :'S1'A0/(MU+NU)=ENTIER(AQ/(MU+NU ) ) 'ALORS ' * DEBUT' TEST ¢ <1 AA 0t <A 041 'FIN' &
S03=ENTIER(AO/(MU+NU) )A
'DEBUT' 'ENTIER'I,J,K,S,DA
"TABLEAU" P. | -A0-NU-MJ :AO+W+MU] o M. | 50850, -50:80] . ,DO,DL. | -50:50] .2r
'POUR'S $=-S()' PAS "1 ' JUSQUA 'S0 FAIRE'
YDEBUT' 'POUR' T:=-A0" PAS'1 " JUSQUA'AO' FATRE' Po | T | « $=04P. |SX{MU+NU )|, 214
VPOUR' I3=1'PAS'1 ' JUSQUA ' MU+NU' FAIRE' . ‘
'DEBUT' J : =-A0AK $= A (4L <MU-NUA
YPOUR" J3 =J+1' TANTQUE' P | J | » =0'FAIRE' K: =J+1 -MJ-NUA
'POUR' K =K+MU+NU' TANTQUE ' P. | K| «#0' ET' K<AO'FAIRE'
'DEBUT! P | K+MU| o : =P. | K+MJ| 4 +P. [K] o0
Po|K-NU| o t=Po [ K~NU| o +P0 | K] o0P. K] « $=0"FIN' &

'FIN'A
— 'POUR' I $=-50' PAS'1 ' JUSQUA 'SO'FATRE ' M, |8, T{ . 3=P. | Ix{MU+NU) | .2
FIN'A
CASPART:D# =(¥S1 : =5 0-TESTA
VPOUR' I ¢=-S1 ' PAS'1 ' JUSQUA 'S1'FATRE' DO {1} . 1=0000. | 0} s 2204
ITER:D:=D+1A'POUR' I$=-S1 ' PAS'1 ' JUSQUA'SL'FATRE'DL. | 1|, 2200
RC(L )ATMPRESSTON(D, 3 )A' POUR'I t=-S1 ' PAS'1 ' JUSQUA 'S1 ' FAIRE'
'POUR'J $=-S1"PAS'1' JUSQUA'S1 'FATRE'DL. | I} . s=D1. | I|++DO.
'POUR' I3=-S1'PAS'1 'JUSQUA'SL'FATRE'DO, [1].:=D1.{1|.2
PROBA:=DO4 | 0] . foNP. [D] W
ESPACE(3 JATMPRESSION(AO-TEST 3 ) AESPACE( 3 ) AIMPRESSION( PROBA 1,1 )A '
'ST' PROBA<0.95' ALORS t 'DEBUT! 'SI'TEST=1 'ALORS ' 'DEBUT ' TEST :=0A' ALLERA'CASPART' FIN
'SINON'AO:=AO+LA'ALLERA ' BLOCL 'FIN'A
'sT'A. lD! #0'ALORS' 'ALLERA' TTERA
D

Il ]a,1ta

A+ |D] ¢ $=A0-TESTA
'51'(A. |D| +#ERTIER(COEFXRAC2(D ) ) ' QU'DXMUL 0)'ET' DXMU30' ALORS ' "ALLERA ' ITERA
"POUR'I:=D' PAS'1 ' JUSQUA 'ENTTER (MO/MU) 'FAIRE'A. | 1| . : =ENTIER(COEFXRAC2(I) )a

RC (2 ) ATMPRESS ION( MU, 2 JAES PACE( ? )JAIMPRESSTOR(NU 2 )aRc (1 )A

'POUR'I:=J.‘PAS'l'JUSQUA'ENI‘]ERfMO/MJ 'FAIRE'
'DEBUT! IMPRESSION(A. | 1]+ ,3 )ABSPACE(2)'FIN'A
'ALIERA'IEC
'Fiy
'FIN!

'FIN
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Ce programme étant trop long dés que P et ¢ sont grands,
nous avons congu un autre qui comportait l'amélioration de
chgisir a initial & la valeur de la loi limite. L'organigramme
s'établit ainsi

LLécture &l;‘/.‘ll\ T !

| 3

|

[ D=1

‘A0 :;‘] \/‘(B
‘Bl: IBZ%‘: i i ‘

e : I 17 ', s ‘? i
t]. +Calcul de Ms (A0),
Calcul de la distribution
dowv i .+ correspondant & I .
: ' (& nettre dans DO.C LY )

¥ x1.36 xy/D |

T

’

..+ ((ProBA <0.95 )

o [ 00 1= AO—l'
OEI/ N voN <

B = : FE £
2- ‘V' an ZBL e 25V ) .
AG iz AO +:1f o

L——-:B'l—-li—-— _ : Jr Bé 2y .
|
Bl v , BQ‘V'

1 ALDY := 40 l;
A-t-on atteint il ,. e
la loi limite ? / S

‘

_NON 7 N\ 0UT ‘
Diz D+ 1 on compléte ls !
tableaw des barridres

J r

Y
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'pEBUT! ' REEL' ' PROCEDURE ' CNP(M, N)A'ENTIER’ M, NA'DEBUT ' ' REEL' XA' ENTTER' 1A
X:=lA'POUR'I:=1'PAS'L1* JUSQUA’ N FATRE'
X:=XX(M-N+I)/IMNP:?X'FIN')A
'ENTIER' MO, NO, MU, NUALECTURE( MO, NO)A
1RC + LECTURE (M), NU )ARC (1 )ATMPRESS ION(MU, 3 ) AESPACE 2 ) AIMPRESS TON( MU, 3 )&
'DEBUT! 'ENTIER' R,A0,TEST,S0,51 ;DA’ REEL'G,Z ,PROBA jCOEFA
"BOOLEEN' EL ,BA'ENTIER' ' TABLEAU'A. [1 6] 48
'm'md'ms’ﬁmgs(am'ﬁ')m%g.|3|i:;m
i %t =1+ 35LCCEF : =RAC2{ ( MU+NU XU )X24D £ =14
ITER:TEST ¢ =0/G ¢ <CNP( §w+1)vu)>®,n>cm )oh0:=ENTIER (COEFXRACE(D ) JABL t=p2:='FAUX'A
RC(1 )AIMPRESSION(D,2)a =
BLOCL £ 'ST' AO/{MU+NU )=ENTTER(AO/(MU+U) ) 'ALORS ' ' DEBUT' TEST: =1 MA0i =A0+1 \FIN' A
Re(L )ALMPRESS1ON(EL ,2 ;AIMPRESS 108(B2 2 AHSPACE (3 )AIMPRESSION(AQ,3 )0
S0:=ENPIER(AU/ mmus) A '
'DEBUT! 'ENTIER ' I,0,K,54 s
UTRBLEAU' P | AO-W)<TUIAOHUAU] 1, | 8050, -80:50] + OB | 80:50|.A
'POUR'S $=-50' PAS'1 ' JUSQUA'SO'FAIRE ; .
1 DEBUT! ' POUR! T :<1 -A0' PAS 'L ' JUSQUA' AQ FATRE Py | I| 4 1=00P. [SX(MU+NU)| o251
VPOUR'T:=1 'PAS'1 ' JUSQUA' MU+NU' FAIRE'
YDEBUT' J ¢ =4 (4K =-A (41 ~MJ-NUA
BOUR! J¢=J+1 "TANTQUE ' P, | 7 =0'FAIRE' Ki=J -MJ-NU+18
! POUR' K ¢ =K+MJ+11U ' TANTQUE ' P. lx] +20'ET' K<AO' FAIRE
YDEEUT" Po | K+MU| « =P | K+MU| o 4P
Pa | K=NU| o $=P4 | K-NU| o +P4 | K

K|.4
AP K| 1=0'FIN'A

'FIN'A
YPOUR" T1=-S0' PAS '1 ' JUSQUA SO FAIRE' M. |8, T| + :=P4 | IX(u+U) | .6
'FIN'A
CASPART:S1 3 =S()-TESTA
1 POUR' T+=-61 ' PAS*1 *JUSQUA ' S1! FAIRE'DO4 | T |+ 1=08D0. | 0] 214
'POUR'K:d'PAS'l'JtEQIgA’D:FeIRE' i
'DERUT! ' POUR' I4=-51 " PAS 'L JUSQUA 'S1'FAT
'DEBUT’Dl-|I|.:=()A'POUR'J:=qSl'PAS'l'JIE('9,UA'§l‘FAIRE' ,
Dl.|I .-:=D1.1I| o400, || oM | 7,1 ' FIN'A
VBOUR' T3=-S1 ' PAS'1 ' JUSQUA'S1'FATRE'DO. |1 . 3=DL. | 1] .
'FIN'A
PROBA$=D0. |o] . /oA ALIERA " 'ST" PROBA<0. 95'ALORS ‘WL 'SINON'W2A
Wlipe:='VRAT'A'SI'EL'ALORS' "ALIERA'SUITEA
'sx'?és&l 'ATORS ' ' DEBUT TEST: =0A' ALLERA ' CASPART' FIN' 2A0% al'\0+1A'ALLERA' BLOCLA
wospl:='VRAI'A'ST' B2 'ALORS' " DEBUTAO: sAC+LAYALLERA 'SUITE' FIN' &
A03=A0-1 -TESTATEST: =0A' ALLERA' BLOCLA
SUTTE:A. |D .:=A0.TESTARC(1)AIWRESSION(A.IDg.,3)A , ,
'SI'A. |D| «*ENTIER (COEPXRAC2 (D) ) ET" (D41 )XMU<30" ALORS

'DE D:=D+1A'ALIERA'ITER'FIN'A
’ BU?POUR'I:=D+l’PAS'l'JUSQUA'6'FAIRE'A. |1 « t=ENTIER(COEP®AC2(I))A

'ALLERA' IEC
'FIN’
'FIN
'FIn’
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mmax

-

2 . Programme 1orsque Max (B Y
T i S 5
Celui-ci est un slmple caleul pas & pas de ],a dlstrl—

bution au bout d'un temps w4 n 31 an part d'un vecteur état : !DEBUT! 'ENTIER' MUL , NUL ,AA' REEL'CNPA

C:{ 0 0. o 1 0 ..’"0] . 'REEL"PROCEDURE PROEA(A() MJ, WU )A ENTIER'AO MU, NUA
y -AO+1 ‘ -AO:1 ' 'DEBUT® 'ENTIER' I',J:KA TABLEAU? P.[-A()-MJ-NU'A()+MU+I\I(J| 7N
L orgamgramme s e‘tdbllt R ‘ | eh i VPOUR' I¢=-A07PAS'1 Y JUSQUATAO' FATRE P | T| 4 1=04P. | 0] v 3504

ol bt r G ety 4 ‘ ; 'POUR' T:=1 ' PAS'L ' JUSQUA® MU+NU* FATRE"
e : : 'pEBUT! $=-A00K: =L -MJ-NU-A0A

l Lecture p ; ,¢ ’ : , T 'POUR' J2 =J4L " TANTQUE® P.IJI =O0'FAIRE' Ki =J -MJ-NU+LA
IR L C R , " POUR' K2 =K4MU+NU* TANTQUE' P | K| +#0'BT' K<AO' FATRE

S R ' TR tDEBUT' PIIK+M|J|..—PTfK+M(|} .;PIII(' Ag .
) At = i xibowd oxl s P |K-NU| » $=Ps [K-NU| o+ &P K| ot=
A A ]\/ <P1+V )P* XlJG” . YRIN'A
’ , 'FIN APROBA:=P. | 0]+
Calcul de PROBA ' FIN'A
. L : (A Mm NUl) LEC $ LECTURE (MUL , NUL ,CNP )% ¢ =ENTTER( RAC2( (ML +NUL )XMUIL XL )XL 36 )&
- *SI'PROBA(A,MIL JNUL ) /CNP> 0, 95 ALORS !
.; L PROBA 0.95. 93 : ' DEBUT' BCLiA 1A LA x
- — - ; : 'SI'PROBA(A,MUL WU ) /CNP?0. 5" Amps ALIFRA'ECLA’
" obt \‘\TON ; ' A=A+14' ALLERA'SUTTE
. ; - 'FIN'A
Ao ARl Aty 1

BCLL :A:=A+1A"SI"PROBA(A, ML ,NUL ) /CNP<O, 95" ALORS ' 'ALLERA ' BCLLA
SULTE $RC (L ) ATMPRESS TON( ML 2 )AESPACE(3 ) ATMPRESSION(NUL ,2 )4
ESPACE(?:)AIIVIPRESSION( A,3)MALIERA'IEC

calcul de PROBA | |calcul de PROBA

[ : 'FIN
LPHOBA 20.95 ‘7) PROBJ! 0.95 7 )

oUI / OUI \NON

rs e L, % EORIEE (i ¥, A)[ sl '
r

‘o g lw AR i
Remarque Dans ce programme, le calcul de PROBA a €té fait sous
~forme de mrocédure.

'

e == =E F 1Y =
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V  Exploltation du tableau - Utilisation du test

On veut tester si deux échantillons d'ordres m et n
proviennent de la méme poplilation. On range ces deux échantillons §
par ordre de grandeur croissant et on les réunit de fagon & obte-
nir un échantillon d'ordre m + n rangé par valeurs crolssantes.

@

On cherche alors les m et v correspondant a m et n,
c'est-a-dire les quotients de m et n par leur plus grand commun
diviseur.

On établit alors les (m + n) sommes algébriques sulvan-
tes (en partant de 0) :

so=0

Sk = Sk_I +"2

ol =  si 1'élément rencontré est uh &lément du n-échan-
7 { tillon.

= -% si 1'élément rencontré est un &lément du m-échan-
tillon.,

On cherche parmi ces (m + n) nombres celui de plus
grand module;

D= Ma.
kx

"

et on compare D au nombre donné & 1'intersection des ligne: w
et colonne n du tableau (soit Dy . ce nombre).,
J

¥ S1 D> Dm A 11 y a 95 chances sur 00 que les deux
’ echantillons ne proviennent pas de la Y
méme population, *
sk 81 DL D Le test ne contredit pas 1'hypothése que
les deux échantillons proviennent de la
méme porulation.

SR

Vu et Approuvé

Nancy, le

Le Doyen de la Faculté
des Sciences de NANCY

M, AUBRY

Vu et Permis d'imprimer
Nancy, le
le Recteur :
Président du Conseil de
1'"Université

P. IMBS

ST
= 78
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