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PROGRAMMATION DYNAMIQUE
wm pes set ete tet tteST feiss oT leas

A - BUT DE LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE

VOCABULAIRE

La programmation dynamique est une introduction A la
théorie mathématique des processus de Gécision & plusieurs étapes.

Que signifie processus de décision 3 plusieurs étapes ?
Supposons un systéme physique S dont l'état A un instant ¢ est
défini par un vecteur état p. Le systéme est sujet A des change-
ments (d'origine déterministe ou Stochastique).A un instant quel-
conque, nous avons un choix de transformations qui déterminera le
passage de l'état présent & l'état suivant, Un tel choix comporte
une décision (équivalente A la transformation}, Si nous avons &
effectuer un seul choix, nous dirons que nous’ sommes en présence
d'un processus @ une étape, Si nous avons une suite de N déci-
sions. 4 prendre, nous dirons que nous sommes en présence d@'un
processus 4 N étabes,

Il est & remarquer que la distinction n'est pas bien
tranchée, Le choix d'un point dans un espace & trois dimensions
peut Etre considéré commein processus & une étape si nous choi-
sissons globalement le vecteur (x, y, z) ou un processus A trois
étapes si nous choisissons d'abord x, puis y et enfin az.

De nombreux processus de décision nous sont familiers
les systémes de déclarations au bridge, certains programmes d'in-
vestissements, les polices d'assurances.

Chaque décision résulte d'un choix; une suite de choix
s'appelle politigue. L'ensemble des politiques ¢onstitue l'espace
des politiques. On cherchera alors dans cet ensemble la (ou les}
politique.’ qui maximise (ou minimise} une fonetion quantitative
du systéme appelés fonction de critere ou retour, Une telle politi-
que sera dite optimale. Le probleme ne sera résolu du point de
vue mathématique qua partir du moment ot la structure de la
politique optimale sera connue. Ce concept dé solution mathéma-
tique est un but qui ne sera pas atteint dans la plupart des cas
et nous nous contenterons de solutions numériques approchées.

Ce n'est pas tant la fonction de critére qui est inté-
ressante mais bien plutdét la structure de la politique. Cela
Signifie que nous désirons connaitre les caractéristiques du
Systeme qui déterminent la décision optimale & prendre A une
étape quelconque du processus, Au lieu done de déterminer la
politique optimale & partir d'un état initial fixé, nous dési-
rons déterminer la décision optimale & prendre A n'importe quel
état du systéme, Ainsi pourronsS-nous comprendre la structure in-
trinséque de la solution. ne :

Une telle approche mathématiaue présente l'avantage de
rendre sensiblement plus simple la résolution numérique du
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probléme. De plus, elle nous fournit un type d'approximations
qui a la propriété d'étre monotone convergente, On lui donne le
nom d'approximation dans l'espace des politiques,

La programmation dynamique § "intéressera aux processus
ot le temps a un réle significatif et ot l'ordre des opérations
peut 6tre trés important, De plus une caractéristique essentiel.

ie de cette approche sera la réinterpretation de plusieurs pro-

cessus statiques comme processus dynamiques dans lesquels le

temps sera introduit artificiellement,

B ~ UN PROCESSUS d'ALLOCATION A PLUSIEURS ETAPES

I - Position du probléme.

Supposons que nous ayons une certaine somme d'argent
x que nous désirons engager dans deux directions différentes,
La premiére nous fournira un retour g (y) pour la qv ntité y
qui lui est affectée; 1a seconde, un retour h (x-y)pour la quan:
tité x-y. Notons que les deux retours sont supposés, pour le
cas simple traité ici, 6tre de nature différente de x mais de
méme nature entre eux,

Si nous, désirons choisir cette répartition de fagon 4
maximiser. le retour total, nous sommes amenés & déterminer le
maximum de :

Rq (x,y) = @ (y) +h (x-y) sur y € (0,x)

Considérons maintenant un processus & deux étapesiet
supposons que ayant obtenu le retour g (y), la quantité y est
réduite a ay (0 eae I). De méme pour obtenir h (x- sos x-y est
réduite & b (x-y) Avec ke total restant ay + b (x-y), le pro-
cessus est alors répété. Posons

ay + b (x+y) = xy = yr+(xr - Yr)

ot yI est la quantité d'argent A investir dans la premiére di-
rection lors de la seconde étape. Le retour total pour ce pro-
cessus & deux étapes est donc :

Ro (x,yoyz) =e (y) th (x-y) te (v7) #4 (xqz-¥q)

Le retour optimal est obtenu en maximisant Ro ( Xs YoVp
sur le domaine & deux dimensions : Og YE XI OK VY TE X

De méme pouyin processus A N étapes, le retour total
sera

Ry (x, 9s Yyees Yer) = aly) + W(x-y) g (yz) +h (xq-¥z) +

+g (vy-t5 +h (a que INET!
Xp = ay + b (x -y) yeavec (0,x)

I-3

Xp = ayy +b (xy - yy) ¥y* (0,27)

= y x
Xx, = ay, +b (x - y. ) “2 © OsXy-2)N-1 N-1 N-27 Ynez? Ale? ¢ lo,enes 2)

Le retour maximum sera obtenu en maximisant la fone-

tion Ry sur le domaine & N dimensions décrit précédemment pour
l'espace des variables y, yy, eee y'NeTe

. La discussion classique d'un tel systéme se fait’ en

annulant les dérivées partielles et en résolvant le systéme obte-
nu. Une telle méthode est évidemment impossible de fagon numérique

dés que N est un peu grand.

2 - Approche d'une équation fonctionnelle,-

les fonctions 8 et hObservons tout d'abord que,
aN étapesétant fixées, le retour maximum total d'un processus

ne dépend que de N et de la quantité initiale x.

Définissons alors la fonction :

fy (x) = Retour maximum obtenu d'un processus, & N étapes commen-
gant avec la quantité x (x}'o; N = 1,2, .11)

Nous avons: fy ae Ry (x, y, Ypo se ene 1)

Yaif 6 2 Mak (Cg (y) +h (x-y) )
“Ok ys ¥

Notre premier objectif sera d'obtenir- une équation
en 12 (x) en fonction de fy (x). Considérant un processus & deux

étapes, nous voyons que le *yetour total sera le retour dG A la
premiére étape plus le retour dfi A la seconde ot nous avons la

quantité ay + b (x-y) A investir, Il est clair que quelle que
shit la valeur choisie initialement, le montant ay + b (x-y) res~
tant A investir doit 1'étre de la meilleure fagon possible.

Tl sten suit que

Ro (x.y,¥z) = & (y} +h (x-y) + fy (ay + bd (x-y)) ~~

retour maximum

dG & la 2eme étape

retour d@i

ala Tere étape

Alors y doit 6tre choisi de fagon 4 obtenir le maximum de cette

expression.

fo (x) = Max ( g(y) +h (x-y) + fy (ay + b (x-y) ))
O<ygR

En utilisant le méme raisonnement pour un processus
& N étapes, nous obtenons les équations fonctionnelles fondamen-
tales ;
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fy (x) = Max (-g (y) +h (x-y) + fy-r (ay + b (x-y) ))N22
Oy ¢ x

fy (x) = Max ( g (y) +h (x-y) )
Oey ex

La méthode est alors la suivante :

On détermine f,. (x), puis fo (yr) en fonction de
(\(x), puis f, (x) en fonetion de f. (=),Sete... A chaque étape
du calcul, fous obtenons non sevlément f% (x) mais aussi yk (x)
allocation optimale & faire A la premiére étape d'm processus ;
k @tapes commengant avec la qwantité x.

La solution consiste donc en une tabulation de la

suite des fonctions {Yc (x) et {fx (x)} k=I, 2, ..

La solution d'un probléme particulier, supposant

N et x donnés a la forme :

= YN (x) _ L
yner (af + b (x-y)
yn-2 (ayz + db (xy - Yr)Ket cyt

Iy-r= Yr (@Iy-2 +P Gye - Fye2)
ot l'ensemble (¥, Fz, .. Yy-q) est un ensemble d'allocations
qui maximise le retour total aN étapes.

Remarques :°Le probléme particulier d'un processus & N étapes
et Ax fixé a été inclus dansle probléme plus généra

d'un processus & plusieurs étapes ol N et x sont arbitraires.

°° Au lieu de maximiser dans un espace A N dimension:

nous effectuerons N maximisations sur une variable. En d'autrei
termes, le processus & N étapes a été transformé en N processus
a une étape.

°°° Nous pouvons déterminer certaines caractéristi-

ques importantes de la solution méme si nous ne sommes pas capa
bles de résoudre entiérement le probléme,

3°)-&pproximation A une infinité d'étapes.-

Si N estgrand, il est raisonnable de considérer un

processus & N étapes comme un processus & un nombre infini a'lé-
tapes.

Nous avons alors la seule équation fonctionnelle :

Max {ge (y) + h (x-y) + f (ay + b (x-y)]J(1) | f(x) =

Malgré l'avantage d'avoir une seule équation en f(%
et une seule fonction d'allocation y = y (x), il se présente la
difficulté suivante : nous ne sommes pas sfirs qu'il existe un
maximum absolu plutét qu'un suprémum, c'est-A-dire qu'il peut «
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ne pas y avoir de politique qui fournisse le retour total f(x)

4°)- Théor!dme d'existence et d'unicité,
# . 2

. Nous nous contenterons de le citer ensignalant que ka
démonstration se trouve dans Bellman.Dynamic Programming.

Théoreme IT
— sett, (x)

a)- Si g (x)/sont de fonctions continues de x pour x » 0
avec g (0) =h (0) = 0

b)- Sim (x) = Maxt Max (:[g (y)| 5 [ob (y)|)> et
c = Max (a,b) og ye x

o

c)= Si 2 (cTM x) converge quel que soit xy o .. >

TD ayec o¢ a,b¢ I

Alors il existe une solution unique de (I) continue quel: que soit
x2 O, ayant la valeur 0 au point x = 0.

5°). Approximations successives.~

Bésignons par T (f, y)l@ transformation définie par :
T (f,y) = gly) + n(x-y) + f (ay + b (xy)

et considérons 1'équation :

f (x) = Max T (f, y)
Og YE x

Théoréme 2 Soit la fonction fy (x) satisfaisant aux conditions
suivantes

fo (x) est continue pour x % o. fy (0) = 0

Alors, si les conditions du théoréme I sont remplies, ‘la suite
définie par :

fyir (x) = Max T (fy, ¥) ,N= 0,1, 4.
og y¥<ex

converge uniformément vers la solution f (x) obtenue ci-dessus

sur un quelconque intervalle fini. ‘

6*)- Approximation dans l'espace des politigques.-

: Nous allons montrer que nous pouvons pu jyours choisir

l’approximation initiale de fagon & tre sfirs que la converges-

ce est monotone. .

Nous appellerons une suite de choix possibles unepoli-

tiques; une politique qui donne f (%) sera une politique optimale

Il découle de 1'équation fonctionnelle que la connaissance de

f (x) donne y.(x) et inversement un y (x) détermine f (x), par
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par une itération sur :

f (x) = T (f,.¥)

Nous pouvons alors approximer dans Liespacé “dés"politi-
ques, Soit Yo (x) un choix initial pour une politique optimale

et soit alors f)(x), le retour dG ace choix,

Ona:

: fy (x) = T (fos Yo (x)

Nous résolvons cette équation. Pour améliorer yo (x),
nous déterminons ¥, (x) comme une fonction de x {ui maximise

T(f,, y). Supposons alors que yz (x) est continue, Ainsi, nous
obtenons une suite de politiques {¥y (x)} et ure suite de fone
tions retour {ty (x)} , On démontte alors le théoréme suivant ,

Théoreme 3. Soit fo (x) le résultat d'une approximation initiale
dans l’espace des politiques fo (x) = T (fo, Yo (x))

ot yo (x) est une fonction quelconque de x satisfaisant aux con-

ditions

' 0 € Vo (x) ¢ xX een

Alors si les hypothéses du théoréme I sont satisfaites,

la suite de fonctions

fy + 1 (x) = Max T (fy,y) converge uriformément vers ,la

ogy¢x

solution f (x) et cette convergence est monotone.

7°)- Propriétés de la solution.-

Nous allons énoncer trois théorémes sur la convexité

(ou la concavité) de la solution.

Théoreme 4, Si les hypothéses du théoréme I sont satisfaites, s1
de plus g et h sont des fonctions convexes de x,

alors f (x) sera une fonction convexe, et pour chaque valeur de

x, y sera égale 40 ou ax, |

Théoréme 5. Si les hypothéses du théoréme I sont satisfaites,si

de plus et h sont des fonctions strictehent concaves de x,

alors f tx) sera une fonction’ strictement concave de x,, Dans ce
cas, la politique optimale sera unique.

Théoreme 6, Si &) g (n) eth (x) sont strictement coricaves pour
a xX > ©, monotohes’ croissantes, possédant des déri-

vées premiéres continues et g (o) =h (0) = 0

b) gto) h'(o) ,n'(o) > ef(o) , bya
Tea 7, Tb

Alors ‘la politique optimale a la fofme suivante

a) y=x pourx € [0,x.} ou X est racine de :

-I-7

h'(o) = g'(*) + (b-a) g'(ax) + (b-a).a.g'(a"x) + eee

bv) y = y(x) pour x >» xX ob y (x) est une fonetion com-
prise entre o et x, solution de }

ely) - n'(x-y) + (a-b) ft! (ay +b (x-y))= 0

8°)- Processus dépendant du temps.

‘ Sypposons que le résultat d'un partage de x en y et
x-y A la ki&Me gtape soit une fonction g, (x,y), et qu'il nous
reste une quantité a, (x-y) A allouer polir les étapes suivantes,
Nous cherchons & détérminer la politique qui maximise le retour

total au bout de N étapes.

On supposera que gy (x,y) et ay (x,y) sont continues
enx ety (y @ (9 x}) . De plus:

og a (x,y) fax ob agi

Définissons :

(x) = retour total d'un processus A N étapes commengant avec
une quantité x & la k**TM© étape et utilisant une poli-
tigue optimale .

Nous avons, en utilisant le méme raisonnement que pour
le processus indépendant du temps, le systéme :

Py ,N

fr (x) = 9 Max a, (x.y)
ogy < x

fon (r) = Max [ @, (x,y) + Prat NATL (2549 J)
ogy<ex

Si N est infini, on obtient 1'équation fonctionnelle :

Max [ gy, (x9) + fiyq (a, (x.y)
O<yex

fy (x) =
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C. UN PROCESSUS DE DECISIONS A PLUSIEURS ETAPES

(type stochastique)

I°)- Introduction.

Nous allons diseuter un processus de décision &

plusieurs étapes d'un type tout a fait différent du précédent.

Ce processus stochastique présente descaractéristiques ntéres-

santes et nous permettra de rencontrer le concept important de

régions de décision,

2°)- Processus stochastique de la mine d'or.

Soit deux mines d'or A et B, possédant respective-

ment les quantités x et y d'or, Nous n'avons qu'une machine d!ex
traction qui, si elle est utilisée & la mine A, a une probabili

pz d'extraire une fraction rz de l'or de la mine, et une probab:

lité I_p; de ne pas extraire d'or du tout et d'étre endommagée.
De méme pour la mine B, nous avons le doublet po, Po.

Nous utilisons la machine soit en A, soit en Bi

Si elle n'est pas endommagée & 1a suite de cette premiére opéra-

tion, on recommence et ce jusqu'A ce que la machine soit endom-

magée, On cherche la suite de choix qui maximise la quantité a'e
espérée extraite avant que la machine soit endommagée.

Une suité~ S= AA BB AB... doit 6tre comprise com:

me d'abord le choix de la mine A, puis encore A, puis B, puis B

etc...

3°)- Approche de 1'équation fonetionnelle.

Posons : .

(x,y) = quantité espérée d'or extrait avant gue la machine
soit endommagée guand A posséde x au départ, et By

et utilisant une politique optimale ayant au plus N

étapes.

ty

Considérar.t le processus & une étape, nous voyons

que le choix A nous donne une espérarice mathématique p, ry x
; | rr

tandis que le choix B nous donne Po ko ¥ 6 Done :

f, (x y) © Max (oq Py Xs Py Pp y)

Comsidérons alors le processus & N+ I étapes Que:
que soit le premier choix, la continuation sur les N étapes res

tantes doit Stre optimale si nous voulons obtenir une politique

optimale pour un processus & N+ I étapes.

Si A est choisi fy (x,y) = py (ry x + ty ( (lary) & ))
Si B est choisi fy (x,y) = Py (toy + fy, (x, (erg) y })

D'ot 1'équation fonetionnelle :

fpr (Ky) = Max [fy (xy) s £3 (x.y)]

f Pr (rp x + fy C (Tory) x,y)

[Pg (rg y + fy (x, (T-rg )y DD}

4°)~ Approximation & un nombre infini alétapes,

MaxW

coat Le retour f (x,y) en supposant qu'il existe, satisfait
a l'équation fonetionnelle :

f (xs) = Max (py (ry x +f.( (--r,) x, ¥)sPp (ro ¥ + f (x, (I-rg)y))}

Nous allbdns énoncer pour une telle équation te théoréme

Théoréme I, Su 1sheoreme i ipposons que Prs Py < T

o€ MT, My ¢ I

Tl existe une solution unique A 1'équation fonetionnelle
précédente, finie dans le rectangle x € (0,x] »>¥ € (oy).
Cette solution f (x,y) est continue dans une partie finie de la
région x, y » 0.

5°)- Approximation dans un espace des politiques et convergence
monotone.

Comme dans le chapitre précédent, nous pouvdns étre stirs
de la convergence monotone par l'approximation dans. un espace
de politiques. Les deux plus simples approximations sont celles
correspondant aux suites A “et RS . De la premiére politique
on espere :

f, (x.y) = PL TpXa (Xs

T-py I-ryz)

et de la seconde :

fy (x,) = Petey
I-pg (T-rg)

6°)- La solution.

z Tl est intuitivement clair qu'un choix A est fait si
x/y >>I et un choix tT si y/x>> I, Il est également facile de
voir que le choix & chaque étape ne dépend que du rapport X

puisque : y

f (kx, ky) =kf (x,y)

Si nous examinons le quadrant (x,y) Xsy & 0, ev que

nous le divisions en des plages A et des plages B, “o'est-a-dire
les valeurs de x et_de y ol la décision A est le premier choix
optimal et celles o& la décision B l'est, alors le couple (x,y)
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dans la plage A implique que (kx, ky) est également dans la

plage A quel que soit k, de méme pour B, Les frontiéres des
plages seront done des droites, On aura done

Les régions ainsi déterminées sont appelées régions de
décision,

Nous allons supposer qu'il n'y a que deux régions et
nous allons essayer de déterminer leurs frontiéres.

La frontiére a pour particularité d'étre la ligne ot
les choix A et B sont équivalentes, Si nous choisissons A au
point (x,y), que nous effectuons une politique optimale, nous
avons :

fp, (xy) = pp rp x + py f ( (Ierz) x, y)

Si nous faisons un choix B

fn (x.y) = Py to ¥ + Dy f (x, (Ierg) y )

et on doit écrire :

fa = fg . Malheureusement, f ne disparait pas. Mais nous
pouvons faire la remarque trés simple suivante : si nous effec-
tons d'abord un choix A, nous diminuons la quantité x et elle
seule, nous entrons done dans la région ot le choix B doit étre
fait, puis nous utilisons une politique optimale. Nous noterons

une telle politique fan (x,y). De méme si le choix B est effec-
tué en premier, alors A sera choisi & la seconde étape et nous
utiliserons aprés une politique optimale, notée fan (x,y). On
doit écrire que :

fap (xy) = fp, (x,

ar fyp (xs) = py ry x + p= (Bp Fo Y + Pg f ( (Iery)r, (I-rg)y

fon (x.y) = Pp ro ¥ + Pe (py Py x + BF ( (Terz)x, (I-rg)¥)

d'ot 1'équation de la frontiére : p. rz x Po Yo ¥
Pa ete:
I- pl” = pe

Théoréme 2 : Considérons 1'égquation fonetionnelle :

: ie f I- oJf (x,y) = Max Aa py (px tt ( (rq) 2,9) )

ot O¢ Py» PL, <I et og rrr, ¢ I
2 2

la solution est donnée par :

f (x,y) = py (rp x +f ( (Ter) x, al Pr ry X, Pato ¥> Tr Ir 1) y) ) ter ee

f(xy) = py (gy +t (Ierg) y)) st PEPE Pohe ¥
I-p; I-po

pour Prr'yx _ Paro) ; l'un ou l'autre choix est optimal.

i-py 1-po

Nous avons donc obtenu une tras Simple caractérisation
de la politique optimale, En général, il n'y aura pas de repré-
sentation analytique simple de la fonetion retour f (x,y).

7°)- Le probleme pour un nombre fini d'étapes.

Théorsme 3, Considérons les relations de réourrence,

fy (x.y) = Max (pp ry x, Py ry y)

i py (rx + fy((I-r,)x,y))

fyst (x.y )= Max pel N Ye N=T,2,..
Bi py (roy + fylx, (T-rg)y9)

pour chaque N, il y a deux régions de décision.

Démonstration.

Pour chaque N % 2, les points déterminés par la condi-
tion que AB plus une politique optimale pour les N-2 étapes sui-
vantes est équivalent A BA plus une continuation optimale pour
les N-2 étapes suivantes sont sur la méme droite déterminée par

Pour un processus & N étapes, une politique a la forme

al bI ,an bnB avec a (ai + bi) = N
1

Sy: AU. B eee A

soit un point P situé au dessus de L. Si A est choisi, ilyadeux possibilités :

ou bien A est Rtilisé kK fois de suite, puis B
ou bien Sy fA

Considérons le premier eas, si A est utilisé k-I foisde Suite on atteint un point P'toujours au dessus éc L, Au point
P', AB ne peut €tre que les deux premiéres étapes d'une politiquea, Nek+I étapes, puisque BA plus une politique optimale est supé-
ieure.

Montrons maintenant que si aN est optimale au point P,alors A” est optimale dans toute la région comprise entre OP etl'axe des x,



i
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I-I2

L'homogénéité de f(x,y) en x et_y permet de supposey

que.x + y= I. Considérons le processus .& N grapes» ilyae2
politiques possibles appelées Py, Po, «.. Pon, Chacuné de ces

politiqueslutilisée en un point te y5 donne Un retour qui est
une. fonetion linéaire de x et de y, appelée Ly (x.y). Pour xty={
» ' , nous pouvons dessiner ces fonctions pour obtenir un réseau —
de 2% droites. . 1)

Si N était égal & 2, alors les quatre politiques AA,

AB, BA, BB fourniraient quatre droites comme ci-dessus, le re-

tour maximum aurait la forme :

£(x.y)s |

' 1 , 0

' t 1

\ | it

ee ee ee

Il est clair que aN egt une politique optimale pour y =
x =I. Il s'ensuit que fi aN est optimum & (x, y), o¢ y< I

la ligne correspondant & A“ dominera toutes les autres lignes

porrx¢ X¥ ¢ I.

Pour un N quelconque, la frontiére entre la région A et

la région B sera:

soit AB = BA soit aN = ot My est une politique de forme
comp liquée;

N
soit B” = My off My est ume politique de forme

compliquée.

On peut établir alors le résultat suivant :

Théoreme 4.
Les régions de décision pour fy convergent vers celles

de f quand N tend vers i'infini, de la“fagon monotone, Il exis”

te toijours un entier No tel que pour Ny No, les régions pour

ty sont identiques & celles pour f.

Démonstration, Supposons N = 3, soit Ly la frontiére pour le

processus & deux étapes et supposons qUe les positions relati-
ves de Ly et L soient les suivantes

{

Un point de Lg (avl) donne un point de Ly si on choisit
A, Soit Q@ un point du Secteur compris entre Lp et“Lg (al), si
A est choisi au point @ comme premier mouvement d'une politique
a trois étapes, B est utilisé au suivant puisque le point trans-

formé est dans la région B d'un processus A deux étapes. Cepen-
dant, si Q est au dessus de L, nous savons que AB ne peuvent
étre les deux premiéres étapes d'une politique optimale. Done
en 4, on effectue le choix B. Pour un processus & trois étapes,

la région B est done au moins le secteur au dessus de Lo (a*t),
Ce processus peut étre continué pour N de plus eh plus grand
jusqu'a ce que Ly (ATM"), pour k fini, vienne au dessous de L.

La frontiére AB = DA est alors celle considérée, et le reste

pour tout N plus grand.
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D. LA STRUCTURE DES PROCESSUS DE

PROGRAMMATION DYNAMIQUE

I°)- Discussion des deux processus précédents.

Ces deux processis ont en commun les caractéristiques

suivantes :

a- tans chaque cas, nous avons un systéme physique caracté-.
risé & une étape quelconque par un petit nombre de variables,

les variables d'état.

b- A chaque étape, nous devons faire un choix parmi un cer-
tain nombre de décisions.

e- Lieffet d'une décision est une transformation des varia-

bles d'état. |

i

d+ Le passé historique du ‘systéme n'a pas da’ ‘importance pour,
déterminer les actions futures.: |

;
e- Le but du processus est de maximiser une. fonetion des

variables d'état. : ‘i

Enfin, lorsque le temps joue un réle, il estsouvent
préférable de lui réserver une place spéciale dans les variables
d'état.

2°)- Le principe d'optimalité,

Une politique optimale posséde la propriété que, quels |
que soient 1"état initial et la décision initiale, les décisions|

restant_& prendre doiven? constituer une politique optimale eu |

égard A l‘état résultant de la premiére décision. |

|

}We principe est intuitif et une démonstration par l'ab-
surde est évidente. La traductior, mathématique de ce principe

nous a conduit aux équations fonctionnelles rencontrées dans les)
deux précédents chapitres. i

3°)~ Formulation mathématique d'un processus déterministe dis-
eret,sek |

Nous voulons dire par "déserministe" que le résultat dé)
la décision est uniquement déterminé par cette décision.

Supposons que 1'état du sysséme est défini A une étape |
quelconque par un secteur & M dimensions

(p) = (py Pp tee Py) » vecteur astreint A appartenir & une |

région D. |

Posons T = (ot q varie sur un ensemble 5 qui peut @6tre fini |
ou démombra 13! continu) un ensemble de transformations possédamt,
la propriété \

(PE Das TE (tpPL)EDVAE S

Une Pesaue gousis.te en une sélection de N transfor-
mations dans l'ordre P =(Ty, To, s.. nous devrions écrireé
Tgt> Tgore+Tqne On obtient alofs la cathe d'états :

fer} = ar (EB?
(py) = Ty CL PyeD)

Ces transformations sont choisies pour maximiser une

fonction donnée R, de 1'état final (py).

Observons que la valeur maximum de R ( [ py) ) doit

@tre une fonction du vecteur initial (p) et du nombre d'étapes N

Nous définissons alors }

fy (») = Max R (ft pyl )

= fonetion retour au bout de _N étapes. com-
mencant dans 1'état initial (p) et utili-

sant une politique optimale,

‘La suite est définie pour N= TI, 2, ... et pour (p)@ D.

Pour ger k une relation de récurreneentreles éléments
dela suite{fy ( [Pp] )} , nous appliquons le principe d'optima-
Lité, Soit try la premiére transformation choisie. Le vecteur
(p) est transformé en Tq ({ pj] ), le retour maximum pour les‘ N-I
étapes suivantes est alors qe I (Tq ([p] ). q doit done étre

choisi de fagon & emsser le retour du processus & N-I étapes
commengant dans l'état Tq (f pj).

fy (fp) ) = ie fy_r (Tq (Cp) )) pour NZ 2

et of, (fm) =Max oR (Tq ({ 2) ))
ges

Observons que fy (tp) ) est unique, Mais que q ne

l'est pas forcément.

Pour le cas d'un processus infini, la suite ays (c pl )
iest remplacée par une seule fonction f ({ pl), la relation de

récurrence est alors remplacée par 1'équation fohetionnelle :

£ @) (fp])= Max f (ty

ges
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4°). Formulation mathématigue d'un processus stochastigue direct!

Une décision a maintenant pour résultat une distributig)
de transformations. Le vecteur initial (p) est transfommé en un_
vecteur stochastique (z) doté d'une distribution dGg (Cpl.tz) yf

Deux cas distinets de processus peuvent se présenter {
suivant que :

- (z) est connu aprés la décision qui vient d'étre faite et |
avant la prochaine a prendre

- On peut supposer aussi que seule la fonction de distribu-

tion est connue..

Nous ne considérerons que le processus du premier type |
Nous raisonnerons donc maintenant avec l'espérance mathématique |

de la fonction de retour.foit alors un processus & N étapes. Si}

(z) est l'état résultant d'une transformation initiale Tq, le |
retour pour les N-I derniéres étapes sera fy_t ({21) si nous

uttlisons une politique optimale.

(eye (far) &, (Ep) fel)

|

L'espérance mathématique de retour est done :

(ayeLa_relatidh de récurrence pour'la suite f, ({ pl ) est |

fy (Cpls “a5 fee purl 4) ).dG, (Cpy.f2] ) Ny 2

et f, (Cpl pana { ph (tt ).aey (te] fed)

Pour le processus infini, nous obtenons 1'équation

fonctionnelle : r

# (Cp) ) = mex f (C2) ) aig (fp) sted )
aes J

Zz€ D

5°-) Formulation macthématique d'un processus déterministe

continu.

Il existe ur certain nombre de processus intéressants

qui sont tels que les décisions doivent &tre prises A chaque

point d'un continu, per exemple un intervalle de temps. Un exeflt
“ple de tels processus 2st formé par le calcul des variations

que nous étudierons plus loin,

Définissong

|

f ({ pl; T) = retour obtenu sur l'intervalle de temps (0,T) cof

mencant a ."état initial (p) et utilisant une

i male.

fo({ p] ), puis déterminer la suite de fonctions

I-I7

Nous choisissons des politiques, c'est-A-dire des fonc-
tions, sur des intervalles puis nous passerons & la limite en
réduisant en intervalles & des points. L'équation fonctionnelle
sera alors ?

f£({p]; $+ 7) = Max f (Cp) 3 7)

Dé [0;s}

ou le maximum est pris sur toutes les décisions possibles A
prendre sur l'intervalle (0,3).

La limite pour S-+0 de 1'équation précédente conduit
& une équation différentielle non linéaire,

6°)- Approximation dans l'espace des politiques.

La méthode consiste & choisir une fonction initiale

{ty (CP1)}
par la relation :

fy (Up) ) = Max fy_y (Tg (Lp ))

Avant d'étudier cette méthode d'approximation, il
convient d'observer qu'il existe une dualité naturelle entre la
fonetion f ({p} } qui mesure le retour total, et la politique
optimale qui permet d'obtenir ce retour, La connaissance de

{( [p) } donne toutes les politiques optimales, puisqu'elle déter-
mine toutes les valeurs de q maximisantes, tandis que la con-
ears pare Quelconque politique optimale particuliére don-
ne f ({p]).

L'index maximisant q est une fonction de[p}. Comme nous
avons noté f (tp) ) un élément de l'espace de fonctions de
retour, nous noterons q =q ({p] ) un élément de l'espace des
politiques,

»N=T,2 oe,

Choisissant une approximation initiale ay = qd, (Ep) ),
nous calculons la fonction retour de cette politique au moyen
de 1'équation fonctionnelle :

fo (tp) ) =f, CT (fed ))

Deux méthodes sont alors possibles :

I - Nous déterminons une fonction gq, ([ pj ) qui’ maximise
fy (t,(¢p}_). Nous déterminons alors fy (Cpj}y) au moyen de
1 équation fonetionnelle :

f, (Cpl) *f, (Tq. (Cp) ))

et ainsi de suite, nous obtenons alors deux suites :{f, (fp))et {ay (fp {fy (£°))}



|

2 - On peut également définir : |

f_ ({p}) = Max fo ( T, ({[p] ) Jet utiliser la mé tho,
de couranteldes approfimations sllecessives:

far (LPI iii fy (T (EP)
Tl est immédiat de voir que fy > fo et que la suite

{ fy} est monotone croissante,

Nous utiliserons plutét la seconde iInéthode, car la pre.
miére plus naturelle sans doute, semble plus difficile & traite

rigoureusement,

j

;

ieee

E - UN NOUVEAU FORMALISME DANS
LE CALCUL DES VARIATIONS,

I°)- Introduction,

Nous étudierons dans ce chapitre deux classes parti-
culiéres de problémes,

- Le premier est de déterminer le maximum ou le minimum de
fonetionnelle de la forme

T

J (z)e 5, F (xy, XoreeXye Bye Boeeed, ). dt
sujettes aux relations et contraintes de la forme :

a-dzie= G, (x,2) , Xy (o) = e, i= 1,2. n

at

b - Ry (x,z) & oO ke I,2yi. 2

- Le second est le probléme de valeurs propres associées &
l'équation :

u" + A% oa (t) u =O u(o) eu (I) eX 0

En effet, ce probléhhe, sous certaines conditions rela-
tives & (t), est équivalent au probléme de déterminer les
minimums relatifs de :

I

J (u) -| ul? at
oO

G4
avec les contraintes a~{ W(t) ue dt =I

°

2°)- Une nouvelle approche.

Nous considérerons le calcul des variations comme une
Classe particuliére de processus de décision A plusieurs étapes,
de type continu. Nous utiliserons le principe d'optimalité &
différents problémes du type I.

I.soit & maximiser l'intégrale :

' Oo)

J (y) = ( F (x,y) 4b : (r)

avec les relations dx =G (x,y) »x (o) =e (2)
o

La valeur maximum de J (y) (que nous supposons exister)
Sera une fonction de la seule valeur initiale de x, notée ¢,
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on éevira que Max J (y) =f (ec)
y

soit y =#(t) une fonétion donnant le maximum de J (y)s Nous
avons alors :

S CO

(3) (=f F (xjy) dt +f F (x,y) dt pour S quelconqus
“0 8 positif, ;

Considérons 1a seconde intégrale. L'effet d'un choix
initial de y ay pour t appartenant 4 l'intervalle (0,8) sera
de convertir ¢ en la valeur de x au temps S. Nous appellerons

cette valeur ec (S), Il s'en suit alors que, quelque soit le
choix initial de y sur(0;8), hous trouvons sur 1‘intervalle
restant (S,co 4 un probléme identique A l'original, & la
seule différence prés que c est maintenant ¢ (S) = x (S).
Puisque l'intégrant est indépendant de t, ainsi que 1'équation
différentielle (@) le nouvel intervalle peut étre considéré
comme étant fo,ea{ avec x (o) =C ts)

D'ot, utilisant le principe d'optimalité, 1'équation
(3) peus s'écrire :

(4) ff (ec) + F (x,y) at + f (e¢ 8)
o |. “

Puisque le choix de la fonction y doit étre fait de
facgon &@ donrer le maximum f (c), on aura la relation fonetion-
nelle fondarentale :

(5) £ () = Max \
°

y € (0,8)

F (x,y) dt + f (ce (8) )

Nous ellons maintenant faire tendre S vers 0, Pour §

petit,aous certaines conditions de continuité, nous avons :

f (c) =Max(? (ec, y ‘0)) S+f (¢ + S.G(e,y‘(0) + 0 (s)))
y €{0,S]

Comme 1'intervalle {0,S] tend vers zéro, un choix ded
sur [ 0,8) devient un cho.x de y (0). Posons v = y (0). On
obtient :

f (c) = Max [ F(e,v) S+ 2 (c) + S.Gfe ,v) r'(c)}+0()

u
A la limite 0 = Max { F (c,v, + @ (c,v) f'(c))

Vv

nous obtenons clors les deux 4quations

O=F (¢,v) + G (c,v) f! Ce.

Fly (@ v) + Gy (c,v) f%)}° n

T-2I

soit F(c,v) G (s,v)

(6) 7 ' = 0 c'ést-A-dire la relation
FY (e,v) Gy (c,v) d'Euler

qui détermine v comme une fonction de ec, c'est & dire y comme
fonetion de x, et nous résolverons alors 1'équation différen-
tielle ( )enx: Gx = G (x,y (x) x (o) ee

at : E

2 Considérons maintenant le problame plus général suivant :
Déterminer le maximum (ou le minimum) de :

T

J (y) “|, F (x,y) dt

avec les relations dx = G (x,y) , x (0) =e
at

ae deux variables d'état sont maintenant ec et T, Nous poserons
alors :

Max J(y) = £ (0,2)

En raisonnant de la méme fagon que pour l'exemple précé-
dent, on obtient 1'équation fonctionnelle : ° e

f (c,T) = next (
y € 10,8)

F (x,y) dt + f (c (S), T-S)}

Qui conduit lorsque S~» 0, & 1'équation non linéaire aux déri-
vées partielles :

° = Max ( F (c,v) + G (c,v) £ - fi]
t

soit au systéme fh = F (c,v) + G (e,v) ty
'

o = Fi (c,v) + Gl (¢,v) te

soit fi FY (e,v)
ine

fleP-GF .T WF Q Ce,v)

Pour obtenir 1'équation en v, on écrit que :

moon = .
f cr = fic soit :

pt L = ue tvYT oS ott &,

3°)- Probléme. de valeurs propres.

‘ Nous cherchons & déterminer la valeur de A qui permet.
d’obtenir une solution non nulle A i'équation :
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s + >» 6 ot S
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2 Ce probléme comme nous ‘L'avons signalé précédemment’ est
équivalent & l'un ou l'autre des problémes suivants : 7

T

: - Déterminer les minimums relatifs ae | ut? at avec les
contraintes : 0

I

Jip (t) o® at = 2 .u (0) eu (I) =0
9 I

ou -- Déterminer lesmaximums relatifs ae f 0 (t) ve dt avec les
contraintes : ‘ se. “0 ,

Tp :
{ a! at = 1 u (o) =u (I) = 0
0 . , .

Tl y a deux fagons d'aborder le probléme:,-la premiere

étant de considérer la minimisation de :

J (0) =f ul® at ‘sur tout wu vérifiant +( ls i ; ral

u (abe k, 5) wu (I) = 0

et f. ~ (t) v® at eI

Iei la nouvelle variable d'état appartient au segment

(0,1). Nous supposors que la fonction (t) satisfait A la

contrainte O< by ¢ G(t) ¢ by pour t appartenant a (o,I), et

est continue sur tous ce segmsnt,

Un probléme 4auivalent ‘est la maximisation de

k (u) f O (&) ue at
a

(a)=k 5 u (T)"s.0avec les contraintes u

( ul? dt =I

Une seconde formv.ation moins <viderte est la minimise

tion de :

L cJ (),f ul= at
a

avec les contraintes vu ()=0 u(I)=0

fre Olt) ve 4 k (144)@(t) ujat =]
a

Nous n'étudierons en détail que la premiére formulation.~

1-23

4°). La premiére formulation.

Posons f (a,k) = Min (? ul2 at
a

=kavec les contraintes u (a) u (I) =0

face) . uate

Nous écrivons que le long d'une extrémale :

I t) u2ater. 2(2°00 uf dt=I-s,@ (a) k

u (ats) =k + sv

f (a, Kev gx ft
ats

ul? at

en effectuant alors le changement de variable :

u(t)= (I-s oO (a) k2/2.) w(t) , ona alors:

w (a8) = ktsv + s D(a) ° k9/2

f (a,k) =v? s + (I-s © (a) foe w!? at

En combinant alors les deux résultats ci-dessus, on obtient

1'équation fonctionnelle :

f_(a,k) = Min, ves + (I-s (a) kK) f (ats,k+sv + s (a)e/2)
aun infiniment petit du ler ordre en s.
Faisant alors tendre s vers z2éro, on obtient :

' 2 ’ 2.O= Min[v tvety + th (a wee - O(a). kf

5°)- Approximations successives.

Nous allons étudier cette méthode sur 1'exemple

déja traité dans une section antérieure. Maximisation de :
a

J (y) =J, F (x,y) dt
avec ax “= G (x,y) x(o) =e

dt

nous avons alors obtenu 1'équation :

be 1
fp = Max (F (e,v) + G (e,v) rh)

Choisissons une approximation initiale v, = v, (c,T)

equivalents ayi= x,T-t). On calcule alors xo au moyen de(
équation dirfSrentielle t

Geo_= G (x, Yo (Xp, T-t) Xo (o) =e

puis fo (c,T) par:



fy (c,T) =(7 F (X95 Yo) dt
o :

Cette fonction, fy, satisfait & 1'équation différentiel.
le linéaire :

= F (e,vy) + G@ (ce, vo) a 7
'

for

Pour obtenir l'approximation suivante sur une extrémale
y, nous déterminons Vy (c,f) comme une fonction qui maximise :

F (c,v) + G (c,v) tee

(x, T- t), puis x etftilisant v. ‘Ce T) nous obtenons y
bie z ( comme fonction Qui maki-}comme di-deSsus, Nous caloulons alorg Vo
mise r

F (ce,v) + G (¢,v) fro

et ainsi de suite. Nous obtenons deux suites d' approximation,
L'urie pour f, la suite \f, Liautre pour v, la suite vy}. Enfin,

il est anoter cve la suite (fypest monotone croissante.

Nous ne nous sommes pas posés de questions sur l'exis-

tence de 1a solution, mais par contre, on peut affirmer que cette

solution, si elle existe, est unique, te Be

F - PROCESSUS DE DECISION "IARKOVIENS

1°)- Introduction,-

Nous allons étudier un nouveau type de processus de
décision qui nous conduira & une nouvelle classe d'équations
fonctionnelles,

Nous considérerons le processus diseret, qui nous
aménera & étudier une équation du type :

x4 (ntI) = Max re (a)x;(n)
Jet

et la version continue de te processus :

avec x4 (0) = Cy i =1,2,.N

oxy = é
N

Max

at q Dies
2°)- Processus de décision Markoviens.-ihocessus 

de décision Markoviens

wa4, (a) xy (t) avec xy (o) , 35 1,2,..N

Etant donné un systéme physique S qui aux instants

t=0,4 ,24,...

doit @tre dans un des états notés Sy, Ss. owe 8
2? N

Supposons qu'&é un instant t, il y a une probabilité
x4 (t) que le systéme soit dans 1'état i, et qu'il existe une
probabilité de passage d'un état A un autre. Posons :

aj = probabilité que le systéme sera en l'état i au temps
G+ 4 s'il était en l'état 3 au temps ¢

La relation entre l'ensemble des probabilités 2
Xi(t+ 4 ) et l'ensemble des probabilités { X4 (s)} est la
Suivante :

N

xy (t+) = ay, x, (t) ie1I,2,..NDyer “HI ,
pourrt=0, A ,26 ,... Nous posons ;

x, (nA )e= y; (n) 3 on peut alors écrire :

Ny, (+I) "Psat ayy vy (n) teI,2, ..N

Considérons alors le processus de Markov suivant a
Supposons que les probabilités de passage a;4 soient fonctionsd'un paramétre ¢, et qu'& chaque étape du prdcessus q doit &tre
choisi de fagon & maximiser la probabilité que le systéme soit
dans l'état 8, - On obtient done le systéme non linéaire



i ne a= 4

yz (m4I) = =D ary (a) 5 (a)

; (nt) x ayy (a") y, (9) i= 2, 3.8
ot a” =q” (n) est une des valeurs qui maximise vy (n+I)

Remarque. A la limite si 4 —» 0, nous obtenons au lieu du sys-

téme précédent le systéme +

\ w

ax 7 Mar bi; (a) xy (t) Xt (0) = ey

N° +
= Fj t ry = ei i= aeot a Bs 5 (a ) xs ( ) xy (o) = ci i= 2, 3,..N

Pour obteniz ce ayateme; nous avons posé :

aij = b si if¢gd .

“44 = I - bis A - ; tat x

3°)- Notations.

Nous commencerons pat la version continue du proces-
sus. Introduisons la notation matricielle :

x : e

_ [2 3X'S . a tad ['eg3 (a)| oe F.

% e

: p (a) ‘@) =Le systéme dx, = Max a. a) Xa, X, (0) = i= 1,2,..Nvi ott @ Ser ij 3 1 4 ges

prend la forme

dx = Max A (q). x x (o) =e

dt. q

ot il est entendu que le maximum est pris élément par élément,

c'est-Aa-dire que la valeur de q sur une ligne est distincte de
la valeur correspondante le ai sur une autre ligne. Nous consi-
dérerons qu'il, n'existe pas d'intersection entre les diverses
maximisations.’ (Notons qu'il ne s'agit pas tout & fait des mémes

problémes que dans la précédenteSection, Nous reviendrons & ce

dernier plus loin).

Diautre part, nous employons les notations :

I Al 3h
i=j

eZ fass|

axl < flatext Wd
4°)- Existence et _unicité des solutions,

De plus on a

Considérons 1'équation plus générale :

(z) | ev Mee C ACE, t) x 4d (a,t)] avec x (0).n 0

qui donne 1'équation intégrale :

b (q,s) ds +f. A (a,s) x ds]x= Max fc +(*
a °

On démontre le lemme

Lemme : Pesons ¢ T, (x) & Max [ by (a,t) f° A (q,s)x das }

T (y) = Max, (a,t) + +f a (as)y as]
Alors :

II T, (x) - t, (y) IIs Max [{} >, (at) - bs (a,t) y -

fix as)|| x ||
Théoreme - Supposons que q est un élément d'un ensemble de fonc-

tions S et posséde la propriété ot :

Ha cat) He toll < ee)
ot f (t) est intégrable sur un ae ate fini o
Supposons en outre que le maximum de A (q,t) x + 5 (a, § ay
atteint pour q € S$ pour certaines valeurs fixes de x et t. Alors
il y a une solution unique & 1'équation (IT). Cette solution peut
€tre obtenue comme étknt la limite des approximations successives

x-y \| ds }

Xo e t

Xp = 0+ Max [ fit A (a,e) x, + b (a,s)} ds} ; n= 0,Tnoo

5°)- Approximations dans Liespace des politiques.

: Considérons 1'équation scalaire :

gu = Max[b (q,t) + a (q,t) u] 3; u (o) ee
dt 4g

avec les restrictions | a (a,t I. | b (q,t)
to

<f (t) otf f (t)dt
existe . Nous commengons par choisir une politique initiale ¢

GQ, = 4 (t) et .déterminons alors u, au moyen de 1'équation :

BWo=b (dost) + a (dg,t) ug Uodt fo) se
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puis on détermine,q, en lui imposant de maximiser la fonction

b (q,t) + a (a,b) Uy on caleule alors u, par

dun =D (q,t) + 4a Gass t) Uy uy (o) = C ete...

et une suiteNous déterminons ainsi une suite de fonctions

p. 327) quede politiques jan} . On montre (voir Bellmann
{ 4,)

la suite | un} converge, 2 2

Revenons maintenant ‘aux s¥stémes matriciels de la
forme /

ax = Max{b (q,t) +A (q,t) x} 3 x (o) sc
at q

Il nous suffit de déterminer les conditions sur la matrice

A (q,t) qui nous permettent d'assurer due f (t) 2 o pour tx o
entraine que'y > © pour’t > o'° ot y est solution de :

dy =A (q,t) y P(t) ay (0)
at

solution qui est donnée ae ie

(II) = 0

w -{" Yt) ¥I¢5) ft (sy) ds

ot Y(t) est soiution de : G¥=2a(q,t) *% Y (0) =
at .

La condition nécessaire et suffisante est alors que :

%¥ (¢) ¥-l (s) soit une matrice A éléments positifs pour
t> S22 oO

6° )- Versions discrétes,

Soit la suite x, {n) i =I, 2,

par la relation de ee eset $

(I) = HexDx (n+I) aay (q) X43 (n) i=

Nous considérons tout d'abord le systéme homogéne (c'est-A-dire

indépendant den).

d _= Max ass . isI,@2 «. Nvy = Ma yet (a) y, i ,

avec les conditions

3 lin f ql Gores Ay } varie sur un ensemble S qui posséde 1a

nares que le biaseimit pour (I) est atteint pour un ensemble
de paramétres (y, Yo vee Vy

Théoréme :
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” O€ a4; (q) < m métant fini pourgé 8 et
j,jet, e, eee N

J

oe soit O(q) , pour q donné, la plus grande valeur propre
en module de la matrice A (q). Il est supposé que W (q) posséde
son maximum pourg € § .

On peut alors énoncer le théoréme suivant :

Il existe une constante unique et positive A qui
posséde la propriété que le systéme homogéne a une

solution positive y,, i= I, 2, tee N, Cette solution est unique
A une constante multiplicative prés et:

® (a)

Théoréme :

A = Max

ges

On démontre alors pour i'équation (I) le théoréme.

Supposons qu'il existe un maximum unique pour q, et
que Cy > O, alors

(n)

a= (ey, C

ns ay, A" quand n—+03

pr tes Cy)
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REPARTITIONS DE KOLMOGOROV-SMIRNOV

ETUDE D'UN TEST NON PARAMETRIQUE

I - ETUDE. THEORIQUE

A - Position du probléme - Résultats asymptotigues.-

I SoitF(x) la fonction de répartition des variables aléa-

toires indépendantes X_, Xj «es X,- Un n-échantillen est une
réalisation de Xy5 101K, soit Xy3 Xo»

Si on désigne par V (x) le nombre des x, inférieurs a x,
la fonction de répartition d'un tel échantillon est donc :

F(x) = Yn (x)
n n

eee at

Les problémes posés sont les suivants

I) Comparer Fy (x) et F (x)

qui nous conduit A l'étude de:

D, = sup | FP, (x) - F (x) |

Do = sup (Fy (x) - F (x))

Dy aint (RL (x) - F (x))

2) Comparer deux échantillons d'ordres m et n

Les deux échantillons sont supposés indépendants. On fera
alors intervenir les variables ainsi définies ;:

2 . s
i sup F, (x) - B(x)

oO 0m,n ie (Fy (x) - Fa (x) )

Dayn “silat CF, (x) - F, @))

what

VULLICie
ot FR, (y) représente la fonction de répartition du m-échar

Les deux problémes comptent deux stades :

- Détermination des lois asymptotiques des variables aléatoi-
res b normées,
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II - Méthode de Doob

II-I-2

- Détermination des lois exactes elles-mémes.

Remarquons tout de suite que lr probléme (I) se raméne au
probléme (2) car les lois de Dy, Dt, Dz sont les lois limitss de Les variables va (x), W(x!) avec og xe x'g Z ne
celles deD,,, D sine Dp lorsque m tend vers l'infini, En sont pas indépendantes, pas plus abe les accroissements
effet a'taprés Re théoramé Be Glivenko-Cantelli : Lm Wy (x) pour des intervalles [x, x'{ disjoints,

* ‘ .
Dy = SUP | Fy (x) =F (x) DS. . La loi deV,, (x), celle de Ye (x!) “Vv (x) sont des

x lois bin6miales & n épreuves correspondant A la probabilité x,

* ou x! = x pour chaque épreuve. De méme, les lois simultanées de
Or De- Dn € Dan ¢ DA t+ Dy (xe) e+. %, (4) dérivent de lois muitinomlales; et quand n

; tOnd ters ianPini® chacune de ces lois tend vers une limite qui
p.5. est une loi normale, si on prend soin de normer en divisantdone Dan — Dn par von

e ° On introduit les variables :
Nous allons maintenant démontrer le lemme trés important UL (x) = f® [ Vn (x - x|

suivant . n n 4

Lemme, Les lois des diverses variables D ne dépendent pas de la Quand n tend vers l'infini, les définissent des
fonction de répartition F (x) supposée continue, lois temporelles normales :

Démons tration 
U o Y aEn effet la relation y = F (x) fait Ux) = 0 . ' '4 correspondre aux variables aléatoires (u (x!) =U (x)] = (x -x) {1 - (x -x))

xX, X oe léa- Rz = bt 2? z in) 4, O88 Warlebles alee On sait construire (ef Fortet ou Dood ) un processus U (x), ré-
i Olres indépendantes et uniformément pondant aux conditions précédentes, dont toutes les lois tem
' réparties sur le segment [0,1], Soit relles (x = temps) U (x. U (x,), e+e U (x_) sont normales; or
t Y, Y, Y_ ces variables aléato? - P IT’? cae
i I’? “2? *** on ~ peut définir un tel protessus dé fagon que Res trajectoires
x oi res. (fonctions U (x) ) soient continues presque sfirement.

OU On admet que les lois asymptotiques de :
SoitV, (y), lerombre aléatoire de valeurs de 1'échan- a

tillon (vy, te Vn) inférieur & y; ona: fn D sup ¥y (x) 3 fa Dy, = ~ inf Uy (x)n=

a og xe og¢xgT

Y (x) = Vy (y) ob y = F (x)

Rappelons que ¥, (x) est le nombre de valeurs de 1'échan- va D, = sup Un (x)
tillon (x., ... x_) inPérieur & x. og xX ET

. " sont les lois de:
Plus précisément, l'égalité précédente a lieu presque cu- + =

rement car X <x nientraine Y¢y que si x n'est pas intérieur D’ = sup U (x) : D” g-inf U (x)

A un palier de F (x); mais la probabilité est nulle qu'une des og xe o<xeT
variables aléatoires X, appartienne & un palier puisque la fonc-
tion de répartition F tx) est supposée continue, On a done : D = sup Y (x)

_— OgKE

PrEL Vy ()= Vy (vy), x,y =F (x))=T
® e Théoréme (Doob - Donsker), Les lois asymptotiques de Dawn 2, m

On pourra done se limiter & X uniformément répartie sur ° Dnyn + Dm,n2 lorsque m, n tendent vers 1 infifit} et #
{0,T] , c'est ce qui est supposé @tre dans le paragraphe sui- tend vers 6 » sont celles de D, DY, D7, (ces deux derniéres

vant. étant évidemment les mémes, vu la. symétrie de U (x), ou celle
de Dy, pour m =n,
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*

Démonstration, Introduisons de méme un processus U (x) 1ié aux
Vin (x), comme U (x) Lia été aux ¥, (x

On a uisque *
Pte) eB (x) = Une) Um (x)
n a n m

—= * -
mx n = jel Ujae Dayn = Jana amp Um (x) i in (x)

Done , /MM Dm,n tend en loi vers
V mm

/&_ sup u(x) - U(x)
ItP og xg I

maisile processus ve U(x) - u* x) est encore un processus
e

gaussien (ce! est-a-dire & lois temporelles normales), Tl est
identique & U (x) »@ méme toi wae D. De méme en ce qui concer-
ne les lois limites de Dn, n et Da

2 ~.
i

ais

III - Processus de marche aléatoire 1ié aux Dy, et lois asymp-

totiques.

Posons m+ne=N., La fonction :

mn (F(x) - Fy (x))e nV, (x) - nv. (x) subit

msaubs +nsixéx,,1 €[( I,n]

nsauts -msixé y p73 €0D ml

On range ces valeurs par ordre de grandeur croissante,.

La probabilité de chacun des N! ordre possibles de ces

valeurs une fois rangéesest I . Soit alors ey i €cI,N) /N

variables aléatoires indépendantes telles que

t 11 { x probabilité p ase k %;

; t k= se6 Isp =a

Tous les chemins possibles de ce processus discret S (k) = S,,

partant de S. = 0 et aboutissant 4 z au temps N sont équiprofa-
bles car corfespondant au méme nombre de pas r et s de chaque
signe défini par :

r+seN

=-sP = @

A chaque ordre des x,, y, on associe.un chemin de

réalisations S$ (k) /s de fi¢on*biunivoque .
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z a sivla Kime yaieur est un xy
ee {

. -6 sila Kiéme galeur est un V5

On fera dans le cas général x« =n @=m ainsi :

mn Doin ii, sup (Sy, / 8y = 0)

4 " -

de méme pour Dh,n et Dnyn +

Connaitre :

Pr { Dayné
du temps O au temps N mau processus S, limité par les deux barrié-
res absorbantes + a,

mal revient & connaitre la distribution

Passage & la limite.

Nous nous intéressons au cas ok m =n, On établit le

couple de barriéres + a. Oh connait les deux démonstrations,

l'une d@e A Gnedenko de denombrement des chemins
l'autre, beaucoup plus élégante, dfe & M,Tortrat {méthode

des images), '

Rappelons simplement le résultat asymptotique :
i)

; ktT -2K? a®
pr { D<¢ajl =1-2 (-1) e (1)

00
Fonction (ff) de Jacobi... Ajoutons duton ne connait pas de forme
algébrique de la fonction caractéristique correspondant A cette

fonction de répartition,

‘Dans la suite (voir étude pratique), nous utiliserons

le résultat suivant :

Pr — D ¢ 1,36] = 0,95

Théoréme de Kolmogorov. La loi de fn Dy, tend vers la loi défi-

nie par (T)

Théoréme de Smirnov. La loi de Dayn

m
fm +

définie par (I) si FT tend vers e arbitraire,

tend vers la loi

B - Etude de la distribution de la déviation entre deux échantil-

lons_of1 entre un échantillon et sa loi.

+ am ‘

I- Distribution de nD et n Dy of lois asymptotiques

soit la variable aléatoire {a =titl (valeurs équiprobables);

Sx “ye
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Un chemin de ce processus prend successivement les diverses va-
leurs (correspondant & celles de ¥,(x) -4", (x).

La, distribution au temps k est donnée par la fonction
génératrice y*(u) avec :

at I
y=s (ute)

Nous créons uhe barriére absorbante en z = a, ajoutant
& la masse initiale + I en 0, la masse image -I en 2a, d'ou la
fonétion génératrice au temps k :

(t-u 2a) y* (y)

Rapportons le coefficient du degré 0, dans 1'égalité précédente,
& la probabilité : °

‘ n

Pr [ 83, = 0] Con / gen

. n-a
d otd'ot Pr ndDiyn< a).= 1 -Son

Con

Si on établit maintenant les barriéres - b et a. Si
i, et qt, désignent les opérations qui consistent & prendre 1'ima-
ge d'une masse de l'axe des z par rapport aux barriéres z=a
- b. On aura le jeu de masses initiales aI:

I-d, (I - J.) (1-3

- J, (I -dIg ) Ge.

d'ot la fonction génératrice, au temps 2h

uti/u) em, 2) Sey 2kdB oy (a) = (PE EA) Patt). yu

Tl vient alors, a prenant le rapport des termes de
degré 0 & la probabilité C 1/20 qu'un chemin du processus sans
barriéres atteigne le poine’ Zon = 0, on obtient :

att

p (n,b,a) = Pr[- ben (Fn (x) - Fin (x))<al abt |
-f ntkd | gt" manele 4 n (2)

Ld cen ty Son / “on . A
avec | ka | g nop fae klalgn 3a, b> o

pour a » la formule se réduit a:
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Lois asymptotiques.

‘

On nomme n Dn,n en divisant par fon car Var (Fi) =
et Var (S ) = 2n. La somme (2) peut tre mise sous forme alter-
née, On ofdonne les n + kd et nt+adtk'd, c'estra-dire les k de
~Ca ya +03 ( C3 © partie entiére de ); lesnt+ta+k'd

s'intercalent alors dans le signe +, On pose :

ay { enn ] + T 5 Dy =f; anzt}+t

1

"

d Fn= dy = a, + Dn
n

2n :

alors : Pr[ - 2te/f ( Fy (x) - F'n (x))< z] = p (n, -bys ay)
(3)

Chaque terme de la somme (2) (avec ay, et by) a pour limite pour

k et k' fixés, si n —»0

~2K232 ~2(24+k'1)®
e . ou a

La série (2) est absolument convergente, on peut done en passant
Ala timyte dame (3) éovire 7 coe? -2(24K1)2

tpr [2 Pnn< 2/8 Payné 2 1—Le -e
moo leztz'

£ - . ;2. Distribution de D, D, dans le cas ot m =¥ n ( Yentier)
m,n ? “myn

Etudions le processus

8 x, :o=0, 5, =) ei kdeQOaN=metn
des

prf{Fiet} - 4
, +1

pr[Faie-¥) 2red +71
Chaque chemin (réalisation du processus) est défini

par; Zz =r-s v k=rd+s (r pas unité, s pas égaux A - V)

et nous devrons dénombrer les chemins en fonction des valeurs

extrémes atteintes.

a)-+ Le probléme de la barriére. positive z =a

Un chemin ne peut dépasser cette barriére’ sans la

toucher,. Désignons par we (k,z,a) le nombre des chemins aboutis-
sant a Z, = 2 sans avoir atteint la cote a. Alors
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Lemme N a)e= 2 , c—_— ke (a) Ko ky

Nous devons retrancher de oye » nombre total de che-
mins OS, ceux qui ont atteint z = a, avant le temps k » soit enM, au temps k tel que : 

=

ko erg + Sg B= - Soi

1
Zs apourk=r+s done k k' = s(V4I) avec g's So-S

Mais le nombre de chemins MS est égal, quel que soit M, a da Ifois celui des chemins MSt car c'est :
1 1 '

Cy =k! ¢87 2 War) o8't
s' k'SI k!-I

. Comme tout chemin ost touche nécessairement la bar-riére a, il s'en suit que le nombre de chemins 0S touchant aavant le temps ky est égal A:

to-I

kg-T ae

MN, (a) = oe - (v+r) c8e-F ap 86
Oo

(W4I) ¢

Si maintenant on prend une cote ZZ quelconque koe rg t+ sy,z= To ~ So Vs Il faut pour avoir N (“°,z,a) retrancher Pous Legchemins ayant atteint a au temps k

Keaes (¥4HI),s+slesy,k4 kle kg)

Nt (ke, 2,a) = 080 2 a > ZI.c8
or k kok

done So-S
° 8 ky-k

done Pr [ S (k) ga fy _ =1t-LY aes © sesSyo= 2) Lk" x Ko-k
S = OT oo (MOR

k

] TI-T+9

en particulier pour z=©o, ky = N=n (¥ 417)

+ e ga= - actPr EmDan < ajet = a c Conte (4)

Cnn

ag kates (¥ +I) ¢ n (¥4I)

og sgn-

b) Cas de la barr‘ére - b ou Pr (m Dian & ?)

Une symétr*e par rapport au milieu I de oP (et un
changement de‘ sens sur le chemin) fa’t se correspondre biunivo
quement les chemins OMP touchant la barr‘ére a = 2+ b pour la
derniére fois en M etceux om'p qui touchent la barriére = b en
M' pour la premiére fois, Aussi bien se correspondent les che-
mins n'ayant pas atteint z + b et ceux n'ayant pas atte‘nt - b.

En désignant par N- (k, 7, -b) le nombre de chem‘ns
OP (se terminant en z = 2 >= b) qui n'ont pas atte‘nt (ou dépas-
sé) la valeur négativé -b, on a: .

N” (k, z, -b) = NT (k, 2, 2 +d)

En k = kp-T, z = V-b on obtient le nombre de chemins
S (k)> -b avee z (kg) =

: - +Nye (-b) = NT (ky =I, Wb, -b) = N" (k,-1,¥ ~b,¥)

Par contre, le nombre nN!
2 (ko) = -b, s'obtienko en retranchant de

chemins touchant -b (pour k < ko), égal A (V+ I) fois celui
des chemins 0S'~ ayant dépassé - b + I, soit celui de chemin
OS'~ ayant dépassé V

(-b) des chemins (s te) ¥ -b avec
sd le nombre de

s S So-8-Tn' -b) = Cy - (vt I) v } c coko (-b) k k kg-k-I
k=eb+s (¥+T)

s=0,T .., cea- I
+ -

Rq. Les distributions de Dawn = SUP ( Dawn * Dan
nues dans ce cas.

) ont été obte-

3 - Cas ot m et n sont quelconques.

Tl suffit de retrancher & 8b le nombre de chemins

ayant touché (ou dépassé) pour la prewitze fois la barriére a au
temps Kot

ag %€ atn

Z, = rn - sm



IT-I-I0

s peut prendre toutes les valeurs entiéres de 0 A s

tel que n-s, &[ & j+ I (nombre minimum de pas nécessaire pour
revenir de z,; 2 0 ainsi ona:

fr + x n-sPrf mn Dans a Jer - - ) Nye. (a) Cranky
s

Cnn

]

expression simple de la

or eescn-C 3

Jusqu'A préseht, jl n'a pas été publié ad!

distribution de Dm n+

+ =

Les distributions de Dyn = sup (Dy ns Dy ,) ont été
explicitéespar M,Depaix. ; mn? “m,n

+ »
4, Passage de Dy a ot
‘ ,

Tl suffit de faire m+ 0 ou m= Vn, ¥V—+0
dans (4) pour obtenir la distribution de apt, limite presque sGre
den Dayne

Pr (nDe¢ b) = lim Pr (myn € bev )

soit la limite de la somme (4) ob a ={ bv I, prenant Ab V
non entier. La sommation dansi4tporte sur tous les entiers,

Lb¥]4 7

44.

On prendra alors la limite sur chaque terme de la

somme. On retrouve, en utilisant la poumuls de Stirling,
Cn-b,} os

pr (nD, < d)=r-2 i cy, (ots )®* (t~bes)"TM*
n “A

ogs € n

n
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TI ETUDE PRATIQUE

I - INTRODUCTION ~ POSITION DU PROBLEME

Dans le chapitre précédent, nous avons pu nous rendre

compte que jusqu'A présent il avait été impossible de donner une
forme explicite de la loi de répartition en fonction des barriéres

dans le cas ot l'ordre des échantillons était quelconque.

Nous allons done nous intéresser au calcul de ces dis-

tributions.

Etant donné deux échantillons d!lordres m et n tirés
d'une loi continue de fonction de répartition F (x), nous utili-

* serons les notations suivantes

I° échantillon, x ot

2° échantillon Vy ot
i=#,2,..n loiF {}
j©1,2,.. m loi Fe (y

Ces deux échantillons sont supposés 6tre rangés par grandeur,
croissante,

On echerche le maximum de | Fac Fri

Nous formons alors 1'échantillon d'ordre N=m+n,
obtenu en réunissant les deux premiers échantillons. Soit Zy

les éléments de cet échantillon.

Nous nous intéresserons alors 4 la variable aléatoire

t y définie par +

« si ry est un élément du n~ échantillon

bs si
La variable } i suit done une loi bindminale.

Z, est un élément du m- échantillon

On a Pr ( Ypea@ )=q- P

pr ( E's 1g) = Be a

On choisit alors « et B tels que:

E = 0

Var ¥i "3

ce qui donne a résoudre le systéme +
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= - = 
Envisageons alors, le plus grand commun diviseur d des(e { ) ae e a= 0 nombres met n. On pose : "2 2(Var %.) sal pst qe=lt : , N n= 4q

me dsoit qe eT Te 
t .~ VN Pp =* n Rappelons que la variable aléatoire binémiale ie est la sui-Ww vante : 1I

= x,/B = Ix /nve Q YF Vm a
JinnFormons alors la somme ; 

ty =aie 
Tey bewilSk = a q 1 Jinn n

5 

Envisageons alors une nouvelle variable aléatoire? bindmiale| | . ainsi définie i(IN

m
N

et soit alors vy = max

kE

t avec la probabilité pNous nous fhtéressons ‘alors A la distribution Ras { ; .vs 
- ¥ avec la probabilité qBy (z /o) = Pr (Ty < 2/s )

. N= 0 
Nous formons alors la. somme

Dans les k premiéres variables aléatoires % 5 » il y ar variables s'y = .
x et k-r variables y, d'ou: 

=

done 
Si nous posons alors oc Wy = max | aGy = max Js |= max | 2 ~ ke | na k ; 'kK k k tm TMm mn il vient puisque leSmaximuns de 5. ets ye SUL l'ensemble desk sont
obtenus pour la méme valeur dek*:

= max FoaF : an _ 4 oe.
m ik one vt. N

On peut done écrire : 
done f :

- 

Prif «2 /, 
= Pr{¢'i¢

Pele yas. jer [ (EE cu | ay - mle 2] nS? /s. 9) a 2/5. 9)
oN = rn kK

or ¢', est un entier et VN.m.n z ne l'est en général pas. OnOr d'aprés le théoréme des propabilités composées : posers . dPrieys 2/5 j= Pel onc, Sy = 0] 
=N=0 Pr Sy = 0) 

2 [= Us Ki EV ca[

= £(2@,,t) 2 =0 | ou la notation J] ut roprésente Tventier immédratement inré-n t= mtn rieur & u, Le but de nos caleyls sera de chercher a tel que :Cntn . p.q

i Pr(o'yéa ‘syo! = 0,95 = Prf J nfa , sy = 0}otf ( 9, t) = Probabilité d'étre en 1'état Q au temps t 
Pr [ Sy_o]
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Ce dénominateur de la fraction est connu : il s‘agit du mr _ m2 et "r_ de ” . -

nombre de chemins qui vont du point 0 & l'instant 0, au point 0 at - a5 qe Tp
A l'instant N= m+n, multiplié par 4a probabilité d’un chemin
quelconque (tous les chemins ont la m@me probabilité pTM ql),

an B)- Notations
Une interprétation géométrique trés simple nous permet de No ' {

justifier l'appellation chemin : On posera py = Pr{e ne & Sy = 07}
. pry ;

Poo = Pr(¢ paw seu 7 01

D L et de fagon plus générale :

{Ny e
p = Probabilité pour aller du point d'ordonnée 4 au p

N : ik point d'ordonnée k en N pas sans traverser les
4 NI barriéres + a, ~

M ° N
Nous allons chercher s'iléxiste des relations entre Pay

et ott et quelles sont ces relations,

C)- EtudeOABC..s LM est un chemin qui partant du point )- Etudea i arkov (& un ensembleO & l'instant © arrive au point M & l'instant N. aqme suber: schéma de chaine de Mar (

Sur l'ensemble de tels chemins, certains dépassent Lior- yf 2 YN é
donnée + a, Tl est évident que 8, représente l'ordonnée d'un che- Y 2 I @tr 2 aT

min au bout du temps kk. la matrice de passage est la suivante :
Done :

pr{T'y <a, Sy = 0] = nombre de chemins compris Ensemble
entre les barriéres + a x p@ gTM, ergodique 9-4 9.2 i- -Or4+ pr” 

gota ° q ant ay
: = ' +

noth no o
Pour a fixé, nous calculerons done un nombre de chemins et 4 aoe ° 8 ° s ' L

le rapport de ce nombre de chemins & cn (nombre total de chemins ° A ys \ , ;allant de 0 en 0) nous donnera la probablisté : ms . ' , | :
'

Pr[o lca s ch r aN ‘sy } que nous cherchons es sloo. \ 6

Un tel calcu. de dénombrement sera fait pas A pas. Pour a4 0 9 O.. awe 0 a)m et n donnés, nous ferons varier a jusqu'A trouver une probabi- PS > oe 4 ti \ 3lité supérieure ou égale A 0,95. ; e-p 06 p ° 4. rt ,4 1D ve 
si

. {TI ~ ECHANTILLONS SEMRLABLES, ETUDE ANNEXE. - | pea” ° ° ° |? e * ': 5 
'A)- Définition, tes 4: 

‘ . .

Nous avons géja fait intervenir dans le paragraphe précé- j-]-00.. @)0 0.. P ne sf +7 Gs 0dent les couples d@'échar.tillons ayant méme plus grand commun | 
vadiviseur, Nous allons nous intéresser alors A des -familles- de | -aet+i | O,,. ° a) . ° Roe io ‘ “4couples d’échantillons. Bonnons le aéfinition suivante : a4] Oe 4 o i

f e : ' .

Définition Sofent deux couples a@'échantillons (m. et.n_) et lial ‘q 0 t, (mp, Np). Soit a, le plus grand commun divisedr de | - (at Lor q] or: P o |
mp et ny3 dp 1€ plus grand ecdmmun diviseur de my etna. | boy € ga-4

Deux couples d'échantillons (m., n_) et (mp, n,) seront |
ditssemblables si ye e
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qui est la matrice de passage d'une chaine abs§ orb: -ble ergodique Po est done la forme ; ae ie Se

fr ] 0-0... / 0

L OOF TTT aoe
Seen
>

Lec] = [?] , » fe]
Matiére de passage
dans l'ensemble

transitoire

On dgmontre alors que (produits de matrices bloe par bloc)
> oo "9

_ n { T] 0° °
ea 

aPe |

Py f
a

ot [ py représente effectiveme i :
anttelfe 0 

nt la puissance n:iame de la

Donec : la matrice de passage dans 1'ensembl i
i _ pas: 

e .transitoirau bout de n pas est égale & la matrice de passage dans Tlenuen=ble transitoire en un pas,élevée & la puissance n, :

On peut done d'un vecteur état IT. :.
a-I ° atl

Toe [9 « Tae. 4 07

matrice ligne de dimension 2a-T
soit alors, , le vecteur état A l'instant N

Ty of. 9o ve pA) gn ]
2a'T 0,0 O,- (a-I)

a [ty - t% oF |
On peut alors décomposen py de la fagon suivante :

pee pete peed pet = fej!
ee,

yo

ok «6g apltyv
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Théoréme, Partant du vecteur Tl, aéfini plus haut, sous certai-
nes conditions concernant 1'éloignement des barriéres,

pit) #0 — t est un multiple de Bt v
Et TT i est: done de la forme :

, (t) 0 (t) 9 )Tt, =[O... Po seth)” Po, (ier) (G44) Poo ttt? Al

le-— (ev) >]

c'est-a-dire due les setls points & probabilité non nulles &
L'instant t sont ceux dont les ordonnées y sont telles que

y = 0 modulo bet ¢

Démons tration.

Scit done le veeteur état TL oy En un pas on peut aller
soit en p (probabilité p) soit en “V¥ (probabilité q).

A l'instant t, on a effectué r pas d'amplitude { et
t-r pas d'amplitude -¥. L'ordonnée du point d'arrivée est :

rp - (ter) ¥osoit :

r (ps ¥) = tY On veut avoir :

r(p+v) - t¥=0

soltr(prv)et.¥

et ¥ eont premiers entre eux; done ¥ et B+ ¥ le sont égale-
ment. Or t > r, done née ‘divise pas r. Par suite t divise + ¥.

De plus pour a> Max (#',v), il existe toujours au moins
un chemin qui conduit de l’ordomnée- 0 au temps 0, & i'ordonnée 0
au temps 'N,

Supposons alors que t soit un multiple de P+ ¥, Au bout
de t pas, L'ordonnée d'un chemin ot on a effectué r pas # et
ter pas v est :

yer (ut ¥) - 6 v= (pe¥) (r-t'¥) ob t = t! (e+ ¥)

done y est un multiple de p+ v.

Les $euls points dont la probabilité peut ne pas Atre
nulle au bout de t pas (ok t est un multiple de p+) sont les
points :

O,4 EY) 542 BEV) so. te YE Y)

ob s =} 2 _av |
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Remarque. L'ensemble de ces résultats reste yalable lorsqu'on
part d'un vecteur ‘état au

To =[ o., Io... 0....0 ]

i (p+) 0

: , Supposons connu le vecteur état A l'instant i (» + ¥),
c'est-a-dire le poids des seuls points Oo, + (o+¥ a eow tS

. (, + ¥), nous allons chercher le vecteur état & l'instant_
(i+4)(e + ¥) dont nous savons aue les seuls poitts oceupés sont éga-

lement 0, (n+), ...48 (p+ ¥).

Le probléme & 2a-I dimensions se transforme done en un
probléme & 2 s + I dimensions ot :

8 -lety(
Rtv

Tl.s'agit done a'une simple réduction a'échelle, l'unité
de temps étant maintenant p+

Mais, pour l‘instant, nous avons toujours une tatrice de
passage Q' et des vecteurs état de dimension 2a-F avec la
relation :

| = . 7 1[ 1 (441) (ty) | = [ (v+v) | * [ a]
(I, 2a-I) (1,2a-I) x (2aeT , 2a-I)

Précisons que cette matrice Q' ne peut étre utilisée
qu'a partir d'un vecteur état inial Th o de la structure sui-
vante : 5

/ i, (pty)

Voyons la structure de cette matrice Q':

a4 btpeyy cekepev) kA pe U ~A(psvy -(a-1)

a-A loo, O.es O..% Q.... ° 0]

vy Cee pays (pasty (pr V) |
ve kipey}} O 0 PF squaew) ° Pit ° oR gempnoy? OP: scpayy? 0

“4! (Hey eral2 ] Oo | 0. ° Pe cue ° op o

OAV Lee OY

-(2-4)L 0 Q QO

}
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éme iéme
Si nous appelons a"; k 1'élément 1 ligne, k colon-

ne de la matrice Q'

q = 0 si iz 0 mod (ptv) yk x0 mod (pt¥)\

i,k

O si iO mod (yt¥) A k gO mod (pv)

Nous allons ghercher le lien entre cette matrice Q' et
la matrice Q =f{ P ]}*

» pour les éléments (i,k) ob 4 et k sont divisibles par (ptv)
on at,

' _ . (ut ¥)
Vise = T4yk Pik

yw pour les autres éléments, on mettra des zéros.

Une telle troncature de la matrice Q est valable; en effet

partant du vecteur initial TT, =[. 0 .... I .... 0

k (uty)

Lorsqu'on ~st en l'état i (p+V) , le vecteur état
TWaiGav) @ 1¢ forme suivante :

(1 (ut¥) ) (Gv)

k(pey) 7" “cosy (it)i (pty) FLO ee

Pour obtenir le vecteur état au temps (i + I) (u+¥), Je
dois faire le produit matriciel :

[mt i aw) x a {
Le j* 3 S1ément du vecteur état TT est done :

141) (at ¥)

atl

(447) (p+¥) 1 (pt¥)
UD; : ) 0, ey

ue ot) fos #8) 5s
j=O mod pt v¥

Or :

at (piv) =0 si 1 0 mod p+ ¥, la sommation sur 1
revient \ la sommation sur k suivante :

i (uty)
x ay (

k (ut) BV), J

On voit done que pour un tel produit, les seuls éléments
de la matrice(’ @ ]qui interviennent sont ceux qui se trouvent
a i'intersection de ligne et colonne dont les numéros sont
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divisibles par p+ Vv.

On peut donc remplacer la matrice de passage Q, par lamatrice [, oy définie plus haut. ,
Nous définissons alors tout naturellement la matrice M's

Définition , La matrice M's aura la structure suivante :

Ctest une matrice carrée & 2 s + I dimensions o&

5 =| HW

Appelons may 1'élément i” ligne k iéme colonne de la
matrice M',

or

TM ik = ag te ot is

k= Kk
pt

(ut ¥)
Nous noterons : Pix By (os) ye (pe)

= probabilité de passer du point i (p+¥) au
point k (pt¥) en (p+V) pas,

M', est done de la forme :

er) “8

STs Psa ce s,s]

wR Piston Pi.
' : \ i

re rc

“SU Pss Pasisearee Ps-5

Remarques

On appellera désormais "point i" le point numéroté
i' =i (utV) dans la premiare partie de 1'étude.

Lorsque a est divisible par piv, la matrice M_ est
d'ordre : Si

a
2 ( moot )+T1

La notation u est done stricte : il s'agit du plus
grand entier inférieur & z (et non pas 3: “irieur ou égal. Si u
est entier
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D)- Etude de la_probabilité de passage du point i au point k.

a

i NAS

123 pet [hey

/TM k

* Tous les chemins menant de i en k ont méme probabilité.

En effet solent v et w respectivement le nombre de sauts

pet le nombre de sauts ¥ (saut Lp = sont d'amplitude 1).
v et w sont liés par les deux relations :

vtw= pty

py -Vwe (k- 4) ( y¥ )

4 Yt kei

i - (k-1)

soit v

Ww t

Done pour aller de i en k, le nombre de sauts p et le

nombre de sauts -V¥ sont imposés. Un chemin aléatoire allant de

k en i sera déterminé par la connaissance de l'ordre dans leqrel

se sont présentés ces sauts et de cet ordre seulement.

Done :

Pr (I chemin sachant qu'il va de i en k)

=p.aq

Ueki v ue (k-1)
=(—44,) x (pear)

at h

** Dans ces conditions, la probabilité pour allerfie ienk
enji.+ V sans atteindre ni dépasser les barriéres + a, est de

la forme

of tm. k représente le nombre de chemins allant de i en k, sons

attetfdre les barriéres.

Cette propriété d'équiprobabilité des chemins va done nous
permettre de nous intéresser, non plus & des probabilités, mais

a des nombres de chemins, ce qui du point de vue calcul est net-

tement plus simple et plus précis: On travaillera sur dec enziers



ce qui nous améne A calculer, non pas la matrice M'. (matrice de
probabilité) mais la matrice M, (matrice ¢ + nombre$ de chemins)
qui sera de la forme suivante ?

o 5-4 0 -%

Sy s5 Mss

tL ms Misa

Myst of mys... Mao.

-s fm 4os Mis sete TM.s.$

Rappelons que nous cherchons

ya Pr (T'y <a, sy = 0 )Pr(o'c¢a /s -6
N N Pr ( Sy = 0 )

Nous avons montré que :

t _ =Pr (e'y ca, sy =0) = my
avec N=min

(N)
ob Ln représente le nombre de chemins pour aller de 0 en 0 en

N pas sans atteindre ou traverser les barriéres + a.

N
t

Pray o/s 201 = 3
“(yy

La connaissance de Mog pour une valeur de a, nous appor-

tera la connaigsance de cette probabilité puigque nous disposons

de la table des coefficients du bindme (calculs effectués par
Monsieur GIANNESINI),

done

Partant d'un vecteur initial

~ § O° ~s

Cy =| Own. IT ms 0 J

Au bout d'un temps j (y+¥). on est an présence du vectery
état

Cy tuey) =[ ree MS tees ke [-S,+s8]

On veut alors passer de l'état j (wiv) A l'état
j+1) (p+¥) dont le vecteur état est :

[ (x3+n(ptv) ) ]

(jer) (ae) TL Poy veel

(jCn+¥)) ]

ke [-s, + s |
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Cerra

Pour trouver m » on doit chercher la contribution des

2s +1 points de 1'état j (ptv)

a : L

olf a 2 Hee eed.

Cherchons la ‘contribution du point 1 & l'instant j (j¥)

sur le point k & l'instant (j+I) (u+¥). Un chemin arrive en i an
temps j (ur¥). Il y a alors A partir de ce chemin My, chemins

différents qui vont alors de i en k pendant le temps p + Me or,
jlya mri chemins différents allant de 0 en 1 pendant l'in-
tervalle (0, j (ut¥)

La contribution du point i sur le point k est done :

i (u+¥)
Mot x Mk

et pour les 2 s+ I points occupés A l'état 3 (ptv) :

(j+T) (utv) i=s

7 j(u+ ¥)

Mo 4k * Mo 4 * Mk
is-s
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Il nous faudra done étudier la matrice M. qui, rappelons-

le, pour un a donné est la méme pour tous les couples d'échan-
tillon (m,n) ayant les mémes p et ¥.

Avant de donner les caleuls permettant d'obtenir cette
matrice My, nous allons en donner quelques propriétés.

E)- Quelques propriétés de matrices M,
ee ee

Théoréme, Les matrices M, sont antisymétriques.

e'est-A-dire que Moy = My + Nous devons done montrer gue le
2 -ks

nombre de chemins pour aller de i en k est égal au nombre de

chemins pour aller de -k & -i. Ce dvi revient a montrer qu'a
tput chemin (i,k) on peut lui associer biunivoquement un chemin

(+k, -1)eay

a i ;

wile =
1ei /|

Me |f

‘ oh. mk
eet

1

° 41.2) 3]

'

ak JN

5

Au chemin (A, B, C, D, .... M) faisons correspondre le

chemin (A', B', C', ... vin) ainsi défini. C'est un chemin inverse
clest-a-dire qu'il part de -i & l'instant p + v et remonte le

temps.

De Aen DB, je fais un saut - par exemple; le point B!
est alors le suivant son abcisse est (pt¥ - 1} » et de faire
de A' en B' en faisant un saut V'. Je passe alors de B en C tou-

jours avec un saut -¥, je passe alors de B' en C' par un saut Vv.
Je passe de C en D:par un saut + p, je passe alors de c'! en
D' par un saut -p, ... ete.

Le chemin--A!,-31, C', ... arrive ay point -k.A l'ins-
tant O . En effet, pour passer de i en k, jiai fait v -sauts p

et w sauts ¥. v et w satisfont a:

viw = pt ¢ (1)

vp-w v= (kei) (pty) (2)

a.
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soit k, l'ordonnée d'arrivée au temps 0 du chemin A', B', ...

ily a eu v sauts ~- p et w sauts ¥, ils sont 1168 par la rela-
tion :

~vptw d= (+ i) (pt ¥) (2)!

On additionne membre & membre (2) et (2') :

Oo = k+k

ordonnée -k (pt¥).

. Le point d'arrivée a done lieu comme

De plus pour tout chemin (i,k) traversant la barriére

+a par exemple au temps t, son correspondart traversera la barrié-

re -a au temps ,. + ¥ - t. En effet en un point quelconque C d'un
chemin aléatoire, on se trouve en c' sur le chemin aléatoire
inverse, et on a la relation

yor o-vy
e e

Done les distances aux barriéres sont égales et opposées

Théoréme. Si a2=0O mod( p+ ¥) alors M, (a) est égale &
M_ (atI) amputée des premiére et afrniére lignes et

des premier’ et derniére colonnes,
Mss Ms 5-4 ee TMs-$

Meas foes - 5M st

Me taet)= : Ma)

i

M.s,5 Ms,5-4 ++ M58

on (I) chemin traversant la barriére
a a et atteignant la barriére a +I

12 iy

(2) chemin traversant la barrig-
NN re a et la barriére a + I

4

| : .

a est supposé 6tre un multiple de p+ V.

Cela revient & montrer que tout chemin allant de i en k, absorbé

par la barriére a, l'est également par la parriére a+ 1. ela

tient au fait que dans lL'intervalle de temps (0, n+ ¥) un che-
min, partant d'un point 1 quelconque & l'instant 0, n'atteint
a la barrigre a. (Il] peut la traverser mais ne l'atteint

pas).

Nous avons vu plus haut qu'un point d'ordonnée j (ut+¥)
ne peut @tre atteint qu'en des instants multiples de p+ ¢.
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Done tout chemin traversant la barriére a, atteint ou traverse

la barriére a+ TI,

De plus, il est évident que tout chemin ne traversant
pas la barriére a, ne traverse pas, ni n'atteint la barriére

a+ TI,

Méme raisonnement pour les barriéres+a et -a-I,

done Ms i (a) = My i (a + T)

quels que sotent i et k tels que =e [< i,k ¢ Fe [

Théoréme My, est borné par ght (ed) et cette limite est at-
teinte par av

a> Max (pY¥tt1V+kp,uv- (kv + in) )

Si les deux termes de la comparaison sont négatifs ou

nuls, cela veut dire qu'il n'y a pas de chemins jJoignant i ak.

L OOOI Loooe |

ie
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TIT- CALCULS ET PROGRAMMES.

Tl y a nécessairement deux phases :

Constitution des matrices M,

Exploitation de ces matrices pour les calculs de probabilités.

Ces deux phases sont nettement séparées et constituent

deux étapes de caleul distinetes lorsque nous avons écrit les

programmes pour 1'I BM 650. Au contraire, dans le programme
ALGOL, ces deux phases co-existent dans un méme programme,

I Calculs sur I B M 650

Nous ne transcrirons que les organigrammes, les program-

mes eux-mémes étant difficilement lisibles.

a)~ Constitution des matrices M,

Ce programme a été écrit sous forme PASO mais sort les

résultats sous forme de cartes chargement en virgule flottante.

En effet, nous devrons nous servir de ces résultats dans le se~-
cond programme (écrit en code de programmation V F L) qui fera
intervenir lors de 1'élévation A certaines puissances des matrices
Mg, des nombres trés grands.

Le principe général de calcul est :

Un couple p et ¥ étant donné en lecture, on part d'une barriére
a (a min = Max (n,¥) ) on calcule la matrice Mg correspondante,
on augmente a d'une unité, nouvale matrice Mg, ete... la dimen-
sion maximum de M, sera (7,7) done

Max (u ,¥) ga ¢ aA (a + ¥)

t
Liorganigramme s'établit alors

Remarque Les mémoires LOOOI & LO (LIM) représentent les points :

4 +a

| es .
LOO? LOO(i+T) LO(LTM)
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Lecture }.4 1 m

Se '
1 b)- Calcul de p pour un couple (n,¥) donné

ate Max (p.¥ >| ' op *
=< 1 Ce premier programme nous a donhé une suite de matrices

s tse: =) & | M,. Rappelons que

eee] |
[eur ae Je [el *fe ]

85% 4 our Fin Pour une méme matrice Mg, c'est-a-dire pour une barrié-
re donnée, nous calculerons les Vecteurs état{ C5 yev)d et les

RAZ LOOOL & LO(LIM) | probabilités +
(

FSET (Ree mm. >
CTER:= 5 ( k +V)+25 Py(a) = ~29 ob N= j (uty)
Lo{s(ph +¥ ) + 25]: =00,..1 c
= N

| t=. 0 j est le paramétre qui augmentera d'une unité A chaque tour,
09)

(Zoo e:9) z ORs oy Pour une valeur de j donnée, la premiére fois ot p (a)
[aes=ie-2 No} atteint 0,95 nous donne le couple de barriéres +a a l'intérieur

LO(it pH ) := LOG + LOCA +e) @esquelles on a 95% des chemins allant de 0 en 0 en j (ptV) pas.

LO(i- ) to i+ loi -¥) Une valeur maximum de j, d,a été choisie arbitrairement
LO i de fagbn que la barriére calculée correspondant A 1'échantillon

(dp, a) soit celle donnée par la loi limite. Un tel choix se
- fait intuitivement et sans grande sécurité, Rappelons que la loi

GoG-(F #Y)) £0 i-(p+ 4) > LIM-a +1 2) NON limite nous conduit & considérer la barriére :_

OTERK: a-1+ LIM nz n+ 1 | 1,Pas est alim = ] Jaw) uv. fa. 1,36 [ (I)
terminé

préparation OUI nf prve
du pas-arivar

OUI

S/ programme de
Perforation

NON

Une distribution
est terminée

a

De toutes fagons, les matrices M, sont d'ordre maximum
(7,7), nous sommes done limités par une valeur de a maximum amax

» En admettant que les échantillons étant d'ordre assez élevé,

on est assez proche de la loi limite, d sera choisi de telle

sorte que :

Bmax = ) we. 36. Ve [
Lorsque la valeur de a obtenue est égale A la valeur

@j4m » les valeurs de a pour les échantillons semblables plus

importants sont calculés A partir de l'équation (I).

L'organigramme s'établit ainsi :

8 t= s-])

on change de dis-

tribution initiale

aizatl1

on change les barriéres

Remarque :

le vecteur état A l'instant j occupe les mémpires 0501

& 05 (25 + I}
le vecteur état A l'instant j+I occupe les mémoires 0601

& 06 (25 + I)

la matrice Ms est chargée a partir de O70I
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Il-Il-20 A titre d'exemple, nous dpnnons en annexe dis résultats
conternant. les échantillons du type pe 3 et ¥V = 2,

charger’ la matrice My 2 Programmes effectués en ALGOL . Exécution sur CAB500

et IBM 70407

Ordres de modification
de bouclage Les deux programmes précédents ont deux défauts :

« Le temps. Méme pour des échantillons ot p et ¥ sont petits,
il fallait au moins trois heures machine pour l'étude d'une suiteVecteur initial(0.,.010,..]

01 de couples d'échantillons semblables.a partir de 0501

On calculait certaines choses inutiles (Risque de calcvler
trop de matrices My), ou bien on était limité par la dimension
maximum des matricés Mg,

Nous avons alors écrit deux séries de programmes ALGOLReg 2 :: (Re, 3]5 (Reg 3) susceptibles d'étre exploités sur IBM 7044,
:= (Régistre bouclead: v | La premiére série comporte deux programmes (le second

is3 is? constituant une amélioration du premier) et est destinée & 1'é~-

prog | | prog2s+ 1/0601 3:2 (0601), +0501), 3 (0701), tude de couples ot
«21 4:0 

Max (u,¥) £ m max / 2

2 s+ 1 fois En effet, dams le tableau de résultats on se limitera &

des couples d'échantillons d'ordre maximum Mnax =, 30. La théorie
. tT sur les matrices M, n'est done plus intéressante & Bp > m max/2

La deuxiéme série comporte un programme pour les nombres

m et n premiers entre eux ot

eg 4 PROBA:= 060(s m,
lprog 1 , ( Hoy) Max (m,n) > Baex

0501 2 GF (0601),
. Lane m,

I- Premre série de programmes Max (p,¥) ad

2s+1 fois
Nous mettrons les résultats dans un tableau de barriéres

ALD] ;préalablement remis & zéro,
Perforation de PROBA
et du vecteur état. Nous avons tenu compte du théoréme :

I Aoawe x

dfois le calcul M, (atI) = : [usa] | dans le cas oh a est un multi-
ple dep+¥

Pin LF ty |

L'organigramme se présente ainsi
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LEG I-I-22

| Lecture |b, ¥ ©

BLOCJ
S:= ENTIER(A0/( +4 ))

THST ¢=

AOzs= AO+1

: a

Caleul de la matrice

Ms.

dimension 2@ s+ 1

(dans le cas ol ask (p+¥),
on supprimera la ligne et

la derniére. De méme pour la
colonnes au moment de l'uti-
lisation) ;

AOs= AD+]

| CASPART
Di 3= 0 }:

4ITER

[PD #=D 1

Calcul du vecteur état
Dimension : |

2(S - TEST) + 1

}

PROBA < 0.95 sg

NOW OUT

CET “TESP:0 ?
OTT Wo

—-Non% (UN Our

TEST: Ih eo

N

ATD]:= AQ-~ TEST

A-t-on atteint
la loi limite ? /

NON z Our

on compléte le

tableau ACI 4

Il-I1-23

"DEBUT 'ENTIER' MO, NO,MU, NUALECTURE(MO,NO)A
LEC : LECTURE (MU, NU)A
‘DEBUT ENTIER RAO, TEST SO SLA! REEL'COEF,Z,PROBAA

teyrrer' ‘tabraauta. [1 smo/Mu]
"TABLEAU'CNP. |12MO/MU| 6A

* pouR'Rs=1 'PAS'1' gusQUA 'ENTTER(MO/mJ)! FATRE!
"'peputt LaCTURE (CNP. [R|. aka [R|.3=0' FINA

} Ztal «3604.03 =MUAC ORFs =RAC2 ( (MU+NU )xMUXNU ) xXZATEST 2 304
Biocl :'St'ao/(Mu+Nnu)=aNTTER(AO/(MU+NU))'ALORS' 'DEBUP' TEST s =1 AQt=AO4L FINA

$0t=ENTIER(AO/(MU+NU) JA
"DEBUT! 'ENTIER'I,J,K,S DA

“TABLEAU'P. | -AQ-NU-MUsAO+NU+MU|. JM. | S0:S0, -SO:S0]. ,DO,DL.| S050] A
"PoUR'S :=-S(' PAS'1' JUSQUA'SO' FAIRE! :

‘DEBUT’ POUR! I:=-A0' PAS'1 *JUSQUA'AO' FAIRE'P. |I|.s=0aP.|Sx(Mu+nu) |, tala
"POUR' Ts=1'PAS'1* JUSQUA'MU+NU' FAIRE! ,

"DEBUT! Js =-AQAK?=-A 041 -MU-NUA
'PouR' J: sJ+L' TANTQUE' P. | J] .=0' FAIRE! Kt =J41 -MU-NUA

‘POUR’ K:=K+MU+NU' TANTQUE' P. | K|.#0'BT'K<AO'FAIRE!
‘DEBUT! P. | K+MU|.:=P.]K+MU| +P. An

P./K-NU]. =P. {K-NU}.+P.(K] AP. {K|.:=0'PINTA
'rInta

POUR'I?=-S0' PAS '1 'JUSQUA'SO'FAIRE'M. [S,I[.:=P. |ix(Mu+Nu)| .4
'FINtA

CASPART:D$=02S1 $=S0-TESTA

"POUR! Tt=-S1'PAS'L' JUSQUA'SL 'FAIRE'DO. {1].:=0AD0. | 0
ITER :Dt=D+1.4! POUR'I:=-S1'PAS') 'JUSQUA'SL'FAIRE'DL.|I|.:=04

RC(1 )ATMPRESS ION(D ,3 )A' POUR'I t=-S1.' PAS'L 'JUSQUA'SL' FAIRE
HO ee eel ea

' POUR! Lr=-SL'PAS'L 'JUSQUA'SL'FAIRE'DO. [I|-t=Dl.{I|.A
PROBA!=D0.|0]./cnp.|D|.A
ESPACE (3 )ATMPRESSION(AO~TEST , 3 JAES PACE (3 )AIMPRESS ION( PROBA ,1 A beet

'ST' PROPA<O.95'ALORS' 'DEBUT' SI! TEST=l "ALORS" 'DEBUT' TEST :=0A'ALLERA'CASPART! FIN

"STNON' AO? =A0+. 4' ALLERA' BLOCL 'FIN'A

‘ST's. P| .#O'ALORS! "ALLERA' ITERA
D

ot=lA

t

otDO. Jf xm. |o,T}.a

A.[D| .$sAQ-TESTA

"st! (A. |D| »#ENTIER(COEFXRAC2(D ) )" OU'DxMU<L 0) "ET" DxXMU<30'ALORS' 'ALLERA' ITERA
"POUR! I !=D' PAS'1 ' JUSQUA 'ENTTER (MO/MU)FAIRE'A. [1|.$=ENTIER(COBFxRAC2(T) Ja

RC(2 )AIMPRESSI0N(MU,2 )AESPACE(3 )AIMPRESS ION(NU,2 )ARC(1)A
"POUR'T:=L' PAS'L' JUSQUA'ENTIER ie ee

"DEBUT! IMPRESSION(A. ||. ,3 OESPACE(2)'FIN'A
"ALLERA ' LEC

"PIN!
‘FIN!

"FIN
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Ce programme étant trop long dés que et V sont grands,
nous avons congu un autre qui comportait l'amélioration de
choisir a initial @ la valeur de la loi limite. L'organigramme
s'établit ainsi :

x

Lecture ba Wf ch

dx px 11,36 xD «{[

Bars Ff ‘

\,.1Caloul “de Ms (AO), +

Calcul de la distribution
correspondant & D: .”’

(@ mettre dans DO.C.L4,

(PROBA £0.95 7+)y = AO-1

OuUL NON

B233-V_ ie

AG ic AO4d
- to

Bl V.

A-t-on atteint

la loi limite ?

OUI

on compléte le
tableau des barriéres| ,

‘FIN!

‘DEBUT! 'ENTIER'R,A0, TEST ,SO,SL

I-11-25

'peput! 'REEL! ! PROCEDURE'CNP(M,N)A'ENDIER! M,NA'DEBUD" ' REEL'XA'ENTIER' 1A
Xtal" POUR'It=1'PAS'1* JUSQUA’ N' FAIRE’

ra
bi 'MO,NO, MU, NUALECTURE(MO,NO)A
acs LECFURE (MNO )ARC (1 )ATMPRESS TON(MU,3) AESPACE (2 ) ATMPRESSION(IMU,3)4

sDA'REEL'G ,2 PROBA jCOBFA
"BOOLEEN' BL E2A'ENTISR’ 'TABLEAU'A. [116] 64

* FOUR RoAl PAS" *JUGRUA' 6 FAIRE 441200
tale +=RAC2( (MU+NU )xMUXIY )xZAD t a

iste iont Seg) chOt-ENFIER (COEH»GACD(D) JAE. ¢=E2E-=" FIX"
RC(1 )AIMPRESSION(D ,2 )A yyy " smeapten shoe AGA YPIR'A

3'377A0/(MU+NU) =BNTIER(AO/(MudNU) )' ALORS" !DEBUT'TEST: :

ee ee Sion (Bl 2 janiersss TON(B2,2 JABSPACE (3 )ATMPRESSION(AO,3)A
80:=ENTTER(AO((MU+NU) 14
"DEBUT" 'ENTIER'I,7,K,SA :

‘TABLEAU! Pe ~My aDEAOHHAIANU Me
' pouR'S :=-SO! PAS'2 ua 'sO' Ri '

Poe Rit pouairead -AO'pAS "2 ausqua‘actrarns'®. [z| st=0aP. |sx(Msau)| «2-14
'pour' <1 PAS'2 ' JUSQUA' MU+NU' FAIRE!

4 J 3 =eA OAKS =-A 041 -MU-NUA

pee POUR! Jed "TANTQUE'P. [3 =O" FAIRE! K?=J-MJ-WUHLA
? POUR' K:=K+MJ+NU" TA NIQUE P.lK] «40° BT KAO! FAIRE
‘DEBUT P. | KeMU] « =Ps [KHMU| «+P [K] 6, —_

P. |K-NU| + 2=P+ |K-NU] +P. [K] AP. [Kk]. 20" FINA

-80:80, 60:30]. ,DOjDL. | 30:80 .a

'PIN'A
1 PoURt t=-S0! PAS "1" JUSQUA'SO' FATRE'M. |S ,Z|

‘pinta
381: =S()-TESTA

cee CURT T?=-Sl ‘pas'1' JUSQUA'SL' FAIRE'DO.
"pour! Kt=l 'PAS'L’ JUSQUA'D? FAIRE"

‘pgput' ' PouR' 1:=-S1' PAS'L' JUSQUA'SL'

P, |Ix(Mu+nu) | A

|x|. :=0ep0. fo| 21a

FAIRE’ '
Pas'1 ' JUSQUA'SL' FAIRE \"DEBUT 'DL « [I wt POUR' Jt=-S1"

ml + {z{.4D0. |r] Me J,1| .a'FINA isl
‘POUR! Ti=-SL!PAS'I ' JUSQUA'S 'FAIRE'DO. |1|.t=DL. [1].

tern!

FROBAt=D0. {o]./ca'atuera''sz' PROBA<O. 95'ALGRS 'WL'SINON' We,
tBe:e! ‘atst' BL ALORS' 'ALLERA'SUITEA .

seTtepsn-d ALORS "DEBUT TEST : =0A" ALLERA 'CASPART' FIN' AOE sAOHLA'ALIERA BLOCLA
WosBL :=!VRAI'A'SI' B2 'ALORS' 'DEBUT'AO: =AO+LA'ALIERA 'SUITE'FIN'O

AO See ee comtists am
UITE:A. |D| . $=A0-TESTARC(1 )AIMPRES! -[D|., '

. zat (D p| .<ENTTER (ComRxRACA(D) )* Er! (D41 )xMU<30' ALORS:
: :=D+41A' ALLERA'TTER' FIN'A

Oe Ua at =D41' PAS'1 'JUSQUA’6" FAIRE'A. [I]. t-ENTTER(COEFxRAC2(I))a
"ALLERA' LEC

‘FIN’
'FIn'
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2. Programme lorsque Max Ce 6 )> ak

Celui-ci est un simple calcul pas & pas de la distri-
bution au bout d'un temps m+n sion part d'un vecteur état +

G:[ 0 0.0 O10 004-0)
: z ~A0+1 we ee AO-1
Ltorganigramme s'établit .

ty ly beat fe egagacrt ry

" hecture $y ,V 4 : : t

yor. te sere : *

i)

* our NON
‘Ass Asl? Aigh'+ 1

calcul de PROBA||calcul de PROBA

‘5 Tapani ets, i
Remarque. Dans ce programme, le calcul de PROBA a été fait sous

forme de procédure.

na

1-11-27

"DEBUT" 'ENTIER' MUL , NUL ,AA' REEL'CNPA
‘REEL' ' PROCEDURE’ PROBA(AQ,MJ, NU )A*ENTTER'AQ, MU, NUA

'DEBUT* 'ENTIER' I,J, KA? TABLEAU! P. | AO-MU-NU:AO+MU+NU] 0
*Pour'It=-A0' PAs'1' Jusqua'AO'FATRE'P.[I|.t=0AP. [0] e2=1A
"pour' I:=1' PAS'L ' JUSQUA' MU+NU' FAIRE*
"DEBUT" J3=-AQQK?=1 ~MU-NU-AGA

"pour! J:=J4). "TANTQUE' P. |J| «=<O'PATRE' Kt =J-MJ-NU+LA
"POUR! Kt =K+MU+NU' TANTQUE' P. |K] «#0'ET' K<AO' FAIRE!

‘pepur'P. |K+MU|.:=P. | K+Mu| +P. /K] A
P.|K-NU|.¢=P. {K-NU|.4P.|K].AP.|K| #50

'FIN'A
"PIN! APROBA: =P. 0].

'rIn'a
LEC $ LECTURE (MUL , NUL ,CNP)AA ! =ENTIER(RAC2( (MU +NUL )xMUL XNUL )xL 36)
"ST" PROBA(A ,MIL jNUL3 /CNE>0.95'ALORS!

‘DEBUT' BCL#A t=A LA :
‘ST! PROBA(A MIL , NUL )/CNP>0.95"ALORS' 'ALLERA' BOLA
AtsA4L4! ALLERA "SUITE 5

'FIN'A . ‘
BCLL tA =A+1A'SI' PROBA(A ,MUL , NUL) /CNP<0.95'ALORS' 'ALLERA'BCLLA
SUITE:RC(1 )AIMPRESSTON( MI. ,2 )ABSPACE(3 )AIMPRESSION( NUL ,2)A

ESPACE (3 )ATMPRESSION(A ,3 )ALALLERA' LEC
‘FIn'
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V Exploitation du tableau - Utilisation du test

On veut tester si deux échantillons d'ordres m et n
proviennent de la méme poptlation. On range ces deux échantillons ¢
par ordre de grandeur croissant et on les réunit de facon A obte-~
nir un échantillon d'ordre m+ n rangé par valeurs croissantes. a

On cherche alors les p et V correspondant am et n,
c'est-A-dire les quotients de met n par leur plus grand commun
diviseur,

On établit alors les (m+n) sommes algébriques suivan-
tes (en partant de 0) :

§ =90

S. = Syp + %

bh si 1'élément rencontré est uh élément du n-échan-
” \ tillon,

-¥ si 1l'élément rencontré est un élément du m-échan-
tillon,.

1

On cherche parmi ces (m+n) nombres celui de plus
grand module;

De Me:px

“|
et on compare D au nombre donné & l'intersection des ligne: w
et colonne n du tableau (soit D, , ce nombre),

m,n

* Si D> Dn A il y a 95 chances sur £00 que les deux

; échantillons ne proviennent pas de la
méme population, *

# Si DE D Le test ne contredit pas l'hypothése que

les deux échantillons proviennent de la
méme population.

Vu et Approuvé

Nancy, le

Le Doyen de la Faculté

des Sciences de NANCY

M, AUBRY

Vu et Permis d’imprimer

Nancy, le

le Recteur :

Président du Conseil de

l'Université

P, IMBS



TABLEAU DES RESULTATS

MS

Age |AtS

Ae

% [AUS

Ays [Aas

AS

6

5

Ags | A

4 4

Ats | 2% | 2:

AS v

ARS

484 | 44al

u

Yo | 20

a

lo

32
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i. hei 222222
des. i SOL000-5,

3059047619

| adh f SO4+0008
5093686113

SO4G-0-0-5je 30683044058
Iss SG-4+-8-8-O-5

—“TSO7I478BS543
a SC10.0.05

| th too gaso2538
SOL60-0-5

| a 48005986
i $-9-1.9-9-0-5

| aed °
53046229357

f

| a:

da |. Se+ecos
511000000

det. t SOLOCOS

511000000

dog SOAGOO5

$097202797

dsl BO10-9-0-5
“ 1§0990932761

5 SOraoos

~15082714862

di $O4O-C-O-S

5073810626

13H
ds}

4979050

go10eeSs

lsosgess26o

[5140000000
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(5427510000
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s210000000
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S458700000
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5446650000

Saas abadod
+ GBOOL2O-GA4

5727037510

6B-S-S-4-7-6-0-2-4

8863841191
65.001-279-0-2+4

6015074876

65001700684

6135596452

650017602 1

3150000000

5311600000

aeee409 C05

5150000000

5311900000
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