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Under no illusions he'll make his dream come true

Calculating long shots

Still surprised to find something new

C'est sans illusions qu'il va réaliser son REVE

Calculant ses risques

Encore surpris de trouver du nouveau

MURRAY HEAD
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6. Bibliographie .. INTRODUCTION

Motivations

Quand on construit un programme 4 l’aide d’un raisonnement structuré

(descendant ou ascendant), on introduit des intermédiaires inutiles. Je

l’ai remarqué plus particuliérement lors de séances d’initiation a la pro-

grammation, qui utilisaient la méthode de construction de programmes MEDEE

({Pai79],[Duc84],[Fin85]). Cette méthode guide ses utilisateurs vers la

construction structurée de programmes itératifs en utilisant le langage

MEDEE qui est applicatif [Tur8l] et dont les objets sont essentiellement

des suites comme dans le langage LUCID {Ash76].

Nous référant a MEDEE, nous considérans qué le résultat d’une itération

est une séquence (ou suite). Aussi quand on construit un programme itératif

structuré, on introduit naturellement des séquences intermédiaires inu-

tiles. Par exemple le produit scalaire de deux séquences

SK pagar ere et SY sVore ea ¥?

est obtenu en construisant la séquence

Spt OY aXpVg ee XQ?

puis les cumuls

GS « . ‘S43 SOK TY) KY Phyo XV PRD te AK YE?

dont le produit scalaire est le dernier terme. La séquence 3) est inutile.

Notre but est de transformer les programmes itératifs pour en dter les

séquences intermédiaires inutiles.
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Gn peut évidement résoudre le probléme par des optimisations au moment

de la compilation. Des travaux sur tla compilation des programmes APL

[Gui78] font ces optimisations. On peut aussi exécuter avec une méthode de

"lazy evaluation” [Hen76], qui n’évalue pas les séquences intermédiaires

inutiles,

Ces solutions ne nous conviennent pas. Le langage MEDEE n'est pas appelé

a @tre utilisé comme langage de Programmation, mais a @tre traduit dans des

langages algorithmiques classiques comme PASCAL, voire PL1 ou BASIC, Nous

voulons plutét étudier les transformations a effectuer sur le programme

source. Nous voulons que cette étude montre comment améliorer

l’enseignement des méthodes de construction structurées des programmes. Un

bon moyen peut étre de montrer directement les transformations effectuées

sur le programme par un systéme de transformation.

Il nous suffit donc de définir un systéme de transformation permettant

de supprimer les séquences intermédiaires inutiles des programmes

itératifs.

Choix d’un langage fonctionnel pour coder les programmes

Notre idée de base est assez naive. Si l’on regarde un Programme P d’un

point de vue fonctionnel, le résultat r est le résultat de l’ application de

P (qui est alors une expression fonctionnelle) a ses données d.

r= P(d)

Si x est un résultat intermédiaire, il existe une expression fonctionnelle

Pl telle que
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x = Pl(d)

et une expression fonctionnelle P2 telle que

rez P2(x).

7 IT PPP est alors l’expression de la composition de Pl et P2, et sion note "o

la composition des fonctions, l’expression de P est

P= P2 o Pl,

Si x est un intermédiaire inutile, il doit exister une autre expression de

Pdela fonction P qui ne contient plus cette occurrence de 0”.

Il est alors facile de regarder les programmes d’un point de vue

algébrique en utilisant l’algébre des fonctions qui peut servir de base

d’axiomes pour nos transformations.

Nous avons signalé que MEDEE est un langage applicatif. Il est assez

facile de coder les programmes MEDEE dans un langage fonctionnel, cela per-

met de se débarasser du "sucre syntaxique” et des redondances qui figurent

en MEDEE et qui proviennent du fait que le langage sert de guide 4 une

méthode de construction du programme.

Utiliser un langage fonctionnel existant est plus judicieux si l’on veut

communiquer facilement les résultats de son travail. Parmi les langages

fonctionnels, c’est le langage FP [Bac?8] qui nous a paru le mieux adapté.

Nous allons expliquer rapidement la raison principale de notre choix.

Pour coder un programme itératif dans un langage fonctionnel, il suffit

de formuler les itérations par des fonctionnelles appropriées. Une

premiére partie



fonctionnelle s’applique a une fanction et a pour résultat une autre fonc-

tion. En FP, on trouve par exemple la fonctionnelle "ALL” qui est aussi

"mapcar” en LISP [McC62]. Soit une Fonction f, "ALL f* est une fonction

qui, appliquée 4 une séquence Kp seeesX>s a pour résultat la séquence

SPU) ees Fx >, "ALL f” code une itération.

Le langage FP nous permet de définir un petit ensemble de fonctionnelles

pour coder les itérations.

Un langage fonctionnel peut étre un modéle du LAMBDA-CALCUL ([Ber8lal,

[Cau85]). En général, ies fonctions sont exprimées par leur application 4

des variables qui sont 4 l’origine de 1’a-conversion. Mais en FP,

lutilisation des fonctionnelles ”o” pour la camposition des fonctions et

"[ J” pour les n-uplets de fonctions, des sélecteurs pour les projec-

tions permet la supression des variables. Grace a ces fonctionnelles, on a

une algébre libre des fonctions. Si on ajoute les fonctionnelles permettant

de coder les itérations, toute fonction codant un programme itératif

s’exprime en FP comme un terme de cette algébre libre. Considérer les pro-

grammes et leur transformation d’un point de vue algébrique est alors

évident.

La FP-algébre

Maintenant, un programme itératif est une expression fonctionnelle FP.

Nous considérons un ensemble de variables de fanctions V et nous voyons les

expressions FP comme des termes (nous dirons les FP-termes) d’une algébre

libre dont les symboles fonctionnels sont les fonctionnelles du langage FP

et les symboles des constantes sont ceux des fonctions primitives FP et les

notations des fonctions constantes.

premiére partie

L’égalité que mous voulons décrire dans la FP-algébre est 1’égalité

extensionnelle

f = g si et seulement si f(x) = g(x) pour toute donnée x.

Cette égalité nous permet de valider un ensemble A d’équations de la FP-

algébre. Ces équations nous servent d’axiomes.

Nous avons par exemple l’axiome d’associativité de la composition des

fonetians

(Fog) oh = fo (qa h)

mais aussi des axiomes sur ALL” comme

ALL f o ALL g = ALL(f o g)

L’ensemble des axiomes A nous permet de définir une A-égalité. Si nous

incluons dans l'ensemble d’axiomes toutes les maniéres de composer les

fonctions ayant pour argument et pour résultat des séquences, chaque classe

de A-égalité cantient un terme qui n’engendre pas de séquencé intermédiaire

inutile.

Pour l’axiome cité ci-dessus, la séquence générée par "ALL g” dans le

premier membre n’existe plus dans le second membre.

On peut montrer simplement par remplacement d’égaux par égaux que deux

expressions fonctiunneiles sont A-éygales. Nutve but est de tivuver un deo

termes de la classe de A-égalité qui n’engendre pas de séquence

intermédiaire inutile.

Les systémes de réécriture

premiére partie
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Nous pouvons orienter les axiomes en régles d’un systéme de réécriture

de maniére & ce que la relation de réduction supprime les séquences

intermédiaires inutiles. Nous aurons par exemple la régle

ALL f 0 ALL g => ALL(F 0 g)

Si, comme nous l’avons déja dit plus haut, nous parvenons @ inclure dans

Je systéme de réécriture les axiomes qui concernent toutes les compositions

des fonctions ayant pour résultat une séquence avec les fonctions ayant

Pour argument une séquence, la forme normale d’un FP-terme, si elle existe,

niengendre plus de séquence intermédiaire inutile.

L’idéal est que tout terme ait une forme normale unique. Mais il faut

Pour cela que le systéme de réécriture obtenu soit noethérien et confluent

clest a dire convergent (Hue80a].

La procédure de Knuth-Bendix [Knu70] permet de transformer un ensemble

d’équations en un systéme de réécriture convergent équivalent,

"équivalent” signifie que deux termes A~égaux ont une méme forme normale,

Selon un ordre bien fondé sur les termes, la procédure de Knuth-Bendix

oriente les équations en régles de réécriture de maniére a ce que le

systéme soit noethérien. Elle compléte le systéme de réécriture avec des

conséquences équationnelles de l'ensemble des axiomes pour rendre le

systéme de réécriture localement confluent. Si la procédure n’échoue pas

(pour ortenter une régle) et si elle ne diverge pas (en engendrant

indéfiniment de nouvelles régles pour compléter le systéme), elle a pour

résultat un systéme de réécriture convergent,

Nous avons donc défini un ensemble d’équations de la FP-algébre qui
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contient toutes les maniéres de composer les fonctions codant les

itérations. Puis nous avons utilisé la procédure de Knuth-Bendix

implémentée dans le systéme REVE [Les83] pour essayer d’obtenir un systéme

de réécriture convergent a partir de ces axiomes. Ce faisant, nous nous

sommes heurtés a de nombreux problémes. I1 faut noter que c’est certaine-

ment la premiére fois que l’on utilise une implémentation de la procédure

de Knuth-Bendix pour un aussi grand nombre d’axiomes.

Les résultats

Nous avons isolé des systémes de réécriture convergents qui sont

équivalents 4 des sous-ensembles d’axiomes de la FP-algébre. REVE nous per-

met d’obtenir la forme normale tl, d’un FP-terme t pour un de ces systémes

de réécriture R. the engendre moins de séquences intermédiaires que t et

nous pouvons dire que nos systémes sont capables d’éliminer les séquences

intermédiaires dues aux compositions des fonctions qui cadent les

itérations.

Les problénes

Cependant naus ne sommes pas tout a fait satisfaits par ces résultats.

Si nous voulions vraiment minimiser le nombre de séquences

intermédiaires engendrées, il faudrait obtenir un systéme de réécriture

équivalent a la FP-algébre.

Il est impossible d’obtenir un systéme d’axiomes complet qui décrive

Végalité extensionnelle. Mais il sera possible d’obtenir de meilleurs

résultats quand nous aurons a notre disposition des outils de réécriture

plus performants.

premiére partie
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1) Preuve de terminaison

REVE oriente les équations en régles en utilisant l’ordre dit de "recur-

sive decomposition” ((Les81],[Jou81b],{Jou82b]). Cet ordre ne nous permet

pas dans tous les cas d’orienter les axiomes dans le sens qui nous convi-

enne, c’est a dire tel que la réécriture d’un terme par la régle correspon-

dante élimine des séquences intermédiaires. Par exemple, au cours de notre

expérimentation, 1’équation

ALL fo (ALL g oh) = ALL(F og) oh

est orientée de droite a gauche par REVE alors que c’est l’autre orienta

tion, de gauche a droite, qui réécrit un terme en éliminant la séquence

engendrée par "ALL g”.

Nous ne devons donc utiliser du systéme REVE que la partie algorithne de

complétion et orienter les régles “manuellement”. La preuve de terminaison

des systémes est faite, ensuite, par d’autres méthades [Lan?9], Mais cette

preuve devient trés vite insurmontable sans assistance de calcul. I] fau-

drait trouver et implémenter dans REVE des méthodes de preuves "plus

complétes”, ce qui est prévu ([Gna85],[Alh85]).

2) Quand la procédure de Knuth-Bendix diverge,

parce qu’elle engendre indéfiniment de nouvelles régies pour compléter

je systéme. On peut capter l'ensemble infini de régles par des méta-régles

({kir82],[Kir85b]). 11 faut aussi savoir compléter un systéme de réécriture

comportant des méta-régles et étendre la réécriture a ces systémes

[kiré5b].

premiére partie
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3) Un nombre infini d’axiomes dans le FP-algabre

Les systémes de réécriture ne peuvent inclure qu’un nombre fini

d’axiomes. La FP-théorie en contient un nombre infini, parce que les

sélecteurs sont en nombre infini et que la fonctionnelle ”[__]” est

d’arité multiple. On a par exemple une famille infinie d’axiomes

(fl, f2,....,fn] oh = [fl oh,f2 oh,...,fn oh]

Il est possible de coder ces familles infinies d’axiomes par des schémas

daxiomes. Il est aussi possible d’étendre la notion de réécriture pour

inclure des schémas de régles. I] est facile de voir que les résultats de

convergence obtenus pour les systémes qui comprennent un des axiomes de la

famille, par exemple

{f1,f2] oh = [fl oh,f2 0h]

se généralisent avec les schémas de régles.

Il n’existe pas, pour le moment, de généralisation de la procédure de

Knuth-Bendix qui accepte des schémas d’axiome. Mais cette possibilité peut

atre envisagée en liaison avec une version ultérieure du systéme REVE qui

accepte les méta-régles [Kir85b].

4) La FP-algébre contient des axiomes permutatifs

Un axiome permutatif ne peut pas devenir une régle d’un systéme de

réécriture. On doit réécrire modulo ces axiomes ([Jou84a],[Der83]). Pour

inclure les axiomes permutatifs de notre FP-algébre, il faudra utiliser la

version REVE 2.3 qui doit étre prochainement opérationnelle ({kir84},

{kir8sa], [Kir85b]).

premiére partie
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3) La FP-algébre contient des axiomes conditionnels

Dans la version utilisée, REVE n’accepte que des théories *purement”

equationnelles. On ne peut inclure d’axiomes "conditionnels”. Ces axiomes

donnent en effet des régles de réécriture conditionnelles de la forme

gQ=>d SI p

P est une formule booléenne qui doit étre prouvée vraie pour que l’an

ait g = d. On impose toujours ({Rem82], [Kapaa] ) que les variables de P

scient inclues dans celles de g.

On doit évaluer récursivement les prémisses P avant d’appliquer la régle

g => d. La FP-algébre contient des axiomes conditionnels, Pour construire

Nos systémes de réécriture, nous Parvenons 4 éviter le probléme par des

stratégies appropriées d'utilisation de REVE. Nous verrons que la plupart

des prémisses se raménent 4 un probléme de contréle de type. Il faudra donc

typer les expressions fonctionnelles Pour pouvoir effectuer ce contréle,

Pour les axiomes conditionnels, il restera 4 exploiter les possibilités qui

seront offertes par des versions ultérieures de REVE, par exemple la ver-

Sion REVEUR 4 [Rem94],

6) Pour améliorer tes programmes itératifs,

nous nous limitons au probléme des séquences intermédiaires inutiles.

Nous nous contentons de considérer les axiomes des primitives concernant

les séquences. Mais les pragrammes utilisent d’autres primitives (des addi-

tions de deux entiers, des comparaisons entre entiers,...) et si nous

voulons aller plus loin, il faut inclure les axiomes de ces primitives,
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Nous vayons qu’il faut alors aussi tenir compte de ce que nous appel-

lerons des régles d’inférence qui peuvent se mettre sous la forme

usv [+ g=>d

L’évaluation de la prémisse u = v est une décision d’égalité et on se

raméné A une réécriture conditionnelle & condition que les variables de u

et de v soient inclues dans g [Kap84]. Mais c’est un peu plus compliqué

car il existe dans u et v des variables qui ne sont ni dans g ni dans d et

il s’agit bien de décider 1’égalité u = v avant d’appliquer g => d.

Le probléme est encore plus complexe quand il existe dans u ou v des

variables de d qui ne figurent pas dans g car alors, évaluer la prémisse

demande de résoudre l’équation u = v.

Conclusion

Le plan de la thése suit celui de l’introduction. Une premiére partie

est consacrée 4 i’exposé des résultats acquis en utilisant la version de

REVE dite 2.2. Une deuxiéme partie permet d’envisager un plan de ce que

l’on pourra sans doute faire avec les versions ultérieures de REVE.

i) Dans ia premiére partie,

le chapitre I est en quelque sorte une vaste introduction exposant les

motivations du travail, donnant des exemples montrant comment la construc-

tion des programmes intiuduil natureilement des séquences intermédiaires

inutiles et justifiant les choix. En particulier, on justifie le choix des

fonctionnelles intraduites dans le langage FP pour coder les itérations.

Le chapitre II est consacré 4 la définition des axiomes de la FP-

Premiére partie
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algébre. [1 définit aussi quelques régles d’inférences utiles pour

transformer certains cas particuliers posés par nos exemples de programmes.

Le chapitre III est le chapitre clé de la thése. Il donne un compte

rendu détaillé de 1’expérimentation cenduite avec la version de REVE 2.2

pour définir des systémes de réécriture convergents a partir des axiomes de

la FP-algébre. On voit aussi quel effet ont ces systémes de réécriture sur

les expressions fonctionnelles qui codent les programmes.

2) Dans la deuxiéme partie,

Le chapitre I prouve la terminaison des systémes de réécriture, preuve

qui n’a pas pu étre faite par le systéme REVE.

Le chapitre II concerne l'étude des divergences de REVE et envisage de

la possibilité de les résoudre en utilisant des méta-régles.

le chapitre III montre la possibilité de généraliser les systémes de

réécriture définis dans la premiére partie aux infinités d’axiomes de la

FP-algébre qui concernent la fonctionnelle (__] et les sélecteurs par

utilisation de schémas de régles.

Le chapitre IV montre paurquoi il faut typer les expressions fonction-

nelles, pose le probléme des axiomes conditionnels et des régles

d’ inférence,
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PROGRAMMATION FONTIONNELLE AVEC DES SEQUENCES

Ll. Introduction

ll. Programmation fonctionnelle

Nous pouvons considérer que le résultat r d’un programme ayant pour

entrée une donnée d est le résultat d’une application "P(d)”. Ce point de

vue conduit 4 une expression dite “applicative” du programme. On peut

structurer la formulation du programme en introduisant des “résultats

intermédiaires” et si un seul "résultat intermédiaire” x est intraduit et

se nomme x, le programme s’énonce par deux expressions

xsPl(d) et r=P2(x).

Il est alors possible de considérer le programme comme une fonction P

sans nommer mir, ni x, ni la donnée d. P est défini par 1’ expression

Fonectionnelle "P2 o Pl”,

Structurer P revient alors 4 trauver des fonctions Pl, P2, ... Pn,

telles que P=Pno ... P20 Pl. P est décrit par une expression fonction-

nelle. Le symbole de composition de deux fenctions que l’on note "o” est ce

qu’on appelle une ”forme fonctionnelle”. Une forme fanctionnelle s’ applique

a des fonctions et a pour résultat ume fonction. Citons aussi la forme

fonctionnelle ALL” qui est le "mapcar” de LISP. "ALL” s’applique a4 une

fonction f et a pour résultat ume fonction "ALL fF”. Cette fonction ALL

f, appliquée 4 une séquence 6p sXpe eee aXy> a pour résultat une autre

séquence <FCK Fx deere FOX).
2

7
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Une conséquence est que l’on posséde alors une algébre des expressions

fonctionnelles. Un axiome bien connu de cette algébre est celui de

l’associativité de la Composition de deux fonctions

(fog) oh= fo (goh)

Les preuves d’équivalence entre programmes sont alors des preuves

an 

: 
:

@ équivalence entre leurs expressions fonctionnelles dans cette algébre.

C’est l’élégance et une certaine simplicité des preuves d’équivalence de

programmes qui nous ont conduit 4 nous intéresser aux programmes écrits

sous forme d’ expressions fonctionnelles. Aprés d’autres tentatives [Belgo],

mous avons choisi le langage fonctionnel £P ({8ac78],[Bac8ta] , [Bacelb})

comme langage d’expression des programmes.

1.2. Programmation avec des séquences

Nous appellons séquence une suite finie. Toute itération qui se termine,

dans oun programme, sous-entend le calcul d'une séquence. Considérons un

programme exprimé en PASCAL

PROGRAM PUIS;

VAR

P, Ts: INTEGER;

BEGIN

Pr=1; FOR I:=1 T0 5 pO Pr=Px2;
WRITE CP)

END,

L’itération affecte 4 P la séquence <1,2,4,8,16,32> pour en écrire le der-

nier terme 32, Nous pouvons toujours considérer qu’une itération qui se

termine a pour résultat une séquence dont on n’utilise souvent que le
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dernier terme.

En programmation fonctionnelle nous trouverons des formes fonctionneiles

pour construire des fonctions ayant pour résultat des séquences. ALL”,

déja citée, est un exemple d’une telle forme fonctionnelle. Dans

l’expression fonctionnelle, les itérations sont exprimées par les fonctions

(construites avec des formes fonctionnelles) ayant pour résultat des

séquences. Des fonctions primitives sur les séquences seront utilisables.

Une primitive “last” appliquée a une séquence SXpoXgneeey®> donne le der-

nier terme Xa

Considérer qu’une itération a pour résultat une séquence plutét que son

dernier terme permet de composer deux itérations. La séquence s résultat

d’une itération I peut étre argument d’une autre itération J. On dit par-

fois que s est "consommée” par J. C’est, en effet, une donnée de

l’itération J, s est un "résultat intermédiaire”. Nous dirons alors que s

est une "séquence intermédisire”. Empruntons un exemple ad J. BACKUS

{Bac78]. L’ expression FP

(/+) o (C(ALL mult) o trans)

appliquée 4 deux séquences 6K Xp reg X > et SY rVgaee a? donne leur pro-

duit scalaire. L’expression suppose le calcul de deux séquences

intermédiaires. L’une d’elles S6K) AY} > 9 Ky s Vor eee SK VD? est le

résultat de l’application de la primitive "trans”. Cette séquence est une

donnée de "ALL mult” qui a pour résultat SKY IXyVgr eee XY Ws Mais °/+”

"consomme” cette derniére pour donner le produit scalaire.

Ce point de vue facilite et clarifie l’expression des programmes mais a

premiére partie



20

inconvénient de multiplier les séquences intermédiaires. $i nous voulons

un programme PASCAL [Jen74] caleulant un produit scalaire de deux séquences

données d’entiers, nous écrivons

PROGRAM SCAL;

VAR

S,I,N,X,Y: INTEGER;

BEGIN

READ(N);

S:=0; FOR I:=1 TO N DO

BEGIN

READ(X,Y);

SraS+Xx¥s

END;

WRITE(S);

END.

Le programme ne calcule qu’une séquence "intermédiaire” s. Les termes de s

sont affectés 4S. Si l’on nomme Xp Xyre ake les données affectées a X et

Yygrero¥, celles qui sont affectées 4 Y, s est la séquence

(s) SOY 9X YAM GYo ree XPV ARV te KY, >«

Notre objectif est de transformer une expression fonctionnelle d’un pro-

gramme "avec des séquences”, autrement dit d’un programme itératif. Nous

considérons que le programme est exécuté par une machine du type “machine

de VON NEUMANN et est donc éxécuté de maniére séquentielle. Il devient

donc souhaitable de minimiser le nombre des séquences intermédiaires

résultats des itérations. Notre point de vue serait sans doute différent

pour une exécution plus paralléle du programme. Dans une expression fonce-

tionnelle, ces séquences sont les résultats des fonctions construites par

des formes fonctionnelles telles que “ALL”. Dans l’expression du produit

scalaire
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(e) (/+) o ((ALL mult) o trans),

une séquence intermédiaire 8,

(Sy) SKY aMy¥ 9+ XV

est spécifiée par la fonction "ALL mult”.

Notre objectif est de la supprimer. Il faut alors exprimer sans "ALL” la

fonction composée f

(Ff) (/+) o (ALL mult)

qui a pour résultat la séquence s. Supposons que 1l’on posséde une forme

fonctionnelle E de constructian de séquence nous permettant d’écrire la

fonction (f) sous la forme E(g) of g est une fonction a définir. Alors la

fonction (e) s’écrit elle méme sous la forme "E(g) o trans”, Elle

n’utilise pas la séquence s,. Nous transformons ainsi Vexpression (e) en
2

l’expression "E(g) o trans”.

Le langage FP ne nous propose pas une forme fonctionnelle E qui convi-

enne. Dans ce but nous enrichirons le langage FP avec une nouvelle forme

fonctionnelle '%”,

U.S. REDDY [Red82] propose une méthode de construction et de preuves de

Programmes qu’il appelle “programming with sequences” et nous lui avons

emprunté le terme. Sa démarche est essentiellement semblable. Il utilise

le langage FP et est conduit comme nous le faisons 4 l’enrichir avec des

Nouvelles formes fonctionnelles.

Dans le langage LUCID [Ash76], la programmation est aussi fondée sur les
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suites, A l’origine, notre réflexion sur le mode de construction des pro-

grammes fut fortement influencée par LUCID. Mais les suites de LUCID sont

toujours des suites infinies ce qui n’est pas conforme au résultat d’une

itération qui se termine.

Nous avons depuis utilisé la programmation fonctionnelle qui nous permet

d@avair une algébre simple des programmes qui facilite les preuves. De

plus, l’ introduction des formes fonctionnelles permet de donner une grande

puissance au langage. Et enfin, le langage FP sert a exprimer les transfor-

mations voulues sur les programmes. Ces transformations aurant pour but

d’éter les inefficacités introduites par le mode de construction du pro-

gramme qui conduit a spécifier trop de séquences intermédiaires. Notte

objectif particulier est donc de minimiser le nombre de ces séquences

intermédiaires,

1.3. Programmation structurée

Nos idées sur la construction des programmes ont été aussi fortement

influencées par les techniques de programmation structurée

({Dij76],[Hoa72),[Wir73],[Ars77]}. La construction structurée peut @tre

ascendante (bottom up) ou descendante (tap down).

La construction structurée descendante d’un programme peut étre faite en

programmation fonctionnelle en introduisant un nom de fonction f dans une

expression fonctiannelle ey Cette fonction f sera définie ultérieurement

par une expression fonctionnelle Gos I] suffit de pouveir noter comme le

fait LANDIN dans le langage ISWIN [Lanéé6]
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ey where def f = e,

Une construction structurée ascendante s’établit trés facilement par utili-

sation de la composition. On introduit la définition d’une fonction f que

l’on compose ultérieurement avec une autre. Il suffit de noter

let def f = e,

Pour construire une expression donnant le produit scalaire, on peut intro-

duire f donnant la suite des produits des éléments

let def f = (ALL mult) o trans

puis on écrit defe = (/+) of

Souvent, la construction structurée d’un programme utilise un mélange de

des deux appraoches descendante et ascendante. Nous retrouvons ces idées

dans les livres de W.H. BURGE [Bur75] et de P, HENDERSON [Hen80]. et dans

les articles) de J. BACKUS [Bac78], U.S. REDDY [Red82] et J. H. WELLTAMS

[Wilgo].

La programmation fonctionnelle conduit naturellement & une construction

Structurée des expressions des fonctions. Les formes fonctionnelles ont

Pour argument des fonctions. Naturellement, pour cette construction

Structurée, on est amené a donner un mom aux fonctions qui sont arguments

des formes fonctionnelles. Le "découpage madulaire du programme” est donc

une conséquence du chuix des formes fonctionnelles du langage FP.

2.4. Contenu du chapitre
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Pour coder les programmes itératifs, c’est-d-dire les programmes "con-

sommant” et "produisant” des séquences, nous avons choisi un langage fonc-

tionnel. Avec un tel langage, il est aisé d’avoir un petit ensemble de

primitives sur les séquences et un petit ensemble de formes fonctionnelies

qui permettent de coder les diverses formes des itérations. Le langage FP a

été choisi en raison de son universalité, C’est aussi, a mon point de vue,

un des langages fonctionnels les plus simples. En effet, le language FP a

un nombre fixé de formes fonctionnelles. Les formes fonctionnelles, qui

sont des fonctions d’ordre 2, servent a coder les itérations et nous

n’avons pas besoin de pouvoir définir d’autres fonctions d’ordre supérieur.

Enfin, le formalisme du langage FP est simple et Tigoureux, ce qui permet

d’obtenir une algébre simple des expressions fonctionnelles. Au patagraphe

2, Mous commencerons par définir le langage FP que nous utiliserons. Nous

devrons en particulier définir l’ensemble des formes fonctionnelles qui

codent les itérations.

Puis nous utiliserons ce jangage et le mode de construction structurée

"avec des séquences” dans quelques exemples au paragraphe 3. Ces exemples

mont été suggérés par ’observation d’étudiants novices conduits 4

utiliser MEDEE ({Be178],{Fin79], [Guy84],(Duc84]), qui est une méthode

particuliére de "construction structurée descendante avec des séquences”,

pour construire leurs programmes fondée sur les idées de C. PAIR (Pai79].

Tl est "amusant” de comprendre le raisonnement suivi par les étudiants qui

utilisent MEDEE.

Par exemple, pour calculer 2", on prend le dernier terme de la séquence

<1,2,4,8,16,...,2",
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Pour calculer n!, on prend le dernier terme de la séquence

41,1,2,6,24,...,01>,

Pour calculer 27/nt, il devient alors logique de diviser les deux derniers

termes,

Du coup, on ne pense pas 4 la solution qui consiste A prendre le dernier

terme de la séquence 81<1,2,4/2,8/6,16/24,...,2°/n!>, Dans cette solution,

chaque terme u,=2" de s se calcule par la formule de récurrence U=2eu, |

avec "l’ initialisation” Upzd.

Les expressions des programmes ainsi obtenues sont correctes. Mais

elles multiplient quelquefois maladroitement les séquences intermédiaires,

Nous donnerons des expressions équivalentes qui minimisent le nombre de

séquences intermédiaires. Ces exemples serviront a illustrer les résultats

de notre travail dans les chapitres ultérieurs.

Grace aux formes fanctionnelles, le langage FP pourra aussi étre utilisé

pour exprimer les transformations a4 effectuer pour minimiser le nombre de

séquences intermédiaires des expressions des programmes. Les équivalences

entre les expressions fonctionnelles seront justifiées dans une

interprétation algébrique. Désormais, nous considérerans toute expression

fonctionnelle comme un terme d’une algébre qui sera introduite au chapitre

Il.

2. Un langage pour exprimer et transformer les programmes itératifs
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2.1. Les objets

Dans un langage FP, un objet peut étre

-l’objet indéfini que 1’on note #1"

-un atome

-un n-uplet d’ objets

-une séquence d’ objets,

L’ensemble des atomes contient toujours les booléens. Le booléen FAUX”

est noté "F”. Le booléen "VRAI” est noté ”T”. Les atomes FP comprennent

les entiers et les caractéres. Les caractéres seront notés entre guil-

lemets. Nous pouvons ajouter les réels que nous noterons comme en PASCAL.

Nous ajouterons en outre les chaines de caractéres notées elles aussi entre

guillemets,

Le langage FP originel ne distingue pas les séquences de longueur arbi-

traire des n-uplets. Aussi il est possible de sélectionner le i-éme élément

d’une séquence ou d’appliquer les opérations sur les séquences aux n-

uplets. La distinction des deux types d’objets est nécessaire si l’on veut

obtenir une théorie décidable pour ces deux types d’ objets.

Les séquences sont notées entre "<” et ”>”. La séquence vide est notée

"<>", Toute séquence contenant 1*élément 1” yaut "1,

Les n-uplets sont notés entre ”[” et ]”. Tout n-uplet contenant

1élément 1” vaut ”!", Les n-uplets ne sont pas plats; ils peuvent étre au

contraire de profondeur arbitraire. Par exemple, le triplet
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{2,[3,5,[6,21),{3,8)]

est de profondeur 3,

2.2. Les fonctions

Une fonction est définie en utilisant un ensemble de fonctions primi-

tives et un petit ensemble de fonctions d’ordre supérieur qu’on appelle

formes fonctionnelles. Une forme fonctionnelle a pour argument des fonc-

tions et pour résultat une fonction. Une fonction est donc définie par

application d’une forme fonctionnelle sur d’autres fonctions.

Dans les autres lancages fonctionnels comme LISP [McC,62], on définit

toujours une fonction par le résultat de son application. On dit alors que

ja fonction est définie par une définition applicative dite aussi

définition "au niveau des objets” ("function-object definition” d’aprés J.

BACKUS). Au contraire, une fonction qui est définie par application d’une

forme fonctionnelle sur d’autres fonctions est dite définie "au niveau des

fonctions” ("function level definition” d’aprés J, BACKUS).

Tl est important de remarquer qu’une fonction FP n’admet qu’un unique

objet en argument et n'a pour résultat qu'un seul objet. [1 se peut cepen-

dant que l’objet résuitat soit ”!” (c’est a dire lobjet indéfini). En ce

Cas, si l'objet auquel la fonction s’applique est x, cela signifie que la

fonction n’esi pas définie pour i’objet x. Nous dirons alors que x n’est

Pas dans le domaine de définition de la fonction.

Appellons 0 l’ensemble des objets. Un sous ensemble D de 0 sera le

domaine de définition d’une fonction f si et seulement si
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~pour tout x élément de D, fix == y et y n’est pas "!,

-pour tout objet x de 0 non élément de D, f:x == !.

Rappelons que ”!” est un élément de 0. Nous pouvons donc considérer que

f est de profil G -> 0 méme si son domaine est un sous ensemble strict de

Q: toute fanction FP est de profil 0 -> 0. En conséquence il est toujours

possible de composer deux fonctions FP.

Remarquons aussi qu’en FP, on ne peut définir de nouvelles fonctions

d’ordre supérieur. Ceci n’est pas le cas pour les autres langages fonc-

tionnels comme par exemple ML [Car80], HOPE [Bur80] ou SASL [Tur?é]. Les

formes fanctionnelles FP ne sont utilisables que pour construire des fonc-

tions du premier ordre. Ainsi les expressions fonctionnelles paurront étre

vues comme des termes du premier ordre dans une algébre libre.

Nous allons répertorier les primitives et les formes fonctionnelles que

nous utiliserons. La plupart appartiennent au langage originel proposé par

J. BACKUS. Nous justifierons l’ introduction de nouvelles formes fanction-

nélles. Si nous donnons la signification d’une fonction, nous en donnerons

une définition applicative. Dans une définition applicative, "=" signifi-

era "est défini par’. Nous y naterons comme J. BACKUS l’application par

":". Done "fx remplacera la notation habituelle "f(x)”.

3. Les primitives de base

Nous utiliserons

a) lidentité notée "id" telle que, pour tout objet x
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b) des primitives sur les entiers ou les réels comme +", ~", mult”,

div’ (division entiére), mod” (reste de 1a division entiére) et ”/”

(division entre réels),

On a par exemple

+1 [3,5] ==

div : [11,3] == 3

mod : [11,3] == 2

/ +: [9,2] s= 2.5

c) des primitives sur les booléens comme "and”, "or et "not”, avec leur

sens habituel,

d) des primitives de comparaison comme "eq0” (égal a 0), “eq” (égal), gt”

(plus grand que), “ge” (plus grand ou égal), “it” (plus petit que) et “le”

(plus petit ou égal).

Une définition rigoureuse de ces primitives ne nous semble pas

fécessaire, mais nous devons remarquer que cette définition respecte les

Contraintes de toutes les fonctions FP : elles sont de profil 0->0 méme si

leur domaine de définition est strictement inclus dans 0. Nous aurons par

exemple

+: [3,4,5] sb

+: [7,"maison”] 2: 1
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Ce dernier exemple montre que "+" est une fonction stricte. Il en est de

méme de toute fonction FP. Nous expliquerons pourquoi au paragraphe 4.

d) les sélecteurs, notés ee ORS a,

Si XK rXzr ee eX, sont différents de ”!", nous avons

21: [xy Xp 9X 590009] s2 x)

? . =2: [xy Xp eX sree] == X,

3; [xy Xp sXzeeee aX, FE Xgyeee

et, dans les autres cas, le résultat est vr,

Les sélecteurs sont indispensables pour écrire une expression fonction-

nelle. Ils permettent de noter les éléments d’un n-uplet argument de la

fonction. Si une fonction f a pour domaine de définition des n-uplets, nous

dirons qu’elle est d’arité mn. Nous ayons par exemple une forme fonction=

nelle notée "*” qui s’applique a une fonction d’arité deux. Si l’on écrit

"ef, f a done pour argument un couple. Quand on exprime f, les deux

éléments du couple seront les résultats des sélecteurs "71" pour le premier

et ”?2” pour le deuxiéme. Considérons l’expression

#(+ 0 [2l,mult o 22]),

que l’on peut écrire

#f where def f = + 0 [21,mult o 22].

Le sélecteur "?1” joue le réle du premier élément du couple en argument et

le sélecteur "72" celui du deuxiéme élément de ce couple dans l’ expression
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de f.

3.1. Les primitives sur les séquences

Leur choix conditionne l’écriture des expressions fonctionnelles qui

correspondent aux programmes itératifs. Nous utiliserons

a) le premier terme d’une séquence, naté hd,

Si x +X sont différents de ”!” et n supérieur ou égal a 1, nous
n

pepe

avons

hd : <x aX? z= XxXy%2"" i

dans tous les autres cas le résultat est "1.

b) le dernier terme d’uné séquence, noté “last”,

Si por eee X sont différents de ”!” et n supérieur ou égal a 1, nous

avons

last : <x,,x1 JP == X
arene n

dans tous les autres cas le résultat est !”,

“last” est souvent employé pour abtenir le dernier terme d’une séquence

Tésultat d’une itération.

Z 5 ”c) la primitive qui ajoute un terme devant une séquence est notée ”cons”,

Si z est différent de ’'!"%, nous avons

cons : [z,<>] == <z>
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Si ZaXpoXga very Xe sont différents de I!” » NOUS avons

cons : {z,<x,,x x] se <2,yrXgere 1k?yergees

dans tous les autres cas le résultat est "1",

"cons” est notée "appendl” dans le jangage FP originel. cons” sera

utilisée pour définir les nouvelles formes fonctionnelles "%” et "WH,

d) le reste d’une séquence, noté "tl",

Si Xone aX, sont différents de ”!”, nous avons

tl: <x? ss <>

ti: SX pK QoX gree yD 25) <xy 98 >BSR
gre”

dans tous les autres cas sle résultat est 77!",

L’itération **f” place comme premier terme de la séquence résultat

"L'initialisation de l’itération”, tl” sera utilisée pour 1’éliminer.

e) la primitive, notée “trans”, est d’arité multiple,

Quand elle s’applique 4 deux séquences de méme longueur, trans” donne

la séquence des couples de leurs termes

trans : [<>,<>] == <>

trans + [<x>,<y>] == <[x,y]>

trans : Lox apy KY grees VD] zs Dy ry ]iExysvgls ee olx sy},

quand elle s’applique a trois séquences de méme longueur, elle donne la
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séquence des triplets de leurs termes

trans : [<>,<>,<>] == <>

utrans : [<x>,<y>,<z>] == <[x,y,z]>

trans : Ex Xp9 ee sXQ>98Ya Vos ee Vp 29 Zy lyr eee yZ >]

= SD ayy sz ls lxpsYor2o]eee rte ssy oz PD

quand elle s’applique a4 m séquences de méme longueur, elle a pour résultat

la séquence des m-uplets de leurs termes

trans : [<>,<>,....,4>] 22 <>

trans : [<x)>)<x9>) 00x zs SEX) Xoo eX]?

trans : [oxy peppers eX SKypXpg ree ones HSK Koes eke 2]

“s SEX pepper oq Dey ekyg eer ak gad arse Degg Xage ees nm

C’est alors la transposition de la matrice des iy"

Dans les autres cas, elle a pour résultat "!”.

Nous avons déja cité l’expression "/+ o ((ALL mult) o trans) qui,

appliquée a deux séquences d’entiers, a pour résultat leur produit

scalaire. ’trans” permet d’obtenir la séquence des couples des deux

yuséquences données. Cette séquence est alors argument de "ALL mult".

f) la primitive, notée "distl”,

permet de coupler un méme objet a tous les termes d’uné séquence.
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Siz n’est pas ”!", nous avons

distl : [z,<>] z= <>.

Si ZK Xy yee eX, ne sont pas "!", nous avons

distl : [254% Xp yee >] a= <[25x1],f25%5],.++-sfzsx D>

et autrement, le résultat est 1,

g) la primitive qui juxtapose deux séquences notée “append”

append : [<>,<>] == <>

Si Ky kg re ne sant pas ”!”, nous avons

append ; <x) oxy re ey? 02] se <xgrtgr res rX,>

x >Moreeey hn
append ;: (<>, x) Xp 000 X>] == <x)

Si de plus YprYorer¥, ne sont pas ”!”, nous avons

append : [<x Xp reer KV Yor ee Va>l as

Kp Xg ree eK Vor ey >

et autrement le résultat est 1",

C’est le “append” de LISP.

h) la primitive “iota”,

iota”, appliquée 4 un entier positif n, fournit la séquence des n

entiers consécutifs de 1 an. On trouve aussi cette primitive ”iota” en APL

[Guiza].
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iota : nm == £1,2,3,...,m>

autrement, son résultat est "!”,

3.2. Les formes fonctionnelles de base

Elles s’appliquent a des fonctions FP et ont pour résultat des fonctions

FP.

Nous traouvons

a) la composition de deux fonctions notée ”_o_”,

mn(fog): x se fs (qi: x)

Dans une expression fonctionnelle, "o” sera toujours considérée comme

l’apération la moins prioritaire ce qui évitera l’écriture de quelques

parenthéses.

REMARQUE

Pour indiquer l’écriture préfixée, infixée ou autre d’une forme fonc-

tionnelle, nous utilisons la notation de OBJ [Gog79]. Le symbole ”_” per-

et d’indiquer la place d’un argument. ” o_” signifie que la forme fonc-

tionnelle de symbole ”o” est d’arité deux avec une notation infixée.

b) la construction d’arité multiple notée "[__...__]”,

Si x n’est pas ”!, nous avons

[f1,f2,..., fn] sx == [Flix,f2:x,..., Prix]
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et dans les autres cas, le résultat est °!,

Cette forme fonetionnelle permet de “construire” un n-uplet argument

d’une fonction. Par exemple nous écrivons l’expression

+0 [?l,mult o [72,22]

pour une fonction qui appliquée au couple {x,y] a pour résultat yyy 2”

Appliquons la a [2,5].

+o [?l,mult o [72,22]] : [2,5] 22 +; (?1:[2,5},mult :£72:(2,5},22:(2,5]]]

tt tt + oo nN mult :[ 5 , 5 i

c) la forme fonctionnelle notée ”_~”,

Elle permet d’obtenir la fonction constante associée a ouh

objet.

Pour tout objet y différent de ”!”, ona

Xi y == x

et x: ! sx !

Par exemple, "+ 0 [1 ,i]” ajoute 1 a l’entier résultat d’une fonction i.

d) la forme conditionnelle notée ”_~>_3_" est définie par

Si pix z= T alors (p->fig):x == Fix,

si pix == F alors (p->fjg}:x s= gix,

et autrement le résultat est 7!”,
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L’expression "gt -> ?1 ; 72” appliquée A deux entiers donne

leur maximum.

3.3. Les formes fonctionnelles construisant des fonctions qui s’appliquent

a des séquences

La seule que nous emprunterons au langage FP originel est

"ALLY,

a) "apply to all” notée "ALL” est "mapcar” en LISP

Si f est une fonction FP, nous avons

(ALL f) : <> es <>

(ALL f) : 6X5 Knee XD a CPx) Pixg essay FEx,>

et autrement "ALL f? a pour résultat "1".

L’expression "ALL 2. o iota” est une Fonction qui, appliquée a un entier

positif n, rend une séquence de 2, "<2,2,...,2>%, de longueur n.

Appliquons la 4 5

(ALL 270 iota):5 == ALL 2°: (iota:5)

z= ALL 2°:41,2,3,4,5>

== €2.:1,2.:2,2°:3,2 14,2 :5>

r= <2 2-2) 22D

L’expression "ALL 71 0 (distl o [2 ,iota}])” est la méme fonction.

Appliquons la aussi a 5
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ALL?1 o (distl o [2° ,iota}):5

== ALL?1:(distl:[2 :5,iota:5])

2 ALL?1:(distl:[2 :5,<1,2,3,4,5>]

z= ALL?1:(distl:[2,<1,2,3,4,5>]})

zs ALL71:<[2,1],[2,2],(2,3],[2,4],(2,5]>

= €21:02,1],71:[2,2],22:[2,3],21:(2,4], 21:12, 5]>

== <2 12 2 we 2>

Nous n’utiliserons pas les formes fonctionnelles FP "insertl” notée

aussi "/”, “insertr” notée aussi "\” et “while” mais nous allons les rem-

Placer par deux autres formes fonctionnelles x” et “WH”,

b) "L’itéré” noté "*_”

Débutons par un exemple. Considérons l’itération PASCAL

(P)

t= 1 70 5 00O- aH

"L?itéré” peut s’appliquer a la fonction primitive +". La fonction

"*+" doit correspondre A cette itération. Nous considérons que le résuitat

de l’itération est une séquence 5 qui est affectée 4S. Si l’entrée est la

séquence donnée <2,3,7,4,6>, la séquence s est

<0, valeur initiale de l’itération

2, résultat du calcul de 0 + 2

‘Ny résultat du calcul de 2 + 3
12, résultat du caleul de 547

16, résultat du calcul de 12 +4

22> résultat du calcul de 16 + 6

La fonction ”*+”, appliquée 4 la séquence <2,3,7,4,6>, a aussi pour
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résultat s

*+ : [0,¢2,3,7,4,69] == <0,2,5,12,16,22>.

Remarquons que la séquence donnée peut aussi s’écrire

cons : [2.<3,7,4,6>]

Nous pourrons définir "sf" par une définition récursive sur la structure

de cette séquence donnée.

Définition de "*f”

a) Dans le cas ot la séquence donnée est vide, la

séquence résultat n’a qu’un élément. Cet élément correspond a “la

valeur initiale” pour une itération classique.

af: [z,<>] z= <zd

b) Dans le cas od la séquence donnée on’est pas vide, elle

peut s’écrire "cons : [x,a]”. On peut alors donner la définition

récursive suivante de ’*f”

*f : [z,cons:[x,a]] 22 cons : {z, #f:[f:[z,x],a]]

c) Dans les autres cas, le résultat est 1”,

Nous substituons ’*” 4 la forme “insertl” notée ”/” en FP.

Nous allons tout dabord étudier °/%. Nous verrons alors peurquoi nuus

avons introduit un "itéré” différent.

Notons déja que "/f” associe ses opérandes de gauche a droite
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/f KY 9p 9X3 9X4 9X5? ss Feles(fslfelx, »x5],x3]1,x4 11% ]
5

f a pour arité 2. L’expression ”/+” est l’opérateur "ED" des mathématiques.

Un exemple peut étre

/+ + &2,3,7,4,6> == 22.

Le calcul est fait de gauche a droite : ({((24+3)+7)+4)46).

En APL, on trouve un opérateur "+/, qui donne le mé@me résultat mais le

calcul est fait de droite 4 gauche: (2+(3+(74+(446)))). Il en est de méme

avec "reduce” dans le livre de P. HENDERSON [Hen80].

En programmation classique, ’/+” correspond aussi a l’itération Pascal (P)

citée ci-dessus,

Contrairement a "*+”, la fonction ’/+” n’a pas pour résultat la séquence

intermédiaire $:<0,2,5,12,16,22>. /+" donne directement pour résultat 22

qui est le dernier terme de s.

"«f”, comme ”/f”, associe ses opérandes de gauche a droite et la fonc-

tion argument f est d’arité 2

Mais ”/f” ne nous satisfait pas totalement.

Nous avians cité l’exemple du produit scalaire avec une expression util-

isant ”/”,

/+ o (ALL mult o trans)

Si nous voulons éliminer la séquence intermédiaire spécifiée par “ALL

muit”, la méme fonction peut étre écrite uniquement avec "/” , elle s’écrit
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/(+ 0 [?l,mult o 72]) @ (cons o [0 ,trans])

Cette expression utilise la primitive ”cons”. Elle fait apparaitre

l’initialisation de la somme a 0.

Nous voulons mettre en évidence la valeur initiale sans utiliser ”cons”

Notons que U.S. REDDY ([Jay83] considére une forme "insertl”

modifiée qui lui permet de mettre en évidence 1’ initialisation

insertl f 112, <x) ,%55%3 0%, se Filer les (fe(z.%,1,%5])%5] 4x41

L’argument z donne la valeur initiale.

Si nous voulons écrire une fonction donnant le produit scalaire de

deux séquences nous avons alors le choix entre deux formules. "ALL mult” a

pour résultat une séquence qui peut étre le deuxiéme argument de "insertl

+”, Ainsi litération "insertl +” est capable de ’consommer” une séquence

résultat de "ALL mult”. Nous écrivons alors une premiére formule qui util-

ise la composition possible entre "inserti +” et "ALL mult”

insert! +0 [0 , ALL mult o trans]

Une deuxiéme formule peut étre écrite sans “ALL mult”

insertl (+ o [?1,mult o ?2]) o [0 ,trans]

Ces formules font toutes deux apparaitre l’initialisation 4 0. La premiére

formule spécifie la séquence intermédiaire des produits

SHY yo XaV gree XY > résultat de "ALL mult o trans”, ce que ne fait pas la

deuxiéme.
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sf” fait apparaitre ”l’ initialisation”.

REMARQUE

Tl pourrait sembler plus simple de faire apparaitre "l’ initialisation”

comme deuxiéme argument de ”*” plutét que comme argument de "*f”. On

écrirait par exemple "*(+,0 )”. Mais alors l’objet initial ne peut étre que

le résultat d’une fonction appliquée 4 des constantes ce qui est fréquent

mais n’est pas général. Une fonction qui calcule le minimum d’une séquence

d@entiers dont an n’a pas d’ordre de grandeur s’écrit

last o (*f o [hd,tl]) where def f = lt -> 21;72

L’expression ne peut pas s’écrire "*«(f,hd) o tl”.

Le plus important est que nous voulons pouvoir composer les diverses

sortes d’itérations entre elles.

La premiére formule de l’exemple ci-dessus compose une fonction définie

par "ALL mult” (c’est a dire une itération) avec la fonction définie par

"insertl +” (c’est 4 dire une itération). L’itération "insertl +” "con-

somme” la séquence des produits résultat de "ALL mult”. Nous pouvons com-

poser "insert] g” avec "ALL f” car "ALL f” rend une séquence. Mais nous ne

Ppouvons pas composer ainsi "ALL g” avec "insertl f” ou "insertl g” avec

”insertl f” puisque "insertl f” n’a pas pour résultat une séquence.

Or nous considérans qu’une itération calcule toujours une séquence.

Par exemple, l’itération PASCAL (P) déja citée dans ce paragraphe
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$:=0;

FOR I:=1 70 5 DO

BEGIN

READ(X);

5$:254X

END;

calcule la séquence s

<0,2,5,12,16,22>

qui est affectée 4 S quand la séquence d’entrée est <2,3,7,4,6>.

Tl est naturel qu’une fonction qui exprime une itération ait pour

résultat une séquence. Une conséquence est que l’on peut toujours composer

entre elles les fonctions qui expriment les itérations. Aussi naus

décidons que la fonction "*f” a pour résultat une séquence. Nous avons

donc par exemple

af [24 <x) »x>5x5>] == <z,frlz.x,],felfelz,x)],x 1, felfilfelz,x,],x,1,%5)>-

L’argument z donne la valeur initiale et le résultat de "*f” est une

séquence. Ceci peut sembler inutile dans un langage fonctionnel mais est

indispensable pour étudier la construction des programmes itératifs. U.S.

REODY [Jay83] note "cuml” notre itéré %”.

Quand on désire uniquement le dernier terme d’une séquence, on doit

utiliser la primitive last”.

(last o ¥+) + [6,<2,3,7,4,6>] 2= 22

Quand on ne veut pas la valeur initiale dans la séquence résultat, on

utilise la primitive ’tl”.
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Le produit scalaire peut s’écrire 4 l’aide d’une formule utilisant "ALL

mult”

last o (#+ 0 [0° ,ALL mult o trans])

ou a l’aide d’une formule sans "ALL mult”

last o (#(+ o [21,mult 0 22]) o [oO ,trans])

Dans les deux cas, on utilise "last,

c) "while” noté "WH?

Comme "xf, "WH(p,f)” associe les opérandes de f de gauche a droite,

fait apparattre initialisation et engendre une fonction ayant pour

résultat une séquence. Mais il a un paramétre supplémentaire P qui est un

prédicat qui permet Varrét. La fonction "WH(p,f)" a les mémes arguménts

que l’itéré, une valeur initiale et une séquence. La fonction f et le

prédicat p sont d’arité 2 et s’appliquent aux mémes arguments.

Avec "*_", nous avons par exemple

*+ + [0,<2,3,7,4,6>] =x

<0, valeur initiale

2, O+

5}, 2+
12 5

16 1

22> 1

et avec "WH ”, nous avons plutét
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WH (p,+) + [0,<2,3,7,0,4,6>] where def p = not o (eq0 o 22)

séquence résultat résultat du prédicat

== (0, valeur initiale

2, O42 T (2 n’est pas 0)

5, 243 T (3 n’est pas 0)

12 547 T (7 nest pas 0)

> r (0 est égal a 0)

Cela correspond 4 l’itération PASCAL

S t= 0; READ(X);

WHILE X # 0 DO

BEGIN

Si=S+X;

READ(X)

END;

qui, avec les données "2,3,7,0", affecte la séquence <0,2,5,12> 4S,

Dans ce premier exemple le prédicat p s’applique aux éléments de la

Séquence argument, Mais il peut aussi s’appliquer aux éléments de la

séquence des termes calculés comme dans l’exemple

WH(p,mult) o [1° ,iota] where def p = lt o [71,1000 }.

Appliquée a un entier n, cette fonction donne la séquence <1!,2!,...,n!>

quand on! est inférieur & 1000 (c’est aA dire pour n inférieur a 6) et

<11,21,31,41,51,6!> quand n est supérieur ou égal a 6.

ee a i icuié et a

Dans le cas général, le prédicat peut s’appliquer au terme calculé et

Délément de la séquence argument de WH”.

REMARQUE

Premiére partie



46

Les expressions qui utilisent "WH" codent des programmes itératifs qui

se terminent: si le prédicat n’est pas vérifié, l’itération s’arréte ala

fin de la séquence en argument.

Définition de “while”

WH(p,f) :[z,<>] <= <2,

si p:[z,x] 22 T alors

WH(p, f):[z,cons:[x,a]] == cons:(z,WH(p,f):[f:[z,x],al]),

si p:{z,x] == F alors WH(p,f) :[z,cons:[x,a]] <= <z>

et, dans les autres cas, le résultat est !”,

d) Discussion

Nous discutons sur le choix des formes fonctionneliles permettant de con-

struire les fonctions sur les séquences correspondant aux itérations

Nous n’avons pas trouvé de formes fonctionnelles semblables 4 notre “WH”

chez d'autres auteurs. Cependant, nous trouvons des formes fonctionnelles

trés variées pouvant servir de "tant que”. Nous allons examiner deux exem-

ples empruntés a U. S. REODY. [Reda2].

@ Une forme fonctionnelle, notée "first par U. 5S. REOODY

First” a pour argument un prédicat. La fonction “first p” a pour

résultat le premier (de gauche a droite) élément de la séquence argument

qui vérifie le prédicat p 5’it existe, sinon son résultat est "!", Par

exemple avec un prédicat p qui teste si un entier est pair, nous avons

first p + <3,7,5,4,3,8,9> == 4

premiére partie

47

On peut définir p par

where def p = eqO o (mod o [id,2 ])

On comprend l’aisance que peut donner l’utilisation de ’first” dans de

nombreux problémes (recherche dans une liste du premier élément de cette

liste qui vérifie un prédicat, recherche associative d’un élément d’une

table,...). Une forme similaire existe en LUCID.

Avec "WH", il faut écrire la formule suivante, qui utilise le méme

prédicat p, pour obtenir les mémes résultats

(po f) -> f 31”

where def f = last o (WH(not o (p o 71),72) o [ha,tl].

En tenant compte de la définition de "WH", la fonction f a pour résultat

le premier élément de la séquence donnée vérifiant p ,s’il existe. Sinon f

a pour résultat le dernier élément de cette séquence. L’expression "(p o

f) -> f ; 1" est une autre expression de la fonction "first p”.

L’?on pourrait ainsi fournir des formes fonctionnelles agréables Aa

utiliser pour construire des fonctions correspondantes 4 chaque type de

probléme. Mais alors, on augmenterait sensiblement le nombre des formes

Fonetionnelles du langage. Nous n’avons pas voulu le faire car notre but

n’était pas de décrire un tel langage. Le langage FP n’est pas utilisé

comme langage de construction de programmes. I1 est utilisé uniquement

Comme formalisme pour exprimer les programmes et pour avoir une base de

travail suffisante pour étudier les transformations qui minimisent les

séquences intermédiaires intraduites dans les programmes itératifs.

On peut d’ailleurs remarquer que l’utilisation de "first” est délicate
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car il est facile d’oublier que la fonction "first p” a pour résultat ”!”

dans le cas o aucun terme de la séquence en argument ne vérifie p. On

peut aussi remarquer que le méme probléme se pose pour utiliser *_->_; *

quand on n’a pas l’habitude d’une conditionnelle qui peut avoir pour

résultat !, I] est assez difficile de savoir exactement quelles sont les

bonnes formes fonctionnelles a introduire.

Les autres auteurs ne se préocupent pas uniquement de la construction de

programmes. Quand U.S. REDDY étudie les transformations des formules

récursives en formules itératives {Jay83], il introduit une forme fonetion-

nelle notée “seq” qui engendre une séquence. “seq” est adaptée a4

l’expressian de ces transformations.

® Utilisons seq” dans un exemple simple

Disons briévement que "seq(f,p)” s’applique a un objet et engendre une

séquence d’éléments résultats successifs de la fonction f et ceci 4 partir

de cet objet initial. Le prédicat p arréte la production. La fonction

seq (f,eq0) where def f = - o [id,17]

appliquée 4 un entier na pour résultat la séquence des ni entiers

consécutifs en décroissant 4 partir de n.

seq (f,p) i: 5 == <5,4,3,2,1

Nous écrivons la méme fonction avec l’ expression

*(- 9 [71,1°]) a Lid,iota]

Nous avons choisi "ALL”, ’*” et "WH dans le but de pouvoir considérer

premiére partie

49

les expressions les plus courantes des programmes itératifs construits par

une méthode structurée avec des séquences.

Nous avons aussi voulu que “ALL”, %% et "WH nous permettent d’avoir

une algébre de programmes suffisament riche pour nous fournir une bonne

base pour l’étude des transformations des programmes itératifs. Ces

transformations ont pour but de minimiser les séquences intermédiaires

spécifiées par l’expression. Nous avons donc veillé a proposer le plus de

liberté possible pour composer entre elles les itérations.

Et enfin, nous n’avons pas voulu grossir le nombre des formes fonction-

nelles utilisées dans ce travail. &n effet, certaines idées de formes

fonctionnelles pourtant intéressantes ont été abandonnées avec regret.

4, Construction d’expressions fonctionnelles simples

Nous allons étudier la construction de quelques expressions fonction-

nelles simples qui nous serviront d’exemples au cours de notre travail. Il

n’est pas indispensable de lire ce paragraphe pour comprendre la suite du

travail, Cependant il nous permet de mieux comprendre son objectif. Au

départ, l’idée est venue de problémes pratiques de pédagogie rencontrés au

cours de l’enseignement de la programmation avec une méthode structurée

descendante. Nous terminons cette série d’exemples par celui qui nous a

donné l’idée de ce travail [Bel80] au paragraphe 3.6. Les exemples

d’expressions reflétent les inefficacités qui peuvent étre introduites dans

les programmes itératifs avec un mode de raisonnement structuré a partir

des séquences. Les expressions obtenues spécifient trop de séquences

intermédiaires,
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Pour une expression e, nous compterons les séquences résultats des fonc-

tions issues des formes fonctionnelles “ALL”, "*” et "WH" qui codent les

itérations. Pour cela, il ne suffit pas de compter les occurrences de

"ALL, "» et WH? car nous entendons compter les séquences résultats de

chaque éxécution d'une itération pour une interprétation de l’expression

par une machine de type VON NEUMANN, ceci pour rendre compte de ce qui se

Passe pour les programmes, Pour les exemples cités, qui ne comportent pas,

pour la plupart, de conditionnelies, nous pouvons obtenir exactement le

nombre de séquences intermédiaires issues des itérations. Pour une expres~

sion e, nous noterons ce nombre I(e).

Nous compterans de la méme maniére le nombre des séquences

intermédiaires qui sont les résultats des itérations mais aussi des expres-

sions des primitives *trans”, "distl”, "tl, “iota”, "append” et cons’.

Pour uné expression e, nous noterons N(e) ce nombre.

Nous donnerons pour chaque exemple plusieurs expressions. Chaque

expression correspond a un raisonnement différent. Nous avons effective-

ment constaté que ces divers raisonnements sont faits par nos étudiants

novices. Nous ne prétendons pas en faire un catalogue exhaustif. Nos

transformations devront donner une expression e qui minimise I(e) et N(e).

Conseil pour le lecteur

Ce qui rend souvent pénible la lecture des expressions FP est

l’utilisation des sélecteurs. Ceux ci servent 4 moter les éléments d’un n-

uplet argument d’une fonction. Quand on écrit l’expression d’une fonction f

argument de ”*”, il faut se souvenir du schéma suivant:
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| indice argument de f résultat |
i . a1 72 ri |

| 0 z |
fo1 [z,al] z al rlzf:(z,al] |
| 2 [rl,a2]) rl a2 r2=f:[rl,az] |
| 3 [r2,a3] r2— a3 r3=f:fr2,a3] |
{ |
| on [rn-l,an] rn-1 an rn=f:[rn-1,an] |

4.1. Les séquences intermédiaires sont issues des compositions

d’itérations

. A ;Nous proposons deux expressions pour calculer 2° et deux expressions

n
pour calculer x

L’une compose une itération ayant pour résultat une séquence de 2 (pour

je premier exemple) ou de x (pour le deuxiéme exemple) avec une itération

qui les multiplie,.

L’autre propose une seule itération ayant pour résultat la séquence des

puissances successives de 2 (pour le premier exemple) ou des puissances

Successives de x (pour le deuxiéme exemple). Cette deuxidme expression est

optimum pour le nombre de séquences intermédiaires.

a) Exemple 1

Pour trouver une expression fonctionnelle calculant 2” » On introduit

une fonction nm qui a pour résultat l’exposant n car ce sera plus lisible

dans l’expression que "id” au "21".
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@ ON PEUT RAISONNER SELON UN MODE DE CONSTRUCTION ASCENDANT

On sait qué "iota a n” donne la séquence <1,2,3,....,n>,

On peut alors obtenir une séquence <2,2,2,...,2>, ayant pour longueur n,

comme résultat de la fonction composée de "iota o n” avec "ALL 2”

let def f = ALL 2 o (iota o n)

Tl suffit alors de multiplier

«mult a [17,f] donne <1,2,4,8,...,2">

2" est le dernier terme de cette séquence

last o («mult o [17,f]) donne 2”

L'EXPRESSION TROUVEE EST

(1) last o (#mult o [1°,ALL 2° © (iota a n)])

Considérons l’interprétation de cette expression sur un objet z pour

lequel elle n’a pas pour résultat 7!” (autrement dit pour lequel elle est

définie)

n iota ALL2-

2 w#-> MN --++> €1,2,..,n> =----- > €2,2,.6452> +

| | #mult last
|
|

- [-=-==>€1,254,...,2 d-=--> 2
1 |

SE 3 Se Becca Porn SSSS SE SSS SELES Me

Nous comptons donc deux séquences intermédiaires résultats de "ALL 2°”

et de "#mult”
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N(1) = I(1) = 2.

® ON PEUT RAISONNER AVEC UN MODE DE CONSTRUCTION DESCENDANT

Si on définit une fonction f ayant pour résultat

£152,458, ...,2">,

l’expression “last o f” dennera 2”. f peut s’exprimer par une itération

"xg". Pour i de 1 4n, g a un premier argument git et a pour résultat 2°

La valeur initiale est 2° . On peut écrire

where def f = xg o [1 ,iota on]

g doit multiplier par 2 son premier argument. g s’écrit donc

where def g = mult o [71,2 ]

L?EXPRESSION TROUVEE EST ALORS

(2) last o (¥(muit o (71,2 ]) o [1 ,ieta o nl)

Le schéma du calcul est le suivant

n iota

m--> mn ----> €1,2,..6.,-

{*(multo[?2,2 ]) ;, last ,

[=2-Se=S=2=== 5 > (Ly Z145 aaagZ > ----5?———-N

L’expression (2) ne spécifie qu’une séquence intermédiaire. La séquence

de 2 qui est introduite par "ALL 2” dans l’expression (1) a disparu:

N(2) = 1(2) = 1
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b) Exemple 2

Pour une expression calculant x" , une difficulté nouvelle apparait avec

l’argument supplémentaire x.

On introduit deux fonctions x et n ayant respectivement pour résultat x

et n. Ces résultats sont obtenus pour toute donnée d’un objet z du domaine

de définition de l’expression de calcul de x". x et n sont plus agréables 4

retrouver dans cette expression que "71" et "72".

@ EN CHERCHANT SELON UN MODE?DE CONSTRUCTION ASCENDANT

La primitive "dist1" peut nous permettre d’obtenir une séquence de cou-

ples [x,i]

distl o [x,iota on) donne <{x,1],[x,2],[x,3],....,[x,n)

On peut “one écrire une fonction f ayant pour résultat une séquence de x

ayant pour langueur n,

let def f = ALL 71 0 (distl o [x,iota o n]) donne <x,x,x,....4x>

En reprenant le raisannement que nous avions fait pour trouver la premiére

expression de 2" y on obtient

emult o [1 ,f]

qui a pour résultat la séquence Ly Xp eee y XD et

last o (#mult o [1°,f])

a@ pour résultat x",
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L’ EXPRESSION TROUVEE EST

(1) last o (#mult o [1°, ALL 21 0 (distl o [x,iota o nJ)])

Le schéma de calcul est le suivant:

n iota distl ALL 71

Zo <--> N ----> <1,2,...,n>--=+-- > <[x,1],[x,2],...,[x,n]> ------ DEK Ky oe XD

| / /
| x / /
| ---+--------~------ > x /
| _ /
| 1 /
eet n rte enn nnn nnn ene eee nen > Lo ------~-------------+----+---|

«mult |

|
v

<1,K,x 4X, >

|
On compte N(1) = 3 et I1(1) = 2. last |

v

v

@ AVEC UN RAISGNNEMENT DESCENDANT

Le raisonnement 4 effectuer est le méme que pour obtenir la deuxiéme

expressian de 2”. La difficulté supplémentaire vient de l’argument x.

: . 2 n n
On veut obtenir la séquence s: <1,x,x°,...,% >$ x. en est le dernier

terme.

La séquence s est résultat d’une itération "*g”. Si le premier argument

d ind i + 4 foot 1 -& g est x“, g doit retourner x” et ceci pour i de 1 @ a,

sa nie Seys : 0
L’ initialisation est alors x’.

Il est alors normal d’écrire l’ expression
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(e) *g 0 [1 ,iota o n]

Tl reste a écrire une expression de g. Pour i de lan, gq s’applique au

[tt
couple ,i]. On sait donc que 71" donne yin Il suffit denc de mul~

tiplier par x. Il faut utiliser la fonction x pour oabtenir cétte valeur.

Il est cependant faux de définir g par l’expression "mult o [71,x]”. €n

effet, x doit avoir pour argument un objet z argument de (e) et non un des

couples fe a argument de g. Pour obtenir cet x, il faut modifier

l’argument de g. Il ne serait pas opportun de toucher au premier élément du

couple qui donne les termés x de la séquence résultat. Le plus simple est

de modifier le deuxidme élément i.

PREMIERE SOLUTION

On modifie i en [z,i]. L’argument de ’#g” doit alors étre le résultat dé

(a) [1',distl o [id,iota o nl]

Le schéma suivant montre un calcul effectué par (a):

n iota dist]

Z -#-> no -==> 61,2...,99 eaene-ee > <(z,1],[z,2],...,lz,n)>

Au niveau de g, bn obtient z par le sélecteur "71072", g peut se définir

par:

def g = mult o [?1,x 0 (710?2)]
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L’ EXPRESSION EST ALORS

(2) last o (¥g o [1 ,distl o [id,iota o n]J)

where def g = mult o [71,x 0 (21072)]

Pour visualiser le calcul, nous complétons le schéma de (a) par:

{1,<{z,1],{z,2],...,[z,n]>]------ > yxgx? peasy”
|
| last

Vv
a

x

avec, pour i de 1 an, un calcul de g:

il 72 21 x mult

[x [2,4] ] ---> {z,i] ---> z ---> x ----> x
21 . 4f

On compte N(2) = 2 et I(2) =.

Cependant, dans 1’expression (2), x est placé dans l’expression de gq.

L’expression (2) spécifie n calculs de x pour notre interprétation. Cette

expression est obtenue par un raisonnement structuré de maniére descendante

Car on pense & x au moment ot 1’on en a besoin pour définir la fonction

itérée g. La fonction x est alors placée naturellement dans l’expression de

g. C’est en faisant un tel raisonnement que des débutants écrivent des pro-

grammes qui relisent n fois la donnée x.

AUTRE SOLUTION

évite de placer x dans l’expression de g’ dans "g’”. L’ argument de "%g’”
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doit alors étre le résultat de

(b) [17 ,distl o [x,iota o nj}

Le schéma suivant mantre un calcul effectué par (b):

n iata distl

Zo---> mW w==> C1,2)...,M> ----- +> <[x,1],[x,2],..., fen)

Au niveau de g’, on obtient x par le sélecteur "21072" et g’ se définit

alors par

def g’ = mult o [71,71072]

L’EXPRESSION TROUVEE EST ALORS

(3) last o («g’ o [1 ,distl o [x,iota o nJ])

where def g’ © mult o [71,210?2]

Cette fais, x est placé au bon endroit (hors de l’itération wg’).

On peut compléter le schéma ci-dessus par:

[1,<(x,1],(x,2],...,fx,n}o}----- 4 pga a dD
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avec, pour ide 1 An un caleul de g’

big, M2 Th mult

[x ",[x,i]] ---> [x,i] ---> « ----> x

/
| 71 ; /

On compte N(3) = 2 et I1(3) = 1. Les expressions (2) et (3) engendrent

une séquence intermédiaire de moins que l’expression (1) trouvée selon une

méthode ascendante. Mais elles sont moins lisibles.

4.2. Quand l'utilisation d’expressions connues ne donne pas uhe bonne

solutian

. . Af
Nous proposons des expressions pour obtenir 2 /n!.

: apy ONG pam 
aCertaines demandent deux itérations séparées, l’une donnant 2. et

l’autre donnant n!. Ces expressions spécifient alors deux séquences

intermédiaires, celle des puissances successives de 2 et la séquence des i!

pour ide Oan.

Mais d’autres expressions n’exigent qu’une séquence intermédiaire. On

. ‘ F . npeut proposer une expression qui correspond a un calcul paralléle de 2 et

n!, Cette expression construit la séquence intermédiaire des couples

i. . :
{2°,i!] pour i de Oan.

. ‘ : z lprUne meilleure expression prend le dernier terme de la séquence des 2 /i!

pour ide Oan.
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On peut raisonner de maniére analogue pour trouver des expressions qui

correspondent a divers calculs de Zaibi + Lcidi. Supposoris que 1’on

veuille réutiliser une expression de calcul du produit scalaire, on écrit

alers deux itérations séparées, l’une calculant le produit scalaire Laibi,

l’autre calculant le produit scalaire Scidi,

L’exemple est cité par R. BURSTALL et J. ARLINGTON [Bur77}]. Leur

systéme transforme le programme qui calcule séparément Yaibi et Ecidi en un

programme qui calcule la somme

0 + (albl + cldl) + (a2b2 + c2d2) +... + (anbn + end)

Ce calcul est effectué par une seule itération qui cumule les

"aibi+cidi” pour i de l an.

a) Exemple 3

@ POUR UNE EXPRESSION CALCULANT 2"/nt, ON UTILISE DES EXPRESSION DE 2” ET

nt

Nous pouvons reprendre les expressions déjé trouvées au paragraphe 3.1

qui ont pour résultat la séquence £1,2,4,8,...,2">

def uzxmult o [1 ,ALL 2 o (iota o n)])

ou encore

def u=x(mult o [71,2 ]) o [1 ,iota on].

Nous pouvons aussi écrire une fonction v qui a pour résultat la séquence

<1,1,2,6,...,n!>
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def vexmult o [1 ,iota o vl.

Les deux séquences obtenues peuvent alors étre couplées par trans,

"trans o [u,v] donnant <{2,11,(2,1],£4,21,(8,6],...,[2" nt ]}>, pour étre

"consommées en paralléle” par une itération "ALL /”,

ALL / o (trans o [u,v})

a pour résultat <1,2,4/2,8/6,...,2"/nt>.

Alors 2" est résultat de

last o (ALL / 6 (trans o [u,v])).

Mais nous pouvons aussi dire que “last o (trans o [u,v])” a pour

résultat [2",n!] et donc que

"/ oa (last o (trans o [u,v]))” a pour résultat 2'/nt

NOUS AVONS OBTENU LES EXPRESSIONS

(1) last o (ALL / o (trans o [u,vl]))

ou

(2) / o (last o (trans o [u,v]))

where def u = «mult o [1 ,ALL 2. o (iota o n)]

ou encore

def u = (mult o [71,2 ]) o [1 ,iota o a]

et def v = «mult o [1 ,iota o n]

On peut aussi penser & utiliser des expressions de "last o wu” pour

avoir n! et de "last o v” pour avoir 2” et Van trouve alors qué 2"/nt est

résultat de 1’expression
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(3) / o {last 0 u,last o v}

Les schémas de calcul pour ces expressions sont

pour (1)

u F trans a ALL / A
Z----941,2,...,2 D------- ><[1,1],(2,1],...,[2 nt ]>---4-- >€1/1,2/1,...,2 /nty

| /
J v / last |

or *KI,1,...,Ab V

2"/nt

pour (2)

u n trans ‘

Beene) 42) 005) 2 annem ne ><f1,1],[2,1],...,(2° nt >

| / |
J ov / | last
seee eel > <Lyly...ynb> y

[2,08]
| /
1

2 /alt

pour (3)

u last h

B8-2PK1 25 0 cay 2 peewee 32
| [oy
| | ------+ > 2 /n!
lov last |
Saas=Se D612, 00.4, ---=> Af weeee

On peut compter:

N(L) = N(u)+N(v)42 et I(1) = Tuj+I(v)4l

N(2) = N(u)#N(v)4l et 102) = [(ujel(v)

N(3) = NCu)eN(v) et [(3)sT(u)sI(v)

@ PAR UN RAISONNEMENT DESCENDANT

Avec une fonction f qui calcule £1,152, 006,2 Val, "last o f” a pour

résultat 2"/nt,
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1f est une itération "*g”, Si le premier argument de g est 277 /(i-1)!,

g doit avoir pour résultat 2°/i! et ceci pour ide lan.

L’ initialisation est alors 2°vo1, soit 1. On définit alors f

where def f = xg o [1° ,iota a nl

Quand on écrit g, "71" donne oy » il suffit donc que g multi-

plie par 2/i son premier argument. L’entier i est un terme de la séquence

*jota on”, On trouve alors

where def g = mult o [71,/ 0 [2,22]

L’ EXPRESSION EST

(4) last o (#g o [1 ,iota o nj}

where def g = mult o [71,/ 0 [2°,72]]

Le schéma du calcul est

n iota

Z ---) mn ----> €1,2,...,0>-

| | xg last
| — €1,2,4/2, 006527 /nt>d --=-9 2/0!
|

On compte N(4) = I(4) = 1.
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@ AUTRE RAISONNEMENT DESCENDANT

Gn peut aussi considérer la séquence des couples [27,41] pour ide 1 @

2"/n! est obtenu par l’expression ” / o (last o f) * en utilisant une

Fonction f qui calcule la séquence

<£1,1],£2,1],(4,2],[8,3],...,{2" at]

On écrit alors que f est une itération "4g". Si l’argument de g est le

couple

(i207 G-via,

g doit avoir pour résultat le couple (2 jin],

L’ initialisation est alors le cauple (2°,01], soit [1,1]. Ce qui donne

where def f = xg a [[1,1 ],iota o nj

g doit multiplier le premier élément du couple par 2 et le deuxiéme par i,

pour i de 1 an, Sachant que le premier élément du couple est obtenu par

"21071" et i par "22", une définition de gq est

where def g = [ mult o [2 ,?1071] , mult o [22071,72] ]

L’ EXPRESSION TROUVEE EST ALORS

(5) /o (last o (*g o [[1,1 ] iota on]

where def g = [ mult o [2 ,71071) , mult o {?2071,72] ]

Le schéma de calcul est

premiére partie

65

n iota

g--dn====>¢1,2, 662 ,0-

| lxg last /
{-=><£1,11,[2,1],[4,2],...5[2",n! }>---->£2" at ]-->2 Vet

tat? Gea) t] i] ----------- seen >2 mult
{7 ay M1 yoy [eeseeseee >2*
[--->[2°7*, (i-d) t]----->277
| | 22
(re, SS >Gi-1)! mult
| P20 ena >i!
were ee nnn nen nee en nee > i

Comme paur l’expression (4), an compte

N(5) = 1(5) = 1,

L’expression (5) peut étre cansidérée comme moins bonne : la séquence

résultat de l’itération est une séquence de paires. Pour savoir apprécier

la meilleure des deux expressions (4) et (5), il faudrait connaitre les

coits respectifs des opérations “mult” et ’/”.

b) Exemple 4

® POUR OBTENIR UNE EXPRESSION DE

(albl+a2b2+...+anbn)+(cldl+c2d2+...+endn)

Tl est tentant d’utiliser une expression d’une fonction qui ait pour

résultat un produit scalaire de deux vecteurs. Soit ps une telle fonction.

Nous avons déjaé cité des expressions pour définir ps au paragraphe 2.6.b).

On peut prendre

premiére partie



66

def ps = last o (¥+ o [0 ,ALL mult o trans])

ou encore

def ps = last o (#(+ 0 [7l,mult o ?2]) o (0 ,trans]

On peut introduire des fonctions a, b, c et d telles que, pour i del a

n, "ari? soit 1’élément ai, "b:i” soit l’élément bi, "c:i” sait l’élément

ci et "d:i? soit 1’élément di, Une fonction n donne 1a longueur cemmune

des quatre vecteurs. On a alors

"ALL ao (iota o n)” qui donne <al,a2,...,an>,

"ALL bo (iota o nm)” qui donne <bl,b2,...,bn>,

"ALL co (iota on)” qui donne <cl,c2,...,cm> et

"ALL da (iota on)” qui donne <dl,d2,...,dn>.

L’ expression

ps o [ALL ao (iota o n),ALL b o (iota o n)]

a@ pour résultat le produit scalaire albl+a2b2+...+anbn.

L’ expression

ps o [ALL c o (iota o n),ALL do (iota o n)]

a pour résultat le produit scalaire cldl+c2d2+...+cndn

L°EXPRESSION S’ECRIT ALORS

(1) +0 [ps o [ALL a o (iota a n),ALL bo (iota on),

ps o [ALL c o (iota an),ALL do (iota o n))]

Notre systéme de transformation sera capable de transformer cette

expression (1) en une expression
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(2) last o (*f o [0° ,iota o nj)

where def f = + 0 [2]

»+o[ mult o [a 6 ?2,b 0 22]

» muit o [c o 72,d o 72} J] J

qui cumule les calculs paralléles des aibi et des cidi pour ide lan.

Le systéme de R. BURSTALL et J. DARLINGTON demande un "eureka” (demande

d’aide 4 l’utilisateur) pour faire cette transformation [Bur77].

4.3. A propos du raisonnement descendant

Pour les exemples que nous avons considérés jusqu’a maintenant, il peut

sembler qu’un raisonnement descendant conduit a trouver des expressions qui

spécifient moins de séquences intermédiaires que si l’on choisit un

Taisannement ascendant. Cependant, ce n’est pas toujours le cas pour les

exemples que nous allons étudier maintenant.

a) Exemple 5

® PROBLEME D’ IMBRICATION

. n
Nous voulons par exemple une expression calculant 142+4+...42". Nous

utilisons une fonction de nomn donnant l’entier n. Une itération peut

cumuler les puissances successives de 2, ce que fait "*g”, si, pour ide Ll

rs . il pe :
an, g ajoute 2° 4 son premier argument.

L’expression s’écrit alors

last o (*g o [0 ,iota o nj)
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Si une fonction f, appliquée a un argument i, donne 2°, on peut écrire

def g = + 0 [71,f072]}

5Pour définir f, il est alors possible de penser 4 écrire une expression

du caleul de 27. Soit par exemple

where def f = last o (¥mult o {1°,ALL 2 © iota])

LYEXPRESSION CONSTRUITE EST

(i) last o (xg o [0° ,iota o nj)

where def g = +0 [71, fo 22)

and def f = last o (#mult o [ 1 ,ALL 2° © iota] )

Cette expression effectue le calcul suivant

t-l .j i- i-l, yi[O+le2e...42° "yi ]--->0+]424...42°°7 -n--e >(O41424+...42° 42

avec fF qui, pour chaque i, calcule 2° en effectuant

CC...0€(1)2)2)...92)

ce qui est pour le moins inefficace.

On compte I(i) = 1 + n¥I(f) et N(i) = 1 + n#N(f) avec I(f) + N(F)e 2.

sUn tel raisonnement conduit a@ écrire en PASCAL deux itérations

"imbriquées”
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$:20;

FOR I :=1 TO WN DO

BEGIN

Pr=1;

FOR J:= 1 TO I 00 P:=Px2;

S:=S+P

END;

b) Exemple 6

QUAND UN CALCUL CONSTANT EST PLACE DANS UNE ITERATION

C'est un probléme bien connu des programmes itératifs. On enseigneprog

qu’il ne faut pas faire répéter un calcul “constant” (qui donne la méme

valeur pour tout 1) par une itération d’indice i.

Un exemple nous est donné par le probléme suivant L’expression doit

avoir pour résultat une séquence de n moyennes. Chaque moyenne est faite

pour les n éléments d’une séquence de 10 valeurs avec les pondérations

a a3]

By rPar- ++ 1DyQ”

On appelle p une fonction telle que "p:j” soit 1’élément de rang j d’un

vecteur de pondérations. Une fonction x appliquée au couple [i,j] donne

l’élément j du i-éme vecteur de valeurs. La fenction nommée nm donne

l’entier n.

© NOUS PROPOSONS UNE EXPRESSION COUTEUSE QUI ITERE LE CALCUL DE LA SOMME

DES PONDERATIONS

Si, pour i de 1 aon, "fri" donne la i-dme moyenne, "ALL fon (inta a nj”

@ pour résultat la séquence des n moyennes.

Avec Ys ti” donnant le i-éme produit vectoriel entre valeurs et

pondérations et "sori? donnant la somme des pondérations, on peut définir f
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par

where def f = / 0 [s,s ]
2

Il suffit d’écrire des expressions de S) et de Sy: Nous débutons par

bie ”8, DOIT AVOIR POUR RESULTAT P)tPote+s+Pi 9”

On écrit

where def $, = last o (#+ 0 [0 ,u])

and def u =ALL p o (iota o 10)

ou encore

def s, = last 0 (¥(+ 0 [2l,p 0 72]) o [0 ,iota o 10° ])

ECRIVONS MAINTENANT UNE EXPRESSION DE Sy:

Appliquée 4 un entier j de 1 410, s, doit avoir pour résultat
1

SPI 2P2Xap7 +P OX 10"

8) est l’expression du dernier terme de la séquence résultat d’une

itération "*g”. g ajoute le j-éme produit ee et ceci pour j de 1 a 10.

Siu donne la séquence des pondérations et v celle des 10 valeurs ays on

peut écrire

where def 3) 2 last o (+ 0 [0 ,ALL mult o (trans o [u,v})]

ua pour résultat <PysPoy +++ sPig?s on a déja défini pour 8,

def u = ALL p o (iota o 10°)
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Il reste v qui doit fournir <x; sX.,q2- Il nous faut pour cela laXia % 19

séquence

<fi,2],{i,2],...,[41,10}>

résultat de “distl o [id,iota o 10°]”

et alors

def v = ALL x o (distl o [id,icta o 10°])

L’EXPRESSION DE s, EST FINALEMENT

where def S$) 5

last o (+0 [0 ,

ALL mult o (trans

o [ALL pa (iota o 10),

ALL x 0 (distl o [id,iota o 10°})])

L*’EXPRESSION DONNANT LA SEQUENCE DES N MOYENNES

(1) ALL (/ 0 (s),8,]) o (iota o n)

recommence le calcul de la somme des pondérations 8, pour chaque calcul

d’une des n moyennes. Cette aberration se produit quand on raisonne sur un

made descendant car on place So a l’endroit ou l’on veut s’en servir, c’est

& dire au moment de calculer une des moyennes.

Gn peut d’ailleurs compter

N(1) = nx(N(s,)+N(s,)) + let I(l) = ne(I(s))+I(s5)) +l.

© MEILLEURES EXPRESSIONS
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Il est pourtant plus simple d’écrire une expression fonctionnelle qui au lieu de diviser par 10 le dernier terme de la séquence suivante

utilise pour chaque calcul d’une moyenne la somme des pondérations,

(c) <O,x,,x, +x +X 4X4. >.résultat de 85. Elle peut @tre 
perenne “19

Appelons x une fonction donnant pour résultat la séquence(2) ALL (/ o [72,271]) © (distil o [s,,ALL s, 0 (icta o n)}
1

wayqui engendre la séquence intermédiaire des n moyennes avec la fonetion v2 ne

@ DANS LE CAS GU L’ON PENSE A LA SEQUENCE (b)ALL Ss) 9 (iota an).

La moyenne est le dernier terme de (b). Pour obtenir (b), on utilise uneL’expression suivante n’engendre pas cette séquence intermédiaire:

itération "*f". f doit diviser par 10 le cumul "x.+x ey1 grr tk

peut @étre le résultat d’une fonction g. g ajoute x a MX AX te AK, a" Le

» Le cumul

(3) ALL (40 (s) 0 72,71]) a (distl o [s, ,iota o nj)

deuxiéme argument de f doit étre i. f est alors définie parOn compte:

N(2) = neN(s,) + N(so) +3 et 1(2) = n*I(s)) + I(s,) +2 def f = [/ o [g,10°],g]

N(3) = neN(s)) + N(s,) +2 et 1(3) = neI(s)) + M(s,) +1,

ayant pour résultat le couple "UO txts 1x, fis Kp tX abe AK, af » @gN(s,) ou I(s,) ne sont plus multipliés par le coefficient n.

s'applique a MX AK ote bx” obtenu par "72071" et a TM” obtenu par ”72”,

c) Exemple 7 
On a

QUAND ON NE CHOISIT PAS LA BONNE SEQUENCE INTERMEDIAIRE 
def g = + o [72071,72]

Il peut arriver que l’on ne choisisse pas la bonne séquence "*f” a alors pour résultat non pas la séquence (b) mais la séquence

intermédiaire, Qn calcule par exemple une moyenne de 10 entiers,

<{0,0}, [x, /10, x) 1]; E(x, +%, )/10,x 1s ya wD OQ ex ote xy 9/19; 1X AX ote +X) 9DKy Xgre aX Q2s en la considérant comme le dernier terme d’une séquence de

moyennes successives. Ce peut étre la séquence Un premier argument de "*f* est l’initialisation [0,0] résultat de

(a) <O,x)5(x)4x,)/2, (x, +x 99g )/3 poo (Ky Kt. 14%) 4)/10>; [07,07]41 1°2

ou encore la séquence 
Un deuxiéme argument doit @tre la séquence

)/10>;(b) 60x) /10, (x) +Xy)/105 0465 (xy 4x gtr hg SX) s%Xqr+++9%yQ> Fésultat de la fonction x.

premiére partie 
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LA MOYENNE EST ALORS

(1} 71 0 (last o +f o [[0°,0°],x])

where def f = [ / 0 [g,10] , gq]

and def q =+ 0 [?2071,72]

@ EN PARTANT DU CAS DE LA SEQUENCE (a),

la séquence des cumuls

S05) Ky tX ys eee Mp byte HKD

est résultat de "¥+ 0 [0 ,x}”.

On peut alors penser 4 obtenir (a) en divisant chaque terme de

<Uxy 51], [x4 552}, +09 Oxy tx te.tx snd
2

Cette séquence est obtenue par

def u = trans o [tl ao (#+ o [0 ,x]}),iota o 10°]

on a alors

(2) last o (ALL / a u)

@ EN DIVISANT PAR 10 LE DERNIER TERME DE LA SEQUENCE (c) DES CUMULS DES x

on obtient

(3) fof last o (#4 0 [0 jx) , 10° ]

On compte:

premiére partie

N(1} = 1 et

N(2) = 4 et

N(3) = 1 et

L’expression (1) est cependant moins bonne que

75

I(1) = 2

1(2) = 2

1(3) = 1

expression (3): Dans

ef”, on itére l’opération ”/”. "*f” est plus coditeuse que 4+”,

4.4. A propos des conditionnelles

Tl arrive

a) Exemple 8

le plus fréquemment d’écrire des tests superflus parce que

@ ON RECOMMENCE UN TEST DEJA FAIT

En raisonnant sur un made descendant, il peut arriver d’oublier un test

déja effectué et de le recommencer.

Tl] faut par exemple obtenir une séquence de libellés au sujet den moy-

ennes.

Nous appellerons "moy” une fonction ayant pour résultat la moyenne.

"moy” peut étre définie par une des expressions trouvées pour l’exemple 6.

Avec les tests

Let def pl =

and def p2 =

and def p3 =

gt o [moy,12°]

gt o [may,10 ]

gt o [may,8 ]

on écrit l’expression

(e) pl -> ey ( p2->s 53 ( p3 -> t 3; u))
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avec des fonctions r,s,t,u qui ont pour résultats respectifs les libellés

appropriés aux quatre cas d’une moyenne supérieure a 12, d’une moyenne

comprise entre 10 et 12, d’une moyenne comprise entre 8 et 10 et d'une moy~

enne inférieure 4 8.

Pour les fonctions r et t, le libellé va dépendre du (caractére “a” ou

"b”) résultat d’une fonction num,

On a par exemple

where def r= gl ->h; 5s

where def ql = eq a [num,a |}

and def h = [num,moy,mention bien ]

and def s = [num,moy,admis ]

and def u = [num,moy,recale }

and def t = q2 -> u; (p3 -> k ; z)

where def q2 = eq o [num,b ]

and def k = (num,moy,oral |

and def z = [num,moy,recale |)

Dans l’expression de t, on recommence inutilement un test effectué par

le prédicat p3. En effet t est placée dans l’expression (1) la of le

prédicat p3 a toujours un résultat ”T”. La redondance du test p3 peut se

vair sur un oarganigramme
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pl--~~~--
T/ | F

ql-- p2---

T/ [Fo Ts | F
h 8 s p3---

T/ | F

q2-- u

T/ |

u p3--

T/ | F

k u

b) Exemple 9

@ AUTRE REDONDANCE DE TEST

Pour un probléme analogue, on écrit une expression

(f) ql -> (pl -> hy ( p2->m3u))

; (pl -> 1; ( p2-> m5 (p3 -> k 5 u)))

Les fonctions ql, pl, p2, p3, u, h et k sont celles de Vexemple 8. m et

ns’écrivent

where def m = [num,moy,mention passable |

and defn = [num,moy,mention tres bien]

Dans le cas oll le résultat de f est m, l’organigramme montre que l’on

teste inutilement ql
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4.5. Exemple 10. I) faut connaitre des propriétés des fonctions qu’on

utilise

Pour obtenir divers types de dannées dans une expression fonctionnelle,

il suffit d’introduire les fonctions appropriées. Ces primitives ont des

propriétés qui peuvent servir a écrire ume bonne expression ou a

transformer les expressions. Nous donnons un petit exemple.

Soit une fonction "inv” telle que "inv:[t,i]” échange les éléments de

rang i et i+] dans un vecteur t,

soit une fonction “decal” telle que "decal :[t,i]” place L’élément de rang

itl au rang i,

soit une fonction “val” telle que "val:[t,i]” donne le i-éme élément de t,

soit enfin une fanction “place” telle que "place:[x,t,i]” met la valeur x

au rang i dans t.

Appelons t une fonction dannant la suite t.

LES EXPRESSIONS

(1) last o (#inv o [t,iota o n})

et (2) place o [val o [t,] ]

,last o (xdecal o [ t ,iota on J)

»+oll yn] ]

79

citement l’expression (2). L’expression (1) arrive au méme résultat par une

suite de n inversions.

On peut préférer la deuxiéme expression si l’on connait des propriétés

des fonctions ”inv”, “decal”, "place” et val”

Par exemple, pour tout vecteur t a tout rang i dans t, on a

invilt,i] == place:[val:[t,i],decal:[t,i},i#l].

Cette propriété s’exprime au niveau fonctionnel par

(PRL) inv = place o [val,decal,+ o {1°,22]]

En plus de PR1, il faut connaitre d’autres propriétés pour justifier que

les définitions (1) et (2) donnent la méme fonction. Mais, an peut se ser-

vir de PR1 pour constater que la fonction “inv” est plus coiiteuse que

"decal". Ainsi, on choisira plutét l’expression (2).

4.6. Un dernier exemple

Les exemples précédents servent @ introduire le but de notre travail.

Nous considérons des expressions correctes construites selon un mode de

Taisonnement "avec séquences”. Nous avons vu que cela conduisait a obtenir

des expressions qui multiplient les séquences intermédiaires (exemples 1,

2, 3, 4, 5, 6 et 7) et introduisent des redondances de test (exemples 8 et

as L’expression la plus simple n’est pas non plus toujours la meilleure

quand on considére de maniére fine les propriétés des fonctions qu’an

décalent les éléments de rang 2,3,...n+1 de t respectivement aux rangs .

emploie (exemple 10). C’est pourquoi nous voulons obtenir un systéme de

1,2,...n et placent celui de rang 1 au rang n+l. C’est ce que fait expli-
transformation qui améliore ces expressions.

premiére partie Préemiére partie
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Terminons par 1’exeaple qui nous a donné 1’idée de ce travail

Il s’agissait de décrire le calcul d’une exponentielle par sa série.

Des étudiants utilisant MEDEE (le mode de construction de programmes

structurés que nous leur proposions: [Pai79], [Fin79], [Guy84}) me

suggéraient alors quelquefois le programme PASCAL suivant:

PROGRAM EXPO;

VAR

EPSI,X,5,U,¥,T:REAL;

I,J: INTEGER;

BEGIN

READ(X,EPSI);

SseljIs2O0;Ti21;

WHILE (ABS{T)>EPSI) OR (I < 100) DO

BEGIN

T:=I+1;

%ealcul de x°%
Urels

FOR J :=1 TQ I DO U:=ttex

wealcul de i!%

Viel;

FOR J:=1 TO 1 O00 Vi=¥xJ;

Ts= U/V;

5:2S4T

END;

WRITE(S)

END.

: i 2 .
Les calculs de i! et de x” sont recommencés pour chaque i (comme pour

l’exemple 5). Les deux itérations consommant la méme séquence <1,2,...,i>

sont faites séparément et les intermédiaires u et v sont inutiles (comme

dans les expressions (1) (2) et (3) de l’exemple 3).

Pour comprendre le raisonnement conduisant a écrire un tel programme,

nous allons écrire une expression fonctionnelle ayant pour résultat

Ll+x+¢+ 2/2! $e 001

premiére partie
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Pour simplifier, nous ne comparons pas le terme général de la série avec

un seuvil donné mais le raisonnement serait identique, il suffirait

d’utiliser WH”,

CONSTRUCTION D'UNE EXPRESSION CALCULANT LA SOMME Laxa. 4x29) 99)

Nous appellons x une fonction dennant le réel x. Si L’on définit une

fonction f qui cumule les x/il, la somme est le résultat de 1’ expression

"last o f",

Si des fonctions u et v ont pour résultat x et it, */ o [u,v]® a pour

résultat a

Si "sf" a pour résultat la séquence de triplets

E11, 1], [oxy x2], [exex2/21 22,211, 0. Lace ax? 1001 xt 001 Jp

f peut s’écrire

let def fF = [ + 0 [71071,/ 0 fu,v]] , u, v]

L’expressian

71 0 (last o *f)

donne alors la somme.

Il reste a écrire l’expression de l’argument de "*f”, On sait que

distl o [x,iota o 100°]

donne une séquence <[x,1},[x,2],...,{x,100]>.

La valeur initiale est le triplet [1,1,l]. %*f" peut s'appliquer au
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résultat de 1’expression

[[1°,2°,1 ],distl o (x, iota 0 100°]

Nous pouvons alors définir v qui a pour résultat if. Connaissant le

deuxiéme élément argument de f: [x,i], on voit que 22” donne [x,i] et

"22072" donne i. la fonction v est définie par

def v = last o (¥mult o [1 ,iota o (22072)])

Il reste 4 définir u qui a pour résultat x,

ah ; . . j-l .uest une itération "last a ¥r”, Si r a un premier argument xd , t doit

J
avoir pour résultat x°, il suffit de multiplier par x.

Connaissant le deuxiéme élément argument de f: [x,i], "71072" donne x et

92072” donne la puissance i de x. On écrit alors

def u = last o (#r o [1 ,distl o [?lo0?2,ieta o (72022)])

et def r = mult o [71,71072]

L’EXPRESSION TROUVEE EST ALORS

(1)

210 (last o (*f o [[1',1°,1 ],distl o [x,iota o 100°]]))

where def f = [ + o [7107], /o [u,v]] , u,v]

and def v = last o (#mult o [1 ,iota o (?2072)])

and def u= last o («(mult o [71,?1072])

o [1 ,distl o [71072,iota 0 (72072)]])

Le calcul se fait selon le schéma suivant:
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83

eee ee Zz weer ene

[1 | |
rl | x | 100
il] v v

1,1,1] ; te

| | iota
| Vv

| he2, ++ 1009

|

|
| ¥f

|

V 100 100
<{1,1,1],flex,x,l],...,[lext,...,x° /100lyx” 1001 ]>

| last

v a1

Clee on vipat xe” root <2-<= > Lares. /1001

De plus, le calcul de "*f” se fait selon le schéma

[Liexe. axe tyts-nyt xt tea) fx, i)
| | | | |
}? 1071 Ju Jv fu |v

Moy kh OS
lext...¢x” /Ci-1l}! x il x, ib]

| |

[ dexte.c ax il,

On compte le nombre de séquences intermédiaires
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N(1) = 100#N(u) + lOO#N(v) + 2 avec N(u) = 2 et N(v) = lL

donc N(1) = 302

et le nombre d’itérations

T(1) = 100¥I(u) + 100«I(v) +l avec I(u}) = Let I(v) 21

done I(1) = 201

CONSTRUISONS DE MEILLEURES EXPRESSIONS

Pour

let def f = xmult o [1 ,icta o 100 J,

f a pour résultat <O!,1!,...,100!>,

Pour

let def g = mult o [ 1, ALL?1 @ (distl o [x,iota o 100 ]) J,

g a pour résulitat Cia, 2.

Donec

let def k= ALL / o (trans o [g,f]),

k a pour résultat <1/0!,x/1! 4.025% P0019,

L’ expression

last o (+ 0 [1 ,tl 0 k])

calcule la somme voulue.

L° EXPRESSION S*ECRIT
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(2) last o (4+ o [1 ,tl o k])

where def k = ALL / o (trans o [f,g]])

where def f z¥mult o [1 ,iota o 1007]

and def g =*mult o [ 1°, ALL?1 0 (distl o [x,iota a 1007]) ]

On compte N(2) = 7 et I(2) = 5

MAIS ON PEUT TROUVER AUSSI L’ EXPRESSION

(3)

271 0 (last o (#f o [[1 ,1 ],distl o [x,iota o 1007}]))

where def f = + 0 [?lo?1,mult o [72071, / 0 [710?2,?2072]]]

On compte N(3) = 2 et I(3) = 1

L’expression (3) correspond au programme PASCAL

PROGRAM SERIE;

VAR

X,5,T:REAL;

T: INTEGER;

BEGIN

READ(X);

Sral;Trels

FOR I:= 1 TO 100 DO

BEGIN

Tr=TxX/I;

$:254T

END;

WRITE(S);

ENO.

L’expression (3) est la meilleure pour le nombre des séquences

intermédiaires.

5. Les expressions fonctionnelles

Naintenant, nous sommes en mesure de donner une définition compléte des

€xpressions fonctionnelles que nous utilisons pour coder les programmes.
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5.1. Expression fonctionnelle 

b) si fl,f2,...,fm sont dans F et si f€, d’arité n, est dans FF alors

‘ 
f E(f1,f2,...,fn)

i L’ensemble A des atomes est la réunion des booléens, des entiers, des est dans F

réels, des caractéres, des chaines de caractéres, de "!” et de <>”, Nous

Ainsi nous n’autorisons pas la définition de J. BACKUS [Bac78] qui
excluons toute notation d’objet qui n’est pas un atome. Les atomes sont oe _ we. . .

ajoute la possibilité de définir une fonction par une équation récursive
les arguments de *_”. Soit C l’ensemble des fonctions.

def f = E(f) ot E(f) est une expression fonctionnelle contenant f.
L’ensemble P des primitives comprend les primitives de base citées au

paragraphe 2.3 et les primitives sur les séquences citées au paragraphe Une fonction donnant n! serait alors définie par l’expression récursive

, 2.4, 
i - -| 

def f = eqd -> 1 3 mult o [id,f o (- o (1 ,ia])]

Gn pourra ajouter des fonctions particuliéres pour traiter des types de . . oo ; .
Nous n’avons pas besoin d’écrire ces définitions récursives.

données différents des séquences. C’est ce qué nous avons fait dans

l’exemple 10 pour le type vecteur en introduisant les fonctions “decal”, Pour exprimer les fonctions, nous pouvons utiliser uniquement les formes

"inv”’, “place” et "val". fonctionmelles "ALL”, *%” et "WH? que nous avons choisies. Ceci est

théoriquement assez puissant et correspond mieux au style des programmes
Notons aussi que l’ensemble P est infini car il contient les sélecteurs.q 

«fs
que nous considérons.

| L’ensemble FF des formes fonctionnelles comprend 
.

Nous décrivens par exemple 1a fonction f de résultat ni! par une

a) les trois formes fonctionnelles de base {_o_,[_..._],_->.3_}, "itération”

| 5) les trois formes fonctionnelles sur les séquences {ALL _,*_,HH_}, def f = last o (*mult o [1 ,iota o nj)
|

Cet ensemble est volontairement réduit (cf. paraqraphe 2.6.). Les formes fonctionnelles “ALL”, "#” et "WH permettent de faire en

Sorte que l’ensemble des fonctions décrites par de telles expressions fonc-
Remarquans aussi que [_..._] est d’arité multiple. . 

a 5 .tionnelles soit équivalent a la classe des programmes itératifs qui ce ter-

L’ensemble F des expressions fonctionnelles est alors défini Minent. Nous nme transformons que des programmes corrects aussi les pro-

récursivement gTammes qui bouclent ne nous intéressent pas. La définition de “WH”

empéche de coder les programmes itératifs qui ne se terminent pas.
a) C et P sont inclus dans F
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5.2. Les fonctions sont toutes strictes

Les ensembles P et FF sont tels que toutes les fonctions f de F soient

strictes donc, pour toute fonction f dans F,

Frill ss 1

J, WILLIAMS [Wil80] fait remarquer que la forme fonctionnelle ”_->_;_"

rest évidemment pas elle méme une fonction stricte. Cependant les fonc-

tions construites par ”_->_;_” sont des fonctions strictes. fn effet, pour

toutes fonctions p, f, g strictes, la fonction "p->f;g" est stricte

(p->fsg)il == (pr!) -> (Fr!) 3 (git) se Po -> op toseY

Le fait que toutes les fonctions FP soient strictes permet d’affirmer

qu’une fonction f définie par une équation récursive "Def f = E(f)” est le

plus petit point fixe salution de cette équation.

Bien que nous rejetions les définitions récursives dans notre restric-

tion du langage FP, il faut que nous définissions les fonctions données par

les formes fonctionnelles ALL”, ”*” et “WH” ainsi que les primitives qui,

elles, sont faites par des définitions récursives.

Pour toute fonction f et pour tout prédicat p, les fonctions "xf" et

"WH(p,f)” ainsi que les primitives comme last”, "tl”,... sont les solu-

tions d’équations récursives.

Appelons I une fonction ’*f’, il est possible de l’écrire avec une

définition récursive:
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def(1)= paire ->

((null o 72) => 21

; ((define o (hd o ?2)) ->

cons o [71, I o [f o [71,71072],t1 o 72]]

31))

Il suffit d’écrire les prédicats "paire”, "null” et define”.

“paire” est un prédicat qui donne "T” quand il s’applique & un couple.

"paire” permet de définir que "*f” est d’arité 2.

null” est un prédicat qui donne "T” quand il s’applique 4 la séquence

vide. Il permet de définir "*f” dans le cas "*f :[z,<>]”.

“define” est un prédicat qui a pour résultat ”T” quand il s’applique & un

objet x différent de ”!", Dans le cas of le sélecteur "hd o ?2” ne donne

pas ”!", c’est que son argument est une séquence d’au moins un élément

(c'est a dire d’une séquence non vide). On est dans le cas

"*fs[z,cons:[x,a]]”.

Nous pouvons écrire des définitions récursives pour "ALL f”, WH(p,f)”

et pour les fonctions primitives. Pour simplifier, nous avons donné des

formes plus intuitives au paragraphe 2.

C’est pourquoi nous voulons aussi que toutes les fonctions soient strictes.

Une remarque importante est que tout sélecteur doit aussi @tre une fonc-

tion stricte, On doit avoir par exemple

71: (3,!] ss 2715 tse!
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2.3. Selecteurs et illisibilité des expressions FP

Les expressions fonctionnelles qu’on exprime "au niveau des fonctions”

souvent peu claires. L’illisibilité est due 4 la suppression dessemblent

variables d’objets arguments de la fonction.

Ces arguments apparaissent sous forme de voriables d’objets quand on

écrit l’expression "au niveau des objets”, ce qui permet de lire facilement

de cette forme d’ expression.

Les arguments sont remplacés par des sélecteurs dans l’expression fonc-

tionnelle "au niveau des fonctions”, ce qui entraine l’hermétisme de cette

forme d’expression,

Par exemple la fonction:

(1) gt -> 71 ; 72

danne le maximum de deux nombres "comparés” par “gt”.

Cependant on peut aussi introduire deux fonctions x et y qui donnent les

deux nombres et on écrit alors 1’expression

(2) (gt o [x,y]) >> x 3 y

qui donne le maximum des deux nombres résultats de x et de y.

L’expression (2) est plus Lisible que l’expression (1). Nous avons

souvent utilisé cette astuce dans les exemples du paragraphe 3. J. BACKUS

appelle "expression pure” la formule (1) et "expression étendue” la formule

(2) [Bac8lal].
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Cependant quand on écrit les fonctions f (et p) arguments de *F, PALL

f? et "WH(p,f)” on utilise les sélecteurs pour obtenir les composantes de

Vvargument de f (et p). C’est ce qui géne la lecture de nos expressions

fonctionnelles.

Rappelons encore une fois que notre but n’est pas d’avoir un bon langage

fonctionnel pour lire les programmes, mais de pouvoir coder simplement lés

programmes itératifs par des expressions fonctionnelles pour leg

transformer en espérant améliorer leur efficacité. Autrement dit: nous

voulons diminuer le nombre de séquences intermédiaires qu’elles engendrent.

Aussi, nous abandonnons la vision des programmes comme des textes mais

nous préférons les voir comme des expressions fonctionnelles et ainsi nous

pourrons faire de 1’”algébre” sur les programmes.

6. Bibliographie

Au sujet de la construction structurée des programmes, l’ouvrage de

référence est celui de E. W. DIIKSTRA [DiJ76].

L’utilisation des suites infinies pour construire les programmes est

mise en évidence dans le langage LUCID ([Ash76],[Ash77]). Les idées d’une

méthode de construction structurée des programmes itératifs utilisant des

Suites finies ont été proposées par C. PAIR [Pai79]. Une approche similaire

a été faite par J. ARSAC [Ars77]. Elles ant permis de définir la méthode

MEDEE [Bel78] qui a été utilisée dans l’enseignement de l’initiation 4 la

Programmation. Il existe un livre d’initiation 4 la programmation utilisant

cette méthade [Duc84] ainsi qu’un éditeur de haut niveau pour manipuler des
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expressions et des "textes” MEDEE [Guy84]. I1 est possible de le traduire

dans divers langages. En particulier, il serait facile de le traduire dans

des expressions FP, Alors notre travail pourrait étre utilisé ace niveau

dans le cadre de MEDEE.

Le premier langage fonctionnel est LISP. La base de LISP est le Lambda-

calcul ([Bar81},{Ber8la}. Nous pouvons citer HOPE [Bure0], ML

([Car80],(Gor77]), SASL [TUR,76] et VAL [Ack79]. P. J. LANDIN a bien mantré

Vutilité d’un langage = fonctionnel [Lan66] ainsi que [Tur8l].

U'utilisation des langages fonctionnels pour la construction des programmes

est expliquée dans les livres de W. H. BURGE [Bur75] et de P. HENDERSON

[Hen80]. Le langage FP introduit par 3. BACKUS ([Bac78], [Bac8lal,

[Bac8lb]) se distingue en évitant de noter les fonctions sous leur forme

applicative habituelle du Lambda-calcul ”f(x) = Ax.e” mais par une formule

qui utilise des opérations sur les fonctions comme l’opération de composi-

tion "0". C’est ce qui permet d’utiliser facilement une algébre des fonc-

tions [Bac78], [Wiléo].

Nous avons constaté que U.S. REDDY utilisait le langage FP pour mettre

en évidence l’utilisation des séquences (suites finies) dans les programmes

itératifs [Red82]. Cela lui permet de détecter les formules récursives qui

correspondent 4 des programmes itératifs [Jay83].

Dans le langage APL, les formules sur les vecteurs” ressemblent aux

formules sur les séquences qui codent en FP les programmes itératifs. Si

ces formules sont interprétées, sans modification, a la maniére d’une

machine de VON NEUMANN, c’est terriblement inefficace. Un bon compilateur

APL optimise ces formules. Un travail sur 1’optimisation des programmes
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APL est (Gui78].

Dans le but d’éclaicir les principes de base des améliorations 4 effec-

tuer sur ces programmes itératifs, nous transformons la formule codant le

programme (transformation du programme source), ce qui distingue notre tra-

vail de ceux que nous avons cités ci-dessus. Quand on écrit un compila-

teur, on peut utiliser les structures de données inhérentes au compilateur

pour optimiser ce qui cache la nature de la transformation.

La plupart des travaux sur la transformation d’un programme source en un

autre programme source concernent la transformation des programmes

récursifs en programmes itératifs. Le travail le plus important dans ce

domaine est le systéme de R. BURSTALL et J. DARLINGTON ([{Bur77], [Fea79])

Mais nous voulons seulement améliorer la formulation des programmes

itératifs [Bel80].

Avec un objectif similaire au notre, J.P, FINANCE et J. SOUQUIERES ont

décrit un systéme de transformation des programmes MEDEE ([Fin85],[Sou85]).

Ils utilisent un ensemble de régles de transformations de méme que B. WEG-

BREIT [Weg76] et F.L. BAUER, M, BROY et dans le projet CIP

([Bau79a],{Bau79b]). D’autre part, G. HUET et B. LANG ont proposé une tech-

Mique de transformations de programmes basée sur la réécriture de schémas

de second ordre [Hue78].

Notre intention est de partir d’expressions FP codant des programmes

itératifs. Notre projet est moins ambitieux que celui de P. WADLER

(Wad81], qui transforme des expressions fonctionnelles avec des formes

fonetionnelles engendrant des fonctions sur les listes (ce qui peut étre

@ssimilé 4 nos séquences uniquement quand les listes sont finies). Les
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expressions peuvent étre récursives, ce que naus excluons.

Nous ne supprimerons pas non plus toutes les séquences intermédiaires

mais uniquement celles qui sont introduites lors de la construction

méthodique du programme. P. WADLER [Wad84] supprime toutes les séquences

intermédiaires des programmes évaluables sur un nombre borné d’ emplacements

par le moyen dit de "listleness evaluation” qui est dérivé de la "lazy

evaluation” [Hen76].

premiére partie qe

THEORIE EQUATIONNELLE VALIDEE PAR L*ALGEBRE DES EXPRESSIONS FONCTIONNELLES

Les expressions fonctionnelles constituent une algébre: la FP- aigébre,

Si nous appelons V un ensemble de variables de fonction. Cela permet de

considérer les expressions fonctionnelles comme des termes d?’une algébre

libre qui canstituent l’ensemble des FP-termes. La description de la FP-

algébre et des FP-~termes fant l'objet du paragraphe 1.

L’égalité que nous voulons décrire dans la FP-algébre est 1l’égalité

extensionnelle autrement dit nous allons nous intéresser aux équations

validées par la fFP-algébre. Nous parlerons déquations mais aussi

d’équatians conditionnelles au paragraphe 2.

Considérant un ensemble A d’équations validées par la FP-algébre, un

modéle de A est un quotient de l’algébre des FP-termes et s’envoie par mor-

phisme dans la FP-algébre. Il est alors possible de considérer la théorie

équationnelle engendrée par la A-égalité. En vertu du théoréme de BIRKOFF

[Bir35], on peut, dans une théorie équationnelle, prouver la validité d’une

@quation en utilisant uniquement les régles syntaxiques de la logique

équationnelle (substitution et remplacement d’un égal par un égal). Remar-

quons que toute équation valide dans la théorie équationnelle l’est alors

aussi dans la FP-algébre. I1 est alors envisageable d’automatiser les

preuves d’équivalence et les transformations dans cette théorie

équationnelle.

A notie cennaissance, il n’existe pas une theorie équatiannelle

Engendrée par un nombre fini d’équations dont la FP-algébre soit le modéle

initial. Si nous possédons diverses expressians e,,e e. d’une méme
ee

Fonetion (epregr eee, ont été trouvées par n raisonnements structurés

95
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différents comme pour les exemples du chapitre I), nous voulons simplement

trouver un ensemble d’équations A tel que la A-égalité suffise pour prouver

Que ©) 5257-60, sont équivalentes. Nous voulons que notre ensemble A nous

permette de prouver la A-égalité des expressions différentes d’une méme

fonction. En particulier, nous voulons pouvoir prouver que les diverses

expressions d’une méme fonction que nous avons trouvées pour chacun des

exemples du chapitre I sant A-égales.

Plus exactement, la A~égalité est une congruence qui partage les expres-

sions en classes d’équivalence. Notre but est qu’il existe dans chaque

classe une expression qui soit optimum pour le nombre de séquences

intermédiaires.

Nous définirons notre ensemble A au paragraphe 3.

Cependant, nous constaterons que l’ensemble A ne nous permet pas

datteindre tout @ fait notre objectif. Certains cas nécessitent

lapplication d’équations valides dans la FP-algébre qui ne sont pas

conséquences de A, Nous donnerans des exemples au paragraphe 4 et aussi des

mécanismes d’inférence qui peuvent nous permettre d’automatiser ces

preuves.

i. L’algébre des expressions fonctionnelles

L.l. DéFinition

a) les symboles fonctionnels
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Soit FUNC l’ensemble des symboles

{oy 3. (], 1), 1], ., feed, ALLL, Ly WH)

FUNC n’est pas fini a cause de l’arité multiple de ”[_..._]”.

Soit PRIM l’ensemble des symboles

{ id, +, -, mult, div, mod, /, 71, 22 , oF.

last, cons, tl, trans, distl, append, iota }

PRIM n’est pas fini a cause des sélecteurs.

Appelons CONST l’ensemble des notations des fonctions constantes obte=

nues par l’application de la forme fonctionnelle » "” aux atomes de A,

4, -5, 3.4,

maison , 1, T et FO

sont des exemples d’éléments de CONST.

PRIM U CONST est l’ensemble des symboles fonctionnels d’arité 0 pour

Valgébre. C’est donc l’ensemble des symboles de constantes de 1l’algébre.

L’ensemble des symbales fonctionnels de l’algébre est alors

3S = FUNC U PRIM U CONST

b) Une algébre libre des expressions fonctionnelles

Appelons F le sous-ensemble des fonctions de profil O->0 qui sont

6quivalentes aux programmes itératifs. F constitue le domaine de
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l’algébre. Un ensemble ¥ de variables de fonctions est inclus dans F,

Considérons les opérations OP dans F qui sont indexées par les symboles de

S et qui possédent la définition correspondante donnée au chapitre f,

paragraphe 2. L’algébre des expressions fonctionnelles que nous appelons

l’algébre des FP-termes est la S~algébre <F,0P>. Signalons le point de vue

de M. NIVAT ({Niv75],{Cou80]) qui considére la partie syntaxique des pro-

grammes comme élément d’un magma libre qui est analogue a notre S-algébre.

1.2. Les FP-termes

Les éléments de V sont des variables de fonctions. Les éléments de la

S-algébre libre sur V sont appelés des termes (du premier ordre) que nous

appellerons des FP-termes. Nous rappelons ici des concepts habituels pour

les termes, dont G, HUET a donné des définitions formelles dans [Hue80a].

a) Représentation d'un terme par un arbre

Un terme est souvent représenté par un arbre dont les noeuds sont

étiquetés par des symboles de S au des variables de VY.

Par exemple 1’expression fonctionnelle

last o (#f o [z,ALL g 0 h])

est considérée comme un FP-terme. Elle peut &tre représentée par il’arbre

suivant
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b) Domaine d’un arbre et occurrences

Le domaine d’un arbre t, noté O(t), est aussi appelé l’ensemble de ses

occurrences. Les occurrences sont des mots du monoide libre sur les entiers

naturels positifs. Graphiquement, les occurrences sont les noeuds de

l’arbre. La racine de l’arbre est désignée par l’occurrence vide que l’an

peut noter ”c”, Le domaine de l’arbre en exemple est

{2,1,2,21,211,22,221,222,2221,22211, 2222}

Le nombre d’occurrences d’un arbre t, qui est son nombre de noeuds, sera

noté "#(t)”. Le nombre d’accurrences de l’arbre en exemple est ll.

Un arbre t est donc une application des occurrences dans l’ensemble §

des étiquettes situées aux divers noeuds de 1’ arbre Teprésentant un FP-

terme. Pour l'exemple, nous avons

tCe)so, t(l)slast, t(2)=0, t(2lj=*, t(2llj]ef, ¢(22)={__],

€(221) 27, t(77? Jan, t(2271)=ALL, £(22211)-g, £(2222)nh.
,

roy
est ici ie symbole pour “est défini par”.

L’ensemble des occurrences est partiellement ordonné par 1’ordre préfixe
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qu’on note "<”,

u<v si et seulement si il existe w telle que v = uw

c) Sous-termes

On repére un sous-terme dans un terme par l’occurrence de sa racine dans

le terme. Dans 1’ exemple,

le sous-terme "*f” est situé 4 l’occurrerce 21, il est aussi noté t/21,

"ALL g” est situé a l’occurrence 2221 aussi naté t/2221,

"[z,ALL g o h]” est situé a l’occurrence 22 aussi noté t/22.

Le terme complet est situé a 1l’occurrence vide "e”.

Nous parlerons indifféremment de termes ou d’arbres, de sous-termeg ou

de sous-arbres, d’occurrences, de domaine d’arbre ou de noeuds. Nous

désignerons l’ensemble des termes ou des arbres étiquetés (par les symboles

S et par les variables V) par T(5,V¥). Nous ne ferons pas de différente

entre T(S,V¥) et l'ensemble des FP-termes.

1.3. Qpérations sur les termes : remplacement et substitution

a) Remplacement d’un sous-terme par un autre.

Etant donnés deux termes t, t’ et une occurrence mde t, on peut rem

placer dans t le sdus-terme t/m par t’. Le résultat de cette opération est

un terme t” noté

t” = t[m <- t?],
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qui est tel que t”(u) = t(u) si u n’a pas m comme préfixe

et t’(mv) = t’(v).

Si, dans le terme de l’exemple, qu’on peut appeler t

t = last o (*f o [z,ALL g a h])

a l’occurrence 222, on remplace t/222 par le terme

t's trans o [a,b],

on obtient un nouveau terme t”

tvs t[222 <- (trans o [a,b]}] = last o (*f o {z,trans o (a,b)

b) ensemble des variables d’un terme

C’est l’ensemble des variables ayant au moins une occurrence dans le

terme t. On le désigne par V(t). Pour l’exemple

t" = 0

i (

* 0

| / ¢
fz oa

/

trans [__]

/ ¢

a b

an a v(t") = {f, z, a, b}.

On désigne par O(t) l’ensemble des occurrences des symboles de S, c’est

a dire des occurrences de non-variables. Pour l’ exemple

O(t”) = {c,1,2,22,221,222}.
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c) opération de substitution

Une opération de substitution o est une application de V dans les termes

T(S,¥) telle que o(x) = x presque partout”, c’est-a-dire sauf sur un

sous-ensemble fini de V appelé domaine de o et noté D(a).

D{(c) est égal aux x de V tels que o(x) soit différent de x.

Une substitution est représentée par son graphe, c’est-a-dire par un

ensemble de couples notés sous la forme suivante

{(x => o(x)) pour les x de D(c)}

Pour le terme

t” = last o (¥f o [z,trans o [a,b]})

on peut définir une substitution

ol =

{(f->mult),(2->1"),(a-2ALL a o (iota o m)),(b->ALL b a (iota o n))}

On obtient le terme

ol(t*)=last o («mult o

[1 ,trans o [ALL ao (iota o n),ALL bo (iota a n)]]).

La substitution ol fait apparaitre une nouvelle variable n. On a

V(al(t”)) = fa, b, nj

Il est pnssihle de composer entre elles des substitutions.

Considérons par exemple une substitution a2

o2 = {(n-> 5), (a -> 2°) }
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On peut définir une substitution o3 composée des substitutions ol et 02

et notée o2ol. On a alors

a2(ol(t")) =

last o (xmult o [1 ,trans o [ALL 2” 0 (iota o 5°),

ALL bo (iota o 5 )]])

a3 = a2ol =

{(f->mult),(z->1°), (a->ALL 2” 0 (iota o 5°))

,(b->ALL bo (iota o 5 )}

d) Les termes clos

La S-algébre libre sur un ensemble de variables vide est Valgébre ini-

tiale. Cette algébre initiale existe car l’ensemble des constantes (PRIM U

CONST) n’est pas vide.

Ses termes, qui ne contiennent pas de variables sont appelés des termes

clos.

Si nous appliquons au terme t

t = last o (¥f o [z,ALL g 0 hb)

la substitution o

a = {(F->+), (2-90), (g->mult),(h->trans)},

Raus obtenons le terme clos

a(t) = last o (¥+ o [0 ,ALL mult o trans])

Nous allons maintenant définir des axiomes qui sont des équations entre

FP-termes. Ces axiomes serviront a4 prouver d’autres équations valides dans
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la FP-~algébre.

2. Equations valides dans la FP-algébre

2.1. Les relations d’équivalences

a) égalité extensionnelle

Pour justifier nas transformations, il faut que deux termes solent

équivalents si et seulement si ils définissent la mame fonction dans la

FP-algébre.

2L’équivalence est donc l’égalité extensionnelle que rious noterons

“ext

Nous la définissons par

fF Foxt 9 si et seulement si pour tout objet x, fi x == gt x

SIS9H8 IIIdY

Naus avons par exemple

+0 [4,37] Foyt 7

mais ”/ o [id,id]” et 71°" ne sont pas extensionnellement égaux.

En effet

(/ o [id,id]):0 == / : [0,0] so !

alors que 1:0 u ul be
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b) égalité sous condition

Nous aimerions pouvoir exprimer aussi le fait que deux fonctions f et g

ne sont équivalentes que sur un certain domaine D strictement inclus dans

l'ensemble des objets @.

Nous appellons prédicats les fonctions qui peuvent avoir pour résultat

"7", Nous dirons qu’un prédicat p cerne un domaine D si et seulement si

a) pour tout objet x de D, on a pix == T

b) pour tout objet x qui n’est pas dans D, on a pix s= F ou ptx == !

En utilisant un prédicat p qui cerne un domaine D, nous pouvons dire que

deux fonctions f et g sont les mémes sur le domaine O si et seulement si

pour tout x tel que p:x == T, on a fix == g:x,

Nous définissons ainsi une égalité canditionnelle:

pi: faq
SIPPY INVITES IID

Si et seulement si pour tout objet x, p:x s= TS fix z= gix

A PPISIID

(> est mis pour "implique”).p

Un exemple peut étre

To (C/o [x,x]) rt fa [x,x] = 1 (ici x est une fonction).

Pour les objets z tels que

/ os [xtz,xiz] ss !, on a

T 0 (/ 0 [xx]: zee 7 / : Exizyxizl)
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Dans le cas contraire, soit y l’objet résultat de la division. y est

différent de !" et

Torys t.

On a alors: /o [xtz,x:z] = e < u 1 r

Remarquons que si f et g sont extensionnellement égales, on peut

toujours écrire

2.2. Equations valides dans la FP-algébre

a) Définitions

Une équation est une paire de termes uy et t, qué ]’on note habituelle-

ment u = tos

to et t, sont parfois appelés respectivement premier et Second membre de

Ll’ équation,

Pour la FP-algébre, une équation t 2 te n’est valide que si ty et ty

définissent la méme fonction.

L’égalité extensionnelle nous permet alors de prouver qu’une équation

est valide pour la FP-algébre:

Une équation ty) = t, est valide dans la FP-algébre

DPDISIIDISINSAPIPTPPISIN ITED IPN PINOY

si et seulement si ti * xt tye
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Par exemple 1’ équation

(fog) oh= fo (gah)

représente la loi d’associativité de la forme forctionnelle %o”%. Pour

prouver que cette équation est valide dans la FP-algébre, il suffit de

montrer que pour tout objet x, on a

((fog) oh): x ss (fo (go h)): x.

11 faut appliquer la définition de la forme fonctionnelle "o” donnée au

chapitre I paragraphe 2.5. Alors, pour tout abjet x

((Fog) oh): xcs (fog): (Ch: x)

f:(g: Ch: x))

et (fo (gaoh)):x f : ({g oh): x)

c= ff: (q: (hs: x)).

J. BACKUS [Bac78] cite et prouve ainsi un ensemble d’équations valides

dans l’algébre des expressions fonctionnelles. Nous allons donner trois

exemples d’équations et de leurs preuves en utilisant l’égalité extension-

nelle.

b) Exemples de preuves de la validité d’équations dans la FP~algébre

Le premier exemple représente une loi sur les deux primitives "last” et

"distl”, Le deuxiéme exemple est une loi de composition de deux fonctions

ALL f et ALL g. Le troisiéme exemple concerne une loi sur la forme fonc-

tionnelle ’#’ qui correspond 4 la propriété de "fusion” de deux "itérations

séparées” en une seule.

PREMIER EXEMPLE
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Preuve de la validité dans la FP-algébre de 1’équation

LDISTL: last o (distl a [x,al) = [x,last o a]

Nous utilisons les définitions des formes fonctionnelles ’o” et "Ty

données au chapitre I paragraphe 2.5 et les définitions des primitives

“last” et "distl” données au chapitre I paragraphe 2.4.

Pour tout objet z

(last o (distl a [x,a])) : z == last : ((distl o {x,a]) : z)

z= last : (distl : ([x,a] : z)

== last : (distl : [x:z,a:z])

(x,lest o al : z == [x:z,(last o a):z]

ss [x:z,last : (a:z)].

Nous distinquons trois cas

a) atz n’est pas une séquence

(last o (distl o [x,a]}) : z s= last : (distl : [x:z,a:z])

z= last: | ss !

[x,last a a}: z == [x:z,last : (a:z)] == (x:z,!] =

b} a:z est une séquence vide: a:z e= <>

(last o (distl o [x,a])) : z == last : (distl + [xtz,a:z])

z= last : (distl : [x:z,<>])

== last : <>

== '

[x,last 0 a] : z == [x:z,last : (a:z)]

ce [x:z,last : <>]
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c) aiz est une séquence non vide: a:z == SZpsZgreeeyZ >

(last o (distl o [x,a])) : z == last : (distl : [x:z,a:z])

== last : (distl : (x12,<2) 5295-45221)

== last ; <[xrz,2)],fe:2,25],...,fe:z,2,D

== [x:z,z ]

[x,last o a] : z == [x:z,last ; (a:z)]

s+ [x:z,last : <z 129]yr7os

s= [x:z, z]

DEUXTEME EXEMPLE

Preuve de la validité dans la FP-algébre de 1’ équation

ALLALL: ALL f o ALL g = ALL (f 0 g)
SYDIDSPYDODEDDDDDDDDIDIIIIIDDDIDIDPSDIIINIIEDDIPIIITIT

Nous utilisons la définition de “o” donnée au chapitre I paragtaphe 2.5.

Pour teut objet x,

(ALL f o ALL g) : x == (ALL f) + ((ALL g) : x)

Nous utilisons la définition de “ALL f” donnée au chapitre I paragraphe

2.6. Nous distinguons trois cas

a) x n'est pas une séquence

(ALL fF o ALL g) : x z= (ALL f) : ((ALL g) ¢ ®) == (ALL f) : 1 ss !

(ALL (fF 0g) : x) ==

b) x est une séquence vide: x == <>

(ALL fo ALL g) : x ee (AIL f) + ((ALL g) + x) w= (ALL FY © CALL g) + <>)

z= (ALL f) 1: <> =z ©

(ALL (Fo g)) : x == (ALL (Fo g)) : O22 ©

c) x est une séquence non vide: x == 6Xp Kay ee ey?
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(ALL f o ALL g) : x == (ALL f) : (CALL g) : x)

z= (ALL f) : ({ALL g) : <x,,xt grtse% >)

z= (ALL f) : <GEX) 5GtXoy- 06 9GtX >

ss SF: (gtx) Fr(gixy)s +s ft (gex, )>

(ALL (f 0 g)) : x s= ALL (fog): 6p pXq rere rX>

ze <(f o g)ix).(F 0 Q)iXy pees (F a g)ix >

ze <Fi(gixy)sfr(gex,)s +0. ft(gix, >

TROISIEME EXEMPLE

Preuve de la validité dans la FP-algébre de 1’ équation

Fe: transo [ «fo [x,al , *g 0 [y,al] ]
993993 ”

= «[ f o [71071,2?2] , g o [22071,272] ] o [[x,y],al

Regardons ce que signifie cette équation pour les programmes itératifs.

Les deux itérations “séparées” "*f" et sq” s’appliquent 4 la méme

séquence (résultat de la fonction a). Si "#f” a pour résultat la séquence

OX Karen” et "#g” la séquence PY Yor as le résultat du mem-

bre gauche est la séquence des couples *<Lxy sy] [Xsyo]s++-sDxysy DD”. Le

membre droit donne le méme résultat avec une seule itération "*”. Cette

propriété porte souvent le nom de "fusion d’itérations”.

Pour la preuve, nous allons utiliser les définitions de "o”, *{_]” ,

*%, “trans”, "71" et 22" données au chapitre I paragraphe 2. La

définition de "#” du chapitre | paragraphe 2.6. est récurrente sur lea

structure de la séquence deuxiéme élément du couple argument d’une fonction

**f". Nous effectuons donc un raisonnement par récurrence sur la structure

de cette séquence.
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Pour tout objet z,

(trans o [¥F o [x,a],#g 0 [y,a]]):z == trans:([#f o [x,a],*g 0 [y,a]]:z)

sstrans:{ (¥f o [x,a])iz,(#g o [y,a]):z ]

sstrans:[ #f:[x:z,a:z],#q:(y:z,a:z] ] (1)

(«[f 0 [71021,72],g 0 [?2071,72]] o [[x,y],a]):z

ss(*[f o [21071,22],g 0 [22071,22]}):([Lx,y],a]:z)

==(#[f 0 [21071,?2],g o [72071,22]]):E[x:z,y:z],a:z] (2)

Il suffit de montrer que (1)==(2).

Nous distinguons trois cas:

a) a:z n’est pas une séquence, alors

efsixsz,arz] = !

satly:z,a:z] = it !

(1) <s trans:[!,!] == trans:! z= !

(2) == (#f F o [71071,72],g 0 (72071, 22] })ilberz,yiz]a:z] ss

b) a:z est une séquence

Nous raisonnons par récurrence. Le cas de base est celui de la séquence

vide de longueur 0. Toute séquence s non vide s’écrit cons:<s,,U>. Sis

est de longueur n, la longueur de u est n-l. Le faisonnement par

récurrence sur la structure d’une séquence est un corollaire de la

récurrence sur les entiets. Pour prouver une propriété P(s) pour toute

séquence s, il suffit de prouver

1) P(<>) cas de base

2) P(cons:[s) ,u]) avec l’hypothése de récurrence P(u).

1) arz ze ©
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*fs[xiz,arz] == #f:[x:z,4>] <5 <x:z>

egily:z,aiz] == *g:[y:z,<>] 22 <y:z>

(1) == trans:[<x:2>,<y:z>] == <[x:z,y:z)

et

(2) z= (af o [71071,22],g 0 [72672,72]]):ELx:z,y:z],a:z]

==(¥[f o [71071,72],g 0 [22071,22]]):E[xsz,y:2],6>] == <[xiz,yiz}>

2) atz == cons:<s,,w>

L’hypothése de récurrence P(u) donne pour tout objet x’ et y’

trans: [xf:[x’,u],*g:ly’ ,u]]==(*lf o [71071,22],g 0 [72071,72]]):[{x',y’],u]

LEMME

Pour tout objet x’ et y’, pour deux séquences quelconques u et v de méme

longueur

trans:[cons o [x’,u],cons o [y’,v]]==cons o [[x’,y’],trans:[u,vl]].

La démonstration de "(1) == (2)” est simple par récurrence sur la struc-

ture des séquences de méme lonqueur u et v

#f:[xrz,cons:[s):u]]=scons iberz,afiffilxiz,s Jul]

*gilyz,cons:[s),u] ]=scons ‘fy:z,egs[gily:z,s,],ul]

(1) s= trans:[cons o [xiz,#frffilx:z,s,],ul],

cons a fy:z,xgifgily:z,s)],ul]]

En appliquant le lemme, on a donc

(1) == cons: [[x:z,yzz], trans:[wf:[f:(x:z,8,],u],*g:[orly#7,8)],u]1]

(2) == (*[f o [21071,72],g 0 (72071, 72]]):ELx:z,y:z],cons:[s, ,u}]

z= cons o [[x:z,y:z],(#lf o [21071,?2],g 0 [?2071, 22] ):t]

avec t =: [[f o [71071,72],g 0 (22071, 92] ]:€{x:z,y:z],s,],u]
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t == [[(f 0 (71071, 72]):{[x:z,y:2],s, ],

(qo [72021,22}):[[x:2,y:2],8,]],u]

ze ([f:({71071, 22} :[[x:z,y:2],s,]),

g:(022071, 22] :EEx:z,y:z],s,])],u]

ats EErs{(2107d) iE (xez,y:2],5,1,22:fLerz,yez],8,]1,

g:[ (72071) :[Exsz,yiz],5,1,22:Cbxiz,yi2],8,))]ul

#5 (Cr:(2d:(elsflx:z,y:z],s,1),8,],

g:?2: (72: {Exzz,y:z],8)1),8,]],u]

=e ((f:{?ls[xez,y:2],s)],

g:l?2:[x:z,y:z],s, ]],u)

zs [ffs(x:z,8,],g:fy:z,s,J],ul

En reportant t dans (2), on a

(2) == cons [lx:z,y:z], (#[f o [21071,72],g o [22071,72]]):

[[f:txez,s,],g:Ly:z,s,]],ul]

Qn a trouvé que

(1) == cons : [[x:z,yiz],trans:[«f:[F:[x:z,s,],ul, xg: Leg ‘ly:z,8,],v1]]

On peut maintenant appliquer l’hypothése de récurrence avec

]x? ozs Fillxzz],s,

y’ oss gilly:z],s,]

pour avoir (1) == (2).

EN CONCLUSION

La preuve de validité d’une équation quelconque dans la FP-algébre est

&ussi simple que pour les exemples que nous venons de donner. Elle pour-

Tait méme &tre automatisée (en utilisant par exemple le systéme LCF [Gor77]

dont objectif initial était de prouver des équation de ce type).

Plemiére partie



114

Ultérieurement, nous ne détaillerons pas les preuves des équations par

l’égalité extensionnelle: elles se ressemblent toutes.

2.3. Equations conditionnelles valides dans la FP-algébre

a) Définitions

Une équation conditionnelle entre deux termes ty et ty est de la forme

p ést un terme particulier qui s’interpréte comme un prédicat et que

l’on appelle ”’précondition”.

Pour la FP-algébre, une équation conditionnelle n’est valide que si, sur

le domaine cerné par le prédicat p, t, et t, définissent la méme fonction.
1 2

L’égalité conditionnelle permet alors de prouver qu’une équation condition~

nelle est valide pour la FP-algébre.

Une équation conditionnelle p :: t1? t, est valide

1 zs tytx

IIPIIDIDIILIDIDIPISIDIIIEIEIISDDIINTT

si et seulement si pour tout x psx st

YEVEDYDDIYSS PYDYPDIDIDIEDPISIT IS PED EPEDISID SPI EIEI TEI II TT

L’équation conditionnelle

T oa (a [x,x]) ts fo Exyx] = 17

est valide dans la FP-algébre.

NOTATION
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Nous noterons la précondition 1 par DEF.

"DEF o g”

a (comme ’T 0 g”) la signification:

"la oU g est définie”.

REMARQUE

Une équation peut toujours se mettre sous une forme conditionnelle car

f = g si et seulement siT :: f sg

b) Exemples

1) P3: (DEF o g) :: ?7lal[f,g) =f
Dsvsasasassyrennoyaysyzsavorsvevs ensay gy avsvasa 089

En effet, pour tout objet x,

(DEF og) : x == DEF : ( g: x).

Dans le cas 0 g:x == !, c’est-d-dire pour un objet x hors du domaine de

définition de g,

(DEF o g) : x == DEF : ! =e 3,

Lé prédicat ne vaut pas "T”,

Dans le cas contraire, c’est-d-dire pour un objet x du domaine de

définition de g

(DEF og) : x = T

Le prédicat vaut "7",
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En ce cas, ona

(71 0 [f,g]) : x s= 71: ({f,g] + x)

== 21: [Fex,gsx]

= fx

2) LTRANS: OEF o (trans a [a,b])
ISSPIPIDIDDIPIIIIVITINIFIIINDE IIPS IDITGD

: last o (trans o [a,b]) = [last o a,last o b]

Pour tout objet x,

pix == (DEF o (trans o [a,b])) :x

== DEF : (trans : [a:x,b:x])}

Dans le cas of "a:x” et "b:x” ont pour résultat deux séquences u et v de

longueur égales, "trans : [a:x,b:x]” ne vaut pas "1".

Dans les autres cas, "pix” vaut "!", Si "a:x” et "b:x” sont deux

séquences de méme longueur, "p:x” vaut 7”.

On a alors:

(last o (trans o [a,b]):x == last : ( trans : [a:x,b:x])

[last 0 a,last o b]:x == [last : (a:x),last : (b:x)]

Posons a:x == <al,a2,...,an>

et bix == <bl,b2,...,bn>, on trouve

(last o (trans o [a,b])

== last : <[al,bl],(a2,b2],...,fan,bn]>

[last 0 a,last ob] : x

== [last:<al,a2,...,an>,last:<bl,b2,...,bn>]

== [an,bn]

premiére partie
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2.4. Algébre et théorie équationnelle

a) Définition

Etant donné un ensemble d’équations A, on peut considérer la classe des

algébres qui valident toutes les équations de A. Cette classe d’algébre

s’appelle alors la classe des modéles de A que l’on note M(A). En particu-

lier, si nous retenons un ensemble d’équations A valides dans la FP-

algébre, la FP-algébre est un modéle de A.

Etant donnée une équation, on veut alors savoir si elle est valide (donc

en particulier pour la FP-algébre). C’est ce qu’on appelle le prabléme de

la A-validité que 1’on peut noter

A|-t)=t,

La plus petite congruence de l’algébre libre 7(5,¥) contenant toutes les

paires {o(t,),o(t,)t, ob “tyst.” est une équation de A et o une substitu-

tion, existe et est appelée A-égalité. On la note = Deux FP-termes t etAC

t, tels que

tL =A ty sont dits A-égaux.

La théorie équationnelle engendrée par A est l’algébre quotient

(T(S,V)/=,).

Le théoréme de la complétude [Bir35] (dG & BIRKHOFF) permet d?étudier la

validité dans M(A) de maniére purement syntaxique par l’intermédiaire de la

A-égalité. En effet, BIRKHOFF prouve que
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A |- t, = t, si et seulement si ty =, t,

Ainsi si deux expressions fonctionnelles sont interprétées cdmme deux

4 a Me of 0FP-termes th et to et que u et t, sont A-égaux, alors bh 7) est une

équation de la FP-algébre, ty et t, sont extensionnellement égaux, les deux

expressions fonctionnelles sant équivalentes et elles représentent la méme

foncticn.

t =, t, > t = ty

SIDSPISIPIESISSEIPIZIDIDIZIDIDIDIDDD ITIP IID

Nous voulons aussi tenir compte des équations conditionnelles valides

dans la FP-algébre.

b) Théorie équationnelle intégrant des équations conditionnelles

Etant donné un ensemble d’equations conditionnelles A (A peut contenir

des équations, il suffit de leur attribuer la précondition "T), on peut

considérer la classe des algébres qui valident toutes les équatians condi-

tionnelles de A. C’est la classe des modéles de A que 1’an mote M(A). En

particulier, si nous retenons un ensemble d’équatians conditionnelles A

valides dans la FP-algébre, la FP-algébre est un modéle de A.

On se pose aussi le probléme de la A-validité d’une équation condition-

nelle.

On peut considérer qu’une congruence qué l’an peut noter "<=>" valide A

si et seulement si, pour toute équation "p :: ty = t,” de A et pour toute

substitution o, on a

premiére partie

o(p) <2> T 8 o(t)) <=> a(t).

L’égalité extensionnelle valide A:

si a(p) Foyt T alors o(p):x == T pour tout x,

ce qui implique oft, ):x ae a(t, ):x pour tout x et donc:

o(t, )s (t,).
VFext T*9

J. L. REMY [Rem82] montre 1’existence d’une plus petite congruence sur
TIP 9959

1(5,¥) parmi les congruences qui valident A qu’il appelle la A-égalité,
,

notée aussi Bat

YISSISIIINIVIDISEDSETIITID IIIT

Deux termes ty et ty tels que

ty Fa t, sont dits A-éqaux.

La théorie conditionnelle engendrée par A est l’algébre quotient

(TES,W)/=,).

La A-égalité valide A:

Pour toute substitution o et pour toute équation

poi at Z ty de A,

o(p) an T 5 o(t,) =A oft.)

Nous avons alors un théoréme de complétude: l’équation conditionnelle

Al- pe: thet,

tsi et seulement si p 7, T > t) =, ty
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Ainsi, si deux expressions fonctionnelles sont considérées comme deux

FP-termes t, et ty et que t et t1 sont A-égaux, alors t = ty est une
2

equation de la FP-algébre, t et t, sont extensionnellement égaux, les deux
2

expressions fonctionnelles sont équivalentes et elles représentent la ménie

fonction.

La A-égalité est incluse dans l’égalité extensionnelle. Nous pouvins

done prouver l’équivalence en utilisant la A-égalité.

L’utilisation de l’égalité extensionnelle ( et par conséquent de la A-

égalité) réduit considérablement le champ d’application des équations.

EXEMPLES

Pour 1’ équation

P3: DEF og:: 2710 ([f,g] = f, ona

a(7l1 o [Ff,qg]) =Fext OCF),

pour toute substitution o telle que

a(DEF o g) Foxt T.

Dance a(g) ne doit pas avoir pour résultat ’!", Autrement dit le

domaine de définition de g doit &tre 0. On dit alors que g est "partout

définie” ou encore "totale”. Ceépendant, sur le domaine de définition de

a(g), les termes o(?1 0 [f,g]) et off) sont équivalents.

Pour 1’ équation

LTRANS: DEF o (trans o [a,b])

:: last o (trans o [a,b]) = [last 0 a,last o b], ona
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o(last o (trans o [a,b])) Foxt a(f[last 0 a,last o bj)

pour toute substitution o telle que

a(trans o [a,b]) Zoxt T

Autrement dit, o(a) et o(b) doivent avoir "partout” pour résultat des

séquences de méme lonqueur.

Mais on peut aussi dire que ces termes sont équivalents la of ofa) et

o(b) ont pour résultat des séquences de m@me longueur c’est-a-dire quand

o(trans o [a,b]) est défini.

Pour l’équation

DEF o (/ o[x, x]) :: / ao [xx] = 1,

les termes o(/ o [x,x]) sont équivalents 4 1 pour toute substitution o

telle que o(DEF o (/ oa [x,x])) soit équivalente 4 T . a(x) ne peut donc

avoir un résultat nul et x doit &tre partout définie. Mais on peut cepen-

dant dire que ces termes sont équivalents 1a ot x est définie et od o(x)

ma pas un résultat nul.

L’exemple le plus frappant est peut étre celui de 1’équation

DEF o (last o tl) :: last o tl = last

laquelle "DEF o (last o tl)” ne peut &tre extensionnellement égale ”T”

puisque “last” n’est pas partout définie. Cet axiome signifie que "last o

tl” a un domaine de définition inclus dans “last” st que le remplacement de

“last” par "last o tl” ne peut se faire que la ou “last o tl” est définie.

Remarquons que nos axiomes conditionnels ont une précondition de la

forme "DEF o p”, ce sont des équations conditionnelles particuliéres.
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Pour une équation conditionnelle "DEF o p :: b = t,” y nous allons

montrer que nous n’aurons pas a prouver la précondition “DEF o p”.

c) Comment évite-t’on de prouver la précondition avant d’appliquer une

équation conditionnelle ?

Nous nous servons de l’hypothése suivante: Les expressions e des fonc-

tions f que nous considérons sont en principe “correctes” et donc il ne se

produit pas d’erreur d’exécution pour les programmes qu’elles codent.

Autrement dit il n’y a pas de fonctions composantes produisant ”!”.

Ce qui veut dire en particulier que tout sous-terme t dé e n’aura jamais

pour résultat 7!” lors d’une application queleanque de f 4 un objet x de

son domaine de définition. On a alors t défini sur son domaine

d’applicatian dans e et donc

(DEF ot) : x=sT

Nous disons que nous “appliquons 1’équation”

& l’occurrence v dans 1’expression e si il existe une substitution o telle

que

e/v = a(t) (ou e/v = a(t, ))

on obtient 1l’expression

yoo
ev =e

par remplacement du sous-terme e/v par le sous-terme égal a(t) (ou o(t,))
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e” = efy<- a(t) )] (ou e[v<- a(t,)])

Mais o(t,) n’est égal a ots) que si l’on a prouvé que o(p) appliqué a tout

objet du domaine de définition de e vaut ”’T”.

Considérons maintenant une équation "DEF o p :: t = t,”. Elle traduit le

plus généralement le fait que le domaine de définition de th est inclus

dans celui de t (ou l’inverse), ce que l’on trouve souvent exprimé par la

relation "est moins défini que” que 1’on peut noter "C”. Cette relation

peut se traduire syntaxiquement dans la précondition. p est un sous-terme

de t (ou ta) a l’occurrence u et u est telle que, si ty (ou t,? 5’ applique

a un objet x, t/a” (ou to /u”) s’applique aussi a l'objet x.

Or quand nous appliquons 4 une expression e "correcte” une équation con-

ditionnelle "DEF 0 p :: tyst,” valide, o(p) = att) /u) (ou a(t, /u)) est sous

terme de e et ne peut donc pas produire !” pour les applications de e sur

son domaine de définition. o(DEF o t) vaut "7", on n’a pas besoin de le

prouver.

EXEMPLE

On montre que les expressions (2) et (3) de l’exemple 3 du chapitre I

(2) / o (last o (trans o [u,v]))

(3) / o [last o u,last o v]

sont A-égales en utilisant l’équation conditionnelle LTRANS citée ci-

dessus.

LTRANS: DEF a (trans o [a,b]) ::

last o (trans o [a,b]) = [last o a,last o b]

Pour LTRANS, on a
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last o (trans o [a,b}]) c [last 0 a,last o b]

L’hypothése est que (2) est correcte donc "DEF o (trans o [u,v])” vaut

TI

On peut donc appliquer LTRANS en remplacant “last o (trans o [u,v]))” par

"(last o u,last o v])” 4 l’occurrence 2 de l’expressian (2) et on a

Nous pouvons remarquer que nous n’aurions pas pu partir de 1’équation

(3): Nous ne pouvons pas remplacer "[last o u,last o v]” par "last o (trans

o fu,v])” sans prouver que "trans o [u,v]” est défini.

EN CONCLUSION

Pour une équation canditionnelle de la forme "DEF o pri, = th” qui

exprime que tice,” appliquée 4 une expression e correcte grace a un fil-

trage de ty nous navons pas 4 prouver la précondition.

3. Axiomes d’une théorie équationnelle

Nous voulons constituer un ensemble d’équations A valides dans la FP-

algébre qui soient des axiomes pour la A-égalité.

Nous avons vu au paragraphe 2 que la A-égalité est alors incluse dans

l’égalité extensionnelle.

Cependant il est impossible de trouver un ensemble fini (décidable) A

@axiomes tel que l’on ait la réciproque (en lambda calcul, 1’égalité

extensionnelle devient la n-conversion).
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Mais nous voulons que A soit assez riche pour que 1’on puisse prouver

l’équivalence de deux expressions pour un ensemble suffisament large

d’expressions. Ce sont celles que 1’on obtient pour coder un programme

itératif quand on utilise un mode de construction structuré avec des

séquences, Les expressions données comme exemples au chapitre I paragraphe

3 mous serviront encore ici d’exemples. Nous voulons que, si une classe de

termes A-égaux contient un termé qui peut étre trouvé par un raisonnement

structuré, cette classe contienne aussi les termes trouvés par les autres

possibilités de raisonnements structurés.

Nous avons rassemblé les axiomes de A dans Jl’annexe I. Dans ce

paragraphe, nous introduisons la plupart des axiomes de A. Nous illustrons

A en prouvant que les expressions trouvées pour les exemples du chapitre 1

sont A-égales.

3.1. Axiomes de base

La plupart des axiomes que nous proposons sont cités par J. BACKUS,

La composition des fonctions est associative

El: (fog) ahe= fa (goh)
DOYIYESYSDIDIDISID TIED IDIPIDIDED IVY IVID ELIE PIII DD

La composition des fonctions est distributive a gauche sur [_..._]

£2: [fl,f2,...,fn] oh = [fl o h,f2 oh,...,fn oh)
”

E2 nate une infinité d’axiomes : un axiome pour chaque arité de [_..._].

On a:
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E2): [fll oh = [flo hl

E25: [fl,f2]) oh = [fl oh,f2oh] ...

»_"” construit des fonctions absorbantes 4 droite pour la composition

E3: DEFoy ::x oy=x
DYSIDDIIISISIIIVYSDIVIIDIDIIDD IIIT IS IY IV ITIL ID

Cet axiome est conditionnel, on ax oy Cx”,

L’identité est élément neutre pour la composition

Pl: ido f=f
SSDIININIISTYDIOIYEY

P2: fa id=f
SIFSISEIIIES ISIS DED

Axiomes pour les sélecteurs

Pour i = 1,2,...,n

P3: DEF o [fl,f2,...,fn] :: 7i o [f1,f2,...,fn] = fi
1 wey

On a "71 o [f1,f2,...,fn] Cc fi”

P3 exprime une infinité d'axiomes:

- une infinité pour le sélecteur ?1:

+ 9 =P3) 1: 71a [fl] = fl

P3_.: DEF o f2 :: 71 0 [f1,f2] = fl
12°

P33: DEF o [f1,f2,f3] :: 71 0 [f1,f2,f3] = fl

(pour chaque arité de [_..._]),
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- une infinité pour le sélecteur 72:

P35: DEF o fl :: 22 0 [f1,f2] = £2

P3,,1 DEF o [F1,F2,F3] :: 22 © [f1,f2,F3] = F2

P3,,: DEF o [fl,f2,f3,f4] :: 22 o [f1,f2,f3,f4] = £2

(pour chaque arité de [_..._] et pour tous les sélecteurs).

REMARQUE 1

Nous ne considérons pas d’axiomes sur ”!~” comme par exemple

[fl,...,fi-l,!>,...,fm} 2 17

21 o [fl,...,fm] =!” pour in.

Nous considérons toujours que les expressions qui codent des programmes

itératifs sont correctes c’est-A-dire n’auront pas systématiquement une

erreur durant leur exécution. Ces axiomes ne nous semblent pas utiles pour

Prouver l’équivalence d’expressions qui ne seront pas dans la classe des

expressions équivalentes a "1",

REMARQUE 2

J. BACKUS propose en outre la famille d' équations

[fl o 71,f2 0 22,...,f1 6 ?n} o [gl,g2,...,qn]

= [fl 0 gl,f2 0 qg2,...,fno gn]

Cette famille est inutile dans notre ensemble d’axiomes car elle est

Conséquence équationnelle de l’ensemble d’axtomes {€1,€2,P3}. En effet,

{fl 0 21,f2 0 22,...,fn 0 2] o [gl,g2,...,gn]

EN appliquant J’ axiome £2
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=A [(fl o 71) o [gl,g2,..., Qn],

(f2 0 22) o [gl,g2,...,qn],..., (fn o %n) o [gl,g2,.-.,gn]]

en appliquant l’axiome El ’n fois”

“7 [fl o (21 0 [gl,g2,...,9n]),

f2 0 (72 0 [gl,g2,...,gn]),...,fn 0 (no [gl,g2,...,9n])]

et enfin, en appliquant l’axiome P3 "n fois”

a [Fl o gl,f2 0 g2,...,fn o gn]

3.2. Des axiones sur “ALL”

Axiome de composition de deux fonctions "ALL f” et ALL g”

ALLALL: ALL f o ALL g = ALL (f 0 g)
DPVDIEIIDISISESSIDIISIIIPIIDIDDDIOIIIDININIT EI ISSDITIT

Cet axiome est cité par J. BACKUS. Il correspond A la possibilité de

compaser entre elles deux itérations codées par les fonctions "ALL f” et

PALL q”

Axiomes de ”fusion” de n fonctions "ALL fi”

FALL correspond a une infinité d’axiomes:

FALL,: trans o [ALL fl, ALL f2] = ALL [f2,f2]

FALLS: trans o [ALL fl, ALL f2, ALL f3] = ALL [f1,f2,f3] ...

FALL correspond 4 la possibilité de ’fusionner” des itérations séparées

codées par des fonctions "ALL fi” en une seule.

EXEMPLE

premiére partie
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Nous utilisons les axiomes ALLALL et FALL pour montrer que les expres-

sions (1) et (2) suivantes sont A-égales.

(1) All mult o (trans o [All ao (ieta o n),ALL b o (iota a n)])

(2) ALL (mult o [a,b]) 0 (iota o n)

(1) et (2) ont toutes deux pour résultat la séquence des produits

<albl,a2b2,...,anbn>.

On applique £2 a (1)

(1) =, ALL mult o (trans o ([ALL a, ALL b] o (iota o n)))

puis El

(1) =, ALL mult o ((trans o [ALL a, ALL b]) 0 (iota o n))

ce qui permet d’appliquer FALL

(1) =_ ALL mult o ( ALL [a,b] 0 (iota o n))

on applique £2

(1) =A CALL mult o ALL [a,b] ) 0 (iota o n)

ce qui permet d’appliquer ALLALL et

(1) 4 (2)

Axiomes avec les priaitives

LALL: DEF o (ALL f) :: last o ALL f = fo last
a

HALL: DEF o (ALL f) :: hd o ALL f = f o hd
DIVIVIDITIDS TIIIVSINT

I] permettent de supprimer une séquence résultat de "ALL #,

EXEMPLE

On montre que les termes (1) et (2) de l’exemple 3 du chapitre I sont
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A- égaux.

(1) last o (ALL / o (trans o [u,v]))

(2) / o (last o (trans o (u,v)

En effet, en appliquant £1

(1) =, (last o ALL / ) o (trans o [u,v])

en appliquant LALL

(1) =, ( / o last) o (trans o [u,v])

et en appliquant E1

(1) =, (2)

TLALL: DEF o ALL f :: tl o ALL f = All fo tl

L’axiome TLALL indique que tl est une fonction permutable avec "ALL f,

On a "tl o ALL f C ALL f o tl” et non l’inverse.

ALLID: ALL id = id
SEININSDDDITIIIIITITED

ALLID place "ALL id” dans la classe de 1’élément neutre id.

J. BACKUS donne encore

ALLVID: ALL fo <> = <>”

ALLCONS: cons o [f 0 x, ALL f o al = ALL f o (cons o [x,a]).

REMARQUE

D’autres axiomes mettant en jeu une fonction "ALL f” et des primitives

sant cités dans l’annexe [.

3.3. Axiomes sur ’#”

Axioge de composition entre "sf? et "ALL g”

premiére partie
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*ALL: fo [x , ALL goh] = x(f 9 [271, go 22])} o [x,h]

*ALL correspond & la possibilité de composer une fonction "ALL gq” avec

une fonction Ff”,

EXEMPLES

On montre que les termes (1) et (2) de l’exemple 1 du chapitre I sont A-

égaux:

(1) last o ( «mult o [ 17, ALL 27 © (iota o n)])

(2) last o ( «(mult o [71,2°]) o [17, iota onl )

En effet, en appliquant *ALL

(1) =, last o («(mult o [71,27 0 72]) o [1,iota o nl)

et en appliquant £3

(1) =A (2)

Gn montre exactement de la méme maniére que les termes (1) et (3) de

l’exemple 2 du chapitre I sont A-égaux.

(1) last o ( xmult o [1°, ALL 71 0 (distil o [x,iota o nJ) J)

(3) last o ( (mult o [71,2?1072]) 9 (1° ,distl o [x,iota o nj] )

Axiomes de ”fusion” entre n fonctions efi”

Fe: trans o [ «flo [x),a] , *f2 0 [x,,a] peeey ¥f—N0 [x ,al J

Dead 
$ IPPPPIIINT

=¥{ flo [?1071,22]
DEISIYISDISSSNDYISDIVISSTETSEYONIODIISDESE DY

f2 0 [72071,72],...
SPSPIPIISISISINIDDIESISIII SPIED

foo [?no?1,72] J o f Px) sx yyee eX] , al

IESE ”
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Fe correspond a une infinité d’axiomes: fl =, mult o ({71,2 ] o (71071, 22])

avec E2, on obtient
Fe,: trans o [xflo (x) ,a],#F2 0 [x,,a]]

fl =, mult o [71 9 [71071,72],2° o [71071,22]]
«[fl o [71071,72],f2 0 [72071,72]]

puis avec P3 et £3

o ([x,,x,],al,

fl =, mult o [71071,2°]
Fx,: trans o [*flo [x,,a], f2 o [x,,a],f3 oO [x,,a]]

Si on a l’axiome MULTCOM de commutativité de la multiplication
*(fl o [21071,22],f2 0 [272071,72],f3 0 [73071,72]]

(2) a (5)
0 EEX) »X> Inala exe

*3

Axiome de "fusion” pour composer ALL g” et “sf”
Fe permet de ”fusionner” des itérations séparées cadées par des fonc-

tions “*fi” en une seule itération. La séquence argument des "*fi” est le FALL¥: trans o [ ALL go (#f o [x,h]) , «Ff o [x,h] ]

résultat d’une méme fonction a.

= * ({g a f,f] 0 [72071,22]) o [fg o x,x],h]
999

EXEMPLE

La fonction composée de "ALL g” avec "#f” se fusionne avec *f”, Nous
On mantre que les expressions (2) et (5) de l’exemple 3 du chapitre I

pouvons utiliser #ALL pour composer "*f" avec ALL g” et FALL* pour com+
sont A-égales

poser "ALL g” avec "*f",
(2) /o (last o (trans o [u,v]))

where def u = *(mult a [71,2]) o [1 ,iota o n] Axiome pour composer xg” avec sf”

Fee: trans o [ xg o [y, tl o ( *f o [x,h) )] , *f o [x,h] ]
y

| and def v = xmult o [1 ,iota o ni]

(5) /o (lasta ( +go[ [1,1 ],iota on J) )

where def g = [ mult o [2 ,?]071], mult o [72071,2?2] ] = * ( [g,?2] o [21071, f o [22071,77] ) o [Ly,xJ,h)

En appliquant Fe, on trouve

_ 
Pour composer "*g” avec "*f", on élimine l’initialisation x par applica-(2) *, /o (last o ( x{fl,f2] 0 [[2 ,1 ],iota o nJ)) , 7 PP

7 
tion de la primitive "tl", Le résultat de cette composition est fusionné

pour fi = (mult o [71071,2 ]) 0 [71071,72]

avec ‘afr,

et f2 = mult o [72071,72}

en appliquant £1 a fl, ona 
Des axiomes de fusion” et “composition” entre n fonctions "sfi” ou "ALL

fi”

premiére partie Premiére partie



On peut combiner les axiomes de fusion. On obtient alors une famille

infinie d’axiomes F qui contient la famille Fx et les axiomes FALL¥ et Fue,

La famille des axiomes F figure dans 1’ annexe I.

Avec ALLALL, *ALL, FALL et les axiomes F, nous avons mis dans A les

axiomes permettant de montrer que deux expressions qui ne différent que par

des fusions et compositions d’itérations codées par les fonctions "#*f" et

"ALL g” sant A-égales.

Axiomes avec les primitives

He: DEF o (#f o [x,a]) :: hd o (#f o [x,a]) = x
” : ”

TL¥:DEF o (tl o a) ii tl o (#f o [x,a]) = sf o [fo {x,a],tl o a]
cE)

TLx?1: tl o x?1 = ALL 27] 0 distl
INSISIIIISYIDSISISIOLPDDUIIDSTISISIOIDISISE SID DD

Si la longueur de la séquence argument de *?1 est n, 71" donne une

séquence de x de longueur n.

#22: 422 = cons
VISTISIT IEP IST

*VID: ¥f o [z,<> ] = cons o [z,<> ]
DYSITIYSISISDIIDADIFIVIISIFLISIOVITIIDISIIIODIDII ISTO DE

*CONS: cons a [z,xf o [f o [z,x],a]] = #f o {z,cons o [x,a]]
TIFSNS 

IIITDY TPIIIISPINITID ITT

REMARQUE

D’autres axiomes mettant en jeu une fonction xf et des primitives sont

citées dans 1l’annexe I.
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3.4. Axiomes sur "WH”
eee

Nous avons des axiomes de composition analogues 4 ceux de #",

Axiome pour composer "WH(p,f)” avec "ALL g”

WHALL: WH(p,f) o [x,ALL g o hh]
FTPPIDIIVISIISIDIDIIIIEIFSSPDLEDTPIDIDISISES PD

= WH(p o [71,g o ?2],f o [71,g 0 72}) o [x,h]

Les axiomes de "fusion et composition” particuliersp

Dans le cas général, il n’est pas possible de fusionner des fonctions

"WH(pi, fi)’. Les séquences résultats sont de longueur différentes a4 cause

des prédicats pi et on ne peut leur appliquer trans.

Cependant, on peut trouver des cas particuliers ou la fusion est possi-

ble,

Quand le prédicat s’a lique uniquement aux éléments de la séquenceatane 2 pre Sapp Bux Ge 2a

C'est le cas pour n fonctions "HH(p,fi}” & condition que le prédicat p

ne s’applique qu’aux éléments de la séquence commune qui figure dans

Vargument de ces n fonctions. Par exemple

trans o [ WH(p o 72,f) o [x,h] ,WH(p o 2,9) o [y,h] ]

Foxt WH (po 72,[ f o [710271,72],g o [72072] ] ) © [x,y],

On montre que ces termes sont A-égaux en utilisant l’axiome Fx et

Vaxiome
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WHePART: DEF o (WH(p o 22,72) o [y,a]) ::

#f o [x,tl o (WH(p o 22,72) o [y,a]] = WH(p o 72,f) © [x,a]

Axiomes pour composer "ALL 9” avec "WH(p,f)”

L C’est aussi passible de fusionner "WH(p,f)” avec "ALL g o WH(p,f)”

ALLWH: trans o [ ALL g o ( WH(p,f) o [x,h}] ) , WH(p,f) o [x,h] ]
99s DdP9V99Nd

= WH (p o [72071,72] , [go f,f] o [72071,72] ) o {[q 0 x,x],h]
SP999999 SPSS

On a aussi l’axiome "symétrique’ que l’on a répertorié ALLWHS dans

annexe I.

Axiomes pour composer "*f” avec "WH(p,g)”

On peut encore fusionner

"WH(p,g) o Ly,h]” avec "*f o [x,tl o (WH(p,g) o [y,h])]”

«WH: trans of +f of x , tl o ( WH(p,g) o [y,hl ) J],
PYDSDIESSEDEDDDIDYDORIIDSSSSYEDYISVSDYIIIIIN DYES ISIS SIED IID PI ITILIZINIIIS PIPPI IE PPDI ISIS PPPPIIILISLY

WH(p,g) o [y,h] ]
ISDDDINIIDYDIYIDPYDDIPIPDYINITDIIIDD

= WH ( p o [72071,272] , [f,2?2] o [271071,g o [22071,72]] )
” 

,

0 U{x,y],h]
IPISYSPISEYY DPSS IO ITDT

L'axiome "symétrique” *WHS figure dans l’annexe I.

Autres axiomes de composition
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. 

a 
” 

o, oeAxiomes pour composer "WH(p,g)” avec "«f'

On ne peut pas écrire ces axiomes en utilisant “trans” comme nous

l’avons fait avec ”*” puisque les séquences résultats de

WH(p,g) o [x,tl o (¥f o [y,h]})]

et de *f o [y,h]

ne sont pas forcément de méme longueur. Cependant, on peut utiliser une

composition par "ALL 71” ou "ALL 72”. On comprendra cela plus facilement si

l’on sait que, dans le cas oU "a:x” et "b:x” ont pour résultat deux

séquences non vides de méme longueur, 1’on a

ih(ALL?1 o (trans o [a,b]):x == a:x

et (ALL?2 o (trans o [a,b]):x == b:x,

On peut voir un axiome de composition WH avec "ALL?71” et un axiome WHxS

avec "ALL?2” dans l’annexe I.

Axiomes pour composer "WH(p,g)” avec ”WH(q, f)”

On doit intraduire une conditionnelle et non un “and” pour composer les

Prédicats d’arrét. C’est un schéma bien connu des programmeurs pour les

boucles. On a ainsi deux axiomes de composition WHWH avec "ALL?1” et WHWHS

avec "ALL?2” présentés dans l'annexe I.

axiomes de fusion et de composition des fonctions ALL fF? , Meh etsot

"WH(p,f)" qui codent les itérations.

Axiomes avec les primitives sur les séquences

Tl reste & ajouter des axiomes entre "WH” et les primitives sur les
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séquences qui sont présentés dans l’annexe I. Considérons par

Ll’ axiome TLWH

TLWH: po [x,hd o al] ::

tl o (WH(p,f) o (x,a]) = WH(p,f) o [f o [x,hd o al,tl o a]

On peut constater que la précondition n’est pas de la forme "DEF

Pour appliquer cet axiome, il faut prouver

paragraphe 2.4) soit

po [x,hd ao al = aca(auh) T

3.5. Axiomes pour les primitives sur les séquences

Axiomes sur "trans”

Au paragraphe 2.3.b), nous avons prouvé la validité de:

LTRANS: DEF o (trans o [a,b]}
PYIPIIIIIVIMAISILIPIDIDIIFISSIIIPITIE TI SDE?

i: last o (trans o [a,b]) = [last 0 a,last o b]

HTRANS: DEF o (trans o [a,b])
PIPISIIISTISINDIISIDD IIIS EEPPSITITI TEPID

i: hd o (trans o fa,b]} = [hd o a,hd o b]
vd9: DOPPIPIINY o SPPPIIIISD

La primitive ’tl” permute avec ”trans”

TLTRANS: tl o (trans o [a,b]) = trans o [tl o a,tl o bj.
8

Nous avons des familles infinies d’axiomes correspondant aux

138

exemple

o t",

la précondition (voir le

diverses
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arités de "trans’. Les axiomes LTRANS, HTRANS et TLTRANS sont les éléments

correspondant a l’arité 2. Ces familles sont répertoriées dans 1’ annexe 1.

Et enfin une famille d’axiomes permet de supprimer "trans’:

ALL1 TRANS). : DEF o (trans o [a,b]) ::
DIVISIDIIDIIZISISEDSIIDIDITOIIIDIDID DD IDINID ITED

ALL?1 o (trans o [a,b]) = a
IPPPLISPIVIDIVIDIISIIVIDIDIIIIDIIISI INL IDIISODE DI IERY

ALL?2TRANSa7? DEF a (trans o [a,b]) ::
DIDIPIDIIDITITIESS II DIVIIITIDPSPSIILIS ED IIIS PEDE

ALL?2 a (trans o [a,b]) = b
SYYIISYESSDPSDIDEEDIDIDISIDINIDYSPPDDODIDITESIERDDS

La famille infinie de ces axiomes est présentée dans l’annexe I dans le

paragraphe des axiomes sur "ALL". Ces axiomes permettent d’appliquer les

compositions de "ALL” avec ", %*” avec #",... a partir des axiomes de

fusion et composition FALL*, Fex,..

EXEMPLE UTILISANT FALL, LALL et ALL? TRANS

On peut montrer que les expressions (1) et (3) de lexemple 7 du

chapitre I sont A-égales.

(1) 22 0 (last o (#f o [[0°,0°],x]))

where def f = [ / 0 [g,10 ],q }

where def g = + a [?2071,?2]

(3) / 0 [last o (#4 0 (0 ,x]}),10° ]

En appliquant £3 et Pl, on a
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fs, [/afidog, 10 og],q]

on peut appliquer £2 a f:

f=, [/0 ({idl0] og, gl

Aprés avoir substitué l’expression de g, on applique £1 et £2

FA [ ( / 0 [idl0] ) o + 4+ ] o [72072,22]

Si l’on sait que

+a [0,0] =,0,

on trouve

[0,0 ] =, [+0 [0 ,0],0].

Aprés avoir substitué l’expression de f, on peut alors appliquer FALL»

dans l’expression (1) 4

t=#fo [+0 [0,0 ],0]

et on trouve

(1) =A ?1 0 (last o t),

pour t = trans a [ALL / o (#+ 0 [0 ,x]),*+ 0 (0 ,x]]).

Si on applique £1 puis LALL, ona

(2) =, last a (ALL?1 a t)

en appliquant alors ALL?1TRANS et on trouve

(2) =A (3).

Axiomes sur la prigitive "distl”

L’axiome suivant a été prouvé au paragraphe 2.2.b).

premiére partie
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LDISTL: last o (distl o [x,a]) = [x,last 0 al

On a aussi un axiome avec hd

HDISTL: hd o (distl o [x,a]) = [x,hd 0 al

et un axiome avec tl

TLDISTL: tl o (distl o [x,a]) = distl o [x,tl 0 al]

On présente 4 la fin du paragraphe des axiomes sur “ALL” dans 1’ annexe I

un axiome particulier avec ”ALL”

ALLDISTL: ALL [fF 0 71,g 0 72] o (distl o {x,a])
3 

” a899d

= distl o [f o x,ALL go al
IISIFIPIISYEIVIYIDIDEDIDIDIZIDDDIDIIEDIDIDII DIED IDI PID

On a aussi un axiome entre "trans” et "distl”

TOISTL: trans o [ALL?1 o (distl o [x,a}),a} = distil o [x,a]
Seoreeey

EXEMPLES POUR ILLUSTRER LE ROLE DES AXIOMES ALLDISTL ET TDISTL

Ces deux axiomes sont utilisés pour prouver l’équivalence entre deux

expressions e et 7) qui codent des programmes itératifs qui ne différent

gue par la place d’une expression z. z est sous-terme de f dans 1l’itération

"*f o [x,a]” pour e, et z est située dans l’argument "[x,distl o [z,a]]” de
1

litération correspondante pour &:

Premier exemple avec ALLDISTL

Cet axiome est utilisé pour montrer que les expression (2) et (3) de

Vexemple 2 du chapitre I sont A-égales.
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(2) = last o (*g 0 [1 ,distl o [id,iota o n]])

where def g = mult o [71,x 0 (71072)]

(3) = last o (*g’ o [1 ,distl o [x,iota o n]]})

where def g’ = mult o [71,?1072]

NoNous pouvons remarquer les places respectives de x dans (2) et (3

Soit a= distl o [x,iota o nl,

sachant qu’en appliquant Pl: x =, x0 id

et qu’en appliquant ALLID:

iota on =4 ALL id o (iota on), ona

a=, distl o [x o id, ALL id o (iota o n)]

et que, si on applique ALLDISTL

a =, ALLE x a ?1,id o 72] o (distl o [id,iota o nj)

en appliguant Pl

a, ALL[x 0 71,72] 0 (distl o [id,iota o n]}).

Si i’on substitue l’expression de g’ dans l’expression (3), on applique

#ALL et an trouve

(3) =, last o (mult o [1,ALL?1 0 aj).

Maintenant en considérant l’expression de a, on peut appliquer ALLALL

(3)=, last o

(amult o [1 ,ALL(?1 o [x o 71,?2]) o (distl o [id,iota o nj)])

puis avec P3

(3) =, last o

(xmult o [17 ,ALL(x o 71) 0 (distl o [id,iota o nJ)])

et enfin en utilisant *ALL et El, on trouve

premiere partie
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G) =, (2)

Le deuxiéme exemple utilise aussi ALLDISTL.

ALLDISTL est utilisé pour montrer que les expressions (2) et (3) de

l’exemple 6 du chapitre I sont A-égales.

(2) = ALL(/ o [72,71]) o (distl o [s,, ALL $, 0 (iota oa n}])

(3) " ALL(/ 0 [s) 0 22,71]) © (distl o [s,,iota o n})

On peut noter la place différente de s, dans (2) et (3).

Soit a = distl o (s, ,ALL $s, 0 (iota o n)])

en appliquant Pl: s idas
2 7A 2?

on peut alors appliquer ALLDISTL puis PL

a, ALLE 71,5, a ?2] o (distl o [s,,iota onl]).

Dans l’expression (2) on peut alors appliquer El puis ALLALL

(2), ALL((/ o [72,71]) o (71,8) co ?2]) a (distil o [s,, iota a n))

en appliquant alors £2 et P3

(2) =4 (Sdn

le troisiéme exemple nécessite l’ application de TOISTL

Maintenant, on veut montrer que les expressions (1) et (3) de l’exemple

6 du chapitre I sont A-égales.

(1) ALL(/ o [s,,s,]) o (iota o n)

(3) ALL(/ a [s) o ?2,71]) o (distl o [s,, iota onl).

Nous pouvons remarquer la place de 8» dans chaque expression,

Premiére partie



En appliquant ALLALL dans l’expression (3)

(3) =, (ALL / 0 ALLEs) o 72,71]) 9 (distl o (s,, iota onl)

puis avec FALL

(3) =, (ALL / 0

(trans o [ALL(s, o 72),ALL?1])}) o (distl o {s,,iota on])

avec £1 puis E2:

(3) =p ALL / o (trans o fu,v})

pour u = ALL(s) 0 72) o (distl o [s,,iota on])

et v= ALL?l 0 (distil o [s,,iota onl).

Considérans déja le terme u

On applique ALLALL:

Us, CALL 8,9 ALL?2) o (distl o [s,,iota a nj)

Sik = distl o {s,, iota on] en appliquant TDISTL on a

k =, trans a [ALL?1 a (distl o [s,,iota onj),iota o n}

donc avec El puis ALL?2TRANS

u=, ALL sA 1° (iota an).

Considérons maintenant v

Soit h = distl o [s,,iota on]

On applique Pl s Ss, G id,
A ~22

et ALLID iotaon =, ALL id o (iota o n)
A
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on peut alors appliquer ALLDISTL ah

fh =, ALLIs, © 71,id o 72] o (distl o [id,iota o nj).

On applique maintenant 4 v = ALL?71 0 h les axiomes £1, ALLALL et P3

Vey ALL(s, a 21) o (distl o [id,iota o nj).

Maintenant il nous faut considérer 1’expression de 8,

5, ¢ last o (++ 0 [0 ,ALL p a (iota 0 107)]).

Qu’on peut aussi écrire avec application de Pl, £3, El et £2

s so 0
2 7A

pour s = last o (#+ o [id,ALL p 0 (iota o 10 )])

on a donc

vz, ALL ((s 0 0) o 71) o (distl o [id, iota o n])

avec El et £3

v=, ALL (s 0 0) o (distl o [id,iota o n)).

Il est alors possible en appliquant £3 d’obtenir

ve, ALLA (so (0 o ?2)) o (distl o [id,iota o al).

Comme on peut toujours appliquer TDISTI. Ah = dist] nm [id,inta a nl

b =, trans o [ALL?1 o (distl o [id,iota o nJ),iota o nl],
A

il suffit d’appliquer £1 et ALLALL pour avoir
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ve, ALL (s 0 0) o (ALL?2 a b)

et d’appliquer ALL?72TRANS et "s00 = 8,” pour obtenir

Vey ALL S, 0 (ieta on).

Revenons a l’expression (3)

(3}=, ALL / o (trans o [ALL $, 0 (iota o n),ALL 8, 0 (iota o n)})
A

il reste a appliquer FALL pour obtenir

G) =, (1).
A

Axiome sur “last” et "t1”

LTL: DEF o (last o tl) :: last o tl = last
vyarsagy POVIDAITPINIT

LTL permet de supprimer "tl”.

Axiomes sur “iota”

Citons

LIOTA: DEF o iota :: last o iota = id
DETPPYDINIDIIDIDIODIIIDIDIIIISIS ED IVIDIZISIDIDIDIDEDIPIDED IY

ALL¥IOTA: ALL(last o (*f a [g 0 x ,iota])) 0 iota
DEDYPYSVIOLIDISIIPIDIDIDITIIGITE DID IDIIDIDIDEIIIIDIIIZIPODISIISIIILIIPIIIIGT

= tl o («fo [ga x ,iota]}.
IODIEESDSSSVSIID IDS ISIODSOLIDINDSITIDPDIDIDITDIST

Ce dernier axiome montre le cas av 1’on peut supprimer une "“imbrication

d’itération”,

EXEMPLE DE SUPPRESSION O’IMBRICATION AVEC ALL*IOTA
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Nous allons pouvoir montrer qu’une expression de calcul de

L+244e...42"

(qui ne contient pas d’itération imbriquée) est A-égale 4 1’expression

(i) de 1l’exemple 5 du chapitre I.

(i) last 0 (¥g o [0 ,iota 6 nl)

where def g = + 0 [71, f o 22]

where def f = last o (#mult o [1°,ALL 2” o iotal)

f code une itération "imbriquée” dans 1’itération eg’,

Aprés avoir substitué l’expression de g, on applique *ALL et

(id=, last o (#+ 0 [0°,ALL f 0 (iota o n)]).

Aprés avoir substitué l’expression de f, on peut appliquer ALL*IOQTA

(is, last o (xt o [0 ,tl o (#mult o [1°,ALL 2” 0 (iota @ n)])]).

Cette expression ne contient plus d’itération "iebriquée”

EXEMPLE UTILISANT LIOTA ET LTL

Nous prauvons que les expressions (2) et (3) de l’exemple 7 chapitre I

sont A-égales,

(2) last o (ALL / 0 u)

where def u = trans o [tl o (#4 0 [07,x]), iota o 10°]ox

(3) / o [last o (+ 0 [0°,x]),107]
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On applique El puis LALL puis Ei a (2)

(2) = /o (last o u).

On applique LTRANS

(2) =A / o [last o (tl o (#4 0 [0°,x])),last o (iota o 10°)].

On applique alors LTL et LIOTA

(2) =, (3)

REMARQUE

L’annexe I prapase d’autres axiomes sur ces primitives. fn particulier,

on y trouve les axiomes concernant les primitives ”’cons” et “append”.

3.6. Axiomes sur ”_->_;_”

Axiomes avec ” 0”

COND1: (p->f;9) o fh = (p o h)->(f o h)3(g oh)
SIVIIIDE

COND2: ho (p->g;h) = p=>(h o F);(h o g)
DYPLIDIDIDIT II DYIIIOIIITEDISIDIPLDIDITSD IS IDIEIY PPD IIT TIDY ISIE DEED

COND2 est cité par Z. MANNA [Man73]. J. BACKUS les donne tous les deux.

Axiomes qui supprigent un test

COND3: p->(p->f;g)sh = p->Fsh
PISPIIIDIDIFIVIIDIDIDELIDIIIV ITD PE IIPIIT

COND4: p->h;(p->f3g) = p->h3g.
DSIYIPIDIDILIZIDISDTINIV ID ID IZIP II PE ITIPIDIT

Axiomes avec "[_..._]”
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COND5: [h,p->f3g] = p->[h,f];{h,g]
IIDEISPPIDIDYIISDSIIVIDIDEINIVIIIIISPD DI ISIIDISD DE SDDD.

COND6: [p->F;g,h]} = p->[f,h];{g,h].
DOSTIIDTDIDSIIODIDIDIDIDIISIDDSTSIIDIDIZIDIDID SS DT ID DD

Ces axiomes font partie d’une famille infinie citée par J. BACKUS

CONDS, : {hl,...,hi-l,p->f3g,hiel,...,hn]

= p->[hl,...,hi-l,f,hitl,...hn];[hl,...,hi-l,g,hiel,...,hn).

Axiomes pour ” -> ;_”

Tr (p->xsy)->f 3g = p->(x->f 3g); (y=>F 3g)

Ci p->(q->F39)3(q->xty) = q->(p->F 53x); (p->g3x)

Les axiomes C, T, COND3, COND4 sont donnés par S. BLOUM et &. TINOELL

{[Blo83].

Cet ensemble d'axiomes permet de supprimer les redondances de test

illustrées par les exemples 8 et 9 du chapitre I.

EXEMPLE 8 DU CHAPITRE 1

(e) pl -> 43 (p2->8 3 (p3->t;u))

avec t= q2->u; (p3 ->k 32),

On montre déja que

u a p3 -> usu

Pour appliquer ensuite C at ce qui permettra d’appliquer COND3 pour faire

disparattre la redandance de p3.
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On applique l’axiome P3

Uz, 71 o [u,p3->k3z].

On applique CONDS:

uz, 210 (p3->fu,k];fu,z])

et avec COND2

Uz, p3->(71 o [u,w])}3(71 0 [u,z])

alors P3 donne

Uz, p3->u 3 uy.

Gn applique Cat

t =, p3 -> (q2 -> u;k) + (ql -> u;z)

alors COND3 s’applique a (e) et

Mr(e) ey Pl -> rj (p2 -> s 3 (p3 -> (ql -> v3w) 3 z)) (ey

Dans €), on ne trouve plus de redondance du test p3

EXEMPLE 9 DU CHAPITRE 1

(F) ql -> ( pl -> hos (p2 -> mj; u) )

; (pl -> nm; (p2->m; (p3 -> k 3; ud }

Dans (f) le test ql est fait inutilement dans le cas du fésultat m.

On peut appliquer C

premiére partie

150 151

(fF) =, pl -> C ql ->h 3m) 3 ( ql -> (p2 -> m3 u)

3 (p2-> m3 (p3 -> k 3 4) ).

On peut encore appliquer C

(f) =, pl -> (ql -> hyn) 5 ( p2 => (ql -> m5 m)

; (ql => u 3 (p3 => k 3 u) ),

Maintenant il est simple de montrer comme pour l’exemple précédent que

ql ->m;mTM =, m

et l’on trouve

(f) =, pl -> C(ql->h3;n) 3 ( p2-> o

3 (ql ->u; (p3 -> kyu) ),

Dans cette expression, ql n’est pas testé dans le cas d’un résultat em.

REMARQUE 1

Qn peut aussi ajouter d’autres axiomes donnés par S.BLOOM et R.TINDELL

{81083}

TRUE: T -> f3g = f

FALSE: Fo -> fig = q

PPX: p->psx = p->T yx

PXP: po>xsp = p-dxsF.

Ces axiomes n’ont pas un grand intérét si l’on n’inclut pas les axiomes

Sur les booléens.

REMARQUE 2

Pour les raisons que nous avons invoquées dans la remarque du paragraphe

3.1, on ne considére pas d’axiomes sur ”!” comme par exemple
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p->!y! =!

ou C fg 2 t)

4. Théories particuliéres

Notre théorie A est incompléte. Nous avons été parfois tenus (comme dans

les exemples des paragraphes 3.3 et 3.5) d’ajouter des axiomes concernant

les primitives de base. 11 faudrait done inclure aussi des axiomes sur ces

primitives de base. Nous n’estimons pas devair en donner la liste compléte

car naus voulons rester dans le cadre "intrinséque” de cette thése. Nous

signalons dans l’annexe I uniquement ceux que nous avons été amenés a

utiliser pour traiter les exemples du chapitre I.

Cependant, des propriétés particuliéres 4 des primitives de base (domme

par exemple l’associativité de +” ou mult”) peuvent servir a prouver des

propriétés particuliéres de fonctions "*+” ou mult”. Ces propriétés sont

alors les mémes pour toute fonction "*f” qui concerne une fonction f asso-

ciative. On a alors une sorte de régle d’inférence pour des preuves sur ces

Fonctions "xf", Ce paragraphe est consacré a de telles régles d’inférence

que nous pourrons appliquer pour prouver que des expressions sont A-éqales.

Nous pouvans alors montrer l’équivalence des expressions (1) et (4) de

l’exemple 3 et des expressions (1) et (2) des l’exemple 4 et 5 du chapitre

I. Nous savons que montrer une équivalence analogue dans le systéme de R.

BURSTALL et 3. DARLINGTON [Bur77] réclame la réponse a un eureka ow

application d’heuristiques particuliéres.
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4.1. Premiére régle
—S

PROPRIETE (PA)

Notons ”.” et : deux opérations binaires vérifiant la propriété

suivante:

(PA(.,:)) a.(bic) = (a.b)ic

Les opérations associatives comme Ll’ addition ou la multiplication dans

les entiers ou les réels vérifient cette propriété avec elles mémes.

Dans les entiers ou les réels, on a aussi PA(+,-)

a+ (b-c) = (atb) -c

Natons "*” la multiplication et ”/” la division dans les réels, on a

encore PA(+,/)

ax(b/c) = (axb)/c

Notons "\” l’opération telle que

a\b = b/a,

ona PA(\,«*) car

a\(bec) = (bec)/a = (b/a)¥e = (a\b)«c

Considérons deux fonctions f et g qui correspondent a deux opérations

ayant la propriété (PA), dans le formalisme FP cela s’écrit:

(PA(g, F)) g o-[a,f o [b,c]] = f o [go [a,b],c}.
I99ESS OY
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Si nous avons dans A l’axiome d’associativité de +”

Notons ”x” la multiplication et ”/” la division dans les rééls, on a

PLUSASS: +0 [a,+ 0 [b,c]] = +06 [+0 {a,b],c],

on sait que PA(+,+).

Si l’on a aussi l’axiome définissant ”-”

MOINS: +0 [a,- o [0 ,b]] = - o [a,b],

on peut montrer que PA(+,-). En appliquant MOINS

+o [a,- 0 [b,c]] =, +0 [a,+ 0 [b,- 0 [0 ,c]]

avec PLUSASS

+0 [a,- o [b,c]] =, +0 [+0 [a,b],- 0 [0°c]]

et avec MOINS

+0 [a,- o [b,c] =, 70 [+ o [a,b],c].

On maontre de méme que PA(mult,mult) et PA(mult,/) en utilisant les

axiomes MULTASS et DIV/.

MULTASS: mult o fa,mult o [b,c]] = mult o {mult o [a,b],c]

DIV/; mult o [a,/ o [1 ,b]] = / 0 [a,b].

Mais on peut aussi appliquer d’autres axiomes de A pour montrer que deux

fonctions ont la propriété (PA), Par exemple, avec la fonction

e = /o [22,71],

on a PACe,mult}. La fonction e correspond 4 l’opération notée ”/” ci-

dessus.
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On applique El puis P3 et

eo [a,mult o {b,c]] =,/ 09 [mult o [b,c],a]

en appliquant alors MULTCOM axiome de commutativité de mult”,

pA(mult,/) puis de nouveau MULTCOM

=, /o [mult o (c,b],a] =, mult o [c,/ o [b,a]] =, mult o [/ o [b,a],c]

on applique alors £1, E2 et P3

=, mult o [ (/ o [72,71]) o [a,b] yc]

et on a montré que PA(/ o [71,72] ,mult).

On voit donc que: en utilisant la A-@galité, on peut montrer que PA(g,f)

pour deux fonctions f et g.

Rl: REGLE UTILISANT LA PROPRIETE (PA)

PA(g,f) [- ALL go (distl o [x,*fa [z,a]]) = * f o [g o [x,z],a],sysstireey SISIIESDY:

la justification se fait simplement par induction sur la structure de la

séquence a.

Intuitivement si PA(.,:),

a.(bic) = (a.b):c 9 done

x. (CC(zral)ra2):a3):a4) = (x. (((z:al):a2) a3) iad

= ((x.((ztal:)a2)):a3):a4 = ((((x.z):al):a2):a3):a4

= ((((x.z):al)1a2):a3)ra4

et c’est la méme chose pour un nombre i quelconque de ai.
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EXEMPLE D’APPLIQUATION: SIMPLIFICATION DU CALCUL DE n!/p!.

Considérons 1’expression

(e) /o [last 0 u,v]

where def u = #mult o [v,s])

and def v = last o («mult o [1 , iota c p]).

La fonction v calcule p!. Si la fonction s a pour résultat la séqueénce

<p+l,p+2,...,n#p-1>, la fonction u calcule n! en utilisant v. (e) calcule

nt/pt.

REMARQUE

On peut aussi partir de l’expression directe de n!

h = ¥mult o {1 ,iota o n]

et montrer que h et u sont A-égales en utilisant les axiomes APPIOTA et

+#APP présentés dans 1’ annexe I.

Nous allons simplifier l’expression e

En utilisant P3 et E2, on montre que

(e) =, /o ((22,71] o [v,last o ul)

on applique alors LDIsit

(e) =, /o ( |?2,71} 0 (last o (dist o [v,u]))).

Et en utilisant E1 et LALL

(e) =A last o ( ALL (/ o [72,71]) o (distl o [u,v])).
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On peut alors appliquer la régle Rl puisque PA(/ o [22,71] mult):

(e) , last o (¥mult o [ (/ o [72,21]) 0 [v,v] , sl).

On applique alors £1, £2 et P3

(e) =p last o (wmult o [ (/ 9 [v,v]), s]).

Et il suffit d’appliquer l’axiome IDIV/

IDIV/:: DEF o (/ o [x,x]) 3: / 0 [x,x] 2 17

pour avoir

(e) =, last o (wmult o (1°,s})

et on a mantré que n!/p! peut se calculer par le produit

(...0C (Le (p41) )*(p+2))¥...)#(nep-1)

4.2. Deuxiéme régle

PROPRIETE (PB)

Notans ".” et ":" deux apérations binaires ayant la propriété suivante

(PB(.,:)) (x.y)s€a.b) = Oca). (y:b),

Les opérations associatives et commutatives comme addition et la mul-

tiplication dane les entiers au les réels vérifient le propriété (PS) avec

elles-mémes.

Dans les réels, on a aussi
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PB(+,-) (x + y) - (a+b) = (x - a) + (y - b)

PB(x,/) (x #y) / (a # b) = (x / a) * (y / 6).
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Considérons deux fonctions f et g qui correspondent a deux opérations

ayant la propriété (PB), elles vérifient 1l’équation

(PA(F,g)) golf o [x,y],f o [a,b]] = f o [Gg o {x,a]l,g 9 [y,bl].
m7 3989

Avec les axiomes PLUSCOM et PLUSASS de commutativité et d’associativité

de "+", ona

+0 [+ 0 [x,y],+ 0 [a,b]] =, + 0 [x,+ 0 [y,+ 0 [a,b]]]

=, +0 [x,+ o [+ o [a,b],y]]

=, +0 {x,+ 0 [a,+ o [b,y]]]

=, +0 {+ o [x,a]l,+ o [b,y]].

Done PB(+,+).

On vérifierait de méme que PB(mult,mult) en utilisant les axiomes

MULTCOM et MULTASS.

On montre que P&(-,+)

+a[-o [x,y],- 0 [a,b]] =, - o [+ 0 [x,a], + 9 [yb],
A

en utilisant l’ensemble des axiomes de la structure de groupe pour

l’opération "+" c’est-d-dire PLUSASS, PLUSCOM, PLUSG, MOINS et IMOINS.

PLUSO: + 0 [a,0 ] = a

IMOINS: T o (~ 0 [a,a]) :: - 0 [a,a] = 0.

En effet, il s’agit de montrer que
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(x-y) + (a-b) = (xta) - (ysb),

Montrons déja que (O-a)+(0-b) = 0-(a+b)

(O-a)+(O-b) = (0-a)+(0-b) + 0 = (0-a)4(0-b) + ((a+b) - (asb))
(O-a)+(0-b) + ((atb) + (0-(a4b)))
(a + (O-a)) + (b + (O-b)) + (0-(a+b))
(a-a)+(b-b)+(0-(a+b)) = O-(a4b)touou

alors = (x-y)+(a-b) = (x+(0-y))+(a+(0-b))
= (xta) + ((0-y)+(0-b)) = (x+a)+(0-(y+b))
= (x+a)-(y+b).

On montre de méme que PB(/,mult) en utilisant les axiomes MULTASS,

MULTCOM, DIV/, IDIV/

R2: REGLE UTILISANT LA PROPRIETE (PB)

PB(F,g) |~ ALL go (trans o [xf o [x,a],*f o [y,b]])

= *f o [go [x,y],ALL go (trans o [a,b])].
SIN 4

La justification se fait simplement par induction sur la structure de la

séquence "trans o [a,b].

Intuitivement, pour deux opérations ".” et ":" telles que

Qcy)i(a.b) = (xia). (yb), on ar

((x.al).a2).a3)):((y.bl).b2).b3)) = (((x.al),aZ):((y.bl).b2))). (a3:b3)

= ((Ox.al)s(y.b1)), (a2:b2)). (a3:b3)

a" (C(xty).(al:bl)). (a2:b2)). (a3:b3)

et c’est la mame chose pour un nombre quelcongue de ai.

EXEMPLES D’ APPLICATION

a) Exemple 4 du chapitre I
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Nous allons pouvoir montrer que les expressions (1) et (2) de 1l’exemple

4 du chapitre I sont A-égales

(1) +o [ps o [ALL a o (iota o n),ALL bo (iota o n)]

»ps o [ALL c o (iota o n),ALL bo (iota o n)]

where def ps = last o (+ o [0 ,ALL mult o trans])

(2) last o (#f o [0 ,iota o n]

where def f = + 0 [7], + 0 [mult o [a 0 22,6 0 22]

mult o [c 0 ?2,d 0 22] J.

En appliquant £2 et El a f, ona

F =, + 0 [71, go 22] sig =+0 [mult o fa,b],mult o [c,d]].

On peut alors appliquer #ALL a 1’expression (2)

(2)=, last o (*+ 0 [0°,ALL g 0 (iota o n)]).

Avec ALLALL et FALL

ALL g =4 ALL + 0 (trans

o [ALL mult o (trans o [ALL a,ALL b])

*ALL mult o (trans o [ALL c,ALL d]) }).

Soient u = trans o [ALL ao (iota o n),ALL b o (iota o n)]

et v " trans o [ALL c o (iota o n),ALL d o (iota o n)J,

on peut appliquer £1 et E2 pour avoir

(2)=, last o ( ++ o [0 , ALL + (trans o [u,v] 1 ).

Sr nous savons que PB(+,+) et si l’on sait que 0 est élément neutre de

"4" Cavec l’axiome PLUSO), on peut appliquer R2 a l’expression (2).
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On a donc

(2), last o (ALL + o (trans

o [+ 0 [0 ,ALL mult o ul

»#+ 0 [0 ,ALL mult o v] ])),

En appliquant alors £3 et E2 , ona

(2) =, last o (ALL + 0 (trans

o [(#+ 0 [0 ,ALLmult]) ou

,(#+ 0 [0° ,ALLmult]) o vj)).

Il suffit d’appliquer £1,LALL et LTRANS pour avoir

(2) =, (1).

La régle R2 permet de résoudre cet exemple qui nécessite une demande

d’eureka dans le systéme de R. BURSTALL et J. DARLINGTON [@ur77].

b) Exemple 3 du chapitre I.

Nous allons pouvoir montrer que les expressions (1) et (4) de l’exemple

3 du chapitre I sont A-égales.

(1) last o (ALL / o (trans o fu,v]))

where def u = «mult o [1 ,ALL 2. 0 (iota o nj]

and def v = #mult o [1 ,iota on]

(4) last o (*g 0 [1°,iota o n])

where def g = mult o [71,/ 0 [2°,72}]

On sait que PB(mult,/). On peut appliquer R2 4 1’expression (1)

(Ms, last o (#mult o [/ 0 [1,1],

ALL / o (trans o [ALL 2 0 (iota o h),iota o nj)] ).

Maintenant on peut appliquer l’axiome IDIV/
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folly] =, 1

et avec ALLID, £2 et FALL

trans o [ALL 2 0 (iota o n),iota on} =, ALL[2,id] o (iota a n)
A

alors

(L)s, last o (wmult o {[1,ALL / o (ALL[27,id] 0 (iota o n))]).

On peut alors appliquer ALLALL puis *ALL

(1) =, last o ( *(mult o [71,(/ 0 [2°,id]) 9 22)]) o [1,iota o n]),

On applique alors Fl, £2, £3, Pl

(1) =, last o ( «(mult o [71, / 0 [27,22]) 0f [1 ,iota on] )

c’est-a-dire

4.3. Troisiéme régle

PROPRIETE (PC)

La propriété met en jeu trois opérations que ]’on peut noter ”.",

yoy
et une fonction s (fonction dans les entiers).

(x.i)is(i) = (x:i)..s(i)

Ce qu’on formule fanctionnellement par

PC(g,f,h,s) go lfo {x,il,s 0 i] = ho [g 0 [x,i],s 0 il.
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Qn peut remarquer que PC(f,f,f,s) est trivialement vérifiée quelles que

soient f et s.

Si nous reprenons les fonctions "inv’, "decal”, “place” et "val de

J’exemple 10 du chapitre I, on a une propriété PR2:

decal o [inv o [t,i],+ a [1 ,i]] = decal 0 [decal o [t,i], +0 [1 ,i]]

qui exprime que si, dans le tableau t, l’on inverse les élément de rang i

et i+1 puis que l’on déplace 1’élément i+2 en itl, cela revient a faire

deux décalages successifs.

PR2 exprime PC(decal,inv,decal,+ o [1 ,id]).

On a aussi une propriété PR3:

val o [inv o [t,i},+ 0 [1,i]] = val o (t,i]

qui exprime que la valeur en i+] dans le tableau t modifié par 1' inversion

des éléments i et i+1 est la valeur initialement en i.

En utilisant l’axiome P3, l’on peut aussi écrire PR3 sous la forme

val o [inv o [t,i],+ o [1 ,4]] =, 210 [val o [t,iJ,[+ 0 (17,i]]

et l'on a PC(val,inv,?1,+ o [1,id]).

R3: UNE REGLE UTILISANT LA PROPRIETE (PC)

PC(g, f,hys) |- go [last o (*f o [x,iota on}), son]

= last o (*h o [go [x,1 ],ALL s o (iota o n)]).
IPI ISDD
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EROS SES

On justifie R3 avec une récurrence sur l’entier n.

Intuitivement, si PC(.,:,..,8), ona

(x.i}is(i) = (x:i)..s(i) done

(((x.1).2).3)28(3) = (((x.1).2323)..8(3) = ((0x.1)22)..8(2)). 08 (3)

= (((x:1)..8(1))..8(2))..8(3).

APPLICATIONS AUX FONCTIONS inv, decal ET val DE L’EXEMPLE 1O DU CHAPITRE I

Nous avons vu que PC(val,inv,?1,+ o [1 ,id]), en appliquant R3, on a

val o [last o (¥inv o [t,icta a n}), +0 [lyn] J

=, last a (#?1 0 [val o [t,1 ],AlL(+ o [1°,id]) 0 (iota o n)]))1).

Appelons v le deuxiéme membre, on peut simplifier v en appliquant LTL et

El qui permettent d’appliquer TL¥?1, on a

Viz, last a

{ALL?1 0 (distl o [val o [t,1 ],ALL(+ 0 (1 ,id]) o (iota o n)])).

On applique alors LALL, LDISTL et P3

v=, val o {t,2 ].

On a donc

(a) val o [last o (*inv o [t,iota on]), +0 (1,n] ]

=, val o {t,1 ].

La valeur de l’extrémité d’un tableau de longueur n obtenu par n_ inver-

sions consécutives est la valeur du tableau original a l’indice 1.

CONSEQUENCE DE LA REGLE R3
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pc(g,f,g,+ 0 [1 ,id]) |- go [last o (af o [x,iota o n)),+ 0 [1 ,n]]
yes

2 last o (*g o [ x, iota o (+ 0 [1,n}) ]).
yy

I] suffit d’appliquer HIOTA, ALL+IOTA, TL» et LTL au deuxiéme membre de

R3 qui devient

last o (#9 o [g o [x,1 ],ALL(+ 0 [1°,id]) 0 (iota a n)]).

REMARQUE

On peut appliquer cette conséquence pour une seule fonction f qui

vérifie trivialement PC et on a

(R) fo [last o *f o [x,iota o n],+ 0 [1 ,nJ]

=, last o (ef o [x,iota o (+ o [1 ,n]J)])

qui est une définition de "last o «f” appliquée 4 “iota”.

APPLICATION AUX FONCTIONS “inv” ET decal”.

Nous avons vu que PC(decal,inv,decal,+ o [1°,id]).

En appliquant la conséquence de R3, an trouve

(b) decal o [last o (inv o [t,iota 0 nJ),+ 0 [17 ,n]]

=, last o (¥decal o [t,iota o (+ 6 [1,n])]).

Une suite de n inversions consécutives suivies d'un décalage de

l’élément suivant revient & une suite de n+] décalages,

On peut @aintenant traiter l’exemple 10 du chapitre 1.

On veut montrer que les expressions (1) et (2) de l’exemple 10 du chapi<
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(1) last o (#inv o [t,iota o nj)

(2) place o [val o [t,1 ]

,last o (¥decal o [decal o [t,1 ],t1 0 (iota o (+ 0 [2 ,n])]

+o [1 ,n] ].

On utilisera une propriété PR1

PRl: inv = place o [val,decal,+ o [1 ,id]].

On applique (R) ci-dessus pour la fonction inv si l’on a les axiomes

IMOINS et MOINS qui nous permettent de mantrer que

(M) +0 {1,-0 [nl ]] =, 9

et l’on trouve

(1) =, inv o {last o (*inv o [t,iota o (- o [n,1 ])],n].

On utilise PR1 pour inv 4 l’ occurrence 21:

(1) =, (place o [val,decal,+ o (1°,id]])

ao [ last o (#inv o [ t,iota o (- o [1 ,n]) J) ,n J.

On peut alors appliquer £1, E2, £3 et P2

(1) =4 place o [ val o [last o (#inv o [t,iota o (- o [n,1])]),n]

,decal o [last o (xinv o [t,iota o (- o [n,l1 ])]),a]

afl yn} ).

En considérant (M}, on applique alors (a) et (b) et on prouve

(1) =y (2).
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4.4. Conclusion

Classes d’expressions A-égales

Notre ensemble d’axiomes A est composé pour pouvoir prouver que deux

expressions d’un programme itératif obtenues par deux raisonnements

structurés différents sont A-égales.

A contient pour cela:

- les axiomes sur les formes fonctionnelles de base,

~ les axiomes qui correspondent pour les programmes itératifs aux régles

de composition des itérations,

- les axiomes qui correspondent aux régles de fusions d’itérations.

les régles de fusions se codent par l’intermédiaire de la primitive

“trans” aussi est-il nécessaire d’avoir les axiomes sur cette primitive.

Les axiomes sur la primitive "distl” (en particulier ALLDISTL et TOISTL)

sont utiles pour montrer les équivalences entre les expressions qui codent

deux programmes itératifs pl et p2 qui différent par la position d'un cal-

cul constant dans une itération. En effet, "distl” sert 4 coupler une fanc-

tion (qui code un calcul constant d’une itération I) avec la séquence argu-

ment de I,

Les axiomes sur “iota” sont utiles pour supprimer une imbrication

Superflue d’une itération dans une autre (axiome ALL¥IOTA).

Les régles d’inférence Rl, R2 et R3 permettent de prouver des
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équivalences de deux itérations I et J qui se déduisent de propriétés

particuliéres aux fonctions itérées,

Une classe d’équivalence dans A comporte les expressions correspondant

aux programmes itératifs équivalents par fusion, composition d’itération,

places différentes des calculs constants d’une itération. Mais si on est

un peu plus ambitieux, on aura besoin d’axiomes sur les primitives sur les

booléens, les entiers,...., mais aussi d’axiomes permettant de prouver la

validité des conditions des axiomes conditionnels.

Mais notre but est de trouver dans une classe d’équivalence la meilleure

expression qui, au sens défini dans le chapitre I, sera pour nous celle qui

engendre le moins de séquences intermédiaires pour une exécution

séquentielle. Nous allons pour cela utiliser A pour ériger un systéme de

réécriture de termes de termes [Hue80a}.

Il s’agit de donner une orientation aux axiomes de A qu’on appelle

alors des régles. Alors, la relation de réduction, notée "=>", ne permet

plus que le remplacement d’une instance d’une partie gauche d’une régle par

l’ instance correspondante de sa partie droite.

La réécriture d’un terme t par la fermeture transitive de la relation de

réduction, notée

nay*n
= ’

peut permettre d’obtenir une forme canonique tl de ce terme dans la théorie

équationnelle A. Autrement dit tl est le représentant de la classe

d’équivalence des termes A-égaux a t.
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Si de plus l’application du terme tJ n’engendre pas de séquerices

intermédiaires superflues, alors tl doit étre le résultat de la transfor-

mation de la classe des termes A-égaux at. Le systéme de réécriture est

le systéme de transformation solution de notre probléme.

Pour cela il faut que le systéme de réécriture soit convergent, c’est a

dire qu’il soit noethérien (le processus de réduction se termine toujours)

et qu’il ait la propriété de CHURCH-ROSSER (si deux termes sont A-égaux,

ils se réécrivent toujours en un méme terme).

Si l’on a un ordre de réduction et un ensemble d’équations, la procédure

de camplétion de Knuth-Bendix [Knu70] produit, si elle se termine, un

systéme de réecriture convergent. Nous voulons utiliser lL’ implémentation

de cette procédure proposée par le logiciel REVE ({Les83] et [For84]).

Mais avec l’ensemble d’axiomes A, c’est, a notre connaissance, une des

premiéres fois que l’on essaie d’appliquer la procédure de Knuth-Bendix a

un aussi gros ensemble d’axiomes. C’est aussi la premiére fois que la

procédure de Knuth-Bendix est utilisée de fagon systématique pour produire

des outils de transformation de programmes (la procédure de Knuth-Bendix

est utilisée par (Che83], [Cho85] et [Cos85]). Nous allons relater notre

expérience au chapitre III.

3. Bibliographie

Nous avons emprunté la terminologie sur les FP-termes a G.HUET [Hue80a].

Pour la présentatian, nous nous sommes aussi servie des théses de J. M.

HULLOT [Hul80] et de C. et H. KIRCHNER {Kir82].
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Pour les théories intégrant les équations conditionnelles, nous nous

appuyons essentiellement sur le travail de J. L. REMY [Rem82].

La majeure partie de l’algébre des FP-termes est décrite par 3. BACKUS

{Bac78]. Certains axiomes ont été auparavant cités par Z. MANNA [Man73]

Nous empruntons aussi des axiomes sur les conditionnelles décrits par S.

BLOOM et R. TINDELL [B81083}.

Le chapitre III va essentiellement @tre consacré 4 l’application du

systéme REVE [Les83] sur l’ensemble des axiomes A de la FP-Algébre que nous

venons d’introduire dans ce chapitre II.
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UNE ANALYSE D’EXPERIENCES UTILISANT REVE

1. Systémes de réécriture de termes

ll. définitions

Un systéme de réécriture de termes est un ensemble fini d’ équat ions

orientées. Une équation g = d” orientée est une régle de réécriture que

Von note "g => d”, On doit avoir V(d) © V(qg).

A un systéme de réécriture, on associe une relation de réduction, que

l’on note "=>", telle que:

Est, si et seulement si il existe une régle g=>d, ume occurrence u

de d(t,) et une substitution o telle que

a(g) = t/u et que to = t,[u¢-o(d)}].
1

On dit alors que ty se réécrit (ou se réduit) en t..

EXEMPLE

Le systéme de réécriture est

{El: (fo g) oh => f 0 (go h),

Ee: [Fg] oh => [Foh,go hl,

FALL: trans o [ALL f,ALL gl -> ALL [f,q],

ALLALL: ALL f 0 ALL g => ALL(Fog) }

Le terme

ts(ALL mult o (trans o [ALL a,ALL b])) o (iota a n)

171
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se réécrit en ty a l’accurrence 12 avec la régle FALL

t =(ALL mult o ALL [a,b]) o (iota o n)

Mais il se réduit aussi 4 l’occurrence « avec la régle El en

t,=ALL mult o ({trans o [ALL a, ALL b]) o (iota o n)).

* sas Ta? 7
"=>" désigne la fermeture transitive de la relation =>”.

Un terme t est dit en forme normale (ou irréductible) si et seulement si

il n’existe pas de terme t’ tel que t=>t’.

Si t et t’ sont tels que t’ est irréductible et t=>*t? , t? est une

forme normale de t.

EXEMPLE

Dans l’exemple précédent, t et t ne sont pas irréductibles.

ty se réécrit 4 l’occurrence 1 avec la régle ALLALL en

bP =ALL Cmult o [a,b]) o (iota o n) qui est irréductible.

Mais il se réduit aussi a l’occurrence « avec Fl en

t= ALL mult o (ALL{a,b] o (iota o m)) qui est irréductible.

Quant a ty il se réduit 4 l’occurrence 21 avec FALL en

t,7=ALL mult o (ALL [a,b] o (iota o n)) qui est irréductible.

Mais il se réduit aussi a l’occurrence 2 avec El en

ALL mult o (trans o ({[ALL a,ALL b] o (iota o n)))
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puis avec E2 a l’occurrence 22 en

ty" ALL mult o (trans o [ALL a 0 (iota o n),ALL b o (iota a n)])

qui est irréductible.

tis ts t,’ et t,” sont des formes normales de t.

Procédure de décision de la A-égalité

Soit A un ensemble d’équations orientées en un systéme de réécriture de

termes R. Si on veut prouver que deux termes b et t, sont A-égaux, on peut

chercher une forme normale tite de ty et une forme normale tote de to Si

tt et tote sont identiques, on peut affirmer que ty et t, sont A-égaux,

Cette méthode peut devenir une procédure de décision de la A-égalité a

condition de pouvoir répondre aux deux questions suivantes

a) Le processus de réécriture d’un terme se termine-t-il dans tous les

cas?

b) Un terme t a-t-il toujours une forme normale tl, unique?

1.2. Terminaison d’un systéme de réécriture

Un systéme de réécriture est noethérien (au a terminaison finie) si et

Seulement si pour tout terme t, il n’existe pas de dérivation infinie

tstp=rt =>. 4.7

Quand un systéme est noethérien, le processus de réécriture se termine

toujours. Tout terme a au moins une forme normale.
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Le probléme de la terminaison d’un systéme de réécriture est

indécidable. Mais, il existe des méthodes pour prouver la terminaison d'un

systéme de réécriture.

Ordre de réduction

Un ordre de réduction, naté >” est un ordre qui vérifie la propriété de

compatibilité, c’est 4 dire que pour tout symbole fonctionnel "op” (d’arité

n) et tout n-uple de termes "Up yess riper es UL” (” *indique la place de t au

t’ dans le n-uple), on a

tot’ > op(uys...,ty...,u) > op(uyy.+.,t?,...u,)

Méthode de LANKFORD

Théoréme de MANNA&NESS [Man70}

Un svtéme de réécriture de termes {gi=>di} sur un ensemble de tetmes est

noethérien si il existe un ordre de réduction noethérien >” tel que pour

toute régle d’étiquette i et pour toute substitution co, on ait

a(gi)>a(di).

La méthode de LANKFORD

est fandée sur l’application du théoréme ci-dessus [Lan79].

On utilise une interprétation I des termes sur un domaine bien fondé tel

que, pour tout symbole fonctionnel op, I(op) soit une fonction monotone

croissante pour chacun de ses arguments.

Pour prouver la terminaison du systéme {gis>di}, il suffit alors de
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vérifier que, pour tout i et pour toute substitution Oo,

I(o(gi)) > I(a(di))

EXEMPLE

Avec 1’ interprétation:

I(o) = dxy.x(y#1), I(f__]}) = Axy. (x+y+l)

sur les entiers supérieurs 4 1 et pour le systéme de réécriture E1E2:

{[f,gl oh > [Foh,g oh], (f 0g) o h=>f 0 (go hy}

On a pour la premiére régle

I([f,g] oh) = ICLP, g])(1(h) + 1) = (1(F)#E(g)+L)I(h) + (CF) + 1(g) + 2)

T(F)I(h) + I(g)I(h) + T(h)+ I(f) + 1g) +14

et

If oh,g oh] = I(F oh) + Ug oh) + le 1(F}(E(h)+l)+ I(g)(1(h)41) +)

= I(f)I(h) + 1(f) + I(g)I(h) + 1g) +2

puisque I(h) > 1, on a done:

K[f,g] oh) > IC[f oh,g oh).

Le raisonnement reste le méme pour toute substitution ca.

Pour la deuxiéme régle:

TUF og) oh) = ICF)(1(g) + 1)C1(h) + 1)

I(F)I(g)T(h) + ICF)ICg) + ICF)ICh) + I(F)

Mf o (go h)} = I(F)(1(g)(1(h) + 1) + 1)it

I(F)E(g)ICh) + ICF)E(g) + ICF)

Puisque I(f)I(g) >1, on a bien:

M(Fog) oh) > (fa (g o h)),
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ce qui reste vrai pour toute substitution o.

Le systéme £162 est noethérien.

Méthode de DERSHOWITZ

La propriété de noethérianité exigée pour les ordres de réduction est

évitée par l'utilisation d’ordres de simplification.

Ordre de simplification

Un ordre partiel sur les termes est un ordre de simplification si, pour

tous termes t et tous les couples t, et ty il vérifie les deux propriétés

de

a) sous-terme: t < OP(Uy yesytyee yur) pour tout t.

b) compatibilité:

ty < ty > Op(Uy sss tyyeeeyt) < OP(U p+ seytyyee este)

Théoréme de Dershowitz ([Der82a] ,[DER82b])

Un systéme de réécriture de termes {giz=>di} se termine s’il existe un

ordre de simplification tel que, pour toute régle d’étiquette i, et pour

toute substitution o, on ait o(gi) > o(di).

Il suffit donc d’avoir des ordres de simplification.

Des ordres de simplifications

L’ordre récursif sur les chemins ("recusive path ordering” (ou RPQ)) est

proposé par PLAISTED, DERSHOWITZ et KAMIN&LEVY ([Pla76],[Der@2a]). L’ordre
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récursif de décomposition ("recursive decomposition ordering” (au RDQ)) est

proposé par JOUANNALD, LESCANNE et REINIG

([Jou8ib],[Jou82b],[tes81],[Les84a]). Ils sont tous deux fondés sur une

extension de la notion de précédence qui est un ordre sur les symboles,

Nous présentons maintenant ces deux ardres,

L’ordre RPO

Le RPO réclame un statut pour chaque opérateur. Ce statut peut étre

multi-ensemble (”multiset”) ou lexicographique de gauche a droite (LR) ou

de droite a gauche (RL).

Si deux termes ant, au sommet, le méme symbole avec un statut (LR), les

sous termes gauche sont considérés en premier et le terme le plus grand est

celui qui a le premier le plus grand sous-terme gauche (comme pour 1’ordre

lexicagraphique habituel).

Par exemple, si on donne au symbole "o” le statut LR, on a

(feg) oh> fa (goh)

Le RPO compare les termes en examinant d’abord les symboles de téte et

en comparant récursivement les termes et ses sous-termes directs selon une

Stratégie déterminée par le résultat de la comparaison.

RéFinition du RPO

Soient deux termes

te opl(u,,+..,u,) et t= Op2(Vjy++.5¥,).
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On dit que ty<t, si

a) opl<op2 et pour tout i, u,<t,

b) opl = ap2 , pour tout i, ust, et Uy Uy rere Ue «K VprVores ea We

(si le statut est multiset "<<" est l’ordre de comparaison des multi-

ensembles et si le statut est LR (ou RL), “<<” est l’ordre de camparaison

lexicographique de gauche a droite (au de droite & gauche ))

c) il existe un i tel que t, < v, out. = v
1 i 1 i

EXEMPLES

1} fo (gah) < (fag) oh

si le symbole "o” a le statut LR, car alors

fF < (fog).

2) [Foh,gohl < [f,gl on

avec la précédence o > [__], puisqu’en ce cas

Fon< [fg] oh et goh< [f,g] of.

L’ordre RDO

Le RDOQ commence par rechercher dans le terme une décomposition. Cette

décomposition permet de trouver quels sant les symboles qui, dans le terme,

jouent le rdle de leaders en fonction de leur place dans le terme et de

leur précédence. Pour comparer des termes, il compare leurs

décompositions,
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Introduction

Une définition compléte du RDO est asez longue. Nous empruntons 4

[Les84a] une introduction informelle a l'aide de deux petits exemples

types:

exemple 1;

Si i>”

alors "iCx#y) > #(i(x),i(y))” car

"le symbole le plus lourd descend tandis que le plus léger monte”.

exemple 2;

Si "ADV?

alors ""(&(x,y)) > 1(7x,7y)” car

”TM descend et "& est remplacé par un symbole plus petit.

exemple 3:

Pour comparer "(fF 0 g) oh” et "fF o (gah)”, il faut associer un statut

a LR ou RL a "0",

exemple 4:

De plus, le ROO teste que les autres termes "ne sont nes [breengnes’:

Si "/” a un statut LR et que b et ”/” sont équivalents alors

x/(y/z) > (x/b(z))/y
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car - y est plus petit que ”y/z”,

- "x/b(z)” n’est pas "trop gros” (il est plus petit que ’x/(y/z)”)

- et x est plus petit que "x/(y/z)”.

Propriétés

1) Comparaison des ordres RDO et RPO:

En général, le RPO et le RDO donnent le méme résultat. Mais, dans le cas

ou un sybole de téte a un statut multi-ensemble, il existe des termes qui

ne sont pas comparables avec le RPO et qui sont comparables avec le RDO.

EXEMPLE

Avec le RPO, si "o>[__J>trans”, "trans o [ALL F o h,ALL g o h]” et

"ALL[f,g] o th" ne sont pas comparables, puisque "[ALL f o h,ALLg o hj” ne

peut &tre inférieur ni 4 "ALL[f,g]” ni ah.

Mais le RDO peut répondre que le premier est inférieur puisque ALL”

monte tandis que "[__]” descend.

2) Une propriété trés importante du RDO est son "incrémentalité”.

Le ROO permet de faire des suggestions pour étendre la précédence quand

celle-ci se révéle insuffisante pour comparer deux termes.

Ces suggestions praviennent des leaders des deux termes et peuvent pren-

dre la forme d’un ensemble ordonné de paires de symboles. Dans de nombreux

cas, l’extension de la précédence est décidable. Le RDO peut donc permet-

tre, dans certains cas, de trouver la précédence.
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L’ordre RPO n’est défini qu’accompagné de la précédence et des statuts

des opérateurs. L’ordre RDO se définit “tout seul” ou, taut au moins, d’une

maniére incrémentale.

1.3. Confluence

Quand un systéme de réécriture de termes est confluent, on a aussi

l’unicité de la forme normale d’un terme.

Le systéme donné en exemple au paragraphe 1.1 n’est manifestement pas

confluent puisque nous avons exhibé plusieurs formes normales pour un méme

terme t.

Définition de la confluence

Un systéme de réécriture est confluent si et seulement si, pour tous les

termes t, t, et ty tels que
1

te>* tet te>*taT 2?

il existe un terme t’ tel que

t=>*t? et tar"t?
1

Confluence et propriété de CHURCH ROSSER

La propriété de confluence est équivalente 4 la propriété de Church-

Rosser:

Si deux termes ty et t, sont A-égaux, il existe un terme t’ tel que

=e => ttst= t? et tos? t
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Convergence

Un systéme noethérien et confluent implique l’existence et l’uniciteé

d’une forme normale pour tout terme t. Nous disons alors que le sytéme de

réécriture est convergent.

Confluence locale

Pour rendre la propriété de confluence décidable, il est intéressant de

pouvoir la localiser.

Un systéme de réécriture est localement confluent si et seulement si,

pour tous termes t, t, et ty tels que
1

teot, et teat,»

il existe un terme t’ tel que

a]
t.=>"t? et tere.

Or quand un sytéme noethérien est localement confluent, il est con-

fiuent.

Autrement dit, un systéme de réécriture de termes noethérien et locale-

ment confluent est convergent.

2.4. Algorithme de Knuth-Bendix

Une procédure de Knuth-Bendix essaie de transformer un ensemble A

d’équations en un systéme de réécriture convergent "équivalent”.

"équivalent” signifie ici que deux termes A-égaux t et to ont la méme
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forme normale pour le systéme de réécriture résultat de la procédure de

Knuth-Bendix appliqué a A.

Filtrage et unification

Une substitution o est un filtre de t vers t, si et seulement si

a(t, )=to.

L’ensemble des substitutions peut étre ordonné:

ol ¢ 02 si et seulement si

il existe une substitution o telle que oal= o2.

Une substitution o est un unificateur des deux termes ty et t, si et

seulement si a(t,) = oft, }.

L’unificateur est minimal s'il n’existe pas un autre unificateur oa’ de

,ty et t, tel que o’ <a,

Paires critiques

Soient deux régles gi=>dl et g2=>d2, et supposons qu’il existe un sous~

terme non variable de gl 4 l’eccurrence u unifiable avec g2 avec un unifi-

Cateur minimal o, alors la paire

( a(gifu<-d2]), ofdl) )

est une paire critique obtenue par superposition de g2ePd2 sur glopdh.

EXEMPLE

La régle ALL f o ALL g => ALL(F o g)
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se supperpose sur la régle

(f 0g) oh => f o (go h) a l’occurrence 1.

La paire critique est

( ALL(F og) oh, ALL fo (ALL goh) ).

Remarquons que si (ty,t,) est une paire critique, les deux termes u

t, sont A-égaux.

Théoréme de KNUTH-BENDIX

Un systéme de réécriture de termes est localement confluent si et seule-

ment si, pour toute paire critique (ty sty)s il existe un terme t’ tel que

aye? yeety t? et t=? t

Dans le cas ad le systéme est moethérien, ce théoréme fournit une

procédure de décision de la confluence du systéme (donc de sa convergence).

La procédure de complétion de Knuth-Bendix fait plus: elle compléte le

systéme de réécriture pour le rendre localement confluent.

La procédure de KNUTH-BENDIX

Etant donné un systéme d’équations et un ordre de réduction, la

procédure

1) oriente les équations en régles de réécriture, ce qui teste la ter-

minaison du systéme.

2) recherche les paires critiques et regarde si elles sont convergentes, ce
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qui teste la confluence locale.

3) compléte l’ensemble de régles dans le cas ot elle trouve une paire cri-

tique (ty ,t,) non convergente, de la maniére suivante:

Soient tte et ite des formes normales de bh et t, pour le systéme de

réécriture R, la procédure ajoute alors 1’ équation ty basta te a l’ensemble.

Ainsi la procédure peut engendrer un systéme de réécriture convergent

équivalent 4 l’ensemble d’équations fourni au départ.

REMARQUE

La procédure maintient les régles sous forme interréduite (les membres

sont en forme normale pour le systéme de régles en cours de génération).

Denc

a) des régles peuvent disparaitre au cours de la complétion.

b) le membre gauche d’une régle peut alors se trouver réduit ce qui oblige

a rééxaminer son orientation. Remarquons que c’est inutile quand la

procédure est amenée 4 réduire le membre droit.

Application de la procédure de complétion

Deux sortes de problémes peuvent survenir:

a) La procédure peut "diverger”

La procédure peut en effet étre amenée a ajouter indéfiniment de

Nouvelles régles pour compléter le systéme.

Il se peut alors qu’une conséquence équationnelle non encore trouvée par
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ja procédure fasse diparaitre les paires critiques responsables de la

divergence. L’ordre d’introduction des nouvelles régles peut avoir une

grande importance.

Tl se peut aussi que la divergence disparaisse si on oriente une des

régles différemment.

b) Les ordres de réduction permettant 4 la procédure de vérifier la ter-

minaison finie peuvent étre insuffisants.

Il se peut alors que 1’équation non orientable puisse diparaftre avec

l’introductian de nouvelles régles.

Ti se peut aussi qu’un autre ordre puisse convenir:

- soit parce qu’il oriente différement les équations et que 1’équation

non orientable n’apparaisse plus,

- soit parce qu’il est capable d’orienter cette équation.

Il faut donc épuiser toutes les combinaisons possibles pour orienter les

régles: une orientation est “possible” si elle est compatible avec les

ordres implémentés dans la procédure.

Et encore, tous les ordres possibles ne sont pas implémentés. On doit

done pouvoir orienter une régle "manuellement” (c’est a dire sans garantie

d’un ordre implémenté avec la procédure). Dans ce cas, la procédure ne

peut garantir que la propriété de confluence locale.

Mais dans le cas d’un axiome permutatif comme "x + y=y+ x”, on est

sur qu’aucun ordre bien fondé ne peut comparer les deux membres,
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Conclusion

Quand la procédure se termine sans qu’aucune régle n’ait été orientée

"manuellement”: on a un systéme de réécriture convergent.

Quand la procédure se termine et qu’une régle a été orientée manuelle-

ment: on a un systéme de réécriture localement confluent. Dans ce cas, on

peut prouver “manuellement” la terminaison par une méthode non implantée.

Quand la pracédure diverge (c’est a dire boucle en engendrant des régles

nouvelles) ou dans le cas od elle échoue a orienter une régle, c’est

l’intuition de l’utilisateur qui peut essayer de tirer parti de la connais-~

sance qu’il a de la théorie pour savoir que faire :

- revenir en arriére et orienter différement ume des régles?

- ajouter une conséquence équationnelle a l’ensemble d’équations?

Plus l’ensemble d’axiomes est important, plus cela devient difficile.

La procédure de Knuth-Bendix implémentée dans le systéme REVE offre des

setvices dont nous allons pouvoir tirer parti.

2. Appliquer REVE sur les axiomes de la FP-algébre

Nous utilisons la procédure de Knuth-Bendix implémentée dans le systéme

REVE.

2.1. Les particularités de REVE

W’utilisateur donne l’ensemble des équations
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Implicitement, REVE considére que la présentation des équationg

présuppose une orientation de gauche 4 droite pour les régles correspon.

dantes,

L’option FREE” laisse le choix a REVE qui considére alors les deux sens

comme également possibles (c’est forcément toujours le cas des équations

ajoutées par la procédure de Knuth-Bendix).

Dans REVE, c’est l’ordre RDO qui est implémenté

REVE utilise done la propriété d’incrémentalité du RDO et, dans la plu-

part des cas, REVE est capable de se débrouiller seul pour trouver le

précédence.

I] ne requiert l’aide de l’utilisateur que si pour une équation by = tos

il ne sait pas prouver que tpt, {ou tot) avec l’ordre ROG,

Paur les nouvelles équations (au avec Voption FREE), il demande 4

l'utilisateur si l’orientation choisie lui convient. Dans le cas at il

parvient a comparer les termes en déterminant la précédence, il présente la

régle a l’utilisateur.

L’utilisateur intervient quand REVE ne trouve pas la précédence

Alors on peut choisir:

a) d’orienter 1’équation dans le sens inverse de sa présentation.

b) d’étendre la précédence:

quand il le peut, (c’est presque toujours le cas) REVE guide le choix en

suggérant des inégalités entre les symboles fonctionnels qui sont
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guceptibles de l’aider a débloquer la situation.

Dans tous les cas REVE vérifie que l’on n’intraduit pas d’inconsistance

dans la précédence,

c) affecter un statut a un symbole:

Etendre la précédence n’est pas toujours suffisant. Il faut parfois

donner un statut LR ou RL a un opérateur (c’est ce que l’on doit faire pour

un opérateur associatif comme ”o”),

REVE vérifie la consistance avec l’ordre antérieur.

d) ajouter un nouveau symbole:

Dans le cas of il n’y a pas d’espoir de comparaison ni dans un sens ni

dans l’autre avec le RDO et que V(t) ¢ V(ty) (au vice versa), on peut

aussi espérer pouvoir orienter en ajoutant un nouvel opérateur d’arité

égale & la taille de l’intersection de Vet, ) et V(t,).

e) recommencer 1a procédure en un point quelconque de son déroulement en

essayant une autre combinaison pour orienter les régles (avec la commande

UNDO).

f) demander une orientation "manuelle” dans le cas oW le RDO s’avoue

incapable d’orienter une régle (qui est supposée orientable avec un ordre

bien fondé et n’est donc pas permutative).

g) interrompre le déroulement de la pracédure:

Cette interruption est utile dans le cas od l’on veut examiner la situa-

tian pour "rejeter” une équation parce que:
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- c’est une nouvelle équation permutative (n’est pas orientable avec un

ordre bien fondé).

- on s’apergoit que REVE diverge en décelant une régularité dans la pro-

duction des nouvelles équations. On veut alors "jeter” les paires cri-

tiques ou les équations qu’on estime a l’origine du "bouclage”.

Dans ces deux cas, continuer le processus peut permettre de voir un

ensemble de conséquences équationnelles de la théorie qui peut fournir des

renseignements intéressants, voire de trouver 1’équation a ajouter pour

débloquer la situation.

Si on a rejeté des équations, REVE les considére de nouveau a la fin de

la complétion,

Si on a rejeté des régles, et que REVE se termine, le systéme de

réécriture obtenu n’est pas équivalent & la théorie initiale.

Conclusion

En fait, nous proposons une utilisation originale de 1a procédure de

Knuth-Bendix. Cette utilisation est beaucoup plus expérimentale que les

utilisations classiques.

En effet, puisque la pracédure ne peut se terminer, nous tentons, par

une approche expérimentale, de tirer parti des résultats partiels qu’elle

fournit et d’en inférer des conséquences. Elle devient, par conséquent, une

méthode de "complétion assistée par ordinateur”, d’automatique qu’elle

était a l’origine. Pour cela nous utilisons les nombreux outils présents

dans le laboratoire de réécriture de REVE.
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Cette vue peut paraitre restrictive, mais c’est la seule possible pour

Lattaque du difficile probléme de la programmation fonctionnelle, comme en

témoignent les expériences que des collégues nous ont relatées en France et

a 1étranger.

Ce chapitre doit donc étre considéré comme une analyse des expériences

que nous avons mené sur les transformations de programmes itératifs codés

en FP.

. Ubiliser REVE sur l’ensemble d’équations défini au chapitre II

Lensenble d’équations de la FP-algébre que nous avons défini au chapi-

tre Il ne peut pas, a priori, étre une donnée de REVE. Nous allons tenter

fe trouver une solution pour chacun des problémes posés.

1) La théorie a un nombre infini d’ équations

A cause de l’arité multiple de "[ ]” et du nombre infini des

sélecteurs, la théorie a un nombre infini d’équations. Elle ne peut donc,

sans introduire de nouveaux opérateurs, étre équivalente 4 un systéme de

réécriture qui a un nombre fini de régles.

Nous résoudrons complétement ce probléme dans la deuxiéme partie. Dans

une premiére approximation,nous fixons l’arité de "[_]” 4 2 et nous ne

gardens que les sélectcurs "71" ct "72", Cela nous permet d’étudier le

théorie,

Cette restriction ne nous empéche pas d’obtenir un systéme de réécriture

utilisable. £n effet "{_..._]” sert a construire les arguments des
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fonctions. Notons que les primitives sur les séquences (sauf trans”) ont

une arité inférieure ou égale 4 2, que les fonctions construites par "xf,

"WH(p,f)” sont d’arité 2 et que les fonctions contruites par "ALL f” sont

d’arité 1, En limitant aussi l’arité de “trans” 4 2, l’ approximation

demandée n’est pas ridicule (les expressions des exemples 1 a 7 du chapitre

I peuvent étre réduits dans le cadre de cette approximation).

2) La théorie contient des axiomes perautatifs

Tl y a les axiomes de commutativité des primitives comme + (PLUSCOM) ,

*mult” (PLUSMULT). Mais nous avons aussi un axiome permutatif sur ”_->_;_”

qui est l’axiome C

Ci p->(q->F3g)3(q->xsy) = q->(p->F 3x); (p->giy)

Une versian (en cours d’implémentation par C. et 4H. KIRCHNER

([kir84],[Kir85a]) ainsi que J. MZALI au CRIN et K. YELICK au MIT) de REVE

permet d’obtenir des systémes de réécriture modulo une théorie

équationnelle qui peut ainsi inclure des axiomes permutatifs. Faute

d’avoir encore pu utiliser ce nouveau systéme dans nos expériences, nous

écartons les axiomes permutatifs pour le moment. Nous les considérerons

dans la deuxiéme partie.

3) La théorie n’est pas purement équationnelle

a) présentation du probléme

Des axiomes de la FP-algébre sont des équations accompagnées de

préconditions d’ application (axiomes conditionnels),

EXEMPLES
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p3: DEF og:: 710 ([f,g] =g

LTL: DEF o (last o tl) :: last o tl = last

TLAPP: DEF o (tl o a) :: tl o (append o [a,b]) =

appendo[ tloa,b]

TLWH: po [x,hd o a} :: tl o (WH(p,f) o [x,a]) =

WH(p,f) o f fo [x,hdo a], tloa ]

Nous avons vu (au chapitre II paragraphe 2.4 b) comment intégrer ces

équations conditionnelles dans notre théorie équationnelle.

Nous avons en particulier remarqué (au chapitre II Paragraphe 2.4 c) que

l’application d’une équation conditionnelle c’est 4 dire son utilisation

pour remplacer dans une expression dite "correcte” un sous-terme par son

équivalent n’entrainait pas toujours la nécessité de vérifier la validité

de la précondition,

Rappelons que les deux conditions exigées portent:

1) la premiére sur 1’équation conditionnelle qui doit étre de la forme

DEF ao ps:: tr S ty

et signifie que "ti st,” (ty est "moins défini que”) ou/et toct)”.

la plupart des axiomes (par exemple P3, LTL et TLAPP) ont des

Préconditions convenables. Celles qui ne conviennent pas (par exemple celle

de l’axiome TLWH) ont toujours été soulignées.

2) la deuxiéme sur l’utilisation de Véquation conditionnelle.

Quand t,St,, Vutilisation de 1’équation peut se faire sans vérifier la

Précondition uniquement pour remplacer dans une expression e correcte un
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terme a(t) par un terme oft,).

Notons que, la vérification de la précondition "DEF o o(t)” doit étre

faite quand on remplace o(t,) par o(t,).

EXEMPLES

Les axiomes suivants peuvent étre appliqués sans vérifier la validité de

leur précondition

P3: pour remplacement "71 o [f,g]” par f et non l’inverse.

LIL: pour remplacer "last o tl” par “last” et non 1’ inverse.

TLAPP: pour remplacer “append o [tl 0 a,b]” par "tl o (append o [a,b])” et

non 1’ inverse.

Une version (en cours de définition et d’implémentation par J. L. REMY

et A. ZHANG (Rem84]) de REVE prévoit les systémes de réécriture condition-

nels et nous regarderons dans la deuxiéme partie comment nous pourrons

envisager d’utiliser cette version pour nos axiomes conditionnels.

b) Solution de remplacement envisagée

REVE dans 1’état oU nous l’avons utilisé ne manipule pas les axiomes

conditionnels. En effet, le logiciel REVEUR 4 de J.L. REMY et A. ZHANG

[Rem84], bien que prometteur est trop rudimentaire dans le type des condi-

tions qu’il traite. Il ne pouvait pas @tre utilisé ici. Aussi nous avons

tenté de simuler ou d’éviter les préconditions par une stratégie

d’application des régles.

Si la réduction par la régle revient 4 une utilisation de 1’équation
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correspondante qui ne nécessite pas de vérification de la précondition, la

précondition n’a pas non plus @ étre testée pour la réduction d’une expres-

sion correcte. I] suffit pour cela que, la précondition étant "DEF o t”, t

soit un sous-terme bien placé dans le membre gauche de la régle. Cette

constatation permet, quand 1’expression réduite est correcte d’éviter la

vérification de la précondition, Au niveau de la procédure de Knuth-Bendix,

il faudrait en tenir compte pour orienter les régles. Il faudrait aussi

essayer de trouver les préconditions convenables pour les nouvelles régles.

11 ne faut pas non plus inclure les axiomes sur 1” qui s’expriment, par

définition, avec des expressions qui ne sont pas correctes.

Nous n’avons pas voulu intervenir dans REVE pour implanter cette

stratégie car ce n’était ni dans notre objectif, ni de notre compétence.

Nous envisagerons une solution a ce probléme dans la deuxiéme partie.

Nous avons pensé qu’il était beaucoup plus judicieux pour le moment

dobserver les entorses a cette stratégie implicite d’orientation des

régles en examinant les apparitions d’inconsistances triviales. En gros,

en expérimenteur, nous avons voulu utiliser REVE tel quel pour simuler

cette stratégie, sachant bien que la réécriture est par essence

indéterministe. Nous invitons le lecteur sceptique 4 regarder nos

résultats,

Quelles sont les précautions 4 prendre:

1) La premiére est de veiller ace que le systéme de réécriture ne

réduise pas une expression quand la précondition n’est pas valide.

2) On doit rejeter les nouvelles équations dont les deux membres se
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réduisent 4”! ”,

3) On doit trouver les préconditions qui accompagnent les nouvelles

régles.

4) Quand REVE s’exécute, les superpositions entre les Tégles doivent

respecter les préconditions.

Les entorses faites par REVE pour les points 1 et 4 vont se déceler

tres facilement car elles conduisent a des inconsistances triviales.

EXEMPLES

1) Proposons les 2 axiomes

LEVID: last o (cons a [x,<> ]) = x

LCONS: (DEF o x) & (DEF o (last o a)) ::

last o (cons o [x,a]) = last o a

REVE oriente LCONS et LCVID de gauche 4 droite. On a les deux raégles

LCVIO: last a (cons o [x,<> ]) => x

LCONS: last o (cons a [x,a]) => last oa

LCONS réduit le membre gauche de LCVIO et donne 1’équation

last 0 <> = x

qui n’est pas valide.

Que s’est-il passé?

LCONS ne doit pas s’appliquer au membre gauche de LCYID car la

précondition
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DEF o (last 0 <> )

n’est pas vérifiée.

On peut remarquer que l’orientation de LCONS ne correspond pas a la

stratégie d’utilisation de l’équation LCONS évitant de vérifier la

précondition et qui serait celle d’un Templacement de “last o a”

2) Preposons les deux axiomes

APPTRANS: DEF o [trans o [a,b],trans o [u,v]] ::

append o [trans o [a,b],trans o [u,v]]

= trans o [append o [a,u],append o [b,v]]

APPASS: append o [append o [a,b],c] = append o [a,append o [b,c]]

Si l’orientation de APPASS est faite dans le sens de droite a4 gauche, le

résultat de la superposition de APPASS a l’occurrence 21, par exemple,

donne la nouvelle équation

append o [trans o [al,b},trans a [append o [a2,u],v]]

+ append o [trans o [append o {al,a2],b],trans o fu,v]]

qui n’est pas valide.

Que s’est-il passé?

La paire critique issue de la superposition de APPASS est

trans o [append o [al,append o [a2,u]],append o [b,vl]

= append o [trans o [append o [al,a2],b],trans o [u,v]]

Notons que la validité de catte équation est soumise a le préconditicn

(1) DEF o [trans 0 [append o [al,a?],b],trans o {u,v]]

issue de APPTRANS.

Premiére partie



198

REVE a réduit le premier membre en appliquant de nouveau APPTRANS, mais

il a tort car la précondition demandée par APPTRANS pour cette réduction

(2) BEF o [trans o [al,b],trans o [append o [a2,u],v]]

est en contradiction avec (1),

On peut remarquer que l’orientation de APPTRANS est en contradiction

avec la stratégie d’utilisation sans vérification de précondition de

1’ équation APPTRANS.

Malheureusement, il est alors difficile de continuer les essais

On ne peut qu’effectuer des tests incluant séparément les régles en

cause et envisager "manuellement” ce qui devrait se passer quand les deux

régles sont en présence l'une de l’autre.

Pour expliquer "ce qui se passe”, nous avons toujours besoin de

connaitre la précondition auquelle doit &tre soumise l’application de la

régle,

Ci: g =d (ou d= q),

nous n’oublions pas la précandition C.

Nous la notons entre parenthéses aprés la régle sous la forme

g=>d SI (C).

Quand une précondition doit étre vérifiée avant d’utiliser la régle pour

réécrire, nous la distinguons en la soulignant.

g => d SI (DEF o p)

EXEMPLES Qn nate
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P3: 2710 [f,g]l => f SI (DEF o g)

LCONS: Last o (cons o [x,a]} => last o a

SI ((DEF o (last 0 a)) & (DEF 0 x))

Nous décelons et rejetons les nouvelles équations qui se réduisent a ”!~”

Elles ne sont donc pas composées d’expressions ’correctes” au sens du

chapitre II parce que les superpositions donnent une paire de deux expres-

sions équivalentes 4 7! ”,

EXEMPLE

La superposition entre

LTL: last o (dist! o [x,h]) => [x,last o h]

et DVID: distl o [x,<>] => <>” ST (DEF o x)

donne la paire critique

last o <>” = [x,last 0 <7]

dont les deux membres sont extensionnellement égaux a 7! ",

Cette paire critique doit normalement disparaitre.

Comme nous ne donnons pas de régle réduisant cette paire (nous avons

décidé au chapitre II de ne pas inclure dans A les axiomes sur ”!"), REVE

l’ordonne immédiatement en une nouvelle régle.

Notre réaction dans ce cas est alors la suivante, Nous provoquans une

interruption de la procédure de Knuth-Bendix et rejetons de telles régles

(ou paires critiques). Une nouvelle exécution de la procédure considérera

les paires critiques rejetées aprés le test de l’ensemble du systéme. Quand
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les paires critiques rejetées sont prises en compte par la procédure qui

commence a les superposer sur les autres régles, c’est que le systéme a été

complete.

REMARQUE Si nous ajoutions les axiomes sur ”!”, par exemple

D: lasto<> =!

BOTl: Fo! =!

Bora: [F,!7)

qui complétent la théorie A avec la classe des expressions A-égales 4 °!7”,

que se passerait-il?,

REVE réduirait a tort” des axiomes. Par exemple

£3: DEF oy i: x oy=x

se superposerait avec BOT! et on obtiendrait la nouvelle équation

qu’il faudrait alors rejeter. J’affirme qu’il est plus facile de rejeter

directement toutes les paires critiques qui se réduisent a”! ”,

Quand une nouvelle équation apparait, on ne connait pas sa

Lors de 1’exécution de REVE, une nouvelle équation peut provenir soit

d’une régle ayant son membre gauche réduit, soit d’une paire critique.

Quand une régle 4 son membre droit réduit, on obtient directement une

nouvelle régle. On doit chercher "manuellement” la précondition

d’application de la nouvelle équation ou de la nouvelle régle.
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2.3. Conclusion: notre méthode est expérimentale

(on peut y trouver 1’ influence de C. BERNARD)

Parlons un peu de méthodologie avant d’aborder les expériences, Tout

d’abord, on ne peut donner tous les axiomes d’un seul coup car il serait

impossible de vair ce qui se passe. Nous allons donc partager 1’ensemble

des axiomes, autrement dit, on essaie d’étre modulaire.

Le partage tient compte du découpage des axiomes: axiomes de base,

axiomes sur les primitives, sur "ALL”, sur "%”,....

A l’intérieur de ce premier découpage, on introduira pratiquement les

axiomes un A un pour pouvoir varier l’ordre d’ introduction des équations et

essayer d’explorer tous les choix possibles d’orientation et d’ordre

d’introduction des régles. On fait, en quelque sorte, du "backtracking”

dans l’addition des axiomes,

Dans le paragraphe suivant, nous allons commenter notre expérimentation

en motivant nos choix. La lecture de ce paragraphe pourra paraitre fas-

tidieuse, mais la lecture exhaustive n’est pas nécessaire. C’est un docu-

ment sur l'utilisation du systéme REVE (c’est a dire d’une implémentation

particuliére de la procédure de Knuth-Bendix) pour obtenir des systémes de

réécriture convergents 4 partir d’un ensemble d’axiomes important comme nos

axiomes de la FP-algébre. C’est une expérience originale car c’est un des

cas ([Che83], [Cho85], [Cos85]) od la procédure de Knuth-Bendix a été

appliquée sur un grand nombre d’axiomes.

Une lecture compléte n’est pas indispensable pour comprendre la suite.
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IL suffit de lire, pour chaque classe d’axiomes, les conclusions de

l’expérience soit

a) au paragraphe 3.1: Les axiomes de base sans les axiomes sur la condi-

tionnelle.

b) au paragraphe 3.2: Les axiomes sur les primitives sur les séquences,

Nous avons alors distingué les axiomes sur les diverses primitives: "cons”,

"distl”, “trans”, "iota” et enfin “append”.

c) au paragraphe 3.3: Les axiomes sur “ALL”,

d) au paragraphe 3.4: Les axiomes sur %”.

e) au paragraphe 3.5: Les axiomes sur ’HH’. U’expérience suit @ peu de

chose prés celle des axiomes sur '%?’,

f) et enfin au paragraphe 3.6: Les axiomes sur la conditionnelle qui

peuvent s’ajauter 4 chacune des expériences précédentes.

De plus, nous avons récapitulé les principaux systémes de réécriture

obtenus dans l’ annexe II.

3. L’expérimentation

Trés logiquement, nous commencerons par le noyau des axiomes de base qui

plus tard se superposernont avec tous les autres axiomes de la FP- algébre.

3.1. Les axiomes de base
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Chacun des deux axiomes El et €2 peut &tre orienté dans les deux sens ce

qui donne quatre cas a tester.

a) Les axiomes El et £2

Nous présentons 4 REVE les deux équations

El: (fog) oh=fo(goh)

£2: [f,g} oh = [fFoh,gohl

a orienter de gauche 4 droite. Pour orienter El, il faut choisir un statut

LR pour ”o”. Pour orienter £2 il faut choisir la précédence a>f_]}. Gn

obtient alors un systéme convergent formé des deux régles

TEEPE P TPE E tet ttt ttt tet tttetet ttt

+ 5-ElE2 ao (LR)>[__] +

Ht REE E EERE ER HH REE RHEE EKER ERE +

+ +

+ El: (fog) oh=> fo (goh) +

+ +

+€2: {fyg] oh => [Fo h,g oh] +

+ +

FATTFTLELFELT PEELE EEE EEE EEE EEE ET

Nous changeons le sens de E2 en choisissant la précédence [_]>o. Les

Superpositions de El sur £2 aux occurrences 1 et 2 donnent alors deux

paires critiques

[flo (f2 0 h),g oh) = [fl o f2,g] oh

[f o h,gl o (g2 oh)! = [F,gl 0 g2] of

On considére la premiére paire qui ne se réduit pas et fournit une

Nouvelle régle dans le sens gauche droite.

Moyennant quoi, le processus diverge ultérieurement car, sur cette

Nouvelle régle, les superpositions de £1 aux occurrences 22 et 2 donnent

Encore deux paires critiques dant l’une est
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[fl o (f2 0 (f3 oh)), goh] = [fl o (f2 0 F3),gl of

A partir de cette nouvelle équation, le méme phénoméne se poursuit

indéfiniment.

A part El, aucune conséquence équationnelle de A ne peut détruire ces

paires critiques: On abandonne ce choix.

Nous changeons maintenant le sens de El en donnant a "o” le statut RL et

gardons le sens initial de E2 avec la précédence o>[__].

Une paire critique est oabtenue par superposition de §2 sur El a

l’occurrence 2

kolfah, goh] = (kolf,g]) oh

Elle s’oriente de gauche 4 droite. Deux paires critiques sont obtenues par

superposition de £2 sur cette nouvelle régle aux occurrences 21 et 22:

ko [[fl o h,gl o h),g2 oh] = (ko [[fl,gl],g2]) of

ko [fl o h,[f2 6 h,g2 o h]} = (k o [f1,[F2,92]]) oh

Considérons déja la premiére équation qui s’oriente de gauche a droite:

Trois paires critiques sont encore obtenues par superposition de £2 sur

cette nouvelle régle aux occurrences 211, 212, 22. Citons la premiére

ko [[[f1 0 h,gl o h],g2 0 h},g3 o A} = (k o [E[f1,91],92],93]) of

Le processus continue indéfiniment.

A part £2, aucune conséquence équationnelle ne peut détruire ces paires

critiques: Ce choix est abandonné.
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La derniére possibilité est de renverser de nouveau le sens de £2 en

choisissant la précédence [__] > 0. On obtient alors un systéme convergent

avec les deux régles

FEALELEEPEFELET TFET EEE EEE EEE

+ S-REV-E1E2 [__]>o0(RL) +

FREE E RHEE EERE HEE EE EHR R ER ERIE +

+ +

+£l: fo (goh) => (Fog) ohne

+ +

+ £2: [Foh,gohl] => [fygl oh+
+ +

FEAT TT EE EET Et EEE Ett ttt ttt tte

b) Autres axiomes de base

Avec ces axiomes, il n’y a pas de probléme de chaix d’orientation, tls

doivent tous étre orientés dans le sens gauche droite. En les ajoutant aux

deux régles de S-E1E2, on obtient un systéme convergent S-BASE

PALETTE TEEPE PEEP EEE EEE EEE ETE Tete e ttt edteett ttt

S-BASE o(tLR)>[_]
EERE KKH KEELE HK EER HERE EEE EK H HEHEHE E EEE

S-E1E2 et

KHRHKERH

E3: x oy => x SI (DEF o y)

Pl: idof =f

P2: fo id => f

P3,: 71 0 [f,g} => f SI (DEF o [f,g])

P3,: 72 a [f,g] => g SI (DEF o [f,g])eS ++ tpt tee tee ee eee te
FEEPETEL ETHEL ETEE ETE P EET E TEEPE EEE EEE TEE Ete tet

Reprenons maintenant les deux régles de S-REV-E1E2, et ajoutons les deux

équations
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P3): 710 [f,g] = F ST (DEF o [F,g])

P33 220 Uf,g] = 9 SI (DEF o [f,g])

qui s’orientent de gauche 4 droite.

La régle P3) se superpose sur la régle El 4 l’occurrence 2 et sur la

régle £2 aux occurrences 1 et 2 donnant les 3 paires critiques

(ho f)=(ho7l)o (Fal St (DEF o [f,g])

[F,k o [Fal] = (21,k] 0 [Fg]

[ko [f,a],f] = [k,21] 0 [F,g]

La premiére s’oriente de droite a gauche et donne une nouvelle régle rl.

IL y a3 paites critiques analogues avec le régle P3,. La premiére

(hog) = (ho 22) 0 [f,g] SI (DEF o [f,9])

s’oriente de droite & gauche en une régle r2.

Les superpositions de rl et r2 avec la régle E2 donnent 4 paires cri-

tiques, celles dues 4 rl sont

[ho fk o [Fal] = [ho 22,k] o [F,g}

[ko [f,gl,ho f] = [kh o 24] o [Fy]

Ces équations s'orientent de gauche a droite en étendant la précédence

avec [__]>?1 (ou 0921) qui sont les deux choix proposés par REVE.

Les superpositions de ces nouvelles régles donnent 2 paires critiques

avec les deux régles P3 et avec rl et r2.

[f,F] = [71,22] 0 [F,g] St (DEF o [F,g])

[f,9] = [21,22] o [F,g] SI (DEF o [F,g])

[f,h o f] = [21,h 0 21] © [fg] St (DEF © [F,g])

[fh og] = [71,h o 22] 0 [f,g] SI (DEF o [F,a])
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qui vont s’orienter en de nouvelles régles de droite 4 gauche, et tout

recommencera comme avec les deux régles P3 pour ces nouvelles régles.

On ne trouve pas de conséquences équationnelles autres que P3 et £2 pour

réduire ces paires critiques. Ce choix est abandonné.

S-BASI ervira de noyau & tous nos systémes de réécriture.

3.2. Les axiones sur les primitives

L'axiome sur “last” et "tl”

11 s'oriente de gauche a droite donnant la régle

LIL: last o tl => last SI (DEF o (last © t1))

et on obtient une nouvelle régle

LIL’: last o (tl oh) => last oh SI (DEF o (last o (tl 0 h))

par superposition sur £1.

On obtient un systéme convergent S-LTL.

S-LTL of LR)>[_]

ee eee reer et ttr errr eee eter erat eereretareys

S-BASE et

ences

(TL: last o th => last SI (DEF o (last 0 t1))

LIL’: last o (tl oh) => last a h SI (DEF o (last o (tl o h))

HONE EE ERODE ALES RE EEE ELIE EEE

Les axiones sur ist”
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@ On introduit les axiomes

HCONS: DEF o (cons o [x,a]) :: hd a (cons o [x,a]) = x

LCONS: (DEF o x) & (DEF o (last o a)) ::

last o (cons o [x,a]) = last o a

TLCGNS: DEF o (cons o [x,a]) :: tl o (cons o [x,a]) = a

qui s’orientent de gauche 4 droite. HCONS et LCONS ne posent pas de

probléme pour leur orientation puisque la précondition est sous-terme du

membre gauche.

Mais ce n’est pas le cas de LCONS

LCONS: last o (cons o [x,a]) => last o a SI (DEF o x)&(DEF o (last o a))

et il faudra observer que les réécritures faites par la régle LCONS ne sont

faites que lorsque l’on a "DEF o (last a a)”. LCONS ne se superpdse sur

aucune régle et n’en réduit aucune.

On obtient un systéme convergent S-CONSO.

S-CONSO o(LR)>[__}
HERKEN HEHE TEE AHH ENE HHH ER ERIE RK EEE EE IEEE IIR IERIE IIE

S-LTL et

HHHKE

HCONS: hd a (cons o [x,a]) => x SI (DEF o (cons o [x,a]))

TLCONS: tl o (cons o [x,a]) => a SI (DEF o (cons o [x,a]))

LCONS: last a (cons o [x,a}) => last o a SI ((DEF o (last o a)) & (DEF o x))

HERE KERRIER RH H EEE HIRE KHER EK ERR KHER IMMER HEE EER IE EH

® Gn introduit CONS
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CONS: DEF o (tl o a) :: cons o [hd o a,tloale=a

P2 se superpose sur CONS, ce qui produit une paire critique

cons o {hd,tl}] = id SI (DEF o tl)

Pour l’orienter, la précédence est étendue avec o>id et on obtient la

nouvelle régle

CONS’: cons o [hd,tl}] => id SI (DEF o tl)

On cbtient un systéme convergent S-CONS,

S-CONS a (LR) >{[__], id}
HHRE IHRE ERR HEE EEE EAE LEER HERE EEE EEE EEE ERIE aE

S-CONSO et

HREEHHEE

CONS: cons o [hd o a,tlaal =a SI (DEF o (tl o a))

CONS’: cons o [hd,tl] => id SI (DEF o tl)

RHI EIR RE EEE IIHR IIE GEE

@ 11 reste l’axiome LCVID

LCVID: last o (eons o [x,<> ]) = x

REVE réduit LCVID en utilisant LCONS et produit 1’ équation

<> = x

Nous abservons cette inconsistance. La réduction par LCONS ne doit pas

étre faite si on tient compte de la précondition de LCONS. Mais si nous

enlevons 1’équation LCONS. REVE se termine.
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On peut affirmer que, si on ajoute la régle LCVID aux systémes condi-

tionnels S-CONS et S-CONSO, on obtient des systémes de réécriture conver-

gents S-CYIDO et S-CVID.

a(LR)>{__] S-CVIDO ou S-CVID (avec odid)
JEU H EEE ISHII TE EHH THEE IIOE

S-CONSO ou S-CONS et

ORE Ob

LCVID: last o (cons o [x,<> ]) => x

ERA R HHH EER IH HEHEHE EERE IEE EEE EERIE

Les axiomes sur “trans”

Rappelons que la primitive ”trans” appliquée 4 deux séquences de méme

longueur donne la séquence des couples de leurs termes.

@ On introduit les axiomes

HTRANS: DEF o (trans o [a,b])::

hd o (trans o [a,b]) = [hd 0 a,hd o b]

LTRANS: DEF o (trans o [a,b])::

last o (trans o [a,b]) = [last 0 a,last o b]

TLTRANS: tl a (trans o [a,b]) = trans o [tl 0 a,tl ob]

TCONS: cons o [[x,y],trans o [a,b]]

= trans o [cons o [x,a],cons o [y,b]]

Les axiomes HTRANS, LTRANS s’orientent de gauche a droite.

L’orientation de TLTRANS, de gauche 4 droite réclame une extension de la

précédence avec tl > trans.

REVE ne tient pas compte immédiatement des axiomes TCONS et TLCONS et

commence a calculer les paires critiques avec la régle CONS. On obtient
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alors des nouvelles régles. Une des paires critiques

cons o [[hd,hd],trans o [tl,t1]] = trans o {id,id] SI (DEF o tl)

demande une augmentation de la précédence.

On choisit cons>trans et elle s’oriente de gauche a droite.

L’arrivée de TCONS, qui s’oriente de gauche a droite, permet de détruire

toutes les nouvelles régles. On obtient un systéme convergent S-TRANS.

On peut aussi choisir trans >cons et TCONS est orienté dans l’autre

sens. REVE diverge avec les superpositions de la régle CONS sur TCONS. Par

contre, avec S-CVIDO qui ne contient pas CONS, on obtient un systéme con-

vergent S-TRANSO.
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a(LR)>[__],t2>trans
S-TRANSO (avec trans>cons) ET S-TRANS (avec o>id,cons>trans)

JERI AHE HEHEHE EEE ABET EGER IEE EEE IE

$-CVIDO ou S-CVID et

HEME EHH RHR REE EE

HTRANS: hd o (trans o [a,b]) => [hd o a,hd o b] SI (DEF o (trans o [a,b]))

LTRANS: last o (trans o [a,b]) => [last 0 a,last 0 b]

SI (DEF o (trans o [a,b]))

TLTRANS: tl o (trans o [a,b]) => trans o [tl 0 a,tl o b}

ERM K RAE EEKAHEHEEEEE

pour S-TRANSO (avec S-CVIDO)

TCONS: trans o [cons o [x,a],cons o [y,b]] => cons o [[x,y],trans o [a,b] ]

pour S-TRANS (avec S-CVID)

TCONS: cans o [[x,y],trans o [a,b]] => trans o [cons o [x,a],cons o [y,b]]

HEHEHE LEE EKER EEK EHH EER EEE HERRERA HE EEE EE EEE

@ On ajoute TYID

TVID: trans o [<> ,<> ] = <>

qui s’oriente de gauche 4 droite.

TVIO crée par superposition avec HTRANS, TLTRANS et LTRANS des paires

critiques équivalentes a”! que l’on rejette.

Dans le cas de S-TRANSO, REVE se termine. On obtient un systéme conver-

gent S-TVIDO.

Dans le cas de S-TRANS, une paire critique est obtenue avec TCONS

premiére partie

213

TVID’: cons o [[x,y],<>"]}

ss trans o [cons o [x,<> ],cons o [y,<> ]]

Elle s’oriente de gauche a droite ne créant pas d’autres paires. Le

systéme obtenu 5-TVIO est convergent.

S-TVIDO et S-TVID
JERI OOH OIE EEE EEE TIER

S-TRANSO ou S-TRANS et

HER EEK EEK ER EK HERE RHE

TVID: trans o [<>",<>°] => <>”

Pour S-TVID (avec S-TRANS)

TVID’: cons o [[x,y],<> ] => trans o [cons o [x,<> ],cons o [y,<>]]

FRIGATE BIBER IEEE

Les axiomes sur "distl”

Rappelons que la primitive "distl” permet de coupler un méme objet a

tous les termes d’une méme séquence.

@ On introduit les axiomes

HOISTL: hd o (distl o [x,a]) = [x,hd o al

LDISTL: last o (distl o [x,a]) = [x,last 0 al

TLOISTL: tl o (distl o [x,a]) = distl o [x,tl o al

DCONS: cans a [[x,y],distl o [x,a]] = distl 0 [x,cons o [y,a]]

Les axiomes HDISTL, LDISTL sont orientés de gauche a droite.

L’orientation de TLDISTL de gauche a droite réclame une extension de la

précédence avec tlodistl.

REVE calcule les paires critiques sans tenir compte de DCONS. Une
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nouvelle équatian

cons o {[x,hd],distl o [x,tl]] = distl o [x,id] SI (DEF o tl)

réclame une extension de la précédence.

Si on choisit cons>distl, DCONS sera orientée de gauche a droite et les

nouvelles régles sont détruites. Complétant les régles de S-TVID, on

obtient un systéme convergent S- DISTL.

On peut choisir d’orienter DCONS dans 1’autre sens grace a la précédence

distl > cons. Dans le cas du systéme S-DISTLO (ne contenant pas CONS), on

obtient encore un systéme convergent S-DISTLO.

a(LR)>[__],tL>{trans,dist1}

S-DISTLO {trans,distl}>cons ET S-DISTL o>id,cons>{trans,distl}

KRNER HEHE KEKE EERE EEE ERR HEHE EEE HEE HHH HERE ERE KEKE EEE EERE GHEE REESE

S-TVIDO ou S-TVID et

JESSE

HDISTL: hd o (distl o [x,al) => [x,hd o a]

LDISTL: last o (distl o [x,a]) => [x,last 0 al

TLDISTL: t1 0 (distl o [x,a]) => distl o [x,tl 0 al

EEEHHHEEE EE LER HE KERR EER

Pour S-DISTLO (avec S-TVIDO}

DCONS: dist! o [x,cons o [y,a]] => cons o [[x,y],distl o [x,a]]

Pour S-DISTL (avec S-TVID)

DCGNS: cons o [[x,y],distl o [x,a]] => distl o [x,cons o {y,a]]

JE EC BOI UEE HU HE IEE HEEB IEEE HEHEHE HRI:

®@ On ajoute alors DVID
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DVID: DEF o x :: distl o [{x,<>°] = <7

Avec HDISTL, LDISTL et TLDISTL, on obtient des paires critiques

équivalentes 4 "!"” que 1’on rejette,

Dans le cas de S-DISTL, par superposition sur DCONS, on obtient la

nouvelle équation

TOVID: trans a [cons o [x,<> ],cons o [y,<7]]

== distl o [x,cons 0 [y,<>]]

qui s’oriente de gauche 4 droite si on étend la précédence avec

trans>distl. Le membre gauche de TVIO’ est réduit et TVID’ disparait. Mais

ensuite REVE diverge par des superpositions sur TCONS et OCONS. Le méme

phénoméne se produit si on oriente dans l’autre sens (distl > trans).

Cependant, DVID s’ajoute au systéme S-DISTLO et on obtient un systéme

convergent S-TD.
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o(LR)>f_.], tl>{trans,distl}, {trans,distl}>cons

ee ee

S-BASE ou S-LTL

HERKHEE EHH HEHEHE

HEONS: hd o (cons o [x,a]) => x SI (DEF o (cons o [x,a]))

LCONS: last o (cons o [x,a]) => last o a SI((DEF o (last o a)) & (DEF o x))

TLCONS: tl o (cons o [x,a]) => tl oa SI (DEF o (cons o [x,a])

HTRANS: hd o (trans o [a,b]) => [hd © a,hd o b]

SI (OEF o (trans o [a,b]))

LTRANS: last o (trans o [a,b]) => [last o a,last o b]

SI (DEF o (trans o [a,b])

TLTRANS: tl o (trans o [a,b]) => trans o [tl o a,tl o 6]

TCONS: trans o [cons o [x,a],cons o [x,b]] => cons o [[x,y],trans o [a,bl]})

HDISTL: hd o (distl o [x,a]) => [x,hd 0 al

LDISTL: last o (distl o (x,aJ}) => [x,last o a]

TLOISTL: t1 o (distl o [x,a]) => distl o [x,tl a a]

DCONS: distl o [x,cons 0 [y,a]] => cons o [{x,y],distl o [x,a]]

CVID: last o (cons o [x,<> ]) =x

TVID: trans o [<> ,<> ] => <>”

OVID: distl o [x,<>] => <> ST (DEF 9 x)

ERR KEELER ERK HEHE EERE RHE A EHH EKER HHH EEE EEE EER KEK K LH KEEN HHA EERE HEE EEE

Nous cantinuons avec le systéme S-TD et nous abandonnons l’axiome CONS

9999,

Les axiomes sur “iota”

On introduit
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HIOTA: DEF a (iota on) :: hd o (iota on) = 1”

LIOTA: DEF o (iota on) :: last o (iota on) =n

qui s’orientent de gauche 4 droite. lL’orientation de LIOTA exige une

extension de la précédence avec o>did. Celle de HIOTA demande aussi

d’étendre la précédence avec o>1 et o>.

Deux nouvelles régles

HIOTA’: hd o (iota on) => 1° SE (DEF o (iota o n))

LIOTA’: last o (iota on) => SI (DEF o (iota o n))

sont issues de superpositions sur El. Le systéme obtenu S-IOTA est alors

convergent.

o(LR)>{{__J,id,1,-},tL{trans,distl}
S-I0TA {trans,distl}>cons

FEBS IOI IIIT ETI

$-TD et

HER KER HERES

HIOTA: hd o iota => 1” SI (DEF o iota)

HIOTA’: hd o (iota on) => 1” ST (DEF © (iota a nj)

LIOTA: last o iota => id SI (DEF o iota)

LIOTA’: last o (iota aon) =n SI (DEF o (ista o n))

FEI E HOHE TOE OIE

Les axiomes sur “append”

@ On introduit les axiomes
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HAPP: DEF o (hd o a) & DEF o (append o [a,b]) ::
we eee bane

last o (append a [a,b])slast o b

TLAPP: DEF o (tl oa) ::

tl o (append o [a,b]) = append o [tl o a,b]

APPCONS: cons o [x,append o [a,b] ]

= append o [cons 0 [x,a],cons o [x,b]]

Les axiomes HAPP et LAPP s’orientent de gauche 4 droite. L’arientation

de TLAPP de gauche 4 droite exige un extension de la précédence avec

tl>append.

Le calcul des paires critiques continue sans tenir compte de APPCONS,

Une nouvelle équation

cons o [hd,append o [tl,b]] == append o [id,b] SI (DEF o ti)

réclame une extension de la précédence pour &tre orientée.

@ On choisit cons>append

APPCONS est orientée de gauche 4 droite.

APPCONS: cons o [x,append o [a,b]] => append o [cons o [x,a],b]

Des superpositions sur TCONS et DCONS apportent des nouvelles régles
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APPDISTL’: distl o [x,append o [cons o [y,a],b]]

=> cons o [[x,y],append o [a,b]]

APPTRANS’: trans o [append o [cons a [x,al,b]l,cons o [y,c]]

=> cans o [[x,y],trans o [append o [a,b],c]]

APPTRANS’S: trans o [cons o [x,a],append o [cons o [y,b],c]]

=> cons o [[x,y],trans a [append o {a,b},c]]

APPTRANS”: trans o fappend o {cons o [x,a]l,b],append o [cons o fy,ul,v]]

=> cons o [{x,y],trans o [append o [a,b] ,append a fu,v]]]

Nous introduisons

APPASS: append o [append o [a,b],c] = append o [a,append o [b,c]

REVE est incapable d’orienter cette régle. Nous l’orientons manuellement

de qauche 4 droite. REVE se termine.

Qn obtient donc un systéme localement confluent S-APPO dont il reste 4

prouver la terminaison.

®@ Preuve de la terminaison de S-APPO (voir aussi la deuxiéme partie)

Nous introduisons un nouvel opérateur "A” tel que

DEFA: A(x,y) = append o [x,y]

Nous introduisons la définition de "A” et l’axiome APPASS, On oriente

cette définition de droite 4 gauche en étendant la précédence avec o>A. Les

Tégles HAPP, LAPP, TLAPP et APPCONS sont rééerites avec YAP Line noveils

régle est obtenue par superposition de la définition de "A" sur El

APP: A(x,y} 0 z => A(x 0 z,y 0 z)
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L’équation APPASS réécrite avec A” est ordonnée de gauche a droite avec le

statut LR pour “A” et on obtient un systéme convergent S-APP’.

Le morphisme des FP-termes dans les termes 1(S-{append}+{A},V) met les

réécritures en bijection et ainsi une réécriture avec S-APPO correspond 4

une réécriture avec S-APP’ et réciproquement (voir la deuxiéme partie). S-

APPO est donc convergent.

@ On introduit

APPDISTL: append o [dist1 a [x,al,distl o [x,b}]

= distl o [x,append o [a,b]]

qui s’oriente droite 4 gauche (on a distl>append). La régle APPDISTL’ ast

alors détruite par APPOISTL.

On obtient un systéme convergent S-APP.
PIDIPSIISIIID
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o(LR)>{{__],id,1,-},t1>{trans,dist1, append} ,cons>append
{trans ,dist1}>append

S-APP {trans,distl}>cons
AHIR E SUSE O EIEIO OHH IIE HEHE EIGER abe

S-IOTA et

HEE HEHEHE ER

LAPP: last o (append o [a,b]) => last o b

SI ((DEF o (last o b)) & (DEF o (append o [a,b])))

HAPP: hd o (append o [a,b]) => hd oa

SI ((DEF o (hd o a)) & (DEF o (append o [a,b])))

TLAPP: tl o (append o [a,b]) => append o [tl 0 a,b]

SI (DEF o (tl o a))

APPCONS: cons o [x,append o [a,b]] => append o [cons o [x,al,b]

APPASS: append o [append o [a,b],c] => append o [a,append o [b,c]]

APPOISTL:distl o [x,append o [a,b]}=> append a [dist1 o [x,al,distl o [x,b]]

APPTRANS’: trans o [append o [cons o [x,a],b],cons o [y,c]]

=> cons o [[x,y],trans o [append o [a,b],c]]]

APPTRANS’S: trans o [cons a [x,a],append o [cons o [y,b],c]]

=> cons o [[x,y],trans o [a,append o [b,c]]]

APPTRANS”: trans o [append o [cons o [x,a],b],append o [cons o [y,u],v]}

=> cons o [[x,y],[trans o [append o [a,b],append o [u,v]]]

FABIA ETE E HOSE OOH HEHE HOGER EE

® On introduit L’axiome APPTRANS

APPTRANS: DEF o {trans o [a,b],trans o [u,v]] ::

append o [trans o [a,bl,trans o [u,v]]

= trans o [append o [a,u],append o [b,v]]
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APPTRANS s’oriente de droite 4 gauche (on a trans>append). La régle

APPTRANS” est détruite par APPTRANS.

On doit rejeter des nouvelles équations non valides provenant des super~

positions de APPASS sur APPTRANS (en exemple au paragraphe 2.2). 11 nous

faut cependant observer ce qui s’est passé. La superposition de APPASS sur

APPTRANS a 1l’occurrence 21 donne la paire critique

(P) trans o [append o [al,append o [a2,u]],append o [b,v]]

= append o [trans o [append o [al,a2],b],trans o [u,v]]

SI (DEF o [trans o [append o [al,a2],b],trans o [u,v]]

Mais REVE réduit le membre droit en utilisant APPTRANS alors que la

précondition

"DEF o [trans o [al,b],trans o [append o [a2,u]l,v]]” n’est pas vérifiée.

Tl donne alors une nouvelle équation

append o [trans o [al,b],trans o [append o [a2,u],v]]

= append o {trans o [append o [al,a2],b],trans o [u,v]

qui n’est pas valide.

$i l’on rejette ces équations, REVE se termine. Mais le systéme de

réécriture obtenu n’est convergent que si l’on tient compte des nouvelles

équations (P). On ne peut pas faire le test avec REVE. Mais on peut voir

que les superpositions de APPASS vont engendrer une infinité de régles

nouvelles a partir de (P). Nous les étudierons dans la deuxiéme partie.

@ On introduit les axiomes

APPVID: DEF o (append o [a,<> ]) :: append o [a,<> ] = a

APPVIOS: DEF o (append o [<> ,b] :: append o [<> ,b] =t o
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qui s’orientent de gauche a droite.

Par superposition avec APPCONS, on obtient la paire critique

cons o [x,b] = append o [cons o [x,<> ],b]

qui n’est pas orientable avec REVE,

Si on oriente “manuellement” de droite 4 gauche, REVE diverge avec les

superpositions sur la régle APPCONS.

L’orientation de gauche & droite engendre une chaine infinie de

réécriture.

cons o [x,b] => append o [cons o [x,<> ],b]

=> append o [append 0 [[cons o [x,<> ],<> ],b] => .....

@ On essaie d’orienter APPCONS différement (append>cons)

APPCONS: append a [cons o [x,a],b] => cons o [x,append o [a,b]]

On obtient un systéme convergent avec S-IOTA et les axiomes HAPP, LAPP,

TLAPP, APPCONS, APPOISTL (avec distl > append) et APPASS.

APPVID et APPVIDS s’introduisent dans ce systéme et REVE se termine

quand on rejette les paires critiques réductibles a ”!~” dues aux superpo-

sitions avec HAPP, LAPP et TLAPP.

On obtient un systéme convergent S-PRIM. Mais sion ajoute APPTRANS,

REVE diverge a cause des superpositions de APPCONS.
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o>{{__],id,1,-},tl>{trans,distl, append}
{append,disti,trans}>cons, distl>append

S-PRIM

FREE HEIEEOHE IIE TE TE EEA

S-IOTA et

HHKHEE

HAPP: hd o (append o [a,b]) => hdo a

SI ((DEF 0 (hd o a)) & (DEF o (append o [a,b])))

LAPP: last o (append o [a,b]) => last o b

SI ((DEF o (last © b)) & (DEF o (append o [a,b])))

TLAPP: tl o (append o [a,b}) => append o [tl o a,b) SI (DEF o (tl o a))

APPCONS: append o [cons o [x,a],b] => cons o [x,append o [a,b]]

APPASS: append o [append o [a,b],c] => append o [a,append o [b,c]]

APPDISTL: distl o [x,append o [a,b]] =>

append o [distl o [x,a],distl o [x,b]]

APPVID: append o [a,<> ] => a SI (DEF o (append o [a,<> ]))

APPVIOS: append o [<> ,a] => a SI (DEF o (append o [<> ,al))

KREMER HEE KKK EEE RHEE HEHEHE EE HEIR EHER HEHEHE EHH EHH EE IER EE EE REE RIE

® Gi revient en arriére et on renverse l’orientation de APPCONS.

On intraduit un opérateur pour diviser la paire critique non orientable
SYDP9 909 a

cons o [x,b] = append o {cons o [x,<> ],b].

Soit un opérateur ”L” tel que

DEFLIST: L(x) = cons o [x,<> ].
DODPLYEIDIIDIIEEYIDIZID YD ISLET DPT IIIDIZIFIEIIFI DISD STII IVIL
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Cet axiome DEFLIST s’oriente de droite @ gauche avec la précédence o>L.

On obtient une nouvelle régle

LIST: L(x) 0 y => L(x o y)

par superposition sur El.

Puis les régles

HLIST: hd o L{x) => x

TLLIST: tl o L(x) => <> = SI. (DEF o x)

par superposition sur HCONS et TLCONS.

La paire critique abtenue par superposition sur LCONS est a re jeter,

Mais LCVID devient

LCVID: last a L(x) => x

Une supeapoautith sur la régle TCONS donne la nouvelle régle

TLIST: trans o [L({x),L(y)] => L([x,y])

les paires critiques provenant des autres superpositions sont a rejeter.

On a une nouvelle régle par superposition sur la régle DCONS

OL: distl o [x,L(y)]} => L(Ix,y¥])

Les régles sur IOTA n’apportent pas de nouvelles réglés. On a une

Nouvelle régle DEFCONS par superposition sur APPCONS

DEFCONS: cons o [x,a] => append o [L(x},a]
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DEFCONS détruit HCONS, LCONS. DEFCONS détruit aussi TLCONS en utilisant

APPVID. DEFCONS détruit APPCONS. DEFCONS détruit DCONS en utilisant

APPOISTL.

DEFCONS réécrit TCONS

TCONS: trans o [append o [L(x)),a],append o [L(y),b]]

=> append o [[L(x),L(y)],trans o [a,b]]

DEFCONS détruit alors APPTRANS’, APPTRANS’S et APPTRANS” en utilisant

TCONS.

APPVID et APPVIDS s’introduisent alors sans difficulté. DEFLIST

disparait,

APPTRANS détruit TCONS et si l’on rejette les paires critiques non

valides provenant des superpositions de APPASS, REVE se termine.

Nous appelons S-PRIMITIVE ce systéme. Comme on néglige les paires cri-

tiques telles que (P) qui sont issues des superpositions de APPASS sur

APPTRANS, le systéme S-PRIMITIVE n’est pas convergent. Cependant nous

trouverons le moyen, au cours de la deuxiéme partie, de les introduire en

substituant & APPTRANS une méta-régle. Aussi nous choisissons de poursuivre

les essais avec S-PRIMITIVE.

REMARQUES

1) Sans APPTRANS, on obtient un systéme convergent.

2) S-PRIMITIVE inclut tous les axiomes sur les primitives sur les

séquences sauf

CONS: DEF a (cons o [hd o a,tl o al) :: conso [hdo ajtloalea

premiére partie

qui se réduit en

CONS: append o [L(hd o a),tl o a] => a

SI (DEF o (append o [L(hd 0 a),tl o a]))

et fait diverger REVE.
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# o(LR)>{{__},ia,-,1,t}

z {trans,dist1}> cons > append
+ tl>{trans,cons,dist1l, append}

S-PRIMITIVE

FEE HSHIT SHEE U EEE TOE

+b bt4 4p bbe ede bbe edd bd ddtttttt +++ FEEEE TET ETETET EF TEP tt ttt tttet4

*
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+ S-BASE et

+

FEERKRHEKE

LIL: last ao tl => last SI (DEF o (last o t1))

LTL’?: last o (tl o h) => last oh SI (DEF o (last o (tl o h)))

LIST: L{x) oy => L(x a y)

HLIST: hd o L(x) => x

LCVID: last o L(x) => x

TLLIST: tl o L(x) => <>” SI (DEF 0 x)

HTRANS: hd o (trans o [a,b]) => [hd o a,hd o b]

SI (OEF o (trans a [a,b]})

LTRANS: last o (trans o [a,b]) => [last © a,last o b]

SI (OEF o (trans o [a,b]))

TLTRANS: tl o (trans o [a,b]) => trans o [tl] © a,tl ob]

TLIST: trans o [L(x),L(y)] => LO[x,y])

HDISTL: hd a (distl o [x,a]) => [x,hd o al

LDISTL: last a (distl o [x,a]) => [x,Jast 0 a]

TLOISTL: tl o (distl o [x,a]) => distl o [x,tl 0 al

DLIST: distl o [x,L(y)] => LéEx,y])

TVID: trans o [> ,O ] 2 oO”

DVID: distl o [x,<>°] => <>” ST (DEF a x)

HIOTA: hd o iota => 1 SI (DEF o iota)

HIQTA’: hd o (iota on} => 1” SI (DEF o (iste a n))

LIOTA: last o iota => id
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+ SI (DEF o iota}
+
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LIOTA’: last o (iota on) => n SI (DEF a (iota o n))

HAPP: hd o (append o [a,b]) => hdo a

SI ((DEF a (hd o @)) & (DEF o (append a [a,b])))

LAPP: last o (append o [a,b]) => last ob

SI ((DEF o (last o b)) & (DEF o (append o [a,b])))

DEFCONS: cons a [x,a] => append o [L(x),a]

APPASS: append o [append o [a,b],c] => append o [a,append a [b,c] ]

APPDISTL: distl o [x,append o [a,b]]

=> append o [distl o [x,a],distl o {(x,b]]

APPTRANS: trans o [append o [a,b],append o [c,d]

=> append o [trans o [a,c],trans o [b,d]]

SE (DEF o [trans o [a,c],trans o [b,d]])

APPVID: append o [a,<> ] => a SI (DEF o (append o [a,<>"])

APPVIDS: append o [<> ,a] => a SI (DEF o (append o [<> ,a])t+ reer reer etree eer ere ere eerteeeregeeeeaes teeter eee t eee eer errr eee eer ereeregeree
3.3. Les axiomes sur “ALL”

Essai avec ALLALL

Ajoutons au systéme S-E1E2 1’ équation

ALLALL: ALL fo ALL g = ALL(f @ g)

® Orientation de ALLALL de gauche a droite

Il faut étendre la précédence avec a>ALL.
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Une paire critique est obtenue par superposition de ALLALL sur El a

l’occurrence 1

ALLALL’?: ALL(f 0 g) oh = ALL f o (ALL g 0 h)

Gui s’oriente de gauche 4 droite et donne des paires critiques avec E2,

ALLALL et elle-méme:

ALL[f o hyg oh] o k = ALL[f,g] o (ALL ho k)

ALL(ALL(f 0 g)) a k = ALL f o (ALL g 0 k)

ALL(ALL f} o (ALL(ALL(g) o (ALL(k) o h)) = ALL(ALL(f 0 g)) o (ALL k o h)

La derniére paire critique est orientée de droite a gauche.

La nouvelle régle provoque de nouveau des paires critiques analogues

avec €2, ALLALL, et les deux nouvelles régles (dont elle-méme) et le méme

processus va recommencer indéfiniment.

@ Orientation de ALLALL en sens inverse

La précédence doit étre &tendue avec ALL>o.

On a une paire critique par superposition de §E2 sur ALLALL 4

l’occurrence 1

ALL[f o h,g oh] = ALL f,g] o ALL A

qui s’oriente de gauche 4 droite. £1 et £2 se superposent sur cette régle

aux occurrences ll et 12. On obtient des paires critiques

ALL[fl 0 (f2 0 h},g oh] = ALLIFl o f2,g] o ALL h

ALL[f,gl o (g2 o h)] = ALLL f,gl 0 g2] 0 ALL

ALLI[F o hyg o h],k oh) = ALLI[F,g},k] 0 ALL A

ALL[k o h,[f 0 h,g o h]] = ALLTk,[f,g]} 0 ALL h
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qui s’orientent de gauche 4 droite. El et £2 vont de nouveau sé superposer

sur ces régles et le processus continue indéfiniment.

@ Nous revenons en arriére

nthe? ALL f o ALL g => ALL(F 0 gq)

engendre la paire critique

ALLALL’: ALL f 0 (ALL go h) = ALL(f og) of

L’ordre implémenté dans REVE oriente cette paire de droite a gauche ce

qui provoque la divergence.

Pourtant la réécriture par des régles

ALLALL: ALL f o ALL g => ALL(T o g)

ALLALL’: ALL f o (ALL go h) => ALL(f o g) oh

est seule suceptible de réduire le nombre de séquences intermédiaires.

Pour pouvoir orienter ALLALL’ dans ce sens, nous orientons les régles

"aanuellement”.

Nous orientons manuellement £1, £2 et ALLALL de gauche a droite. La

Paire critique ALLALL’ est alors orientée manuellement dans le sens voulu.

Avec chacun des systémes S-BASE et S-PRIMITIVE (orientés manuellement),

REVE se termine.

Introduction des axiomes

HALL: DEF o (hd o ALL f) :: hd o ALL f = f o hd

LALL: DEF o (last o ALL f) :: last o ALL F = f o last

TLALL: DEF o ALL f :: tl o ALL F == ALL fo tl
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HALL, LALL et TLALL s’orientent de gauche a droite et créent chacun une

paire critique avec El donnant les nouvelles régles

HALL’: hd o (ALL f oh) => fo (hd oh) SI (DEF o (ALL f 0 h))

LALL’: last o (ALL f o h) => f o (last o h) SI (DEF o (ALL f 0 h))

TLALL’: tl o (ALL f o h) => ALL f o (tl o h) SI (DEF o (ALL f o h))

Introduction de ALLAPP

ALLAPP: append o [ALL f o a,ALL f o g] = ALL f o (append o [a,b])

@ Gn oriente ALLAPP de gauche a4 droite

Une superposition de ALLALL’ 4 l’occurrence 21 donne la nouvelle régle

append o [ALL(f 0 g) ao a, ALL fo b) => ALL f o (append o [ALL g o a,b])

La superposition de £1 a l’occurrence 211 engendre des régles

append o [ALL(fl o (f2 0 ...(fnog)..)} a a,ALL(fl o (f2 0 ...fn)..)) 0 b)

=> ALL(fl o f2 0 ...fn)..)) 0 (append o [ALL g 0 a,b})

et REVE diverge.

@ On oriente ALLAPP de droite & gauche

ALLAPP: ALL f o (append o [a,b]) => append o [ALL f o a,ALL f o b]

et ce probléme diparait.

Introduction de ALLCONS

ALLCONS: cons a [f a x,ALL f o al = ALL f o (cons o [x,al])

est réduit par DEFCONS et orienté de droite a gauche en une régle

ALLCONS: ALL f o (append o [L(x),a]) => append o [L(f o x),ALL f o a]
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qui est réduite par ALLAPP en

ALLCONS: append o [ALL f o L(x),ALL fo a]

=> append o [L(f a x),ALL f 0 a]

qui fait diverger REVE (avec les superpositions de APPASS).

Mais un axiome sur "L”:

ALLLIST: ALL f a L(x) = L(f oa x)

s’oriente de gauche 4 droite, détruit ALLCONS, ce qui fait disparaitre le

probléme.

ALLLIST donne, par superposition sur TLALL et TLALL’, des paires cri-

tiques réductibles A”! ” que Ll’an "jette”.

Introduction de ALLVID

ALLVID: ALL fo <> =

ALLVID s’oriente de gauche A droite.

Toutes les paires critiques trouvées avec HALL, HALL’, ‘ALL, LALL’,

TLALL et TLALL’ sont a rejeter comme étant équivalentes a"! ”,

Introduction de TDISTL

TOISTL: trans o [ALL?1 0 (dist! o [x,a]),a] = distl o [x,a]

TDISTL s’oriente de gauche & droite. La paire critique provaquée par

APPDISTL est détruite par ALLAPP.

Introduction de ALLID et FALL
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ALLID: ALL f o id = id

FALL: trans o [ALL f,ALL g] = ALLIF,g]

Pour diminuer le nombre de séquences intermédiaires, on oriente FALL de

gauche 4 droite en une régle

FALL: trans o [ALL f,ALL g] => ALL[f,g]

L’orientation contraire fait diverger REVE (a cause de la superposition

de ALLALL’ puis de El).

Une paire critique est genérée avec El donnant la régle

FALL’: trans o [ALL f o h,ALL go h] => ALL[f,g] oh

Pour ces deux régles, des paires critiques sont obtenues avec ALLID

FALLg: trans o [ALL f,id} = ALL[f,id]

FALLd: trans o [id,ALL f] = ALL[ig,f]

1FALL’g: trans o [ALL f o hyh] = ALL(f,id} oh

FALL’d: trans o [h,ALL f o h] = ALL[ia,f] ob

TALL: ALL[id,id] o h = trans o (h,h]

Qn oriente les trois premiéres équations de gauche a droite et la

derniére de droite 4 gauche.

Notons que TALL détruit la régle TVID de S-PRIMITIVE.

Avec une autre orientation, REVE diverge (4 cause des superpositions de

ALLALL puis de El).
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+ ALLALL: ALL f 0 ALL g => ALL(F 0 g) +
+ 

+
+ ALLALL’: ALL f o (ALL g oh) => ALL(f og) of +
+ 

+
+ HALL: hd o ALL f => f o hd ST (DEF 0 ALL f) +
+ 

+

+ HALL’: hd o (ALL f oh) => fo (hd o h) SI (DEF o (ALL fo h)) +
+ 

+

+ LALL: last o ALL f => f o last SI (DEF o ALL f) +
+ 

+

+ LALL’: last o (ALL f oh) => f o (last oh) SI (DEF o (last o h)) +
+ 

+
+ TLALL: tl o ALL f => ALL Foti SI (DEF o ALL f) +
+ 

+

+ TLALL’: tl o (ALL f o hh) => ALL fo (tl o h) +
+ 

+
+ SI (DEF o (ALL f o h)) +
+ 

+
+ ALLIO: ALL id => id 

+
+ 

+

+ ALLLIST: ALL f o L(x) => L(f a x) +
+ 

+

+ ALLAPP: ALL f o (append o [a,b]) => append o [ALL fo a,ALL fo b] +
+ 

+

+ ALLVID: ALL fa <> => <>” +
+ 

+

+ FALL: trans o [ALL f,ALL g] => ALLIf,g] +
+ 

+

+ FALL’: trans a [ALL f 0 h,ALL g oh] => ALL{f,g]l oh +
+ 

+

+ FALLg: trans o [ALL f,id] => ALL[f,id] +
+ 

+

+ FALLd: trans o [id,ALL g] => ALL[id,gl] +
+ 

+

+ FALL’g: trans a [ALL f o hyh] => ALL[f,id] o hh +
+ 

+

+ FALL’d: trans o (h,ALL f o hl => ALL[id,f] oh +
+ 

+

+ TALL: trans o [a,al => ALL[id,id] o a +
+ 

+

+ TDISTL: trans o [ALL?71 o (distl o [x,a]),a] => distl o [x,al +
+ 

+
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Tenter d’ajouter les axiomes ALL?iTRANS fait diverger REVE
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ALL?1TRANS: ALL 71 0 (trans o [a,b]} => a SI (DEF o (trans o [a,b]))

ALL?2TRANS: ALL ?2 a (trans o [a,b]) => b SI (DEF o (trans o [a,b]))

Par exemple une paire critique est obtenue avec ALLALL’ donnant une

nouvelle régle

ALL(f o 71) o (trans o [a,b]) => ALL f o a SI (DEF o (trans o [a,b]))

Mais REVE diverge ensuite avec les nouvelles régles obtenues par les

superpositions des régles de S-BASE.

En particulier, avec El, on obtient des nouvelles régles

ALL (fl a (f2 0 (f3 0 ...(fn o 71)...))) © (trans o [a,b])

=> ALL(fl o (f2 0 (f3 a... o fn)...))) o a SI (DEF o (trans o [a,b]))

Tenter d’ajouter les axiomes ALLDISTL et ALL+IQTA fait aussi diverger REVE

ALLDISTL: ALL[F 0 71,g 0 ?2] o (distl o [x,a])

=> distl o {fo x,ALL g o al

ALL+IOTA: ALL(+ o [1',id]) 0 iota => tl o (iota o (+0 [1,id])

Pour ALLDISTL les superpositions de El aux occurrences lll et 112, par

exemple, engendrent une famille infinie de régles nouvelles.

Pour ALL+IOTA, une nouvelle régle est obtenue par superposition de

ALLALL’.

ALL4IOTA’: ALL(F o (+ 0 (1°, id])) 0 iota

=> ALL fa (tl o (ieta o (+ 0 [1 ,id])))

et avec El, superposée a l’occurrence 11, on obtient une famille infinie de

nouvelles régles.

Nous étudierons ces divergences dans la deuxiéme partie
2999 
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3.4, Les axiomes sur "+"

L’axiome *ALL

Pour diminuer le nombre des séquences intermédiaires, on oriente #ALL de

gauche a droite.

#ALL: xf o [x,ALL g oh] => *(f o [71,g 0 721) o [x,h]

#¥ALL et S-BASE

L’orientation inverse fait diverger REVE a cause des superpositions de

El a l’occurrence 1122.

La superposition de P2 donne une nouvelle régle

#ALL?: #f 0 [x,ALL g] => x(f o [71,g 0 22]) 0 [x,id]

¥ALL et ALLIO

La superpasition de ALLID donne la nouvelle régle

«(fo [71,?72]) o [x,a] => *f o [x,a]

Cette régle fait diverger REVE A cause des superpositions de El a

l’occurrence 11.

Nous remarquons que 1’ équation correspondante indique simplement que f

dans xf est d’arité 2. L'axiome suivant

#(f o [71,72]) = #f

détruit la nouvelle régle mais REVE diverge avec les superpositions de El.

Premiére partie
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Introduction du nouvel axiome ID

Nous n’utilisons pour le moment que l’opérateur "{__]” d’arité 2 et en

ce cas l’axiome

1D: DEF o [71,72] :: [71,72] = id

est valide. I] détruit la paire critique

*(f o [71,2?2]) o [x,a] = *f o [x,a]

Alors il n’y a plus de probléme entre *ALL et ALLIO.

Natons que pour que cet axiome soit généralisable, il suffira de
d308y

distinguer les sélecteurs selon leur arité
s ,

(Nous le ferons dans la deuxiéme partie).

ID s’oriente de gauche 4 droite

ID: [71,72] => id SI (DEF o [71,72])

ID se superpose avec £2 donnant une nouvelle régle

10’: [271 0 f,72 o f] => f SIT (DEF o [71 0 f,?2 0 f])

ID et ID’ complétent S-BASE en un systéme convergent S~BASE’.

premiére partie
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ID et ID’ se superpesent sur les régles qui contiennent en partie

gauche [x,y]. Par exemple avec LTRANS, on obtient deux nouvelles régles:

LTRANS’: last o trans => [last o ?1,last o 22] SI (DEF o trans)

LTRANS”: last o (trans a x)

=> [last o (71 o x), last 0(?2 0 x)] SI (DEF o (trans o x))

LTRANS” détruit LTRANS.

Cela ne peut aller que si l’orientation n’est pas modifiée. Mais par

exemple avec la régle TLTRANS, on obtient la paire critique

TLTRANS’: tl o trans = trans o [tl o 71,tl o 72)

que REVE oriente automatiquement (m@me si toutes les régles sont orientées

"manuellement”) de droite a gauche, ce qui provoque une divergence.

De la méme maniére, REVE ne donne pas i’orientation voulue pour les

Nouvelles régles issues de ID ou ID’ et des régles TLTRANS, TLDISTL, TLAPP,

APPASS, ALLAPP et aussi TLe

The: tl o (#f a [x,a]) = #f o [f o Ix.hd o al,tl o al SI (DEF o (tl o a))

TL* est orientée de droite a gauche, REVE diverge avec, par exemple, les

Premiére partie
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superpositions de £1] 4 l’occurence 21.

Nous étudierons plus loin les problémes soulevés par TL» eat ALLAPP.

Nous savons résoudre le probléme pour les axiomes TLTRANS, TLDISTL et

TLAPP, il suffit de remplacer “trans”, "distl” et “append” par des

opérateurs 7”, "D” et A” tels que

DEFT: trans a [a,b] = T(a,b)

DEFO: distl o [x,b] = D(x,b)

DEFA: append o [a,b] = A(a,b)

qui avec les superpositions de El, se complétent avec

TRANS: T(a,b) ao h => T(a o h,b a h)

DISTL: D{x,b) o h => Dla o h,b o h)

APP: A(a,b) o h => A(a a h,b o h)

Les régles sur les primitives sont réécrites. Par exemple

LTRANS: last o (trans o [a,b]) => [last o a,last o b]

SI (DEF a (trans o [a,b])

devient

LTRANS: last o T(a,b) => [last o a,last o b] SI (DEF o T(a,b))

On évite alors les superpositions avec ID et I0’ des régles ainsi

réécrites et, par conséquent, les nouvelles régles comme LTRANS’ et

LTRANS”.

Notons que si nous intraduisons les régles DEFT, DEFD et DEFA, nous

obtenons par superposition de ID les nouvelles équations suivantes

premiére partie

DEFT’: trans = 1(71,?2)

DEFD’: distl = 0(71,72)

DEFA’: append = A(?1,?2)

DEFT’, DEFD’ et DEFA’ détruisent DEFT, DEFD et DEFA.

Considérons aussi

DEFCONS: cons o [x,a] => append o [L(x),a].

DEFCONS est alors réécrit en

DEFCONS: cons o [x,a] => A(L(x),a)

La superposition de ID donne la nouvelle équation

DEFCONS’: cons = A(L(?1),?2) qui détruit DEFCONS.

Nous définissons un morphisme MM des FP-termes dans les OP-termes T( S-

oe = te] a7ai- a cr be o a 3 a ° o> 7) — + a to (Cc (> I= al < ~ 4 0 °° oO o c«x définitions DEFT’,

EFD’, DEFA’ et DEFCONS’.

Pour les OP-termes, on peut orienter convenablement les axiomes issus de

TLTRANS, TLDISTL et TLAPP. REVE se termine et on obtient un systeme S-

PRIMITIVE’.

REVE ne nous autorise pas, méme manuellement, a obtenir le systéme S-

PRIMITIVE? @quivalent (au sens des chemins de réécriture) pour les FP-

termes. C’est pourquoi nous continuons avec le systéme pour les OP~termes.
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t+t+

__],id,1,-,L,7,D,A}++

+ t1>{T,0,A}, To{L,[_],a}, Do{t,[_],A}
E 
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+

+ S-BASE’

+

FHKE HEEKE RHE

tb tthe tre tH her HE He Ht hehe eee eee er eee eee et
eo

LTL: last o tl => last SI (DEF o (last o tl))

LIL’: last o (tl oh) => last oh SI (DEF o (last o (tl o h)))

LIST: L(x) o y => L(x o y)

KLIST: hd o L(x) => x

LLIST; last o L(x) => x

TLLIST: tl o L(x) => <>” SI (DEF o x)

TRANS: T(a,b) o h => T(a o hyb o h)

HTRANS: hd o T(a,b) => [hd 0 a,hd o b] SI (DEF o T(a,b))

LTRANS: last o T(a,b) => {last 0 a,last o b] SI (DEF 0 T(a,b))

TLTRANS: tl o T(a,b) => T(tl o a,tl o b)

TLIST: T(L(x),L(y)) => L(Lx,y])

TVID: T(<>,<>°) => <7

DISTL: D(x,a) a h => D(x o h,a o h)

HDISTL: hd o D(x,a) => [x,hd o a]

LDISTL: last o O(x,a) => [x,last 0 al

TLOISTL: tl o D(x,a) => D(x,tl o a)

DLIST: D{x,L(y)) => L(Lx,y])

DVID: O(x,<>) => <>” SI (DEF o x)

HIOTA: hd o iota => 1 = SI (DEF o iota)

HIOTA’: hd o (iota on) => 1 SI (DEF o (iota 0 n))

LIOTA: last o iota => id SI (DEF o iota}

LIOTA’: last o (iota on) => mn SI (DEF 0 (iota o n))

premiére partie
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APP: A(a,b) o h => A{ao h,b oh)

HAPP: hd o A(a,b) => hd o a SI ((DEF o A(a,b)) & (DEF o (hd o a)))

LAPP: last o A(a,b) => last o b

SI ((DEF o A(a,b)) & (DEF o (last o 6)))

TLAPP: tl o A(a,b) => A(tlo a,b) SI (DEF o (tl o a))

APPASS: A(A(a,b),c) => A(a,A(b,c))

APPDISTL: D(x,A(a,b)) => A(D(x,a),0(x,b))

APPTRANS: T(A(a,b),A(c,d)) => A(T(a,c),T(b,d))

SI (DEF o (A(T(a,c),T(b,d)))

APPVID: A(a,<> ) => a SI (DEF o Ala,<> ))

APPYIDS: A(<> ,a) => a SI (DEF o A(<> ,a))tte eee eer eree eee eee eee eee t+ etter rete tee eee eer eee eeeeest
FELLER EFEFEEE EAE EET TEE EEE E ETE E TEPER TEE EE EET E REEL EE PETE E EE EEE EEE EEE EEE ET

Nous étudions maintenant les superpositions entre ¥ALL et les autres

régles de S-ALL

*ALL’ et les régles de S-ALL

Une paire critique est obtenue avec ALLVID

*f o [x,<> ] = #(f 0 [71,g 0 22]) a [x,<>7]

qui est détruite par #VID.

«VID: #f o [x,<> ] = L(x)

Il y a aussi une superposition de ALLLIST sur ALLALL’ donnant la

nouvelle régle

premiére partie
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*f o [x,L(y o z)] => *(f 0 [21,y 0 22]) 0 [x,L(z)]

Puis REVE diverge (a cause des superpositions 4 l’occurrence 221 de £1

par exemple). Cette nouvelle régle peut étre détruite par 1’ introduction

d’un axiome

#LIST: #f o [x,L(y)] = append o [L(x),L(F o Ex,y])]
yoy

ce qui résout le probléme.

Il se produit alors une paire critique entre ALLAPP et ALL’

¥f o [x,ACALL g 0 a,ALL go b)] = #(F a [21,9 0 72]) 0 [x,A(a,b)]

Si nous l’ordonnens de droite 4 gauche, REVE diverge (a cause des super-

positions de El a l’occurrence 122). Si on l’oriente de gauche 4 droite,

REVE diverge encore (car des nouvelles régles sont issues de superpositions

de ALLALL et provoquent des divergences avec Les superpositions de £1)

Cependant, cette paire critique est réduite par 1’axiome ¥APP

¥APP: «f o [x,ACa,b)] = A(#f o [x,a],tl 0 (#f o [last o (#f 0 [x,a]),b]))

qu’on oriente de gauche 4 droite.

Mais APPVID provoque une paire critique sur »APP

*f o [x,b} = A(L(x),tl o (xf o [x,b]))

qui s’oriente de draite 4 gauche et provoque une divergence (par exemple a

cause des superpositions de APPASS). Nous remarquons que cette paire cri-

tique est détruite par l’axiome CONS que nous n’avons pu introduire dans

premiére partie
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S-PRIMITIVE.

Nous n@ pouvons pas avoir ni ALLAPP, ni *APP avec xALL. Remarquons que

cela nous empéche d’avoir TDISTL (a cause des paires critiques issues de la

superposition entre TDISTL et APPDISTL qui ne sont Plus détruites par

ALLAPP)

Pour poursuivre, nous isolons un systéme de réécriture S-ALL’ construit

avec S-PRIMITIVE? et les axiomes de S-ALL a Vexception de ALLAPP et de

TOISTL.

Premiére partie



+ + +

orientation manuelle: S-ALL’

FIRE EEE IEEE EERIE

S-PRIMITIVE?

RHEE EAEEHERHHE

ALLALL: ALL f o ALL g => ALL(f o g)

ALLALL’: ALL f o (ALL g 0h) => ALL(f og) of

HALL: hd o ALL f => f o hd SI (DEF o ALL f)

HALL’: hd o (ALL f oh) => fo (hd oh) SI (DEF o (ALL f o h))

LALL: last o ALL f => f o last SI (DEF o ALL f)

LALL’: last o (ALL f oh) => f o (last o h) ST (DEF o (ALL f o h))

TLALL: tl o ALL f => ALL fo tl SI (DEF o ALL f)

TLALL’; tl o (ALL f oh) => ALL f o (tl oh) SI (DEF o (ALL f o h))

ALLID: ALL id => id

ALLLIST: ALL f o L(x) => L(F a x)

ALLVID: ALL fo <> => <>”

FALL: T(ALL f,ALL g) => ALLIf,g]

FALL’: T(ALL f o h,ALL go h) => ALLIf,g] of

FALLg: T(ALL f,id) => ALL{f, id]

FALLd: T(id,ALL f) => ALL[id, f]

FALL’g: TCALL f o hh) => ALLEf,id] o A

FALL’d: T(h,ALL f o fh) => ALL[id,f] oh

TALL: T(a,a) => ALL[id,id] o attt He ttt ee herr Hee He He HEH ere ee ee EEE EE EEE EE ES tet tt te te tet eee Ee EE EEE EEE EEE EEE
FHELELEEEFE ETE EEE TTT ETE TEEPE T EEE EE TET EEE Tt tT PEt EE EE EE EE PEPE SEE EEE EEE HE

Introduisons maintenant les autres axiomes sur x”

@ Qn peut introduire H+
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He: hd o («f o [x,a]) = x ST (DEF o (¥f o [x,a]))

Avec ID et ID’ on obtient

He’: hd o #f = 271 SI (DEF o (hd o #f)),

He": hd o (#f o x) = 271 0 x SI (DEF o (hd o (#f 0 x))

Hx est détruite par Hx”,

@ On peut introduire *CONS

*CONS: ¥f o [x,cons 0 [y,a]] = cons o [x,*f o [fo (x,y],a}]

qui s’exprime dans les OP-termes en

¥CONS: ¥f o [x,A(L(y),a)] = A(L(x),#f o [f o [x,y],al)

et s’oriente de gauche a droite.

® On peut introduire TL*+IOTA

TLe+IOTA: tl o (+(+ 0 [71,1 ]) o [0 ,iota]) = iota

qui s’ariente de gauche & droite. La superposition de El donne

nouvelle régle

TLe+IOTA’: tl o (¥(+ 0 [71,1 1) o [0 ,iota o n] = iotaon

La superposition sur LTL’ donne les nouvelles régles

L¥+IOTA: last o (¥(+ 0 [21,1°]) o [0°,iota]) = id

L¥+IOTA: last o (#(+ 0 [71,1 ]) o (6 ,iota o nj) =n

Le probléme Fx et TALL

Premiére partie
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Fe: trans o [«f o [x,a],*g 0 ly,a}}

= x[f o [71071,?2],g o [72071,72]] o [{x,y],a]

La superposition de TALL

TALL: trans o [a,a] => ALL[id,id] o a

donne une paire critique

Pl: *[f o [?71071,72],f o [?2071,72]] o [[Lx,x],a]

= ALLfid,id] o (#f o [x,a])

L’orientation dans le sens gauche droite fait diverger REVE (par exemple

avec les superpositions de El aux occurences 111 et 112).

L’orientation inverse donne des paires critiques complexes issues des

superpositions avec ALLALL et #ALL. L’on peut constater que REVE diverge en

engendrant des régles comme

ALL[ id , [id,id] ] o (#f 0 [x,a]) =>

*( fo [21071,22] , £ f o [710(72071),221,f o [720(72071),72] ] ]

o [[x,[x,x]],a]

Nous construirons ensuite un systéme de réécriture gui n’inclut pas

ALLIO pour disposer de 1’axiome Fx.

Nous pouvons cependant ajouter Hx, «VID, «LIST, *CONS et *ALL a S-ALL’.

REVE se termine. Nous appelons ce systéme S-x.

premiére partie
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orientation manuelle; 5-*

JETS 
HEHEHE HEH IEEE

S-ALL?

HEH HR ERE

Hx’: hd o ¥f => ?1 SI (DEF o *f)

He”: hd o (#f 0 x) => 2710 x SI (DEF o (xf 0 x))

¥VID: xf o [x,<> ] => L(x)

*CONS: *f o [x,A(L(y},a)] => ACL(x),*f o [Fo {x,y],al)

TLe+IOTA: tl o (¥(+ 0 (21,1°]) 0 [0° ,iota]) => iota

TLe+IOTA’: tl ao (¥(+ 6 [71,1 ]) o [0 ,iota o nf) => iotaon

L#+IOTA: last o (*(+ 0 [71,1°]} o [0°,iota]) => id

L#+IOTA’: last o (*(+ 0 [71.1°]) o [0 ,iota o n}) => n

¥ALL: xf 0 [x,ALL g 0 a] => #(f 0 [21,9 0 72]) 0 [x,a]

¥ALL?s ¥f o [x,ALL g] => #(f 0 [71,9 0 72]) o [x,id]tet te etre eter e rete tree eeeeeeeegega
a

A
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eLIST: #f o [x,L(y)] => A(L(x),LOf o [x,y])) n
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+
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Problémes posés par les autres axiomes

® L’axiome Tle

arienté de gauche 4 droite donne la régle:

Tle: tl o (#f o [x,a]) => xf o [f o [x,hd o al,tl o a] SI (DEF o (tl o a))

(l’orientation inverse provoque une divergence avec les superpositions

de £l & Joceurrence 21). Nous essayons d'ajouter cette régle a S-

PRIMITIVE,
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Une superposition se produit avec LTL’ donnant Ja paire critique A(L(x) ALL go a) = *(72 0 g) o [x,a]

last o (#f o [x,a]) = last o (*f o [f o [x,hd o al,tl o aj) On 1’oriente de droite & gauche et REVE diverge (par exemple avec les

superpositions de El).

La rééeriture est infinie avec une orientation de gauche 4 droite. REVE

diverge si on l’ariente de droite 4 gauche (par exemple avec les superposi- @ L’axiome TLe?1

tions de £1 a l’occurence 221).

TLe?l: tl o *?1 = ALL?1 o dist]

TL* réécrit TLx+IOTA (et TLx+IOTA‘)

s’oriente de gauche a droite.

TLa+IOTA: ¥(+ 0 [71,1 ]) o [+ 0 [0°,1°],tl o iota] => iota

The¥?Ll: tl o *?1 => ALL?1 o D(71,?2)

Alors, la superposition de H*’ donne 1’ équation

Une nouvelle régle est engendrée par superposition avec Fl

+of0,1)] <1

TLe?1?: tl o (#71 0 z) => ALL?L o O(?71 0 z,72 0 z)

qui serait réduite par 1’ axiome PLUSO (0 élément neutre de +).

La superposition avec LTL donne

Remarquons que TLx réécrit *APP mais produit aussi une paire critique

Le?l: last o #?1 => ?1 et L?1’: last o (#?10z) => 2lo0z
A(+f a [f o [x,hd o al,tl o al),

#f o [f o [last o (¥f o [x,a]),hd 0 b]),t2 0 b))) La superposition de *ALL donne

= A(#f o [f 0 [x,hd o al,tlo al,

ALL?1 0 D{x,id) = ALL?1 o D(x,ALL g)
*f o [f o [last o (¥f 0 [f o [x,hd 0 a],tl o al),hd o b],ti o b])

qui s’oriente de droite a gauche mais alors la superposition de ALLALL’
qui n’est réduite que par la paire critique obtenue entre TLx et LTL (qui

puis de El fait diverger REVE.
provoque une divergence),

La superposition de TL* donne
@ L’axiome *72

#?L: #271 0 [x,tl o a] => ALL?1 o D(x,a)
#72: #72 = cons = A(L(71),?2)

Mais alors TL¥ se superpose A l’occurrence 22 et REVE diverge.
On oriente de gauche 4 droite. Une paire critique avec ¥ALL s’écrit

@ L’axiome ALL¥IGTA

premiére partie Premiére partie



252

ALL#IOTA: ALL(last o (*#f o [g 0 x ,iotal)) o iota

= tl o (xf o [g o x ,iota])

REVE diverge (par exemple avec les superpositions de £1 & l’occurence

11221).

@ L’axiome APPIOTA

APPLOTA:ACiota a p,tl o (*(+ 0 ([71,1 ]) o [p,iota o (+ 0 [1°,- © [n,p])]))

=> iota on SI ((DEF o (~ o [n,p]) & (DEF o (iota o p)))

REVE diverge (avec les superpositions de APPASS).

@ L’axiome Fe

Nous avons vu que F* ne pouvait pas s’introduire avec TALL nous

l’essayons donc sans la présence de l’axiome ALLID dont est issue TALL.

Signalons aussi que la paire critique produite avec TLTRANS n’est

réduite que par TL#.

Une paire critique est obtenue avec LTRANS:

Fla: {last o (#f o [x,a]), last o (#g o [y,a])] =

last o (#[f o [71071,?2],g 0 [?2071,72]] o [[x,y},a])

Sion l’oriente de droite 4 gauche, REVE diverge (avec les superposi-

tions de £1 aux occurrences 211 et 212). Si on l’oriente de gauche 4

droite, on a superposition de Pl (ou P2) donnant

L¥?1: last o (¥f 0 [x,a]) =

P10 (last o (#[f o [71071,?2],g o [?2071,72]] o [[x,y],a])

qui s’oriente de droite 4 gauche et fait diverger REVE (A cause des super-
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positions de E1 aux occurences 2211 et 2212 par exemple).

@ Les axiomes FALL¥, Fee

Avec LTRANS, on a la méme chose que pour Fx,

TL* réécrit le membre droit de Fee et REVE diverge comme pour TL?1 (voir

le paragraphe sur 1’ axiome TL71).

Nous cherchons a obtenir un systéme de réécriture contenant les axiomes

Fe, FALLe et Fue,

Un systéme contenant les axiomes Fx, FALL¥ et Fxx

Pour avoir F*, il ne faut pas TALL donc on ne peut pas avoir ALLID.

Pour avoir Fee, il ne faut pas TL¥ et on ne peut donc pas avoir non plus

TLTRANS. Pour avoir Fx, FALL® et Fax, il ne faut pas avoir LTRANS.

Nous reprenons S-PRIMITIVE sans LTRANS et TLTRANS. REVE se termine dans

les mémes conditions que pour S-PRIMITIVE. On appelle S-PRIM1 ce systéme.

Nous ajoutons les axiomes de ALL suivants: ALLALL qui donne ALLALL’,

FALL qui donne FALL’, HALL qui donne HALL’, LALL qui donne LALL’? et TALL

qui donne TALL’. REVE se termine domnant un systéme de réécriture S-ALL1.
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.ordonnancement manuel: $-ALLI
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S-PRIM1 S-PRIMITIVE sans LTRANS et TLTRANS

HREKHEREK

ALLALL: ALL f o ALL g => ALL(F 0 g)

ALLALL’: ALL f o (ALL g oh) => ALL(f og) oh

FALL: trans o [ALL f,ALt g] => ALL(f,g]teeter teeerereeeeet
HALL: hd o ALL f => f o hd SI (DEF o ALL f)

HALL’: hd o (ALL f oh) => f o (hd oh) SI (DEF o (ALL f 0 h))

LALL: last o ALL f => f o last 51 (DEF o ALL f)

LALL’: last o (ALL f o fh) => fo (last o h) SI (OEF o (ALL f 0 h))

TLALL: tl o ALL f => ALL fo tl SI (DEF o ALL f)

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

FALL’: trans o [ALL f o h,ALL g a h] => ALL[f,g] of +

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

TLALL’: tl o (ALL f oh) => ALL Fo tl SI (DEF o (ALL f 0 h)) +

Ryt+ terete ee eee eee t¢+ 4 4 4

On peut alors ajouter les axiomes de ’#” suivants: #ALL qui donne »ALL’

He, Fe, FALL®, FALL¥S, Fee, FexS. On obtient un systéme de réécriture

localement confluent S-#*,
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S-ALL1

ERREER EEE

wALL: #f 0 [x,ALL g oh] => #(f a [71,g 0 22]) 0 [x,h]

*ALL’: ¥f 0 [x,ALL g] => #(f 0 [21,9 0 22]) o [x,id]

He: hd o (#f o [x,a]) => x SI (OEF o (¥f 0 [x,a]))

Fe: trans o [*f o [x,al,¥q 0 [y,a]]

=> ¥[f o [71071,22],g o [22071,?2]] 0 ([x,y],a]

FALL¥: trans o [ALL g o (¥f o {x,a]),*F 0 [x,al]

=> #{g 0 (f o [72071,221),f 0 [72071,72]] o E[g 0 x,xl,al

FALL¥S: trans o [¥f o [x,a],ALL go (#f o [x,al]

=> «[f o [71071,72],q o (fF o [71071,72])] {[x,g o x),a]

Fee: trans oa [¥f o [x,tl o (¥g 0 [y,al)],*g o Ly,al] te pte et eee eee err ere eee errr eereeane
=> *#[f o [?l071,g 0 [?2071,22]],g 0 [22071,22]] 0 ({x,yl,al+

a

FexS: trans o [*g o [y,a],*#f o [x,tl 0 (*g 0 [y,al)] +
+

=> #{g o [21071,72],f 0 [22071,g 0 [21071,72}]] o [ly,xl,a]+

+

t+4444 444444 eg gereeegs op hededih dite defeated bbb te hb de bb dd ddd tee feo Lope pes +4-44444PELE EEEE ELE ELE PLE FEET EtEPEEEtT ttt tt ttt ttt +tteet¢ tts FHETEEPEFEE EEF E TH+ FF ++

a SS SS
Nous ne pouvons pas ajouter #VID et LIST a S-¥%

A cause de ALLALL’, ALLVID, #VID, «LIST et ALLLIST sont inséparables,

Cela irait avec Fe.

Avec Fxx, la supernosition de *t IST donne la paire critique:
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trans o [*f o [x,A(<> ,L(g o [y,z]))1,A(L(y), L(g 0 [y,z]))]

= ACL(Lx,y]),[f o [x,g 0 ly,z}],g 0 [y,z]})

qui est détruite par APPVID.

Avec FALL* , la superposition de *LIST donne la paire critique:

trans o [ALL g o A(L(x),L(f o [x,y]}),A(L(x),L(F 0 [x,y]))]

= A(L(g o x,x],Lfg o (f o [x,y]),f o [x,yl]])

qui est détruite avec ALLAPP.

ALLALL’ oblige a introduire alors *APP (il ne faut donc plus APPVID),

Mais *APP provoque une paire critique avec Fx

A(x[f o [21071,72},g 0 [72071,72]] o [[x,y],al,

trans o [tl o (#f o [last o (#f o {x,a]),b]))

tl o (#g o [last o (¥¢ o [y,a]),b]))]

= A(«[f o [71071,22],g o [72071,72]] a ({x,yl,al,

tla (#[f o [71071,72],g © [72071,22]] 0

[last o (#(f o [21071,72],9 o [72071,72]] o [[x,y],a]),b]))

qui ne peut étre détruite que par TL» (Le méme probléme se pose avec FALL

et Fee),

On peut prendre directement *APP réécrite par TL.

Nommons k le sous terme ”[f o (?1071,2?2],g o [72071,22]]”. On trouve la

paire critique
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A(xk o E[x,y],a],

xk o [[f o [71 0 (last o (*k o [{x,y],a])),hd 0 b],

go [72 0 (last o (*k o {[x,y],a])),hd o b}],tl o b))

= ACsk o [[x,yl,al,

*k a [[f 0 [last o (¥f o [x,a]),hd o b],

go [last o (#g o [y,a]),hd o b]],tl o b])

qui est réduite par les paires critiques Lx?1 et L¥?2 issues de la superpo-

sition entre LTRANS et Fx. Mais nous avons vu que L?1 et L??2 faisaient

diverger REVE.

Nous n’irons pas plus loin dans cette vaie.
POPSIED DPSNDD

3.5. Les axiomes sur WH”

Nous allons retrouver les problémes que nous avons rencontrés pour

introduire les axiomes de ”«”,

@ L’axiome WHALL

Nous retrouvans des résultats semblables a ceux de #ALL.

WHALL: WH(p,f) o [x,ALL g oh]

= WH(p o [?1,g 0 22),f o [21,g 0 72]) © [x,h]

est orienté de gauche 4 droite afin de diminuer le nombre de séquences

intermédiaires.

La superposition de P2 donne la nouvelle régle
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WHALL’: WH(p,f) o [x,ALL g]

= WH(p o [71,g 0 22],f o [?71,g 0 22]) © [x,id]

Il faut encore introduire ID (done ID’) et les opérateurs "A", "D", et

"T" pour pouvoir inclure ALLID.

La paire critique avec ALLVID est détruite par WHVID.

WHVID: WH(p,f) o [x,<>°] = L(x)

Avec ALLLIST, il faut introduire les axiomes WHLIST1 et WHLIST2

correspondants aux deux préconditions complémentaires “p o [x,y]” et ” not

WHLIST1: not o (p a [x,y]) :: WH(p,f) o [x,L(y)] = L(x)

Ces axiomes servent a détruire la paire critique issue de la superposi-

tion entre ALLLIST et WHALL.

Remarquons qu’ils daivent étre essayés séparément.

@ On peut introduire HWH

HWH: hd o (WH(p,f) o [x,a]) => x SI (DEF o (WH(p,f) o [x,a]))

@ On peut introduire WHCONS

WHCONS: p o [x,y] :: WH(p,f) o [x,cons o [y,a]]

= cons o [x,WH(p,f) o [f o [x,y],a]

qui s’oriente de gauche 4 droite et est réécrit par DEFCONS en
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WHCONS: WH(p,f) o [x,A(L(y),a)]

=> A(L(x),WH(p,f) o Ef o Ex,y],a]) SI (p o [x,y])

En complétant S-* avec les axiomes WHALL, WHVIO, WHLISTL (et WHLIST2)

HWH et WHCONS, REVE se termine et on obtient un systéme de réécriture S-WH.

Cependant, il faut prouver que la précondition est valide avant de réécrire

avec WHLIST1 (et WHLIST2) et WHCONS

Peeps
+ +

-

+
+

+ +
+ + . . + -

+
}+ 4 4 4 4

3
4 4 3 4 44

S-*

HEERREEEE

WHALL: WH(p,f) o [x,ALL g o h]

=> WH(p o [71,9 0 ?2],f 0 [71,g 0 22]) © [x,h]

WHALL’: WH(p,f) a [x,ALL g]

=> WH(p o [71,g 0 72],f 0 [21,g a 72]) o [x,id]

WHVID: WH(p,f) o Ex,<>°] => L(x)

WHLIST1: WH(p,f) 0 [x,L(y)] => L(x) SI (not o (p 0 [x,y]))

WHLIST2: WH(p,f) 0 [x,L(y}] => ACL(x),L(f o (x,y])) SI (po [x,y])

WHCONS: WH(p,f) o [x,A(L(y),h)] =>

ACL(x),WH(p,f) o Lf o [x,y],h]) SI (p o [x,y])

HWH: hd o WH(p,f) => 21 SI (DEF o WH(p,f))

HWH?: hd o (WH(p,f) oz) => 71.0 z SI (DEF o (WH(p,f) 0 z))tt htt teeter ree etree rere erepecrrecpeeee
tHttttttettteetttt+ettt4

Nous envisageons maintenant l’introduction des autres axiomes
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@ L’axiome WHPART

WHPART: DEF o (WH(p o 72,72) 0 [y,a]) ::

*f o [x,t] o (WH(p o 22),?2) o [y,a])] = WH(p 0 72,f) 0 [x,a]

Que cet axiome soit orienté dans un sens ou dans V’autre, réduit ou non

par TLWH, la présence 4 gauche et 4 droite de "p o ?2” provoque la diver-

gence de REVE (a cause des superpositions de El).

@ L’axiome TLWH

TLWH: (po [x,hd o al) ::

tl o (WH(p,f) o [x,a]) = WH(p,f) o [f o [x,hd o al,tl o al

L’application de cet axiome nécessite toujours une preuve pour vérifier

la précondition "p o [x,hd ao a)”.

TLWH pose avec LIL’ le méme probléme que TL.

® L’axiome ALLAPP

ALLAPP: ALL f o ACa,b) => A(ALL fo a, ALL f o b)

Il se superpose sur WHALL donnant la paire critique

WH(p,f) o [x,A(ALL g 0 a,ALL go b)] =

WH(p o [?1,g o ?2],f o [71,g 0 22]) o [x,ACa,b)]

Pour ”WH”, remarquons que l’on n’a pas d’axiome analogue a ¥APP. Cette

paire critique n’est pas réduite.

Si nous orientons cette équation de gauche a droite, REVE diverge avec

les superpositions de ALLALL puis de El.
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@ Les axiomes WH» (et WHeS) et WHWH (et WHWHS)

WH: WH(p,f) o [x,tl o (#g o [y,a])]

= ALL?71 o (WH(p o [71071,g 0 [72071,72],

[f o [?lo?1,g 0 [72071,721],g 0 [72071,22]]) o [Ix,y],a])

WHWH: WH(p,f) o [x,tl o (WH(q,g) o [y,a])] = ALL?1 0

(WH((q 0 [?2071,22])->((p 0 [21021,g 0 [22071,22])->T ;F”);F

»[f o [210?1,g 0 [22071,?21]1,g 0 [22021,72]) o [{x,y],a])

Dans le cas oU la précandition de TLWH est vérifiée, TLWH réduit le mem-

bre gauche de WHWH. TL» réduit le membre gauche dé WH. Alors REVE diverge

(a cause des superpositions de £1).

Avec WH, on obtient une paire critique issue de la superposition de

#LIST.

WH(p,f) o [x,L¢g o [y,z]}] == ALL?1 o (WH(p o [271021,9 0 [72071,22]],

[Ff o [?lo71,g 0 [22072,22]],g 0 [22071,22]]) o [[x,y],L(z)})

qui est réduite, dans le contexte "not ao (p o [x,f o [x,go ly,z]]})”, par

WHLIST2 en

ACL(x),L(f 9 [x,g @ [y,z]]))

= ALL?1 0 A(L([x,y]),LCLF o Ex,g o fy,z]],9 0 [y,z]]))

qui ne peut étre réduite que par ALLAPP. Or, nous avons vu que ALLAPP et

*APP faisaient diverger RCVE.

Le probléme est le m@me avec WHWH et la superposition de WHLIST2.

® es axiomes ALLWH (et ALLWHS) et *WH (et »WHS)
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ALLWH: trans o [ALL g o (WH(p,f) o [x,a]),WH(p,f) o [x,al]

= WH(p o [72071,?2],[g o (f o [72071,22]),f o [72071,72]]) o [[g 0 x,x],a]

*WH: trans o [¥f o [x,tl o (WH(p,f) o [y,a})],WH(p,f) o [y,a]]

= WH(p of ?2071,?2],[f 0 [?lo071,g 0 [22071,72]],g o [22071,72]]) o [[x,y},a]

Ils posent les mémes pro‘lémes que Fx avec LTRANS. Fn outre #WH pose le

méme probleme que WH* avec TLWH. On peut par contre ajouter ces quatre

axiomes accompagnés de WHALL et HWH a S-¥* et l’on obtient un systéme de

réécriture S-WHWH.

FHTEEE EEL ATH TT TTP Pt Et ttt tt ttt ttt ttt ttt ttt tT tt ttt tthe tet ete bette tet tte

+ ordonnancement manuel: S—WHWH

$38 G BEI EEE EEBITE IEEE IEEE HEHEHE IGE O EE 4

+ 
+

+ S-xe +

+ 
+

+ RRREEE +

+ 
+

+ WHALL: WH(p,f) o {x,ALL g 0 al +

+ => WH(p o [?71,g 0 ?2],f o [21,9 o 22]) o [x,a]+

+ +

+ WHALL’: WH(p,f) o [x,ALL g]=> WH(p o [71,g 0 72],f o [?1,q 0 22]) o [x,id]+

+ +

+ HWH: hd o (WH(p,f) o [x,a]) => x SI (DEF o (WH(p,f) o [x,a]))
+

+ ALLWH: trans o [ALL g o (WH(p,f) o [x,al),WH(p,f o [x,al]]
+

+=>WH(p o [72071,72]],[g o (f o [72071,72]),f 0 [220271,22]]) 0 [[g 0 x,x],a]+

++ + +
+ +

+ ALLWHS: trans o [WH(p,f) o [x,a],ALL g o (WH(p,f) o [x,a])] +
rp +
+ =>WH(p o [271071,22],[f 0 [71071,?2],g 0 (f o [71071,72})]) 6 U{x,g 0 x],al+

+ +

+ WH: trans o [#f o [x,tl o (WH(p,g) o [y,a])],WH(p,g) o [y,a]] => +
+ +

+ WH(p o [22071,22], [Ff 0 [?1071,g 0 [72071,?2]],g o [22071,22]]) 0 ([x,y],al+
a

+ #WHS: trans o [Wii(p,g) o fy,a],*f o [x,t] o (WH(p,g) o Ly,a])]] =>
+

+ WH(p o [21071,72],[g o [71071,72],f 0 [72071,g 0 [71071,221}) o [y,x],al +

+o +
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3.6. Les axiomes sur "_->_;_”

L’axiome C

Ct p->(q->Fi3g)s(q->xsy) = g->(p->F3x); (p->gsy)

est permutatif. Pour introduire les axiomes sur ”->3_", il faut donc

utiliser l’implémentation de la procédure de Knuth-Bendix “modulo” une

théorie équationnelle. Pour cela, nous utiliserons la version de REVE 2.3

(qui est bientét opérationnelle). En attendant, nous allons voir ce qu’ on

peut faire sans 1’axiome C.

U’axiome COND]

COND1: (p->Ff39) o h = (po h)->(f a h);(q 0h)

Si on l’ordonne de droite a4 gauche, REVE diverge avec les superpositions

de El(comme €2).

Si on 1’ordonne de gauche a droite (avec la précédence + > _-> ;_), CONDI

S’ajoute 4 1’un quelconque de nos systémes.

Les axiomes COND3 et COND4

COND3: p->(p->f3g)sh = p=>fyh

COND4: p->h;(p->f3g) = p->h3g

Ils s’orientent de gauche 4 droite (ce qui supprime un test inutile) et

S’ajoutent, avec CONDI, 4 taus nos systéoes.
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L’axiome T

Tr (p->xsy)->f3g = p->(x->f3q)3(y->f 3g)

Cet axiome s’coriente soit de gauche a droite (avec un statut LR Pour

” ->_3_"), soit de droite A gauche (avec un statut RL pour ” -> 3_”).

Dans les deux cas, il s’ajoute avec COND] a tous nos systémes. Mais

avec 1’axiome COND3 (ou COND4), REVE diverge.

Pour le choix de gauche 4 droite, T et COND3 se superposent 4

loccurrence « donnant la paire critique

p->(x->(p->(x->F 5g) 5 (y->F 3g) ) sh) 5 Cy->(p-> (x->F 3g) 3 (y=->F 3g) ) jh)

= p->(x->F jh); (y->f sh)

Cette paire critique s’oriente de gauche a droite en une nouvelle régle

avec laquelle T se superpose de nouveau et cela continue indéfiniment.

Pour le choix de droite 4 gauche, la superposition de T et COND3 a

l’accurrence ¢ donne une paire critique

p-oF3(q->F3g) = (p->p3q)->F 3g

qui s’oriente de gauche 4 droite et se superpose sur T et COND3 donnant de

nouvelles régles qui se superposent encore avec T et COND3.

L’intreductian de |’ axiome

PPX: p->p3x = p->T ;x ne résout pas le probléme.

L’axiome COND2

COND2: h o (p->f3q) = p->(h o f);(h o g)
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Comme COND1, il s’ordonne de gauche a droite.

Il ne peut s’intégrer indépendemment de CONDI. £n effet, une paire cri-

tique avec El:

(p->(ho f)s(hog))oz=ho ((p->f3g) 0 2)

est détruite par CONDL.

Or il se forme une paire critique avec CONDI:

CONDICOND2: (q->(p a x);(p o ¥}}->(q->(F o x)s(F 0 ¥))3(q->(g 0 x)3(g a y))

= 9->((p 0 x)->(f 0 x)5(g 0 x));((p 0 y)->(F 0 y)3(g 0 y))

qui est réduite en utilisant C (ainsi que T, COND3 et COND4)

Sans l’axiome C, nous ne pouvens pas intégrer l’axiome COND2.

Remarques

1) COND2 se superpose avec £2, ce qui donne une paire critique

p->[x o f,y o FIs[x 0 gyy ag] = [p->(x 0 F)3(x 0 g),p->(y o F)3fy 0 g)]

qui est détruite par les axiomes COND5, COND3 et COND4.

2) COND2Z se superpose avec E3 en dannant

SC: p->x 3x = x” SI (DEF o p)

les axiomes CONDS

CONDS,: [p->F3g,h] = p->{f,h];fg,h]

CONDS,, : [h,p->f3g] = p->{h, f];[h,g]

On étudie les deux orientations;
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@ choix d’orientation de gauche a droite

Ces deux axiomes se superposent a l’occurrence ¢ dannant une paire cri-

tique

CONDSCONDS: q->(p->{f,x]3fg,x])3(p->0 Fy] sfg,y])

= p->(q->[ fF, x]sff,y]);(q-2lg,x]sla,y])

qui est permutative mais est détruite par C,

Méme séparément, il faut COND2 pour détruire une paire critique obtenue

avec P3

21 0 (p->fh,fls[h,gl) = h SI (DEF o (p->[h,f];[h,g]))

qui se réduit alors en une régle

S: p->f3f => f si (DEF o (perf s#))

Remarquons que $ détruit la paire critique SC issue de la superposition

entre COND2 et £3.

@ choix d’orientation de droite a gauche

Nous avons un bel exemple d’un cas aU REVE échoue pour orienter une

paire critique qui est détruite par une conséquence équationnelle qu’il

découvre plus tard.

Les deux axiomes CONDS se superposent donnant une paire critique

[h,p->f sf] = (p->hsh,f]CONDSCONDS’

qui n’est pas orientable. Mais si on force REVE a l’accepter avec, par

premiére partie

267

exemple une orientation de gauche a droite, la superposition avec P3 donne

une nouvelle régle

Si p->f;f => f SI (DEF o (p->f;f))

qui détruit la paire critique CONDSCONDS’. Si on commence par donner §$

REVE ne nous contraint pas a orienter CONDSCONDS’,

Nous notons que les régles CONDS se superposent a tort a l’occurrence 1]

sur la régle

Ts (p->x;3y)->fig => p~>(x->f 3g); (y->F 3g)

car [h,x] et [h,y] ne peuvent @tre des prédicats. Si on rejette les paires

critiques correspondantes, il n’y a plus de probléme.yap Pp

Les régles CONDS orientées par la précédence -> ; >{_ ] s’ajoutent avec

CONDI, S et T (orienté dans un sens quelcanque) 4 tous nos systémes de

réécriture.

Les régles COND5 se superposent sur COND3 (et COND4) donnant des paires

critiques comme

p~>[ p->f3g , h }yz = p-olf,h];z

Ces paires critiques donnent des nouvelles régles en s’orientant de

gauche a droite. Elles font diverger REVE par de nouvelles superpositions

avec CONDS.

Quelque soit le choix, on ne peut avoir les régles COND5 et COND3 (et

COND4) ensemble.
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TRUE: T->f3g = f

FALSE: F ->f3g = g

Ces axiomes s’orientent de gauche 4 droite et s’ajoutent avec CONDI,

COND3, COND4 et S 4 tous nos systémes de réécriture.

Avec la régle T

a) pour le choix

Ts p->(x->F39)3(y->F 3g) => (p-oxsy)->F 3g

ils se superposent a l’occurrence 1 (ou 2) donnant des paires critiques

comme par exemple

Ps p->f3ly->f3g) = (p->T sy)->F3q

On peut orienter ces paires de gauche 4 droite et, par superposition des

régle TRUE et FALSE, on obtient de nouvelles régles

p->((q->T_ 3 F_)->xsy)3z => p->q3z
p->((q->F 3T )->xsy)3z => p->ziq

qui font diverger REVE. On pourrait détruire la premiére régle par

l’axiome:

TF: p->T ,F =p

et la deuxiéme par 1’axiome

FT: (p->F 3T )->xsy = p-dy5x

Mais l’axiome FT se superpose sur T et fait diverger REVE.

L’orientation inverse des paires P fait aussi diverger REVE,
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b) pour le choix inverse, il n’y a pas de probléme. On obtient alors en

intégrant aussi CONDI, S et les axiomes CONDS (pour la précédence _-

>3E_]) des systémes de réécriture S-CONDO qui peuvent inclure un quel-

conque des systémes déja trouvés.

Loeb HEE PED

FETE TE TEEEEEEEEAELAL EEE PEt + $+

+ S-CONDO

+E HEE GUE

Let tk
Ft+tt+++4 ae+

: TOUT SYSTEME

KEKE EEK EEA EERE

CONDL: (p->f3g) a h => (po h)~>(f o h)3(g oh)

CONDS,: p->[h,f];{h,g] => [h,p->F5q]

CONDS,: p->fF,h];{g,h} => (p->fig,h]

S: p->f3f => fF SI (DEF o (p->f;f))

Ts (p->xsy)=>f3g => p->(x->f 3g); (y->F 3g)

TRUE: T ->x3y => x

FALSE: F ->x3y => y+t e+e He Hee ee ee ee eee Petter tte HH te eee He Hee He + +$+ 444 ¢44444b4 dee ee epg gg Phd thet bbb eh bt epFETT tttttr++4++ + +++4 Pet + ++ +

Les axiomes PPX et PXP

Ils s’arientent de gauche A droite (manuellement car il faut pouvoir

mettre "-", 7% et F équivalentes et au bas de la précédence, ce que

Tefuse la version de REVE que nous utilisons).

Avec COND1, COND3, COND4, TRUE et FALSE, il n’y a pas de problémes. PPX

Se superpase sur la régle 5S donnant la nouvelle régle

p->T sp => p
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qui est réduite par PXP en

TF: p->T 3F => p

REVE se termine, on obtient des systémes de réécriture S-COND] avec un

quelconque des systémes de réécritures de paragraphes précédents.

Sp 44 ete $44444444444 tfepede ded pede pbb bed bh dped++ +++ t++++

+4

ttttttttttte+etttttts

S-COND1

JOTI ETA HEE IGE

TOUT SYSTEME

HHEKEEKER ERE

CONDI: (p->f3g) oh => (p o h)->(f o h)3(g 0 h)

COND3: p->(p->f3g)3;h => p->fsh

COND4: p->h;(p->f3g) => p->h3g

S: p->f3f => f SI (DEF 0 (p->f;Ff))

TRUE: T ->f3g => f

FALSE: F ->f3g => g

PPX: p->pyx => p->T 3xttt tre tree err tee etergrrerer ete
PXP: p->x;p => p->xiF_

TF: p=oT 3F => p+e te tit$44444444444 $$+et4444e¢4+4e444 +44444 peed peteFEEEELEFELE EE TEFEEFFE EEF E PT Ett tt tt ttt etetet++44

Entre la régle COND2 et PPX (ou PXP)

On obtient une paire critique

p -> (po h)3(x oh) = p->(T 0 hh); fx o h)

qui s’oriente de draite 4 gauche et provoque la divergence de REVE (avec

par exemple les superposition de £1).
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Entre les régles CONDS et PPX (cu PXP)

a) pour l’orientation correspondant a la précédence [__]>_->_;_

PPX (ou PXP) se superpaose sur

CONDS,: [h,p->fsg] => p->{h,f]5[h,g]

et donne la paire critique

p->[h,T ];[h,x] = p->[h,p];[h,x]

Elle s’oriente de droite a gauche et se superpose aussi sur CONDS. Cela

continue indéfiniment,

b} pour l’orientation inverse:

REVE superpaose PPX (ou PXP) sur les régles CONDS. Mais la paire cri-

tique obtenue

(h,f] ->T 3{h,g} = Ch,{h, F)->F 5g]

est extensionnellement égale A ”! ” puisque [h,f] ne peut avoir pour

résultat vrai ou faux. Si on rejette ces paires critiques, il n’y a plus de

probléme.

On peut ajouter PPX, PXP et les régles CONDS avec CONDI, TRUE, FALSE, 5S

et TF a l’un quelconque des systémes de réécritures cités aux paragraphes

précédents et REVE se termine. On obtient des systémes de réécriture $-

COND2.
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FEEL EE FAL FEET FEF FFE TAT TEE EEE EEEL EEE EES ERE PES

S-COND2

HEE EHHHEK EERE RH HEHEHE EE EERE EEE IER HR HE EEE

TOUT SYSTEME

KR KHH HERR HHEHE EE

COND1: (p->f;g) o h => (p o h)->f 0 h);3(q 0 h)

CONDS): p->[h, f]s{h,g} => [hyp->F3g]

CONDS,, : p->{f,hI;{g,h] => [p->F;g,h]

S: p->h;h => h SI (DEF o (p->hsh))

TRUE: T ->x3y => x

FALSE: F ->x;y => y

TF: p->T 3F => p

PPX: p->p3x => p->T 3x

PPY: p->xip => p->xiF_tee eee tree ete ere rege eee eee t+ tee ee tet tee ee eeeeeeee ee ee
FEEFELEEEEFELEFEAT EET ETE E EERE EEE EEE EERE EERE EE

Entre la régle T et PPX (ou PXP)

a) pour le choix:

Ts (p->xsy)->f3g => p->(x->f39)3(y->f3q)

la superposition de PPX (au PXP) a l’occurrence « donne une paire critique

B->(x->T 5g) 5 Cy->T 99) = p->(x=>(p->xsy) 3g) 5 (y->(p->xiy) ig)

qui serait détruite par C, COND3 et COND4,

b) pour le choix inverse,

PPX (ou PXP) et T se superposent A l’occurrence ¢ en donnant une paire

critique
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(xf 3 Q)->T 3 (yf) = (x->Fyg)->xsy)->F 3g

qui s’oriente de gauche 4 droite, et fait diverger REVE.

4. Utilisation des systémes de réécriture trouvés

Nous pouvons utiliser les systémes de réécriture trouvés au paragraphe 3

pour obtenir une forme normale des expressions fonctionnelles et en parti-

culier pour celles qui sont données comme exemple au CHAPITRE I. Il suffit

d’utiliser la commande REVE "normal-form” qui commande la réécriture d’un

terme donné par un systéme résultat de la procédure de Knuth-Bendix.

Nous appliquons chaque systéme sur ces exemples et nous regardons

Vamélioration apportée par la forme normale en utilisant des fonctions

d’évaluation comme les fonctions N ou I utilisés au chapitre I.

Rappelons que I compte le nombre des séquences résultats des itérations

pour une interprétation des expressions par une machine de type VON NEUMANN

et que N y ajoute l’ impact des primitives sur les séquences.

4.1, Utilisation de $-BASE

Nous considérons, en limitant l’arité de "{__]” a 2, Vexemple donné au

chapitre 2, paragraphe 3.1, remargque 2,

L’ expression

e= [fo ?1,g 0 72] 0 [x,y]
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se réécrit en

eve ner = [fo x,g 0 y], avec 5 étapes de réécriture.

On a évidemment N(e) = Net ) et I(e) = TelS-BASE S-BASE>*

Réle de S-BASE

La réécriture par une régle de S-BASE d’un terme t ne modifie pas N(t)

et I(t) quand la régle est Fl, Pl, P2.

Tl en est de méme pour la réécriture par la régle £2

£2: [f,g] oh => [f oh,g oh]

puisque le schéma d’exécution "partage” la fonction commune h

Par ailleurs, les régles P3 et la régle £3

E3: x of => x SI (DEF o f)

P3, 710 [f,g] => F SI (DEF o [f,g])

peuvent éventuellement faire décroitre I ou N.

On peut noter que dans notre exemple l’application des régles P3 n’a

aucun effet sur I et N.

La réécriture par S-BASE diminue (ou laisse inchangé) I et N
PIdY ?

4.2. Utilisation de $-PRIMITIVE

Naus prenons l’expressian (2) de l’exemple 3 du chapitre I.

premiére partie

275

(2): / 0 (last o (trans o [u,v])

where def u = *mult o [1 ,ALL 2° © (iota a n)]

and def v = xmult o [1 ,iota o nj

(2) est réécrite en

(2b. perurtrye)? /o [last 0 u,last o vj, avec une étape de réécriture

utilisant la régle LTL.

C’est l’expression que nous avions notée (3) au chapitre I.

Au chapitre I, on comptait N(2) = N(3) + 1 et I(2) = I(3).

=Gle de S-PRIMITIVE

S-PRIMITIVE n’a pas d’influence sur I. Son réle est plutét de diminuer

Considérons les deux régles

TLTRANS: tl o (trans o [a,b]) => trans o [tl o a,tl ob]

APPDISTL: distl o [x,append o {a,b}]

=> append o [distl o [x,a],distl o [x,]]

Tl est clair que réécrire avec une de ces régles augmente le nombre des

séquences intermédiaires apportées par les primitives sur les séquences.

Mais il est plus exact de tenir compte du coit "en place” des séquences

intermédiaires.

On peut dire que la réécriture par TLTRANS améliore un programme:

l’occurrence de trans” a pour résultat une séquence plus courte dans le

membre droit que dans le membre gauche.
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On peut dire que la réécriture par APPDISTL n’a aucun effet sur le pro-

gramme: "distl” donne dans le membre droit une séquence dont la longueur

est exactement égale 4 la somme des lonqueur des séquences résultats des

deux occurrences de "distl” du membre gauche.

Pour en tenir compte, il suffit de différencier les valeurs accordées

aux occurrences des primitives "tl”, "trans” et "distl” selon la taille de

la séquence résultat.

Comme cela, une réécriture par TLTRANS ou par APPDISTL n’a pas

d’influence sur N et on peut dire que:

Les réécritures par 5-BASE et S~PRIMITIVE di@inuent (ou me changent pas) N

et ne changent pas I.

4.3. Utilisation de S-ALL

EXEMPLE 1

Nous prenons le premier exemple cité au chapitre II paragraphe 3.2.

L’ expression

(1): ALL mult o (trans o fall ao (iota o n),all b o (iota o n)})

se réécrit en

aeS-ALL ALL(mult o [a,b]) o (iota on), avec 2 étapes de réécriture.

C’est l’expression que nous avions notée (2) au chapitre I, Au chapitrePp
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I, on comptait: I(1) = 3 et I1(2) = 1, N(1) = 4 et N(2) = 1.

EXEMPLE 2

Il s’agit de 1’expression (1) de l’exemple 3 du chapitre I:

(1): last o (ALL / o (trans o [u,v]))

la forme normale trouvée en appliquant S-ALL est l’ expression

(at ): / o [last o u,last o v}
S-ALL

abtenue avec 2 étapes de réécriture appliquant LALL’ et LTRANS.

C’est l’expressian que nous avions notée (3) au chapitre I et on comp-

taits

I(1} = 103) + 1 et N(1) = NG3) + 2.

EXEMPLE 3

Nous considérons l’expression (2) de l’exemple 7 du chapitre I.

(2): last o (ALL / 0 u)

where def u = trans o [tl o (#+ a [0 ,x]),iota o 10°]

est réécrite en

(De ad /o [last o (¥+ 0 [0°,x]),10 ], avec 3 étapes de réécriture.

On trouve l’expression que nous avions notée (3) pour cet exemple au

chapitre I et 1’sn comptait:

1(2) = 2 et 1(3) = 1, N(2) = 4 et N(3) = 1.

Rdle de S-ALL
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A priori, S-ALL doit diminuer I (ou N) pour les séquences résultats des

fonctions "ALL f, Mais tout dépend comment on évalue T (ou N),

@ Le probléme du "partage”

Introduisons le probléme par un petit exemple:

t= [ALL f o ALL g,ALL g]

On compte I(t) = 2 + I(f) + Iq) (le schéma dtexécution partage "ALL gq”)

La forme normale est

the at = [ALL(F 0 g),ALL g]

pour laquelle on compte

a) si on ne partage plus g: I(t!) = 24 I(f) + 2(1(g))

b) si on continue de partager g: I(t!) = 2 + I(f) + I(qg)

REMARQUE

Soit t’ = trans at

Sa forme normale est t’lSeALL © ALLTF 0 g,g]

Et on compte I(t?!) = 1 + Ig) + I¢F), |
|

Les deux occurrences de g se retrouvent arguments de "ALL” et partage- |

ables, 
|

|

Le probléme se pose avec les régles qui modifient la place (vis a vis

d’une occurrence de ”ALL”) d*une variable entre le membre droit et le mem- |
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bre gauche.

EXEMPLES

1) HALL: hd o ALL f => f o hd

On a par exemple

{hd 0 ALL F,ALL f) évalué par 1 + I(f)

et [f o hd,ALL f] par

a) 1+ 21(f) (si f n’est plus partagé)

b) 1+ I(f) (si f est toujours partagé)

2) FALL: trans o [ALL f,ALL g] => ALLIf,g]

Qn a par exemple

(trans o [ALL F,ALL g],ALL F] évalué par 2 + I(f) + I(g)

et (ALLEf,g],ALL f] par

a) 2+ I(f} + 21(q) (si Ff n’est plus partagé)

b) f : 2+ I(f) + I{g) (si f est toujours partagé)

Nous évaluons I (et N) avec des schémas d’exécution qui ”partagent” sans

tenir compte des occurrences de ”ALL” .

@ TALL et ALLAPP

TALL: trans o [a,a] => ALL[id,id] o a

Comme pour les régles TLTRANS et APPDISTL, il ne faut pas compter sim-

plement le nombre d’occurrences de "ALL f%: On doit compter la longqueur de

da séquence résultat.

ALLAPP: ALL f o (append o [a,b]) => append o [ALL f 0 a,ALL fo b]

Il ne faut pas d’évaluer le premier membre par: 2nl + 2n2+N(f) et le

deuxiéme par: 2nl + 2n2 + 2N(F). On doit en quelque sorte tenir compte de
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l’application de f ”n fois” sur une séquence de longueur nm en comptant

mN(f) et non N(F) +m pour une occurrence de “ALL f” ayant pour résultat

une séquence de lanqueur n.

Si on calcule de cette maniére, on peut dire que la réécriture par S-ALL

diminue (ou ne change pas) N.

4.4. Utilisation de S-* (ou S-WH) et de S-*» (ou S-WHWH)

Illustration du réle de S-%

On considére 1’expression (1) de l’exemple 1 du chapitre I

(1) last o (#mult o [1° ,ALL 27 6 (iota o n)])

En utilisant S-» (ou S-**), on trouve la forme normale

(2) last o (*(mult 0 [71,2]) o [lL ,iota o n]), avec 2 étapes de

réécriture,

Au chapitre I, on comptait:

I(1) = 2 et 1(2) = 1, N(Q1) = 2 et N(2) = 2,

A priori, S-«* (ou S-WH) doit diminuer N (pour le nombre des séquences

intermédiaires résultat des itérations ALL f et «*f (et WH(p,f)). Nous

retrouvons les problémes d’évaluation du paragraphe précédent.

Illustration du réle de S-** Cou S-WHWH)

On considére l’expression (2) de l’exemple 3 du chapitre I.
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(2): / o (last o (trans o (u,v})

where def u = «(mult o [71,2 ]) o (1° ,iota on]

and def v = «mult o [1 ,iota o nj]

En appliquant S-**, on trouve la forme normale (24, ds

/o (last o (#[mult o [?1071,2 ],mult o (22071,72]] o [[1°,1 ],iota o 1n]))

yavec 5 étapes de réécriture. C’est, module la commutativité de "mult”,

l’expression (5) que nous avions trouvée au chapitre I. Au chapitre I, on

comptait:

I(2) = 2 et 1(5) = 1, N(2} = 3 et N(5) = 1.

Ces systémes permettent de faire les fusions d’itérations. Or, avec les

fusions d’itérations ”*f" ou "WH(p,f)”, le schéma du partage se complique.

Regardons par exemple l’axiome Fx

Fe: trans o [*f o [x,al,*q 0 [y,a]]

=> *#[f o [271071,22],g o [22071,72]] o [fx,y],al

I] faut continuer a4 partager f de l’itération du membre droit avec un f

dans "*f o [x,al” pour évaluer:

[trans o [¥f o [x,a]l,¥g o [y,al],#f o [x,al]

et [«[f o [?1071,2?2],g o [22071,72]] o [[x,y],a]l,*f o [x,a]]

par N({Ix,y],al) + aN(f) + mN(g) + 2n

Si on évalue N a partir d’un schéma d’exécution qui réalise le partage

convenablement, on peut dire que

Les systémes de récriture S* (et S—WH),S-xs (et S-WHWH) diminuent (oO ne

channent. pas) N.
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4.5. Réle des systéme S-CONDO, S-COND1 et $-COND2

Exemple

Si on considére 1’ expression

e = pl -> (ql -> (Fx, ]5 [f,x5]) 3 ( p2 -> (p2 -> [F,x,] 5 [f,x5])s{f,x,1)

elle est réécrite par S-CONDO ou S-COND2 en

e! = [f,pl-> (ql -> x1 3Xq) ; (p2 -> (p2 -> X33 X55 x], avec 4 étapes

de réécriture.

Mais elle est réécrite par S-COND1 en

el = pl -> (ql -> [F,x)] 5 [f,x5}) 5 (p2 -> EF,x51 5 [Fx]

Dans les deux cas, si on partage f, I ou N ne change pas. Mais la

réécriture par S-CONDI a été un test p2.

Role de ces systémes

Les régles sur ”_->_;_” ne modifient pas I et N mais elles peuvent dans

des cas limités (sur un niveau de ”_->_;_”) diminuer le nombre de tests par

application des régles COND3, COND4 ou S.

>. Conclusion

Arrivés @ ce point, nous avons rempli une partie du programme que nous

nous sommes praposés au chapitre I. Nous sommes capables de réduire le

poids des séquences intermédiaires a l’intérieur des classes d’équivalences
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définies par l’ensemble des axiomes que nous avons pu introduire dans

chaque systéme.

Nous avons rasseablé dans l’annexe 4 l’effet de la réduction par le systés

e 5S-** sur les expressions données comme exemples au chapitre I dans

Ll’ annexe 4,

Nous ne pouvons pas encore minimiser les séquences intermédiaires pour

tous les exemples du chapitre I, Récapitulons les problémes qui ne sont

pas encore résolus.

® Pour obtenir les systémes de réécriture S-ALL, S-#, S-¥#, S-WH et S-

WHWH sont obtenus en orientant des régles "manuellement” et la preuve de

terminaison n’a pas été faite par REVE. Elle reste 4 faire "manuellement”.

Nous nous pasons ce probléme dans la deuxiéme partie.

@ Pour le systéme de réécriture S-PRIMITIVE, REVE se. termine aprés

Tejet des équations non valides issues des superpositions de APPASS sur

APPTRANS. Nous avons cependant observé que ces superpositions donnent une

infinité d’autres équations valides et que l’on doit en tenir compte pour

rendre le systéme convergent. Nous n’avons pas pu non plus inclure certains

axiomes de la FP-théorie 4 cause de divergences de REVE. Toujours dans la

deuxiéme partie, nous allons essayer de trouver une salution partielle pour

ces divergences qui engendrent des infinités de régles en trauvant des cod-

ages pour certaines familles infinies de régles.

© Nous devions partir avec un ensemble fini d’axiomes, ce qui nous a

obligé 4 limiter le nombre des sélecteurs et l’arité de ”[ ]” 42. Dans

la deuxiéme partie, nous étendrons nas systémes de réécriture 4 un nombre
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® Nous n’avons pas pu inclure certains axiomes de la FP-théorie parce

qu’ils sont permutatifs. I] s’agit essentiellement de l’axiome C. Mais les

axiomes sur les boaléens rendraient plus utiles les régles PPX, PXP, TRUE

et FALSE des systémes S-COND. Les axiomes sur les primitives sur les

entiers ou les réels ne sont pas inutiles si on veut utiliser les régles

d’inférence du chapitre II. Nous verrons cela dans la deuxiéme partie.

@ 11 reste le probléme de la réécriture par les régles conditionnelles

(les régles dont la précondition nécessite une preuve) que nous

envisagerons dans la deuxiéme partie.

6. Biblicgraphie

Dans le domaine des systémes de réécriture, une présentation générale a

été faite dans [Hue80bj.

La propriété de confluence locale est rendue décidable par 1’algorithme

de Knuth-Bendix [Knu70]. Dans [Hue81] on peut trouver la preuve de correc-

tion de cet algorithme.

Prouver la propriété de terminaison finie d’un systéme de réécriture est

plus difficile. Elle est indécidable. Nous avons cité la méthode de LANK-

FORD [Lan?9} fondée sur le théoréme de [Man70]. Les ordres de simplifica-

tion sont plus faciles 4 implémenter. Nous avons cité l’ordre RPO

([P1a78], [Der82a}). L’ordre RDO ({Jou8lb], [Jou2b], [Les8l], [Les84a])

est implémenté dans le systéme REVE. Toute implémentation de la procédure

de Knuth-Bendix exige un ordre pour orienter les équations.
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REVE ([Les83],[For84]) est ici utilisé en tant qu’implémentation de la

procédure de Knuth-Bendix. Nous avons vu que cette implémentation util-

isait l’ordre RDO et sa propriété d’incrémentalité. La version utilisée

est la version répertoriée 2.2 diffusée par le MIT et accessible sur le VAX

du GRECO de Programmation.
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TERMINAISON

Quand REVE oriente les équations en utilisant l’ordre RDO, il nous four.

nit la preuve de la terminaison des systémes de réécriture obtenus. C’est

le cas des systémes de réécriture S-BASE, S-PRIMITIVE, et des systémes 5.

COND que nous avons obtenus dans la premiére partie,

Pour les autres systémes de réécriture, nous avons orienté les régles

nous-mémes en utilisant la possibilité d’orientation *manuelle” offerte par

REVE. L’exemple type est celui de la régle ALLALL’ que REVE oriente dans le

sens

ALLALL’: ALL f a (ALL go h) => ALL(Fiog) oh,

orientation qui provoque une divergence immédiate de la procédure et qui ne

correspond pas 4 notre volonté d’orienter les régles dans le sens qui per-

met de supprimer des séquences intermédiaires.

Nous allons dans ce chapitre exposer les problémes posés par la preuve

de terminaison des systémes de réécriture que nous avons trouvés dans la

premiére partie,

Nous allons faire cette preuve en utilisant des extensions de la méthode

des polynémes, proposée par D. S, LANKFORD dans [Lan?79], que nous avions

citée au chapitre III paragraphe 1.2.

1. La méthode utilisée

est basée sur un théoréme proposé par D. S. LANKFORD. Avant de rapeler
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ce théoréme, nous considérons 1’ exemple suivant:

it. Les axiomes associativité et endomorphisme et la méthode de LANKFORD.

On considére le systéme de réécriture localement confluent

(1) (x ® y) # zed x # (y # z)

(2) f(x) & Fly) => Fx # y)

(3) fx) * (fly) » z) => Fix wy) # z,

L’ordre RDO ne permet pas de prouver la terminaison de ce systéme. Pour la

régle (1) le statut de +” doit @tre LR, ce qui donne pour la régle (3):

f(x ey) #z png f(x) # (Fly) #2). .

Nous allons pourtant prouver la terminaison du systéme en utilisant le

méthode de LANKFORD. Nous définissons pour cela une interprétation des

termes et un ordre sur les termes.

a) Interprétation des termes

T est une interprétation des termes clos dans les entiers strictement

positifs telle que I(f) conserve la mame arité que le symbole fonctionnel f

et que:

(l)i< jes UCP) (xy severdseeeex,) < Tf) (xy seeerdree eae)

(C2) si fF est d’arité 1, I(F)(0) > 0.

Par abus de langage, on note I le morphisme associé a l’interprétation du

symbole fanctionnel, ainsi

T(F(uy 46+ su)) = I(F)(T(uy), 0.6, T(u,))

La condition (Ci) peut aussi s’écrire
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(C1) T(s) < T(t) > TPC Syeeed)) © MPs ty eee de

Crest la propriété de compatibilité de l’interprétation vis-avis des sym.

boles de l’algébre de [Man70]

On définit l’ordre t * u

(te F(tyseee yt) et us Q(Syy+6458)) )

si et seulement si, pour toute substitution y

1) Ty(t)) > yu)

ou 2) Thy(t)) = T¢y(u)) et

a) fog

ou b) f = g et il existe un entier k inférieur ou égal an tel que

bye Sy bye Sperry = sy eb te Sy

c) Théoréme [Lan79]

Si les canstantes sont interprétées par des entiers strictements

supérieurs a@ 1, et si, pour toute régle g => d du systéme de

réécriture, on a g > d, le systéme de réécriture est noethérien.

REMARQUE

Nous allons noter abusivement, pour un terme t, I(y(t)) par I(t) et,

pour une variable x, I(y(x)) par I(x). Cela n’a pas d’ importance car la

preuve est faite pour toute interprétation de x dans les entiers stricte-

ment positifs et elle reste donc la méme pour taute substitution y.
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En utilisant ce théordme, nous allons prouver que le systéme “associa-

tivité et endomorphisme” est noethérien.

Si on définit 1’ interprétation

I(x * y) = I(x) Ly)

I(f(x)) = nm I(x) + 1 (+ est ici l’addition dans les entiers et n est une

constante entiére strictement positive quelconque),

a) on trouve une interprétation égale pour les deux membres de (1) et on

applique le cas 2.6 de la définition de l’ordre des termes,

b) on trouve que les interprétations des premiers membres des régles (2) et

(3) sont supérieures a celles de leurs seconds membres et on applique le

eas 1 de la définition de l’ordre des termes.

On preuve done que le systéme est noethérien.

1.2. Un exemple difficile

Gn a le systéme de réécriture localement confluent R

(1) (x # y) # zed x we ly #2)

(2) (x + y) # zed (x #2) + Cy #2)

(3) (ae (et y)) +z > x4 (ae Cy + z))

("# nest pas distributive a droite vis a vis de 47), Ya ast une con-

stante,

L’ardre ROO ne permet pas de prouver la terminaison du systéme. Pour la

Tégle (1), le statut de *” est LR et pour la régle (2), la précédence est

Deuxiéme partie



~~ > +", Dans ce cas, "(a4 (x+y)) + 2% et “Ya » (y + 2)” deviennent

incomparables.

Avec la méthode de LANKFORD, on prend 1’ interprétation

I(x # y) = I(x) Ily)

I(x + y) = I(x) + Ty)

qui donne une interprétation égale pour les deux membres de chaque équation

(1) et (2), Gn applique le cas 2.b de l’ordre des termes pour (1) et le cas

2.a de l'ordre des termes avec "*>+” pour (2),

Mais on ne peut rien conclure pour l’équation (3) car l’interprétation de

la constante a doit étre supérieure & 1 ce qui ne permet pas d’avoir

l’interprétation du membre gauche supérieure ou égale a celle du membre

droit pour toutes les substitutions des variables.

2. Améliorations de la méthode de Lankford

2,1. Méthode des motifs”

Considérons l’exemple précédent

(1) (x # y) #2 e> x fy # z)

(2) (x + y) # Zz => (x # z) + Cy & z)

(3) (a * (x +y)) +z => x + (a (y + 2)),

nous allons transformer les termes. Nous considérons le “motif”

mzax (x+y)

Deuxiéme partie

que nous remplagons par m’ = A(x,y),

Nous pouvons définir un morphisme d’algébres, noté © (de T(S,V) dans

T(SULA},V)). est tel que O(m) =m’. Par application de @ & leurs mem-

bres gauches et droits, les régles (1) et (2) sont inchangées mais le régle

(3) devient (3)?

(3)? Alxyy) +z => x + Alyyz)

Nous voulons que les chaines de réécritures dans le nouveau systéme R=

{(1),(2),(3’)} restent duales de celles de l’ancien systéme R, c’est~a-dire

que, si

tyzt =>t Bert.
lv "2

est une chaine de réécriture de R, on a aussi

y Jey Yu - ’ty ety >t, sees te

pour ti’ = O(ti) pour is0,1,2,...,n dans R’,

Pour cela, il faut avoir la propriété de commutation entre R et RY

propriété qui a été mise en évidence dans le cadre plus général de la ter-

minaison de régles modulo des équations par [Jou84b].

Propriété de commutation

Soit deux systémes de réécriture Rl de l’algébre Al=T(S,¥) et R2 de

Valgébre A2=T({A]US,V) et un morphisme ® de Al dans A2, si pour

tot, dans Rl, on a aussi

we ~y* Das yoty =>=> ty pour t, =o(t,) et te s(t), dans R2,

Deuxiéme partie
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nous disons que les systémes Ri et R2 commutent pour &.

Remarque:

Tl se peut que, dans un terme, Vapplication de l’associativité (1) oy

de la distributivité (2) fasse apparaitre le motif m. Aussi, nous allons

ajouter & R’ la régle rm:

(rm) tom => a

Théoréme

+

Si la propriété de commutation est satisfaite entre {rm}U R’, et si

{rmJUR’ termine, alors R termine,

Preuve: S’il existe une chaine infinie de réécriture dans R, elle existe

aussi dens R’U{rm}.

Pour que la propriété de commutation soit satisfaite, il ne faut pas que

l’application de > modifie la réécriture des termes. Cela n’est pas le cas

pour notre exemple car m = a ¥ (x + y) se superpose sur la régle (1) pour

donner le terme

t= (a * (x +y)) ¥ z qui peut se réécrire en

t? sae ((x *z) + (y * 2)) en utilisant les régles (1) et (2)

alors que O(t) = A(x,y) # z ne le peut pas.

Si 1’on ajoute au systéme R la régle (rm), la régle

(xO): ACx,y) * 2 => A(x * z,y #2).

Deuxiéme partie

ll

est obtenue par complétion.

On peut remplacer, pour un terme (t), l’application de r0 par

l’application des deux régles (1) et (2) pour le terme t. Nous dirons que

(2) est la régle duale de rd.

Nous allons montrer que le systéme de réécriture R commute avec le

systéme R’U{rm,r0},

Nous avons alors un nouveau moyen pour prouver la terminaison, en

prouvant la terminaison du systéme {(1),(2),(3’),r0,rm}.

Principe d'utilisation des “motifs”

@ Soit R le systéme de réécriture {g=>d} de T(S,V) dont on veut prouver

la terminaisan,

& Soit un terme “motif” m et > un morphisme des FP-termes tel que &(m)

=m’ et appelons rm une régle m => m’

@ On dtend le morphisme © aux régles rigs>d en définissant

O(r): O(g) => O(d)),

@ Pour une superposition o(g/u) = o(m) du motif sur un membre gauche

dune régle ra:g=>d de R, on définit une régle

r0: o(glu <- m’]) => (o(d)1,)

telle qu’il existe une régle dO "duale” de rO pour normaliser "ob

o(d) =>d0 o(a)t,.

Deuxiéme partie
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Si le systéme de réécriture {rO,rm} U R?(pour R’= {@(g=>d)}) est

noethérien glors, le systéme de réécriture R est noethérien.

Preuve: R et R’U{rm,c0} commutent pour >,

On a les deux cas:

- ty =r teal et Or) réécrit ty? ent

et t 2>*ym ty (ear V(m)=V(m? ))

“ pour r = ra correspondant & la superposition du motif, il existe t

tel que t =>d0 t si t =>r0 t
k+l k+l

donc, dans les deux cas, la propriété de commutation est satisfaite.

Exemple:

Nous pouvons montrer maintenant la terminaison du systéme de régles (1),

(2), (3), (00) et rm: ae (x + y) => A(x,y) en utilisant l’interprétation

I(x + y) = I(x) + Ty), Ux # y) = (x) ly), TCAGy)) = I(x) + I(y),

avec la méthode de LANKFORD, il suffit de prendre "* > +” et %* > A”,

2.2. Distinction des opérations "surchargées”

Soit la régle

(6) c * F(x) => f(x) * © (c est une constante)

Si f correspond & deux symboles fl,f2 et si a la régle (6) correspond en

fait la régle

Deuxiéme partie
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(6)’ c ¥ f(x) => Fl(x) ee

il est facile de prouver la terminaison de (6)’ en prenant par exemple

I(f2(x)) 2 2x4 Let I(fl(x)) ex 4]

et on prouve la terminaison de (6) pour les termes "bien formés” c’est a

dire ceux pour lesquels il est possible de décider si f est l’opération

correspondant 4 fl ou celle qui correspond 4 f2.

Le principe est le suivant

Soit un symbole s € 5 de l’algébre T(S,V) correspondant & une opération

"*surchargée”,

soit A le morphisme de 1T(S’,V) dans T(S,¥) défini par A(s,) =

Als, )=...88,

soit R= {ge>d}, un systéme de réécriture de T(S,V),

on considére le systéme de réécriture R’=A7*(R) de T(S’V¥) (R’ peut

avoir une infinité de régles si s correspond & une infinité de symboles).

La réécriture dans R’ est duale de la réécriture dans R restreinte aux

termes "bien formés” de T(S,V), Aussi il suffit de prouver que R’ est

noethérien pour assurer la terminaison de la réécriture restreinte aux

termes "bien formés” dans R.

3. Les problémes rencontrés au cours de la preuve de terminaison

Le détail de la preuve de terminaison de nos systémes de réécritures est

Deuxidme partie
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trés technique. Cette preuve est faite dans l’annexe 5. Nous nous conten.

tons ici de signaler les points les plus délicats,

3.2, Les régles £1, ALLALL et ALLALL’

El: (f 0g) oh => fo (gah)

ALLALL: ALL f o ALL g => ALL(f o g)

ALLALL’: ALL f a (ALL g oh) => ALL(fiog) oh

Gn est dans le cas de l’exemple ces axiomes d’associativité et

d’endamorphisme que nous avons signalé au paragraphe précédent.

3.2. Le régle APPASS

APPASS: append o [append o [x,y],z] => append o [x,append o [y,z]]

Comme on doit avair (append) >1, on ne peut pas utiliser directement la

méthode de LANKFORD. Nous considérons le "motif” append o {x,y] et un mor-

phisme > tel que

(append o [x,y]) = Alx,y)

rm: append o [x,y] => A(x,y).

La superposition sur l’associativité E1 donne la régle

r0: A(x,y) 0 2 => A(X 0 z,y 0 z) avec comme régle duale la distributivité

E2.

O(APPASS): ACA(x,y),z) => A(x,A(y,z))

La terminaison est alors prouvable par la méthade de LANKFORD en prenant

Deuxiéme partie
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ae]

T(ACx,y)) = I(x) + Ty) et "0 > A

TALL: tl o ALL Ff => ALL fo tl SI (DEF o tl)

Nous distinguons une infinité de symboles ALL: ALLI,ALL2,.. selon la

longueur de la séquence & laquelle ALL f s’ applique.

ATCTALL) = (tl o ALL, f => ALL, fo ti}
1

et interprétons les symbales ALL par T(ALL) sni(f) +1,

3.4, La régle *ALL

¥ALL: #f o [x,ALL g oh] => ¥(f o [71,g 0 72]) o [x,h]

La méthode de LANKFORD n'est pas utilisable. On considére le motif”

m= *ko [y,1] et le morphisme tel que

O(m) = STAR(K,y,1).

La superposition sur l’associativité El donne

STAR: STAR(k,y,1) 0 z => STAR(k,y 0 z,l 0 z) avec comme régle duale E2,

WALL: STAR(F,x,ALL a o h) => STAR(F a [?l,a a 27] .x hy

La terminaison est alors prouvable par la méthode de LANKFORD avec

I(STAR(f,x,a)) = I(x) + I(f) I(a) et "o > STAR”.

Deuxiéme partie
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3.5. L’axiome «LIST

*LIST: ¥f o [x,L(y)] => append o [L(x),f o [x,y]]

devient par application de o

@(HLIST): STAR(F,x,L(y)) => A(L(x),f o [x,y])

Si on appelle 1 et ¢ les membres gauche et droit, on a, compte tenu des

interprétations précddentes

I(1) = I(x) + I(f) TL ¢y)) et

T(r) = WCL¢x)) # CF) (1x) # ICy))

Nous n’avons pas trouvé le moyen de prouver la terminaison d’un systéme

qui contient a la fois #ALL et #LIST.

4, Conclusion

L’annexe 5 denne le déteail de la preuve que,les systémes localement con-

fluents S-BASE, S~PRIMITIVE, S-x#, S-WHWH et S-COND que nous avons trouvés

dans la premiére partie sont noethériens. La terminaison des systémes S-*

et S~-WH reste une conjecture car nous n’avons pas pu encore trouver une

interprétation satisfaisante des termes "*f o [x,a]l” (et "WH(p,f) o [x,a]”)

qui nous permette de faire la preuve avec des systémes qui contiennent a la

fois les axiomes *«LIST et ¥ALL.

L’essentiel, pour l'immédiat, est que nous ayons pu prouver la ter-

minaison des systémes S-*x et S-WHWH qui contiennent les régles de fusion

Deuxiéme partie FN alae sl cn lh a Se alt nt be
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et de composition des itérations et qui sont ceux qui servent a la

transformations de nos exemples (voir 1’ annexe 4).

Cependant un travail doit @tre fait pour simplifier les preuves. faire

manusllement la preuve de terminaison d’un systéme de réécriture résultat

de la procédure de Knuth~Bendix n'est pas une bonne solution. La technicité

des preuves n’emporte pas facilement l’adhésion.

Une étude générale des problémes de terminaison rencontrés ici a démarré

depuis peu, dans le cadre de la terminaison de régles modulo des équations

comme par exemple l’associativité et la commutativite [Bac8S]. Ces travaux

ont été repris et étendus [Gna85] avec 1’ idée que ces méthodes s’appliquent

également au cas de la terminaison traditionnelle. On peut espérer que

ensemble des problémes exposés ici pourra étre trés prochainement résolu

dans un formalisme unique intégrant aussi bien la méthode des motifs que la

preuve de terminaison des axiomes d’associativité, commutativité et

endomorphisme,

Signalons aussi que l’implémentation des ordres définis avec des

interprétations des termes par les polynémes fait l’objet d’une thése 4

parattre prochainement [Chess].
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DIVERGENCES

Nous n’avons pas pu trouver un systéme de réécriture convergent qui soit

équivalent a l'ensemble des axiomes que nous avions prévus pour la Fp.

algébre. Au cours de notre expérimentation avec REVE, il ne nous a pas été

possible d’éviter de faire diverger REVE en voulant inclure certains

dentre eux. Pourtant Jl’on sait, théoriquement [HueBl], que, avec

l’infinité des régles engendrées par la procédure de Knuth-Bendix, le

systéme de réécriture est convergent.

L'idée d’introduire un schéma de régle qui est capable de décrire (c’est

& dire de schématiser) une famille infinie de régles engendrées par la

procédure de Knuth-Bendix a été introduite par [Kir82]. Il faut savoir

schématiser (c’est a dire associer) a une famille infinie de régles un

schéma de régle, qui s’appelle une méta-régle. Il faut aussi, avec la

méta-régle, savoir, comme si on avait toutes les régles de la famille,

réécrire et tester si le systéme de réécriture est complet.

Quand la procédure de Knuth-Bendix diverge, on peut vouloir inférer

automatiquement la méta-régle. Les outils développés pour la synthése des

programmes a partir d’exemples [Jou8la} pourraient @tre utilisés pour cela.

Cependant, ces outils sont loin d’étre implémentés en liaison avec une

procédure de Knuth-Bendix.

Dans ce chapitre, nous inférons *manuellement” Tes méta-régles qui per-

mettent de résoudre quelques unes des divergences que nous avons

rencontrées lors de notre expérimentation. Nous utilisons le formalisme

proposé par H. KIRCHNER [Kir85a].

18
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La validité d'une méta-régle, c’est a dire l’équivalence entre la méta-

régle et la famille infinie engendrée par la procédure de Knuth-Bendix peut

atre prouvée en utilisant la procédure de méta-complétion décrite par H.

KIRCHNER, Cette procédure, teste que le méta-systéme de réécriture est

convergent pour une relation de méta-réécriture, ce qui prouve la correc-

tion de la schématisation. L’ implémentation de cette procédure est

nécessaire pour valider les méta-régles que nous découvrons dans ce chapi-

tre,

La méta-réécriture est liée a la réécriture modulo un ensemble

d’équations £ ((Hue80a],(Hul80],[Dera3],[Jou8da], [Joug4b]).

Nous allons commencer par rappeler briévement ce qu’est la réécriture

modulo £ puis nous préciserons ce qu’est une méta-régle avec le formalisme

de H. KIRCHNER. Nous donnons ensuite des exemples de divergence que nous

schématisons manuellement et qui pourront sans doute étre résolus par util-

isation de méta-réqles,

A. Rééeriture modulo un ensemble d’ équations

la. Définitions et résultats utiles

Nous rappelons succintement quelques définitions et quelques résultats.

La réécriture modulo — qui est notée "=>R/E” est la réécriture modulo la

classe d’équivalence de E-égalité:

: - = = =a>R/E = ep soRea,

Deuxidme partie
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Gn sait si un terwe est réductible modulo E quand les classes

d’équivalences modulo E sont finies.

Un algorithme de complétion modulo E a été défini par G. HUET [Hulao],

Tl n’exige pas d’algorithme de E-unification mais le systéme de réécriture

doit &tre linéaire a gauche.

Pour parler des méta-régles, nous avons besoin de la définition de la

R,€ rééeriture.

Un terme t est R,E réductible s’il existe une occurrence u, une régle

geod dans R et une substitution o telles que

t/u te o(g).

$1 t’ = tlu<~e(d)], on note t =>R,E t’.

Un algorithme de E-filtrage est nécessaire pour la R,E réécriture.

On & =>R,E © =>R/E

En utilisant la R,E réécriture, on peut définir une procédure de

complétion qui permet d’obtenir des systémes de réécriture E-convergents.

Mais cette procédure exige un algorithme de E-unification [Petal].

i.2. La pracédure de complétion implémentée dans REVE 3

Une witre procédure est définie par [Jou84a], Les auteurs utilisent la

propriété de E-cohérence d’une relation de réécriture R’:

Appelons tt, la forme normale d’un terme t pour la relation R’, R’ est E-

21

cohérente si et seulement si, pour tous termes ty ty et t, tels que

= a _ *

t ee ty et ty =>R? ty => E,R ty,

= ’ oI2 Rt, et tetas = tater:

La E-cohérence et la E-confluence de R,E implique la R/E confluence, ce qui

il existe t, tel que t

permet de définir une procédure de complétian qui unifie les deux

précédentes.

Cette procédure est implémentée dans la version REVE 3. Elle exige un

algorithme de E~unification .

Signalons qu’il faut utiliser cette version REVE 3 pour introduire les

axiomes permutatifs de la FP-algébre. En particulier, nous ne pouvons

inclure les axiomes sur" ->_;_" sans l’axiome C qui est permutatif:

Ct po>(q->f3q)3(q->xsy) = qe>(p->F3x)$(p-rqsy).

REMARQUES

Il sera nécéssaire de trouver une procédure de C-unification,

Dans le contexte de REVE 3, C. KIRCHNER propose un cadre pour trouver

des algorithmes d’unification ([Jou82al, [Jou83], {Fag83], [Kir84],

[KirB5b]). 11 projette d’essayer de compléter les axiomes de la condition-

nelle ([Blo81],[Gue77]) pour pouvoir décider l’égalité des conditionnelles.

On peut sans doute simplifier le probléme en partageant l’axiome C en

deux

Cl: DEF ao q->(p->F3h)3(p-2gsh) s: g->(p->Fjh)3(p-2gsh) = p->(q->F3g)jh

C2: DEF o g->(p->h3f)3(p->h3g) $2 q->(p->hyf);(p-rhyg) = p->h; (g->F3q)

Ci et €2 sont des conséquences équationnelles de C et S.
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C est canséquence équationnelle de C1,C2,COND3 et COND4.

Notons que si on utilise REVE 2 avec les axiomes C1,C2,COND3 et COND4, on

retrouve C comme paire critique, ce qui me nous avance guére,

Mais il est sans doute plus simple de réécrire modulo Cl et C2 plutét que

de réécrire modulo C, Signalons d’ailleurs que, dans le but de rechercher

des algorithmes de filtrage pour les axiomes de "ri, J, S. GIVLER et

R. B. KIEBURZ [Giv4]} utilisent Cl et C2 et non C.

2. Schématisation d’une famille infinie de régles

Nous allons introduire informellement le processus de schématisation

proposé par H. KIRCHNER [Kir85a]. Nous utilisons un exemple.

2.1. Exemple de schématisation d’une famille infinie de raégles

Nous considérons un exemple simple de divergence de la procédure de

Knuth-Bendix. Les axiomes sont:

~ Les axiomes de distributivité et d’associativité entre deux opérations

4) eb ys

(Cxey ez) = Ost (y+z))
(xty)#h = (x¥h)+(y¢h) et

- un axiomée de "pseudo-distributivité entre ’+” et une opération ”.”

(x4a).h => xeh + a

ol a” est une constante,
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Ces axlomes, orientés de gauche a droite, engendrent la famille infinie

de régles

(xX,+a).h => x #h + a,

(xy+(xo4a)) hed (x) #h + (x #h + a)),
(x) + Oxp+(xgta))) oh => (x)#h + (xp#h + (xy#h + a)))s 00

A l’aide de cet exemple, nous allons suivre pas & pas le processus de

schématisation d’une méta-régle, ce qui nous permettra d’introduire les

définitions et résultats utiles de fagon intuitive.

a) Schématisation des wembres gauche par un "méta-terme”

Nous considérons la suite des termes (g) que sont les membres gauches

des régles de la famille infinie que nous avons l’intention de schématiser.

La suite dp ast schématisable si 1’on peut trouver un "*squelette” commun

& tous les termes de la suite qui est ici

(xa) ch

ainsi que des structures, c’est a dire des ensembles de termes, qui sont

lei

Kos Kote Kot (Xs 4%y) yee

Les structures vont se substituer 4 la variable x pour former ce qu’on

appellera la "branche de x” notée "B”.

Tout cela n’est utilisable que si chaque branche engendre un ensemble de

termes que 1’on appelle un domaine et que l’on sait reconnaftre,q pp q

@ Pour une suite (gy) on définit les structures S qui vont se substi-

tuer (au renommage des variables prés) 4 la variable x pour former la
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"oranche de x”

By = fy, (x)}

@ Soit RO le systéme de réécriture convergent formé par 1’axiome

d’agsociativité,

@ le domaine engendré par la branche "B est l’ensemble des termes t¢

réductibles par RO en une substitution d’un des termes de 1’ensemble "B.

Pour l’exemple, c’est particuliérement simple car les structures

comprennent une variable, aussi, le domaine engendré par les structures est

l'ensemble des termes. I] est done décidable.

® Pour tout élément de la suite (9.25 il existe une substitution Y, Pat

un terme (c’est a dire un élément du domaine) telle que

*

YC O% + a) sh) 22° RO %

Le "squelette (x+a).h” généralise la suite Gp

La suite 5, est maintenant schématisable,

Le squelette de la suite (9, est le terme "(x + @).h” dans lequel nous

allons remplacer la variable x, telle que {yy (x)} = S, par une méta-

variable X,

Les méta-variables sont notées par des majuscules.

Le squelette est un méte-terme. Il s’écrit

(X + a).h.
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Le domaine de la méta-variable X est ici 1’ensemble des termes.

X est instanciable uniquement par des éléments de son domaine. Une

instanciation de X par une structure est une instanciation principale.

Le membre gauche d’une méta-régle est le méta-terme squelette.

Pour notre exemple, la méta-régle s’écrit donc

(X4a).h => Xeh + a.

La réécriture avec la méta-régle ou "méta-réécriture” doit tenir compte

de l’instanciation particuliére des méta-variables dans leur domaine.

b) méta-réécriture

Nous voulons maintenant qu’une méta-régle schématise la famille infinie

de régles et, pour cela nous avons besoin de nouvelles relations de

réécriture.

@ Soit MR la méta-régle L=>R, un terme t se réécrit en t’ selon da

réécriture contrainte module un systéme de réécriture convergent RO, ce qui

se note

t ==>> t’,

Si et seulement si il existe une occurrence u de t, une substitution y qui

instancie les méta-variables dans leur domaine et telle que y soit un RO-

filtre de L vers t/u avec

t? = tluc-y(R)]}

On a ==> € =>MR, RO
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Pour notre exemple, le domaine étant l’ensemble des termes, pour RO, la

réécriture contrainte modulo RO coincide avec la MR,RO réécriture.

C'est encore insuffisant. On a

(x) #Oxg4 (xg) ))« as>> (x) +(x54x,))#h +a

et nous voudrions obtenir

(x whe (xp #ht(xg#hta))).

Pour cela, il faut réécrire avec l’axiome de distributivité,

Nous ineluons dans RO, l’axiome de distributivité, RO est convergent.

© On appelle relation de méta-réécriture notée "s=>>>” la relation

Bed>> os => .8nn:

On @ <=>>> © =>MR/RO

On a alors:

(x, #(x #(xgta))) ch 25929 (xt%, whe (x, whe (x wh+a)))
1 3

Appelons (dy) la suite des membres gauches de la famille infinie de

régles que nous considérons:

La famille infinie des régles "O, => qd” est schématisable par la

méta-régle (Xta).h => Xeh + a
SPSESIPPPSTIPIIIIID

modulo RO
PPPTIPIISITEPP IID

Le domaine de la méta-variable X est L’ensemble des terees.
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La suite (9) est schématisable par le squelette L qui est le membre

droit de la méta-régle.

Pour tout k, g, zz>>>* qd

DUDPIOSAVISDSSDPDDIDIDIDDDIISTSTISDIDSEDD RO ID TITS

Au sujet de la méta~complétion, nous renvoyons le lecteur aux résultats

d’H. Kirchner [Kir85a]. Signalons que c’est la procédure de méta-complétion

qui permet de vérifier que la schématisation de l’ensemble infini de régles

par la méta-régle est correcte, c’est & dire que la méta-régle peut jouer

le méma réle dans le systéme de réécriture que l’ensemble infini de régles.

Avec une procédure de méta-complétion, nous pouvons savoir si nes

méta-régles sont correctes.
DYPDIOIISTSISDDPIDIDIDDSDDDEIDISIDDDDDIDIIITIIIIESI DDD

Indiguons seulement les contraintes exigées par cette procédure:

~ la réécriture contrainte modulo RO exige un algorithmwe de RO filtrage

et, dans ce cas, ==>>> est décidable.

~ la méta-unification exige un algorithme de RO-unification.

2.2. Un nutre exemple

Considérons l’ensemble des régies S-ALL auquel on ajoute la régle

ALL?] TRANS: ALL 71 0 (trans o [a,b]) => a SI (DEF o (trans o [a,b])).

Par superposition avec la régle ALLALL’

ALLALL’: ALL fF o (ALL g oh) => ALL(f og) oh,
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on obtient la régle:

ALL(f o 71) o (trans o [a,b]) => ALL fo a SI (DEF o (trans o {a,b])),

puis par superposition avec El, associativité de "o”, on obtient la famille

‘infinte de régles: i
ALL(fl 0 (f2 0...0 (fn o 71)...)) o (trans o [e,b])

=> ALL(fl o (f2 0...0 fn)) o a SI (DEF o (trans o [a,b])).

Mais E2: [f,g] oh => [fo hyg oh]

Se superpose sur les régles de cette famille engendrant des régles comme

o (trans a [a,b}) => ALL [fl of f2 0 [g1,g2 0 [x, 0 xor¥l],z1,k] oa

SI (DEF o (trans o [a,b])),

Nous voulons schématiser la famille infinie de régles (g,2>d,) engendrée

ALL [fl 0 [f2 0 [gl 0 21,g2 0 [x, 0 (x, 0 71),y 0 21]],z 0 21],k 0 73] |

par cea superpositions.

Les structures sant

fl, flo f2, flo (f2 0 £3)...

[fl,gl], [flo f2,gi 0 g2], |

[fl o (f2 0 f3),gl 6 (g2 0 g3)]...

hl o [x.y], hl o (h2 0 [xy]...

réécritureRO doit contenir les régles El et £2, RO est le systéme de

appelé S-E1E2 dans la premiére partie et nous avons vérifié sa convergence.

Le squelette de la suite (g) des membres qauches est alors

ALL(F o 71) o (trans o [a,b])

La méta-variable F a pour domaine l’ensemble des termes.
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La méte-régle

ALL(F 0 71) © (trans a [a,b]) => ALL Fo a,

modulo RO=S-EIE2 et si F a pour domaine lL’ ensemble des termes, schématise

la fawille infinie 9,=>4),«

Naus avons en effet, pour tout k, 9, =2>>>* qd

Nous allons maintenant observer des exemples de divergence de REVE pris

parml ceux que nous avans décelés dans la premiére partie. Au cours de nos

essais, nous avons observé ces cas, ce qui nous permet de schématiser des

méta-régles qui seraient suceptibles de montrer que nous avons des systémes

de rééeriture convergents avec les familles infinies de régles. Ces méta-

régles pourront étre utilisées et les résultats pourront étre vérifiés avec

une protédure de méta-complétion.

3+ Des méta-régles solution de nos problémes de divergence ?

Au lieu de rendre compte des expérimentations que nous avons faites avec

REVE pour essayer d’observer les familles infinies que nous avons

rencontrées, ce qui serait fastidieux sans apporter beaucoup d’ information,

nous ne donnerans que trois cas.

Par ces expérimentations, nous voyons quelles sont les familles infinies

que neue devrons schématiser et sinsi, nov im UWa=<a| in 4 a

tion avec des méta-régles est possible.
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3-1, La confluence du systéme de réécriture sur les primitives

Rappelons que le systéme S-PRIMITIVE présenté dans la premiére partie,

nest pas localement confluent, car nous avons été obligés de détruire les

paires critiques obtenues par superposition de la régle

APPASS: append a [append o [a,b],c] => append o [a,append o [b,c]

sur la régle:

APPTRANS: trans a [append o [a,b],append o [c,d]]

=> append o [trans o [a,c], trans o [b,d]]

$I (DEF o [trans o [a,cl,trans o [b,d]]).

REVE réduit ces paires critiques avec la régle APPTRANS elle mame, alors

que la précondition n’est pas vérifiée, et on obtient des équations non

valides que nous sommes tenues de détruire pour poursuivre notre

expérience.

Cependant, il faut tenir compte de ces paires critiques pour que le

systéme S-PRIMITIVE soit confluent.

On constate alors qu’une infinité de régles conditionnelles, comme par

exemple

trans o [append o [al,append o [b1,b2]],

append o [append o [cl,append o [c2,append o (dl,d2]]]]

=> append o [trans o [al,append o [d1,d2]],

trans o [append o [b1,b2],append o [c1,c2]]}]

SI (DEF a 0) ot D est le membre gauche,

serait engendrée.
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Nous schématisons cette famille infinie de régles conditionnelles par une

méta-régle conditionnelle:

L’ensemble des structures est
IEPISIDSIDIDIISIDSDDSSDDDDIDIDITISISSISSSSISD ESSN DONISIIET

al, append o [al,a2], append o [al,append o [a2,a3]],...

Nous considérans le systéme de réécriture convergent réduit A la régle

APPASS.

Le domaine des méta-variables est l’ensemble des termes. La méta-régle

s’écrit

trans o [append o [A,B],append o [C,D]]
DIDI ”

=> append o [trans o [A,C],trans o [B,D]]}

SI (DEF o [trans o [A,C],trans o [8,D]}),

modulo APPASS,

En substituant la régle APPTRANS par cette méta-régle conditionnelle, le

systéme S-PRIMITIVE est localement confluent.

fur «2. Le systéme peut étre complété avec 1’axiome CONS

L? axiome

CONS: append o [L(hd 0 a),tl o al => a SI (DEF o (tl o a))

engendre une famille infinie de régles avec les superpositions des régles
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HDISTL: hd o (distl o [x,a]) => [x,hd 0 a]

TLDISTL: tl a (distl o [x,a]) => distl o [x,tl o a]

La suite des membres gauches (gi) est

append o [L(Lx, ,hd o al),distl o [x,,t1 o all,

append o [L(Lx, ,[x, ,hd o a]]),distl o [x, distl 0 [x5 stl oal]),...

Nous ne schématisons pas encore cette famille car les axiomes HTRANS et

TLTRANS, HAPP et TLAPP, HIOTA et TLIOTA ainsi que HLIST et TLLIST vont

aussi se superposer sur cette famille infinie donnant une famille infinie

de régles dont les membres gauches sont généralisés par le terme initial

append o [L(hd co a),tloal.,

On doit considérer le systéme des régles

S-HTL = {HTRANS, TLTRANS ,HDISTL, TLOISTL ,HIOTA, TLIOTA, HAPP, TLAPP,HLIST, TLIST}

qui est un sous-ensemble convergent dans S-PRIMITIVE.

L’ensemble des structures est
DPPPIDIPLELIPPIVINISISDDSDIOSS EP IPPITI ITP S LSPS ISPS DSTI TD

4,

distl o [x,a],distl o [x, distl 0 [xpr@]] os

trans o [a,b],trans o [trans o [x,y],],trans o [a,trans o [x,y]],....

distil o [x, ,trans o [a,b]],distl o [x, dist 0 [x, trans o [a,bj]]...

Le domaine est 1’ensemble des termes.

La méta régle CONS

append o [L(hd o A),tl o A] => A SI (DEF o (tl o A)),
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modulo S-HTL, schématise la famille infinie.

REMARQUES

a) Signalons que l’on obtient, en résultat de la superposition de P2,

une régle CONS’

append o [L(hd),tl] => id S1 (DEF 0 tl).

Tl n’y a pas d’autre superpositions d’une régle de S-PRIMITIVE sur une

des régles de la famille.

b) Par contre, on observe que les régles de cette famille se superposent

toutes sur APPASS et sur APPTRANS, ce qui donne des familles de régles que

nous savone aussi schématiser. Nous n’alourdissons pas ce texte avec la

description de ces schématisations.,

c) Nous voyons aussi des superpositions qui engendrent des régles

réduites par les régles de la famille.

Nous dannons en exemple les superpositions sur APPDISTL

APPDISTL: distl o [x,append o [a,b]}]

=> append o [disti o [x,a]l,distl o [x,b]]

donnant la famille de paires critiques

distl o [x,A] = append o [{x,hd 0 A],distl o [x,tl 0 All pq distl o [x,A].

La famille infinie de régles correspondant a cas naires eritinues eat

*méta-réduite”.
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Il est sans doute possible de compléter S-PRIMITIVE avec des

méta~régles.
DODPIISSIDIIIDEDIDIDIEDD

3:3. Les axiomeg ALL?ITRANS et ALL?2TRANS dans S-ALL

Nous intraduisons les deux axiomes

ALL 71 0 (trans o [a,b]) => a et

ALL 22 0 (trans o [#,b]) => 5 SI (DEF o (trans o [a,b]))

dans le systéme S-ALL.

Pour chaque axiome, on observe une famille infinie de régles résultat

des superpositions ALLALL’ puis de El et £2, famille schématisable modulo

§-E1E2 par:

ALL(F o 71) o (trans oc [a,b]) => ALL F oa et
+t yy 4

ALL(F 0 22) o (trans o [a,b]) => ALL Fob
SSDS

SI (DEF o (trans o [a,b])).

PROBLEME POSE PAR L’AXIOME E3

E3: x oye#>x SI (DEF o [a,b])

donne une sorte de cas particulier, car il se superpose sur chaque régle de

la famille, ce qui engendre une nouvelle famille de régles schématisables

par
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ALL(F a x) o (trans o [a,b]) => ALL(F ox) oa et

ALL(F o x) o (trans o (a,b]) => ALL(F ox”) ob

SI (DEF o (trans o [a,b])).

Qa obtient par conséquent les paires critiques:

ALL(F o x”) oa = ALL(F o x) o b SI (DEF o (trans o [8,b]))

qui ne sont pas orientables.

On peut (en utilisant la primitive “length” qui a pour résultat la

longueur d’une séquence) intreduire un axiome

ALL x” o a = ALL x o (iota o (length o a))
DISSIIPIIIIIISISID

qui engerdre une famille infinie que l’on peut schématiser par la méta-

régle

ALL(F o x) 0 @ => ALL(F o x) o (dota o (length o a)).
INDFSSIINITS

Cette méta-régle réduit l’ensemble des paires critiques ci-dessus compte

tenu de leurs préconditions.

SUR LES REGLES

FALL’: trans o [ALL fo a,ALL ago al => ALI fio] oa,

FALLg: trans o [a,ALL f o al => ALL[id,f] oa

FALLd: trans o [ALL f 0 a,a] => ALL[f,id] 0 a.

Les régles des familles infinies précédentes se superposent dannant par
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exemple la régle:

(1) trans o [ALL f 0 @,ALL g o b] => ALLIF o 71,9 0 22] o (trans o [a,b])

qui détruit la régle FALL’.

La superposition de ALLID (ALL id = id ) engendre alors les deux régles

(2) trans o [a,ALL Fo b] => ALL[71,f o 72] o (trans o [a,b]) et

(3) trans o [ALL f 0 a,b] => ALL[f o 71,72] 0 (trans o [a,b])

qui détruisent les régles FALLg et FALL.

Avec P2, on obtient les deux régles

trans o [a,ALL f] => ALL[71,f 0 22] 0 (trans o [a,id}) et

trans o [ALL f,a] => ALL[f o 71,72] o (trans o [id,a])

qui détruisent les régles FALLg, FALLg’, FALLd et FALLd’.

Cependant, les régles des familles infinies se superposent sur les

régles ALLALL’, FALL, (1), (2) et (3) qui se superposent de nouveau sur

FALL, (1), (2) et (3) et avec les régles du systéme S-BASE engendrant alors

des familles infinies de régles et de paires critiques dont nous extrayons

des exemples significatifs.

exemple 1: La sisplification

ALL[f o (21 0 71),g 0 72] o (trans o ([trans o [a,b],c])

=> ALLIf o 21,g 0 72} 0 (trans o [a,c])

SI (DEF © (trans o [trans o [e,b],ec])).

exemple 2: La permutation des sélecteurs

ALL[?2,?1] 0 (trans o [a,b]) => trans o [b,a]

ALLIf o 72,9 0 71) © (trans o [a,b]) = ALL[F 0 71,9 0 22] 0 (trans o [b,al)
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exemple 3: La modification des accés

ALLIf o (71 0 21),9 0 [72 0 71,721]

o (trans o [trans o [a,trans o [c,d]],e])

= ALL[f o 71,g o [71 0 22,22 0 72]]

o (trans o [a,trans o (trans o [c,d],e]]).

exemple 4: Les répétions

ALLEK o [f o (21 0 21),g 0 (72 0 71)] ,ho 72]

o (trans o [trans o [a,b],a])

=> ALL [ [k 0 (f 0 71),g 0 72] ,h o 21] © (trans o [a,b]).

l’exemple 5: est un mélange des cas précédents

ALLIF a (22 0 72),g 0 (271 0 71)]

o (trans o [trans o [a,c],trans o [a,b]])

=> ALL[f o 21,9 0 72] o (trans o [b,a]}).

Nous shématisans un ensemble de régles capables de détruire ces régles

ou paires critiques.

Les structures sont
SESPESPPIUSISIP SPAS TETITE SPST TTT IT IE

fl, flo f2, fl o (f2 0 F3),...

[fi,f2], [[f1,f2],*3], {F2,{F2,F3]],...

k, 0 [fl,F2], k, 9 (k, o [f1,f2]),...

ky, o [[f1,f2],f3],...

Les méta-régles sont ( module S-BASE pour PERHUT et SIMPLIF)
DUPSIOIDIGDEIIPVIDIDIISIIFSPIDIPISDI FI INI EDD
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PERMUT: ALL(F o [?2,71]) 0 (trans o [a,b]) => ALL F o (trans o [b,a))
299990)

SIMPLIF: ALL(F o [71,71 0 72]) o (trans o [X,trans o [b,c]])

=> ALL F o (trans o [X,b])
SOSPSIPIIDIISPIDSITEDIDDIDIDEDSDDDDDIDIT SE DTDIPPSEDD

et

ALL(F o [71,22 0 72]) a (trans o [X,trans o [b,c]])

2> ALL F o (trans o [X,c])
snysssnass ossgvon aoeassneveansananstsnnenseaine

SI (DEF o (trans o [X.trans o [b,c]])).

REPET: ALL f o (trans o [X,trans o [a,X]])

=> ALL(f o [71,£22,21]]) o (trans o [X,a])

et

ALL f o (trans o [X,trans o [X,a]])

=> ALL(f o [71,[71,72]] o (trans o [X,al]).

REMARQUE :

Le domaine de le méta-variable X est l'ensemble des termes qui ne sont

pas filtrables par "trans o x”. Cela permet de n’appliquer SIMPLIF que sur

les termes réduits par la régle
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NORMAL: ALL f o (trans o [trans o [a,b],c])

=> ALL (f o [[71,71 0 22],72 0 22]) o (trans o [a,trans o [b,c]]).

Les méta-régles SIMPLIF, REPET et PERMUT détruisent toutes les régles ou

paires critiques de la famille.

a) Les régles de la famille des simplifications sont détruites par

réécriture avec NORMAL et SIMPLIF.

Pour l’exemple 1, le membre droit

ALL[f 0 (71 0 71),g 0 22] o (trans o [trans o [a,b],c])

=>"R avec R = NORMAL U S-BASE

ALL [f 0 71, g 0 (22 0 72)] o (trans o [a,trans o [b,c]])

==>>>SIMPLIF

ALL [ f 0 21, go 72 | o (trans o [a,c])

b) Les régles de la famille des permutations sont schématisées par PER-

MUT.

C’est le cas des deux régles de 1’exemple 2.

c) Les régles de la famille des modifications d’accés sont réduites par

la régle NORMAL.

Les deux membres de la régle de l’exemple 3 se réduisent en

ALL{f o 21, go [[71 0 22,21 0 (22 0 22)],72 0 (22 0 22)3)

o (trans o [a,trans o [c,trans o [d,e]1])

famille des répétitions sont détruites pard) Les régles de la

réécriture avec NORMAL et REPET.

Pour l’exemple 4, le membre droit
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ALLIk o [f 0 (71 0 71),g 0 (?2 0 71)],h 0 72] o (trans o [trans o [a,b] ,a}) q

=>"R avec R= NORMAL U S-BASE

ALL[k o [f 0 21,g 0 (71 0 72)),h 0 (72 o 22)] o (trans o [a,trans o {b,a]])

==>>>REPET =>*S-BASE

ALL[k o [f 0 71,g o 72],h 6 71] o (trans o [a,b)).

REMARQUE

La méta-régle PERMUT provoque des chaines infinies de réécriture. On g

par exemple

ALL[f 0 ?2,g o 71] © (trans o (a,b]) ==>>PERMUT

ALL[F o ?1,g 0 72] o (trans o [b,a]) ==>>PERMUT

ALL[f 0 ?72,g 0 21] o (trans o [a,b]) ==>>PERMUT

ALL[f 0 72,g 0 71] 0 (trans o [b,a]l) ...aecue

Il suffit de restreindre le domaine de la méta-variable F pour éviter cela.

Par exemple,

ALL[f o 72,g 0 71] © (trans o [a,b}) “5 BASE

ALL([f 0 71,9 0 72] 0 [72,71]) o (trans o [a,b]),

o(Ff) = [f 0 71,g 0 72], ce qui pemet la méta-réécriture par PERMUT.

On a aussi, ALL[f 0 71,g o 22] o (trans o [a,b}) “5 _BASE

ALL([f 0 ?2,g o 71] o [?2,71]) 0 (trans o [a,b]),

a(F) = [f o 21,g 0 72], ce qui autorise encore 1’application de PERMUT.

Mais, si on restreint le domaine de F en imposant que la feuille la plus

& gauche de la structure soit différente de "71", la méta-réécriture par

PERMUT n’est plus possible. Cette restriction du domaine empéche le

bouclage des méta-réécritures par la méta-régle PERMUT.
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Le systéme de réécriture S-ALL doit alors pouvoir étre

complété avec les axiomes ALL71TRANS et ALL?2TRANS

4. Conclusion

4.1. Un espoir d’améliorer nos résultats en ajoutant des méta-régles

Nous avons étudié d’autres cas de divergence qu’il nous semble inutile

de raporter ici. Nous voyons déja, en étudiant ces trois cas, que

utilisation de méta-régles peut @tre une solution pour les cas de diver-

gences que nous avons décelés dans la premiére partie. I} faut une

procédure de méta-complétion pour vérifier la validité de ces méta-régles.

Pour les exemples de la premiére partie (exemple 7 expression (1), exem-

ple 2 expression (2) et exemple 5 canes (1)), nous avons pu trouver

les méta-régles A ajouter 4 nos systémes de réécriture convergents pour

obtenir la forme normale que nous désirons. C’est pourquoi nous sommes

assez convaincus que l’utilisation des méta-régles nous offre la possibil-

ité d’améliorer nos résultats.

Travailler de cette fagon sur nos exemples nous a donné une autre idée.

On peut peut-étre trouver un moyen d’obtenir la forme normale d’un terme

(dans le syst@me complot infini) sans avoir forcément besoin de toutes les

régles du systéme. A la limite, on peut vauloir faire de méme a partir de

l’ensemble des régles obtenues en orientant les axiomes.

P. GLOESS et J. P. LAURENT [Gl080]} ont eu cette idée et présentent un
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@lgorithme dit de "“complétion dynamique’. Leur but n’est pas de résoudre

des divergences de la procdédure de Knuth-Bendix mais d’obtenir une forme

normale d’un terme donné en utilisant un systéme de réécriture moins impor-

tant, Nous faisons quelques commentaires sur leur méthode.

4.2. Méthode de complétion dynamique [61080]

Appelons Ri le systéme de régles, Ri n’est pas confluent.

Le terme est réécrit "de l’extérieur vers l’intérieur” et "de gauche a

draite” (appelons cette stratégie de réécriture "LR”). La dérivation est

conservée: C’est “l’histoire” de la réécriture,

Cette histoire permet de découvrir les réductions, faites sur le terme,

qui correspondent & la superposition des membres gauches de deux régles

Yqde>d2” sur "gled>dl” & une occurrence u avec un unificateur G.

La régle "G(gl[u<-d2]) => G(d1)” est alors ajoutée & Ri. Comme cette

orientation ne tient pas compte d’un ordre de réduction quelcanque, le pro-

cessus risyue de ne pas se terminer. On voit méme apparaitre de nouvelles

variables dans le membre gauche. Le procédé semble trés empirique.

Appelons Rl le systéme de régles obtenu et R le systéme complété par la

2

procédure de Knuth-Bendix a partir de Ri. On a

Si ty est la forme normale obtenue avec Ri et la stratégie LR, th le

résultat de la complétion dynamique avec un terme t et tl, la forme normale

dans R, ona
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¥, + *
te>"Ri ty =>°R1 ty =>"R the.

LIMITE DU PROCEDE

Ona taty=t) quand t est irréductible dans Ri. De plus il est rare que ty

soit égal a tha.

On peut voir aisément les limites de la méthode.

4.3. Exploitation de cette idée

On peut systématiser l’algorithme de [G1080] de la fason suivante

a) tenir compte d’un ordre comme dans l’algorithme de Knuth-Bendix pour

orienter les paires critiques.

b) parcourir complétement l'arbre des dérivations du terme pour épuiser

toutes les possibilités de découvrir des. paires critiques capables

d’engendrer de nouvelles régles.

On a alors les résultats suivants:

a) l’algorithme se termine

b) unicité de la forme normale du terme t dans le systéme Rl.

Mais la remarque que nous avens faite au paragraphe précédent sur ta

limite du nrarédé s’annlique encore.

Pour dépasser cette limite, il faudrait pouvoir "retourner les régles”

de Ri.
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La situation qui nous intéresse est la suivante:

Nous avons un systéme de réécriture convergent Ri et un axiome qui pro-

voque une divergence de la procédure de Knuth-Bendix. On veut obtenir la

forme normale du terme pour le systéme completé avec la famille infinie de

régles correspondant a la divergence, c’est a dire comme si l’on avait la

méta-régle qui schématise la famille infinie.

Quand on réécrit avec une méta-régle, on réécrit modulo RO. et camme "RO

© Ri”, cela revient a la possibilité de "retourner des régles de Ri”.

Il suffit d’appliquer le processus de méta-complétion a la réécriture du

terme modulo RO pour résoudre le probléme que nous nous posons. L’idée est

peut~8tre exploitable.
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il. Le probléme

i.l. Introduction

Nous avons jusqu'ici restreint la FP-algébre en nous limitant aux

sélecteurs 71" et "72" et en limitant l’arité de "[_..._]” a 2. Ainsi,

nous n’avions qu’un nombre fini d’axiomes, a partir desquels nous avons

construit des systémes de réécriture convergents.

Quand la FP-algébre a une famille infinie d’axiomes correspondant aux

arités 2,3,4,.., de "[_..._]", comme par exemple

E2: [fl,f2] oh = {fl o h,f2 oh],

[f1,f2,f3} oh = [fl oh,f2o0h,f3 oh], ...

nous n’avons gardé que le premier des axiomes de la famille qui correspond

& l’arité 2.

On peut aussi avoir, pour une famille, un ensemble de régles pour chaque

arité, cuume par exemple la famille COND5 qui comprend

- un couple de régles pour l’arité 2

CONDS:[p->f;g,h1] => p->[f,h1];[g,h1],

COND6:[hl,p->f3g] => p->[hl,f];[hl,g],

- un triplet de régles pour l’arité 3

45
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[p->f3g,hl,h2] => p->[f,hl,h2];{g,hl,h2],

[hl,p->f3g,h2] => p->[hl,f,h2];[hi,g,h2],

[hl,h2,p->fjg] => p->[hl,h2,f];[hl,h2,g], os.

Nous n’avons gardé que le couple des deux premiers axiomes de la famille,

C’est la méme chose quand la FP~algébre a une famille infinie d’axiomes

correspondant aux sélecteurs 71,72,,.., et aux diverses arités 1,2,... de

"[_...]", comme par exemple la famille P3 qui comprend:

- un couple d’axiomes pour l’arité 2

21 o [f1,f2] = fl et

72 0 [fl,f2] = f2 SI (DEF o [f1,f2])

~ un triplet d’axiomes pour l’arité 3

21 0 [f1,f2,f3] fl,

22 o [fl,f2,f3] = f2 et

23 0 [fl,f2,°3] = f3 SI (DEF o [f1,f2,f3]), .)

Nous n’avons gardé que les deux premiers axiomes de la famille qui concer-

nent les sélecteurs "71" et "72" et l’arité 2 de "[_..._]”.

Dans le pratique, il est exclus de considérer des ensembles infinis

d’axiomes. Mais ces familles infinies d’axiomes correspondent 4 des fam-

illes infinies de régles que nous pouvons tenter de schématiser par des

méta-régles comme pour les familles infinies de régles engendrées par la

procédure de Knuth-Bendix qui diverge.

Le formalisme décrit au chapitre précédent est utilisable pour ces fam-

illes infinies. Nous ferons cette schématisation au paragraphe 2.

Le probléme est tout de m@me plus simple que celui des divergences de la
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procédure de Knuth-Bendix. Dans le cas de la FP-algébre, il est assez

facile de prouver que le systéme de réécriture infini, extension d’un des

systéme de réécriture trouvés pour l’arité 2, est encore convergent.

Nous commengons par définir les extensions 5, de nos systémes conver-

gents S et nous regardons si les systémes 5, sont convergents.

1.2. Une extension d’un systéme de réécriture $

dans l’ensemple des axiomes de la FP-algébre (voir 1’annexe I) est obte-

nue

a) pour les régles résultant de l’orientation des axiomes:

~ en Templagant un couple de régles de S, identiques au sélecteur prés,

par la famille infinie correspondante dans A.

- et, si la (ou les) équation(s) correspondante(s) est(sont) valide(s)

pour une arité nm quelconque, en remplagant une régle (ou un groupe de

régles) dont le membre gauche contient une occurrence de "{__]”, par la

famille infinie correspondante dans A,

Nous dirons que l’extension est totale pour A quand on a tenu compte de

toutes les familles infinies d’axiomes de A.

Exemple: Le systéme
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El: (fog) oh => f o (go h)

E2: [fl,f2] oh => [fl a h,f2 0h],

[f1,f2,f3] oh => [fl oh, f2 0 h,f3 0 h],..

E3: x” o y => x” SI (DEF 0 y)

Pl: ido f => f

P2:; foid =f

P3: 71 0 [f1,f2] i > fl et

92 0 [fl,f2] => f2 SI (DEF o [F1,f2]),

210 (f1,f2,f3] => fl,

22 o [fl,f2,f3] => f2 et

730 [F1,f2,f3] => f3 SI (DEF o [F1,F2)F3]) 5000.

est une extension tetale pour A du systéme de réécriture $-BASE.

b) pour une nouvelle régle ajoutée par la procédure de complétion:

~ dans le cas ol cette nouvelle régle est le résultat d’une superposi-

tion d’une régle rl avec une régle r2 remplagable par une famille infinie

F2 de régles, on ajoute la famille de régles issue des extensions des

superpositions entre rl et F2,

Exemple: Dans le systéme S~ALL,les régles

FALLg: trans o [id,ALL f] => ALL[id,f] et

FALLd: trans o [ALL f,id] => ALL[f,id]

sont résultats de la superposition de

ALLID: ALL id => id = sur

FALL: trans o [ALL f,ALL g] => ALLL f,g].

La famille
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FALLg,FALLd,

trans o [id,ALL f1,ALL £2] => ALL[id,fl,f2],

trans o [ALL fl,id, ALL f3] => ALL[fl,id,f3],

trans o [ALL f1,ALL f2,id] => ALLIFL,f2,id],

trans o [ALL f,id,id] => ALL[fl,id, id],

trans o [id,ALL f,id] => ALL[id,f,id],...

étend FALLg et FALLd,.

~ I) reste le cas of la nouvelle régle est issue des superpositions

entre deux régles rl et r2 s’étendant toutes deux dans des familles

infinies Fl et F2, Ce serait par exemple le cas pour les deux familles

infinies Fl et F2 issues des superpositions des axiomes

ALL 71 0 (trans o [a,b]) => a et

ALL 72 0 (trans o [a,b]) => b SI (DEF o (trans o [a,b]).

Qn ajouterait alors une famille infinie de régles issue des extensions

des superpositions entre Fl et F2.

Nous ne rencontrons pas ce cas pour étendre, dans l’ensemble d’axiomes

A, les systémes de réécriture convergents trouvés dans la premiére partie.

Remarquons que dans le chapitre précédent, on partait d’une famille

infinie de régles engendrées par la procédure de Knuth-Bendix qui diverge.

Ici, ce sont les extensions de nos systémes convergents qui servent de

point de départ a notre schématisation.

Nous regardons si les les systémes infinis, extensions des systémes de

réécriture convergents, trouvés dans la premiére partie sont convergents

puis nous schématisons les familles infinies par des méta-régles.
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2. Des systémes de réécriture convergents

2.1. La propriété de confluence locale est-elle conservée?

Nous considérons les systémes, extensions dans A (c’est a dire avec les

axiomes de la FP~algébre décrits dans l’annexe I) des systémes de

réécriture décrits dans l’annexe II.

Nous appellons n-régle la régle ou le groupe de régles correspondants a4

larité n.

Appelons n-systéme S le systéme de réécriture qui est le résultat du

remplacement, dans un systéme de réécriture $, de ses 2-régles par les n-

régles correspondantes.

Nous vaulans prouver que les systémes, extensions dans l'ensemble A

d’axiomes de la FP-algébre, sont localement confluents.

Nous indiquons seulement ici les grandes lignes de cette preuve. En

fait, préciser la preuve au niveau de chaque régle n’est pas trés diffi-

cile.

a) Nous regardons les superpositions d’une n-régle sur elle méme.

Pour chaque n-régle, nous devons prouver , par récurrence sur n, que la

n-régle se comporte comme la ?-régle correspondante (c’est & dire que les

paires critiques d’une n-régle sont les extensions des paires critiques de

la 2-régle).

Nos n-régles, sauf la famille infinie des régles F (voir l’annexe I),
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extension des axilomes de fusion et compositions sur "x"

(Fx, FALL#,FALL¥S,Fe* et FexS), possédent cette propriété.

On a par exemple deux 3-régles de F:

trans o [ALL g o (#f o [x,a]),*f o [x,a],#f o [x,a]] => Wl

Wle¥[g o [f o [22071,72],f o [2?2071,72],f o [73071,?2]1] 9 [[g 0 x,x,x],a]

et trans o [ALL g o (#f o [x,a]),*f o [x,a],#f o [x,a]] => W2

W2e«lg o [f o [23071,22],f a [72071,72],f o [73071,72]] o [[q 0 x,x,x],al.

qui ne différent que par le sous-terme signalé en caractéres gras. Une

conséquence équationnelle est Wl = W2. A partir de la famille F, on obtient

ainsi une famille infinie d’équations. La solution existe, c’est la méme

que celle que nous avons exposée dans le chapitre précédent 4 propes de la

solution par méta-régles des divergences avec les régles de fusion dans le

systéme S-ALL, Nous ne tiendrons compte de F que lorsque nous pourrons

valider les méta-régles a l’aide de la procédure de méta-complétion.

~

Nous nous limitons 4 une extension de nos systéses de réécriture conver-

gents dans l’ensemble d’axiomes A-{F}.

b) Nous pouvons prouver, par récurrence sur l’arité nde "[_..._]", que

les paires critiques entre une n-régle et les autres régles du n-systéme

sont les extensions des paires critiques trouvées pour le 2-systéme. C’est

vrai pour les extensions de nos systémes de réécriture.

A ce stade de la vérification , on peut dire que: pour une extension

totale dans A-{F}, les n-systémes sont localement confluents.

c) De plus, pour tout i # j, une i-régle R ne se superpose pas sur la j-

régle R et une i-régle Rl ne se superpose pas sur une j-régle R2.
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On peut donc conclure que:

les systémes extensions, dans 1’ensemble d’axiowes A-{F} de la FP-algébre,

de nos systémes convergents sont localesent confluents.

2.2. La propriété de terminaison finie est conservée.

Une n-régle s’orientea de la méme fagon qu’une 2-régle quel que soit

lordre choisi.

On peut done conclure que:

les systémes de réécriture extensions dans 1’ensesble d’axiomes A-{F} de la

FP-algébre des systémes de réécriture convergents trouvés dans la premiere

partie sont convergents.

Nous allons maintenant schématiser par des méta-régles les familles

infinies de régles incluses dans les systémes étendus,

3. Schématisation des familles infinies de ragles

Nous utilisons le formalisme des méta-régles (voir le chapitre

précédent) pour schématiser les familles infinies de régles de nos systémes

étendus,

Nous considérons chacun de nos systémes de réécriture convergents

trouvés dans la premiére partie. Nous construisons les systémes extensions

totales dans l’ensemble d’axiomes A-{F}. Puis mous schématisons chaque

famille infinie de régles.
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Le résultat de ce travail figure dans l’annexe III. Nous nous contentons

dans ce paragraphe de donner des exemples significatifs de schématisation.

Les schématisations que nous avons faites au chapitre précédent concer-

nent des familles infinies de régies engendrées par l'agorithme de Knuth-

Bendix qui diverge, Les familles infinies de régles ne sont pas de méme

nature et leur schématisation est particuliere. Nous avons 2 sortes de

familles infinies 4 schématiser, celles qui sont engendrées par les arités

2,3,... de "[_..._]” et celles qui dépendent des sélecteurs 71,72,....

Pour toutes les définitions, résultats et notations qui caoncernent le

processus de schématisation et les méta-régles, il faut se reporter au

chapitre précédent.

3.1. Schématisation des familles infinies engendrées par ”[_..._]”

Généralités

@ Un premier probléme est de généraliser les suites infinies

ftytgl,

[tity ts],

[trstartzrty], eos

Nous vaulons considérer un nombre fini de symboles "[_..._]” avec une

arité fixe, qui peut en particulier étre l’arité 2. La liste des termes

"torts rtys ...” peut &tre schématisée par un terme

ty (ty (ty. a=

Ti suffit d’ajouter un nouveau syebole ”.” qui représente une opération
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associative.

Il existe une bijection @ entre la suite ci-dessus et la suite

[ty tol,

[t, stp ty],

[tystyr(ty.ty)] ye.

Le systéme de réécriture RO contient alors l’axiome d’associativité de

ASS: (x.y).z 2> x. (y.z)
SODDISDERODNDODDDDIEDE DDS DDD DORE DE DDD DDD DD DD

Les structures sont

Ky Xp ky rye ky ekg) pees

Le généralisé modulo RO de la suite ci-dessus est alors "[x,Y]”.

La méta-variable Y a pour domaine DOM, sous-ensemble de lalgébre

T(SU{.},V), (S est ici l’ensemble des symboles de la FP-algébre) suivant:

DOM = {ty styety sty (tots),

ol t,,t,,t,,... sont des éléments de T(5,V).
1'°27°3

On peut décider si un terme appartient a DOM défini par

t € 1(5,V) implique t € DOM et

t, € DOM et t, € DOM implique t,.t, € DOM.
2 1

@ Le deuxiéme probléme est de définir RO pour que, si la famille

infinie de régles est (gy => qd et la méta-régle est MR, on ait, pour tout

k
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+

Sy =e>>>° MR dy

Nous distinguons deux cas selon l’origine de la famille infinie.

a) la famille infinie de régles provient de ’orientation d’une famille

infinie d’axiones.

Considérons l’exemple de la famille E2

€2: [fl,f2] oh => [fl oh, f2 oh],

{f1,f2,f3] oh => [fl oh,f2 oh, f3 ah], ...

qui, avec @ devient

£2: [f1,f2] oh => [flo h,f2 04],

(fl,f2.f3] oh => (ft oh, (f2 oh).(f3 OAD], ...

Si le systéme de réécriture RO est composé de ASS et de l’axiome

DIST: (fig) oh &> (fF oh).(g oh),

il est convergent et la méta-régle

£2: [f,G]) oh => (fo h,Goh]

o0 G a pour domaine DOM, schématise la famille £2.

La plupart des familles infinies de régles se schématise comme £2.

® Le squelette du membre gauche de la méta-régle est le membre gauche de

la 2-régle de la famille.

® Pour l’eccurrence u de [__] origine de 1’infinité, on place une méta~-

variable de domaine DOM a 1’ occurrence Uys

@ RO est constitué de ASS et des régles qui permettent d’ avoir
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+

9, =e2>>" MR d)

@ On vérifie que RO est convergent en utilisant REVE si c’est

nécessaire.

EXEMPLES:

1) La régle FALL:

trans o [ALL f,ALL g] => ALL[f,g]

eat étendue avec la famille infinie

trans o [ALL FL,ALL f2,ALL F3,...,ALL fn] => ALL[F1,f2,...,fn]

en bijection avec

trans o {ALL f1,ALL f2.(ALL f3.(...ALL fn)...)]

=> ALL[FL,f2.(f3.(,..fn)...)]

et est schématisée par la méta-régle

trans o [ALL f,ALL G} => ALL(f,G].

G a pour domaine DOM.

RO = {ASS,ALL} avec ALL: ALL(x.y) => ALL x . ALL y.

2) La 2- régle HTRANS:

hd o (trans o [a,b]) => [hd o a,hd o b] SI (DEF o (trans o [a,b]))

est étendue avec la famille infinie

hd o (trans o [al,a2,...,an]) => [hd o al,hd o a2,...,hd o an]

SI (DEF o (trans o [al,a2,...,an])
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qui, avec 6, devient

hd o (trans o [al,a2.(a3...an)]

=> [hd 0 al,(hd o a2).((hd o a3)...(hd o an))]

et est schématisée par la méta-régle HTRANS:

hd o [,B] => {hd o ayhd o B] SI (DEF o (trans o [a,B]))

B a pour domaine DOM,

RO = {ASS,HD} avec HDthd o (x.y) => (hd @ x). (hd oy),

3) La 2-régle APPTRANS:

trans o {append o [a,b],append o [c,d]]

=> append o [trans o [a,c],trans o [b,d]]

SI (DEF o [trans 0 [a,c],trans o (b,d]]})

est étendue, aprés application de 4, avec la famille infinie

trans o [append o [al,b1], (append o [a2,b2]).(... (append o [an,bn])))

=> append o [trans o [al,a2.(...an)],trans o [bl,b2.(...bn)]]

SI (DEF o [trans o [al,a2.(...an)],trans o [bl,b2.(...6n)]])

et est schématisée par la méta-régle

trans o [append o [a,b],append o [C,D]]

=> append o [trans o [a,C],trans o [b,D]}]

C et D ont pour domaine DOM,

RO = {ASS,APP} avec APP:
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append o [x.y,u.v] => (append o [x,u]).(append o [y,v]).

4) La 2-régle

CONDS:[p->f3g,h] => p-o[f,h)s(g,h]

COND6:[h,p->f3g] => p->fh,f};Ch,g]

est étendue avec la famille infinie

(hl,...,hi-l,p->fyg,hiel,...,hn]

=> p->[hl,...,hi-l,fyhiel,...,hn);(hl,... hd-1,g,hiel,...,hn]

qui comprend les suites

[p->fig,hl,...,hm] => p-off,hl,...,hnds[g,hl,...,hn} et

(hl,...,hn,p->fsg] => p-o[hl,...,hn,fls{hl,...,hn,g).

Introduisons un nouveau symbole "NIL” qui nous permet de considérer la

liste vide. Une bijection $¢ donne la suite infinie

(hl. (.. hi-1)). C(p->fyg). (hdel.(..shn))] =>

pe>[(hb.(..hb-1)). CF. Chded. (oe ch) 0; 0Ch1. Coe hded)). (ge (adel. (chin) )]

qui comprend les suites

(NIL. ((p->F 3g). (hl...bn)))Je>p=> (NIL. CF. (hi... hn) J; (NIL. (g.(hl...hn))] et

Th. (...hn. ((p->f 3g) NIL))]=>p=>[hl.(..shn. Cf .NIL)) 1; fh. (...hn. (g.NIL)) I].

Par la bijection $, "[_]” devient un symbole d’arité 1.

Les structures sont NIL, hl, hl.h2, hl.(h2.h3)...

La famille infinie est alors schématisée par la méta-~régle

{HL.(p->f3q.H2)] => p~>[H1.(f.H2)] (HL. (q.H2)].

RO ={ASS,NILg,NILd} avec NILd: x.NIL => x et NILg: NIL.x => x.

Le domaine de Hl et H2 est DOMV qui est défini par
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~ NIL € DOMY

~ € € T(S,V) implique t € DOMV

- t & DOM et t, € DOMV implique tt, € DOMY.

Dans ce cas, nous pouvons trouver RO en tenant compte des régles r qui,

superposdes avec les régles de la famille infinie Fl sont a l’crigine de

cette nouvelle famille infinie F2. Nous donnons deux exemples.

a) Exemple 1: extension de FALL’:

FALL’: trans o [ALL f o h,ALL go hl] => ALL[F,g] of

est résultat de la superposition de

FALL: trans o [ALL f,ALL g] sur El: (f 0 g) oh => fo (g oh),

Lea famille infinie F’ qui étend FALL’ aprés application de @ devient

trans o [ALL f oh, (ALL gl o h).((ALL g2 0 h)...)]

=> ALLEF,gl.(g2...)] of

et est schématisée par la méta-régle:

trans o [ALL f o h,ALL Goh] => ALL[F,G] oh.

G a pour domaine DOM.

Le systéme RO est {ASS,DIST,ALL} avec

ALL: ALL(x.y) => (ALL x). (ALL y ).

Les régles ASS et ALL sont associées 4 la méta-régle schématisant

l’extension de FALL. ALL’ est le résultat de la superposition de ALL sur
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b) Exemple 2: extension de FALLg’, FALLd’ et TALL:

FALLg’:trans o [h,ALL f oh] => ALL[id, f] 0 h,

FALLd’ :trans o [ALL f o hh] => ALL[f, id] o hf et

TALL: trans o [h,h] => ALL[id,id] oh,

sont issues des superpositions de ALLID: ALL id => id

sur FALL’ :trans o [ALL f o h,ALL gah] => ALL[f,g] oh.

Les familles infinies qui étendent ces 3 régles peuvent &tre

schématisées par la méta-régle:

trans o [ALL F a h,ALL G6 o hh] => ALLEF,G] o h,

RO = {ASS,DIST,ALL,ALLID} qui est convergent. F et G ont pour domaine DOM.

Remarquons que cette méta-régle schématise aussi la famille infinie F’ qui

étend FALL’.

Nous pouvons aussi constater que, du point de vue d’une méta-complétion,

cette méta-régle "méta-réduit” la méta-régle qui schématise F’.

3.2. Schématisation de familles infinies de r:gles incluant des sélecteurs

L’extension des sélecteurs

Dans la premiére partie, nous n’utilisions que les sélecteurs 71” et

"22" et comme l’arité de ”[_]* était limitée a 2, les sélecteurs ne

pouvaient que s’appliquer & un couple. C’est pour cela que nous avons pu

introduire l’axiome ID
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[71,72] = id.

Pour étendre cet axiome, il faut pouvoir distinguer les sélecteurs selon

la taille du n-uplet auxquels ils s’appliquent.

R, B. KIEBURZ et G. S. GIVLER [Giv84] font aussi cette distinction. Les

sélecteurs sont alors notés:

1,2a1, ...,224,22 3
25 ee

et ona

3 . 2 571°:[2,3,4] = 2, mais 73°:(2,3,4] = ! et 727:{2,3,4] =!

C'est un moyen pour distinguer les n-uplets en FP et donc un début

d’introduction de la mation de type absente de ce langage.

Le famille infinie d’axiomes ID

[71",22",...,2n"] = id

peut maintenant @tre introduite dans l’ensemble A d’axiomes et nous

étendons les systémes de réécriture compte tenu de cette famille infinie

d’axiomes.

En particulier la régle ID

[717,27] => id

s’étend en une famille infinie de régles

(71,2, ..,n"] => id

qui est transformée par 6 en
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Car". ((2") cn],

Les structures et le domaine DOMS peuvent étre l'ensemble infini deg

termes clos:

1u?.92?, 213,227.23),

DOMS est décidable par:

2 a2” © Dows,71

x.(2i,2(441)") € DOMS si _E(x),74°) € DoMs

oU E(x) est une opération sur les Listes de sélecteurs qui décrémente de

l tous les exposants.

RO = {ASS}.

La méta-régle s’écrit alors

[1] => id, 1 @ pour domaine DOMS.

Les régles P3

210 [f,g) => fet

22.0 [f,g] => g SI (DEF o [Ff,9])

s’étendent dans la famille infinie de régles

21” o [fL,F2)...,fi,...,fm] => Fi SE (DEF 0 [f1,f2,...,fnl)

pour 1 et n entiers strictement positifs tels que iSn et n>l.

Intuitivement, nous allons, par méta-réécriture, suivre la liste

fl,f2,...,fn pour extraire fi,

Nous avons maintenant besoin d’une opération qui ajoute un terme 4 |

gauche d’une liste de termes, opération que nous notons ”°”, I) existe une
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bijection ) qui, appliquée & le famille ci-dessus, donne la suite infinie

ai" o [FLl(F2s... FSC... fm))] => Ft

Le squelette est alors:

at’ o [Fie],

Les structures se confondent avec les domaines et sont les entiers

strictement positifs pour la méta-variable I et les entiers supérieurs a 1

pour le méta-variable N.

Pour G, les structures sont les listes

gl, glig2, gli(gq2ig3), ...

RO = {VG} avec VG: xINIL => x,

La méta-variable G a pour domaine LG les listes de termes construites

avec l’opération ”'", LG est décidable, c'est Vensemble des termes définis

par

- NIL € LG

~ «iz €LG si x € T(S,V) et z € LG,

Nous introduisons aussi l’opération (-1) sur les entiers strictement

positifs.

Avec les méta-régles

(1) aN o [f7G] => 21-1) NY) [G] et

(2) aN 4 [F/G] => f SI (DEF o [FG]),

nous avons
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2h sup no [FLI(F2i...fm)] se>>>* (1)s=999(2) Fa

pour tous les couples d’entiers 1 et n strictenent positifs tels que iSn.

La régle Fe

Fe: trans o [¥f o [x,al,ag o [y,a]]

=> #[f o [21 0 22,72],g 0 [22 0 21,721] 0 [[x,y],al

s’étend en une famille infinie

trans o [#fl o [x,,e],#f2 0 [xp s@],..+,#fn 0 [x sal] =>

¥{f2 0 [727072",22"], F20f22"071", 22" J

pecesf a L7n%071", 2277]

6 (Lx) Xyseeeox, Tal.

Nous voulons, cette fois, examiner les listes de droite A gauche et nous

introduisons Jl’apération qui ajoute un élément a droite d’une liste que

hous notons "1", Une bijection 4’ donne, par exemple pour la suite des mem-

bres gauches:

trans o [(#fl o [xs]... t#fn-1 0 [x -L,a]):#fn 0 [x al].

Le squelette est

trans o [(#F o [X,a]l}(¥g 0 [y,al)].

Pour F et X, les structures sont

My XpiXoa (Xp 2X, 2X3, tae

RO contient les axiomes {VD,*,#NIL,DL,DLNIL} avec
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VD: NIL?x => x,

wer e(xty) => exiey, NIL: #NIL => NIL,

DL: xry o [ulv,h] => (x o [u,h])3(y o [u,h]) et

DLNIL: NIL o [NIL,h] => NIL.

Pour obtenir la suite (d) des membres droits, on introduit encore deux
k

opérations:

~ opération (que 1’on note L(x)) qui, appliquée A la liste x:

OTRIOCIRLEEL ST, seed x)

a pour résultat n+l et

~ une opération (que l’on note K(p,n)) ayant pour résultat :

)Cove C122 22" 07177) sp o71",

On met dans RO les axiomes

~ del

Lit LOWIL) 2 1,

L2: L(xty) => L(x) #1, et

- de K

Kis K(1,n) => 21071",

K2: K(pelyn) => K(pyn)? (2p 021"),

La méta-régle s’écrit

trans o [(#F o [X,al)°(¥a 0 [y,a])]

=> af (Fo [K(L(F)=1,L0F)),22¢°F)):

(ga Cant OP) gg hCF) ook (FD) ] o [[Xtyl,al.

Deuxiéme partie



4, Conclusion

Nous pouvons schématiser par des méta~régles les familles infinies de

régles des systémes de réécriture, extensions dans l’ensemble A (voir

l’annexe I) d’axiomes de la FP-algébre, des systémes de réécriture conver-

gents de l’annexe II, Nous obtenons ainsi les systémes de réécriture con-

vergents qui figurent dans l’annexe III.

La notion de systéme de réécriture, extension dans un ensemble infini

d’axiomes, nous permet uniquement de trouver, & partir des systémes de

réécriture convergents décrits dans l’annexe If et de l’ensemble infini

daxiomes défini dens l’annexe I, des systémes de réécriture infinis con-

vergents équivalents qui tiennent compte des ensembles infinis d’axiomes.

Si nous possédions une implémentation d’une procédure de méta-complétion

[Kir85], cette notion serait inutile,

Dans ce cas, il suffirait de savoir schématiser les familles infinies

d’axiames et on utiliserait la procédure de méta-complétion, das le départ,

avec comme données les méta-régles résultats de cette schématisation.

Contrairement a la schématisation des familles infinies de ragles

engendrées par des divergences de la procédure de Knuth-Bendix, trouver une

méta-régle pour schématiser des familles infinies de régles provenant des

famillles infinies d’axiomes de la fFP-algébre, rend nécessaire

lintroduction de nouveaux symboles.

s

Les nouvelles opérations 4 introduire pour Jes familles infinies de

régles dues a l’ensemble infini de symboles correspondant:
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@ 4 l’arité quelconque de "[_..._]” qui sont des opérations sur les

listes de termes tpatoreeeyt arguments de "[_..._]”. Nous avons introduit

les symboles ”.” (concaténation de deux listes),/” (adjonction d’un

élément A gauche), ":” (adjonction d’un élément a droite) et “NIL” (liste

vide).

Les listes byatyrererte sont mises en bijection avec les éléments du

domaine des méta-variables,

® 8 l’ensemble infini des sélecteurs

a pour n=1,2,...

qui sont des opérations sur les entiers 1,2,...

Les sélecteurs sont mis en bijection avec les entiers positifs stricts.
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FP-ALGEBRE TYPEE ET REECRITURE CONDITIONNELLE

La FP-algébre est formée d'axiomes conditionnels. Nous avons signalé ay

paragraphe 2 du chapitre 11 de la premiére partie comment un ensemble

d’équations conditionnelles permet cde définir une congruence syntaxique,

Deux termes sont égaux si l’on peut passer de l’un 4 l’autre par une chaine

de remplacements d’un égal par un égal, chaque remplacement n’étant permis

que si la précondition associée a l'axiome est vérifiée.

Nous avons associé aux axiomes conditionnels des régles de réécriture

conditionnelles que nous écrivons seus la forme

g => d SI p 00 la précondition p est un prédicat,

Pour pouvoir appliquer la régle g=>d, il faut que le prédicat p soit

vérifié,

La plupart de nos régles conditionnelles ont des préconditions de la

forme "DEF o t” ce qui signifie que l’applicatian ’t:x” de la fonction t a

tout objet x est différente de "!”. La fonction t code un programme qui se

termine, aussi, vérifier que t est défini, revient a vérifier que

l’expression fonctionnelle de t est bien formée, ce qui va nous conduire a

typer les expressions fonctionnelles.

Par ailleurs, il est utile, pour tenir compte de théories particuliéres,

de considérer des régles de la forme

m=n|-g=d,

régles que nous avons introduites au chapitre I] de la premiére partie.

68
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Dans ce cas, si A est l’ensemble des axiomes, vérifier l’égalité m an est

nécessaire pour appliquer la régle g => d. D’une fagon générale, une régle

conditionnelle r est formée de deux parties les prémisses prem(r) et la

conclusion g=>d, Ces régles sont done des régles conditionnelles.

Pour les régles conditionnelles, on doit définir une relation de

réécriture qui nécessite d’évaluer les prémisses prem(r) pour pouvoir

appliquer la conclusion g=>d. Si l’on ne donne pas de restrictions sur les

régles, on me sait pas décider si un terme est en forme normale. Le

probléme se pose ensuite de savoir décider de la confluence de ces systémes

de réécriture,

Dans la littérature, diverses restrictions sur les prémisses sont

proposées pour rendre la réécriture conditionelle décidable. Une premigre

approche ({Rem§2], (Rem84]) propose d’introduire une hiérachie entre les

régles,les prémisses étant évaluées au niveau le plus bas de la hiérarchie.

Une autre approche, moins restrictive, est "propoede par [Kap84]. Les

prémisses sant de la forme m=n et si on a un ordre de simplificetion (voir

premiére partie chapitre IIT) tel queg>d,g>metg>n, la recherche

d’une forme normale d’un terme est décidable.

Des solutions souvent partielles de procédures dérivées de la procédure

de Knuth-Bendix sont aussi proposées accompagnées de restrictions sur les

régles.

Nous allons regarder, si, pour chacune des formes de prémisses des

axiomes de la FP-algébre, la réécriture peut étre décidable. Ce chapitre ne

fait que préciser les problémes ouverts mais tout reste A faire dans ce

domaine.
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i. Régles a prémisses "DEF o t”: un probléme de contrdle de type.

Nous ne nous intéressons qu’a la classe des expressions définies, c’est

& dire des expressions e telles que "DEF o e”, La FP~algébre est en prin-

cipe non typée. Nous allons typer la FP-algébre afin d’étre en mesure de

décider qu’un terme est défini quand il est "bien typé”.

id. Définition des types pour une procédure de "type checking”

Nous allons définir la FP-algébre comme une algébre typée en associant

5

une "sorte” ou un type a chacun des symboles de la FP-algébre.

FUNC = {o, [__] yu PALL ye WHC) hi

%o” est une opération de profil F X F => F ot F désigne le type fonction et

X Wopération produit cartésien sur les types. Mais cette définition n’est

pas suffisament précise car elle n’indique pas que la coarité d’une fonc-

tion ast égale 4 l’arité de l’autre. Le type fonction est polymarphe. Nous

introduisons des variables de type que nous notons par des lettres grecques

a, B,... et décrivons le profil de "o” par

of f-->& X a--98 -> a--d8

Le polymorphisme des types est ici plus simple que celui que l'on trouve

dans les autres langages fonctionnels comme par exemple en ML [i178]. Les

fonctionnelles comme "0", ”ALL”,... ne s'appliquent qu’a des fonctions et

non a d’autres fonctionnelles. Nous distinguons le profil d’une fonction en
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le notant "~->" de celui de l’opération ”o” (qui est une fonctionnelle) en

le notant par ">", Le polymorphisme de "o” est limité, “o” ne permet pas

de composer des fonctionnelles en FP,

Le profil de *[__]” est :

{Li]s a-->B X End -> a X F-->B XS

et celui de "-> 3" est;

“>wn tlt a=->bool X a-«98 X a-->B => a-->8

a0 bool désigne te type booléen.

Le profil de "ALL” est: a~->8 -> S~->8

si S désigne le type séquence. Mais ce n’est pas assez précis, il est

nécessaire de désigner le type des éléments des séquences par une variable

de type qui fait du type séquence un type "paramétré” ou "“générique’ (ce

qui est encore un cas particulier de polymorphisme), Le profil de ALL est

alors

ALL: a~=>B => S(a)~~>8(B).

Le profil de *#" est

¥t a X Band -> a X S(B)-->5(E),

Qn peut définir ainsi le tyne des opérations de la FP-algahre.

b) Considérons les symboles des primitives

PRIM: {id,?1,2?2,last,tl,trans,distl,..,+,-,mult,...}
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Les primitives sont des fonctions, mais ce sont des "constantes” du point

de vue de la FP~algébre. Ce sont donc des "constantes (fonctionnelles)” 3

valeur de type fonction. Par exemple “id” engendre une fonction "a-->a”, ce

que l’on note:

id: => a++>a

On a (en se limitant aux deux sélecteurs 71 et 72)

Pli +> a X Be-da et

22: => a X Po=dB.

Pour les symboles des opérations sur les séquences, le profil "tl: «>

S(a)es>S(a)"” définit tl comme une fonction partielle. Nous préférons la

définir comme une opération totale sur le type des suites non vides que

nous notons ici SNV

tli +> SNV(a)~->S(a)

Le type SNV est une "sous-sorte” de S (SNV C 5).

On sait décrire le profil de last : ~> SNV(a)-->a

Gn peut faire de méme pour toutes les constantes de la FP-algébre. Par

exemple

1 => ENT X ENT~->ENT od ENT désigne le type des entiers naturels.

c) Cas particuter de la primitive trans

Le profil de trans est

trans: -> S({a)XS(B)-->5(aXp)
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mais ceci est insuffisant pour décider de Ja définition d’un terme car

“trans” doit s’appliquer a un couple de séquences de méme longueur.

"trans” est une opération partielle sur les couples de séquences mais

l’expressian de la sous-sorte des couples de séquences de méme longueur

s'exprime par une condition (c’est dans le langage 0832 ([Fut84]

l’expression d’une contrainte de type).

trans: -> SE(a,B)-~>S(aXB) ob SE désigne le type cauple de séquences de

méme longueur, On a SECS X S,

SE est défini par la contrainte sur “trans”: trans o [a,b] SI lengtho a

= length ob. “length” est une primitive donnant la longueur d'une séquence

et il faut alors inclure les axiomes de length dans le FP-algébre.

d) Cas des fonctions constantes

Nous avions naté CONST l’ensemble des fonctions constantes résultats de

application de "_”, On a par exemple

2°: > a-DENT

On sait ainsi décrire le type d’un élément quelconque de CONST.

Nous avons ainsi fortement typé la FP-algébre qui devient ainsi une

algébre multi-sortes. On a, de plus, (sur le modéle des spécifications de

types proposées pour OBJ [Fut@4] et [Gog85]) affecté un ordre partiel entre

les types. La FP-algébre ainsi typée est une algébre multi-sortes

ordonnée.
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1.2. Systemes de réécriture de régles a prémisses "t est bien formé”

La décision "t est bien formé” peut se faire avec un algorithme conven.

able de cantréle de type (type checking). Des algorithmes de type-checking

ont été prévus pour l’implémentation du langage ML [Mil78]. Une procédure

décidant si un terme est "bien formé” a pour donnée la déclaration des

types de tous les symboles et doit aussi savoir vérifier si ces

déclarations sont consistantes. Elle s’applique A des algébres dites

"multi-sortes” avec en plus des symbales ayant leur type défini avec des

variables, qu’on appelle des types "polymorphes”.

Notons que, si on ajoute la contrainte de type apportée par les sous-

types, au prédicat "t est bien formé’, cela est équivalent a "t est

défini”, On peut considérer "t est bien formé” comme prémisse dans un

systéme de réécriture conditionnel. La vérification de la prémisse "t est

bien formé” est faite par une procédure de contréle de type.

Tl east plus judicieux d’utiliser une approche différente qui est

réalisée pour le langage 0B ([Fut@4],[Gog85]). Les inclusions de type sCs’

sont traduites par une opération dite de coercion Gs cay de profil s->s’. On

ajoute & l’ensemble des axiomes les axiomes dQs aux coercions qui assurent

que l’opération c_ _, est transitive et que l’inclusion des types est tran-
,8,8

sitive. Quand on obtient, par inclusion des types, une opération, par exem-

ple "+", définie pour les deux types s et s’ tels que sCs’, on ajoute une

Equation "de morphisme” pour indiquer que le résultat est le méme pour s et

s’,

(y)sc (x+y)X)+'?o(x) a
s,s’ s,s’
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(+ note l’opération du type s et +’ celle du type s’). Ceci permet de tra-

duire l’algébre typée dans un ensemble d’axiomes classiques. Si A est

l'ensemble des équations de l’algébre multi-sortes ordonnées, on obtient

une traduction A* de A en ajoutant & A les équations apportées par les

caercions. Tl y a équivalence entre la classe des algébres multi-sortes

ordonnées validant A et la classe des algébres classiques validant AY. IL

faut traduire les opérations (comme +) qui sont "surchargées” par

l’inclusion des types par plusieurs opérations dans A* (comme + et +’). On

choisit L’opération de plus petite coarité telle que l’expression résultat

soit bien formée, On peut alors appliquer ume procédure de Knuth-Bendix a

: %
l’ensemble d’axiomes A.

$1 nous utilisons cette approche pour notre FP-algébre typée, cela

revient a supprimer les prémisses "t est bien formé” par la description des

types des opérations.

2. Systemes de réécriture conditionnels

Nous considérons maintenant les régles qui ont des prémisses autres que

le prédicat “p est bien formé”’, Il nous reste deux formes de régles

@(1) g => d SI length o x = length o y od x et y € V(qg)

qui proviennent de la contrainte de type définissant SE type couple de

séquences de méme Lonqueur.

@(2) g=>d StI po [x,a]l of p,x,a € ¥(g)

qui sont des régles sur "WH(p,f) o [x,a]”.
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L’apprache propasée par [Rem82] traite les prémisses de la forme

"précondition” comme celle de la raégle (2). Mais les conditions sont trop

restrictives: les prémisses doivent pouvoir &tre évaluées dans le systéme &

la base de la hiérarchie (qui contient les axiomes des booléens) ce qui

oblige 4 limiter les substitutions dans les prémisses par des termes

éléments de cette algébre de base. Or les variables situées dans les

prémisses citées ci-dessus doivent pouvoir @tre substituées par des FP.

termes,

L’ approche proposée par [Kap84] est directement utilisable pour le cas

des régles de la forme (1).

Elle exige:

a) des prémisses de la forme uy = Yy & Uy = Vy ku & u, eV La régle

(1) a des prémisses de cette forme (mais ce n’est pas exactement le cas de

la régle (2)).

b) un ordre de simplification qui permet de conclure que g>d et g>m et

gon paur une régle g=>d SI men. Le probléme ne vient pas des conditions g>

moug>n. Mais il est essentiel de trouver un ordre de simplification

pour prouver g > d or l’ordre que nous utilisons pour prouver la ter-

minaison de nos systémes de réécriture (voir le chapitre 1 de la deuxiéme

partie) n’est pas un ordre de simplification et pour pouvoir utiliser

l’approche de [Kap84] pour les régles de la forme (1), il faudrait @tre en

mesure d’orienter nos axiomes dans l’ordre qui nous convient (pour le

suppression des séquences intermédiaires) avec un ordre de simplification,

ce que l’on peut espérer pouvoir faire en utilisant résultats futurs de

[Gnag5].
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3, Ragles de la forme m= 9 |~g => d

@ Nous considérons les deux régles Rl et R2 que nous avons définies pour

des théories particuliéres au chapitre II de la premiére partie.

Rl: PA(g,f) [- ALL go (distl o [x,#f 0 [x,a]]) = *f o [g 0 [x,z],a]

avec PA(g,f}: g o [a,f o ([b,c]] = f o [g o [a,b],c] pour tout a,b,c.

R2: PB(g,f) |- ALL go (trans o [¥f 0 [x,a],4f o [y,b]])

= ¥f o [go [x,y],ALL g o (trans o [a,b])]

avec PB(g,f): ga [fF o [x,y],f o [a,b]] = f o [g o {x,al,g 0 [y,b]] pour
tout x,y,a,b.

Les axiomes Rl et R2 sont de la forme

(pour tout z, P(x,y,z)) [+ g(x,y) = d(x,y)

od P(x,y,z) est une équation 'm(x,y,z) = n(x,y,z)" (Pour plus de clarté,

mous avons ici noté les ensembles de variables des termes g, d et P entre

.

parenthéses A coté du terme).

Tl est possible de traiter ces régles avec l’approche de S. Kaplan, En

effet, prouver que, pour une substitution o,

pour tout z, m(ox,o(y),z) = n(a(x),a(y),z)

équivaut a prouver que

m(a(x),a(y),z) = n(o(x),oly),z)

en considérant z comme une constante (c’est A dire que z n’est pas substi-

tuable). Rl et R2 peuvent donc étre traitées comme de simples régles condi-

tionnelles,
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@ Régle RI

R31 PC(g,f,h,s) |- go [last o (#f o [x,iota o n]),s on]

= last o (*h o [go [x,1°],ALL s 0 (iota o n)J)

avec PC(g,f,hys): go [fo [x,i],s 0 i] = ho [g 0 [x,i],s 0 i) pour tout
Xd,

La régle R3 est de la forme

(pour tout z, P(x,y,2z)) [+ g(x) = gly)

o0 P(x,y,z) est une équation m(x,z) = n(y,z).

Tl s’agit, si la régle est orientée de gauche a droite, de trouver une

substitution $ telle que "m(c(x),z) = n(g(y),z)" pour une substitution o de

damaine x, Autrement dit de résoudre l’équation "m(o(x),z) = aly,z)” pour

la variable y. Cette résolution d’équation permet de trouver la substitu-

tion $ly) et donc d’avoir des régles de réécriture qui ont dans leur membre

gauche des variables qui ne figurent pas dans le membre droit. Les systémes

de réécriture conditionnels n’acceptent pas encore d’intégrer des

résolutions d’équations au niveau des prémisses, C’est un probléme ouvert

intéressant 4 résoudre (il se pose aussi en programmation logique}.

Conclusion

Nous n’avons donné ici que quelques idées. Une grande partie du travail

reste A faire.

Les prémisses de la forme "DEF o p” peuvent se ramener a un contréle de

type, Mais il faut avoir une procédure de "type checking” pour une algébre

a types Yordonnés” incluant le polymorphisme. Notons alors que, ce faisant,

nous introduisons les notions de type qui n’existent pas en FP. Nous
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voulons utiliser une approche semblable A celle proposée pour le contréle

de type dans le langage ML [Mil78] plutét que celle qui est proposée pour

le contréle des types en FP [Gut8l].

Nous pensons d’ailleurs qu’il est préférable de transformer une

spécification de l’algébre FP typée dans une algébre "non ambique” qui per-

mette de supprimer les prémisses "DEF o p” qui s’apparentent 4 un contréle

de type comme cela est prévu pour le langage OBJ [Futs4].

Pour les systémes de réécriture conditionnels, nous nous proposons

dessayer d’utiliser les résultats de [Kap84], ce qui nous permet d’inclure

les régles Rl et R2 du chapitre II de la premiére partie.
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CONCLUSION

Nous allons résumer la ligne directrice de ce travail et rappeler quels

sont les problémes ouverts et les prolongements que nous pouvons envisager,

Quand on effectue une transformation de programmes, c’est toujours dans

un certain but, par exemple supprimer la récursivité. Le nétre est

d’éliminer, dans les programmes itératifs, les séquences intermédiaires

inutiles (Ces séquences intermédiaires sont engendrées par les calculs

d’une machine de type Von Neumann).

Nous considérons que la transformation d’un programme est le résultat de

la réécriture d’une expression fonctionnelle codant ce programme.

Définir le systéwe de transformation revient alors a

1) Défindr une algébre F des fonctions qui codent une classe de programmes

(dans notre cas, les programmes itératifs, sachant que nous nous restreig-

nang & l'étude de ceux qui se terminent). Nous avons résalu ce probléme

Simplement en codant les programmes dans le langage FP et nous travaillons

dans le cadre d’une FP-algébre,

2) Définir un ensemble A d’équations validées par F tel que la congruence

syntaxique engendrée par la A-égalité donne des classes d’équivalences qui

contiennent chacunes un élément qui soit le résultat voulu comme transformé

de tous les termes de Ja classe.

Dans notre cas, cet élément doit engendrer le nombre minimum de

séquences intermédiaires. Pour cela, il suffit d’inclure dans 1’ ensemble

d’axiomes A tous les axiomes qui concernent les compositions des fonctions

80
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a arguments ou/et a résultats séquences.

3) Trouver un systdéme de réécriture R qui satisfasse aux deux critéres

suivants:

x

a) R doit étre "équivalent” 4 l’ensemble d’axiomes A, c’est-d-dire que

deux expressions sont A-égales si elles ont la méme forme normale. Pour

cela, le systéme de réécriture R doit étre convergent.

b) La forme normale d’un terme t doit engendrer un minimum de séquences

intermédiaires,

Le critére a est satisfait si R est le résultat d’une procédure de

Knuth-Bendix appliquée 4 l’ensemble d’axiomes A. Le critére b est satifait

si l’orientation des régles coincide avec l’ordre qui permet d’éliminer des

séquences intermédiaires.

Le problémwe devient alors plus difficile.

Sur le plan pratique, nous sommes limités par les restrictions impasées

par les implémentations de la procédure de Knuth-Bendix. Par exemple, nous

utilisons une version simple qui n’accepte pas la réécriture modulo un

ensemble d’équations ce qui naus interdit d’inclure les axiomes permuta-

tifs,

Mais la difficulté fondamentale est que nous voulons une orientation

précise des @quations en des régles de réécriture ii éliminent des

séquences intermédiaires et que cette orientation ne coincide pas avec les

ardres implémentés dans la procédure pour orienter les régles. Aussi quand

nous abtenons un systéme de réécriture, nous ne sommes assurés que de sa
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confluence locale et nous devons prouver que le systéme est noethérien,

Nous avons pu constater que nous ne savions pas prouver cette propriété

d’une maniére satisfaisante.

Nous nous heurtons aussi & la principale difficulté d'utilisation d*une

procédure de Knuth-Bendix, La procédure n’est pas toujours capable

d’engendrer en un nombre fini d’étapes un systéme ayant la propriété de

confluence locale. Nous avons pu constater les divergences de la procédure

provoquées par certains de nos axiomes. Théoriquement, la procédure de

Knuth-Bendix engendre, dans ce cas, un systéme infini de régles qui a la

propriété de confluence locale. Nous avons envisagé la possibilité

d’utiliser un systéme de méta-réécriture qui soit équivalent a un systéme

de réécriture contenant des familles infinies de régles.

Sur le plan théorique, nous rencontrons d’autres difficultés. Notre

FP-algébre valide des axiomes conditionnels et les systémes de réécriture

conditionnels sont d'utilisation limitée par le probléme de la décidabilité

de la réécriture conditionnelle. Nous pauvons cependant mettre a part les

axiomes qui ne concernent que des fonctions d’un certain profil. Si nous

considérons une algébre FP typée, ces conditions tombent. On est ramené au

probléme de la traduction de cette algébre typée dans une algébre classique

qui tienne compte des axiomes ajoutés par les coercions de type. Il nous

semble que les quelques axiomes conditionnels qui restent peuvent étre

traités par l’approche développée par S.Kaplan.

Notre travail montre que cette démarche n’est pas utopique.

Pour construire un systéme de réécriture capable d’effectuer les

transformations de nos programmes codés en FP, nous avons utilisé la
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procédure de Knuth-Bendix implémentée dans la version 2.1 du systéme REVE,

Nous avons dQ orienter les régles avec l’option ’manuel”; la procédure

oriente alors les régles selon 1’ordre indiqué par l’utilisateur. Nous

utilisons diverses stratégies d’ orientation des régles et de "rejet” des

palres critiques non valides pour tenir compte des problémes de définition

(qui sont des problémes de type) des expressions.

Nous avons ainsi construit des systémes de réécritures par inclusions

successives d’ensembles d’axiomes qui concernent, les fonctionnelles de

base, les primitives sur les séquences, puis les fonctionnelles "ALL", %»”

et enfin "WH", Nous obtenons des systémes croissants (pour 1’ordre

d’inclusion) de réécriture convergents, Les axiomes que nous n’avons pu

inclure provoquent des divergences de la procédure.

Le systéme de réécriture obtenu normalise les expressions codant les pro-

grammes 6n supprimant les séquences intermédiaires et donnent les mémes

résultats qu’un systéme de transformation qui fusionne et compose les

itérations,

Tl est aussi intéressant de laisser diverger la procédure et de pouvoir

alors engendrer des régles qui améliorent les résultats obtenus.

Tl est évident que, pour obtenir ces seuls résultats, il aurait été plus

Simple de construire directement un systéme classique de transformation,

Mais un aspect intéressant de notre travail est de montrer la possibilité

d’utiliser les techniques de réécriture 4 partir de l’algébre de fonctions

pour la transformation des programmes.

Les prolongesents que nous envisageons sont liés, d’une part, au
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développement des techniques de réécriture.

Nous envisageons de suivre l’évolution du systéme REVE et d’utiliser les

nouvelles possibilités qui seront offertes par la version REVE 3 qui

accepte la réécriture modulo une théorie équationnelle.

Nous entrevayons des possibilités nouvelles pour faciliter les preuves

de terminaison, par exemple en utilisant un logiciel intégré dans la ver-

sion REVE 2.2 qui accepte d’orienter les régle avec une interprétation

polynomiale donnée.

Nous pouvans envisager d’améliorer nos résultats actuels avec une

implémentation de la méta-réécriture.

Nous devons aussi pouvoir essayer prochainement l’approche de S. Kaplan

(dont une implémentation est en cours) pour les systémes de réécriture con-

ditionnels,

Mais, d’autre part, nous sommes aussi trés intéressés par les régles sur

Vitérateur ”#” liées au théories particuliéres (sur les entiers, les

tableaux,...) dont nous avons donné un apergu au chapitre II de la premiére

partie. Ces régles correspondent a des théorémes pUissants sur

l’équivalence des programmes itératifs et mériteraient une étude plus

approfondie (travail qui est envisagé par ((Kie@l], [Jay83]) pour la

transformation des définitions FP récursives).

Par ailleurs, il serait intéressant d’essayer d’obtenir un systéme de

réécriture capable de transformer les programmes (itératifs) pour augmenter

les possibilités de calculs "en paralléle”, c’est-d-dire d’entreprendre une

étude similaire pour les programmes paralléles.
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ANNEXE I: ENSEMBLE D’AXIOMES DE LA FP-ALGEBRE ; Tr (pedusy) =>Fig = p ~>(x->F3q)5(y->F 3g)

TRUE? T=>fyg =

Nous considérons ]’emsemble d’axiomes A suivant:

FALSE: F =>f3g = g

1, Axiomes de base 
PPX: p~>psx = p=>T yx

PXPs p=>x3p % pox F

El: (Fog) oh=fo (gah)

E2: [f1,f2,...,fn] oh = [fl a hyf2 oh,...,fn oh] 3+ Axdomes sur ALL”

E3: DEF oy i: x o y=ux

ALLALL: ALL f o ALL g = ALL (fF a g)
Pl: ido f a nm

FALL: trans o [ALL FL,ALL f2,...,ALLFn] = ALL[f1,f2,...,fnl
P2: fo id u +

HALL: DEF o ALL f +: hd o ALL f = f o hd

P3: DEF o [f1,f2,...,fn] :: ?i o [f1,f2,...,fi,...,fn] = fi

LALL: DEF o ALL f +: last o ALL f = fo last

2. Axiomes sur "_->_;_”
TLALL: DEF o ALL f +: tl o ALL f = ALL fo tl"

ALLID: ALL id = 4dit

COND1: (p->f3g) ah = (p o h)->(f a h)3(g a h)

| | ALLVID: ALL Fo OT 2
COND2: h o (p->f3g) = p ->(h o F)3(h 0 g)

ALLCONS: cons o [f o x,ALL f o a] = ALL Ff o (cons o [x,al)
| COND3: p->(p->f3g)sh = p->fjh

| | ALLAPP: append o [ALL fo a, ALL fo h] = All fon (anpend o [a,b])
COND4: p->f;(p->q;h) = p->fsh

ALL?iTRANS: DEF o (trans g [al,a2,...,an]) :

CONDS: Chi, ...,hi-1,(p->F5q) shi#l,...,hn] ALL7i o (trans o [al,a2,...,ai,...,an]) = ai
= pr soos hiel, fy hi sany $ eve shi-lig,hitl,...,h .po>thl,... hind, Fyhitl,...,hn];Chl,...shi-1,gyhi nl ALLDISTL: ALLIf 0 1,9 0 22] 0 (distl o [x,al) = distl o [f 0 x,ALL go al

Ci p->(q->F3g)5(q->xsy) = g->(p->F3x)5(p-rgsy)



4. Axtomes sur %%”

#ALL: #f o [x,ALL g oh] = #(f 0 [21,9 0 22)) 0 [x,h]

4.1. Famille des fusions et compositions

Fe: trans o [#fl o [x,,a] ,#f2 a [xpsa],.+.,#fn 0 (x ,a]]

= #{fl o [71071,72],f2 o [22071,22],...,fn o [7n071, 721]

0 [Lx] sxXpyeee 9X Tal

F: trans a [...,

#Fio [xi,a],...,ALL fj o (afk o [xsal)

rees#fl o (x) ,t1 0 (#fm o [x,al)],

ve kfk oO [xp 28], 00s ,4fm Q [x als...

ee]

2 ¥ficcy Flo [74071,72],

sory fj o (fk o [7k071,22]),

seeyfl oa [2l071, fm o [%mo?1,22}1,

ees fk 0 (2k071,22],...,f1 0 [21071,272],...]

o[ [issyXtyeeey fj 0 XpreeeXpreeakpree keg ree] , al

4.2. Axiomes avec les primitives

Hw: DEF a (#f oa [x,al) ts hd a (ef o [x,a]) = x

TLe: DEF o (tl o a) ti: tl o (#f o [x,a]) = ¥f o [f o [x,hd 0 al,tl o al

#VID: xf o [x,<>°] = cons o [x,<>7]

#CONS: cons o (z,#f o [fo [z,x],a]] = *f o [z,cons 0 [x,al]

TLe?1: tl o #71 = ALL?1 o distl

#72: ¥72 = cons

#APP; append o [fo [x,a],tl o (#f o [last o (#f o [x,a]}),b])]

= ¥f o [x,append o [a,b})

2. Axdomes sur “WH”

3.1. Compositions

WHALL: WH(p,f) o (x,ALL g o h]

= WH(p o [71,9 0 22],f 0 [?1,qg 0 72]) o [x,a]

ALLWH: trans o [ALL g o (WH(p,f) o {x,h]),WH(p,f) o (x,h]]

« WH(p o [72071,22],f9 0 f,f] 0 [72071,72]) o [{g 0 x,x],h]

ALLWHS: trans o [WH(p,f) o [x,h],ALL g 0 (WH(p,f) o [x,h])]

= WH(p o [71071,22],[f,g 0 f}] o [71071,22]) o [[x,g 0 x],h]

HH: trans o [¥f o [x,tl o (WH(p,g) o [y,h])],WH(p,g) o Ly,h]]

= WH(p o [22071,22],[f,72] 0 [?1021,g o [72071,72]} o [[x,y],h]

#WHS: trans o [WH(p,q) 0 [y,h],#f o [x,tl o (WH(p,f) o [y,h})]]

= WH(p o [21071,72],[72,f] 0 [?2071,g o [71071,721]) o Efy,x],b]



WHe et WHxS: WH(p,f) o [x,tl o (#g o [y,h])]

ALL?1

o ( WH(p o [?1071,g 0 [72071,72]],[f,22] 0 [2l0?1,g o [22071,22]])

o [fx,y],h})

ALL?2

o ( WH(p o [72071,g © [71071,72]],[72,f] o [72071,g o [71071,72]])

o [ly,x],h] )

WHWH et WHWHS: = WH(p,f) o {x,tl 0 (WH(q,g) o [y,h])]

= ALL?L o WH((q o [72071,72])

~> ((p a (?2071,g 0 (72071, 22] ])-9T 3F DSF

rLF,72] 0 [71071,g 0 [72071,72]]) o E{x,y],h]

« ALL?2 o WH((q o [71072,22])

=> ((p a [72071,g o [71071,22]])->T 3F gE

,[22,f] 0 [72071,g o [21071,72]]) o {[y,x],h

5.2. Cas particulier de "p o 72”

WHPART: DEF o (WH(p o 72,72) a [y,a]l) 3:

#fo [x,tl 0 (WH(p o 72,72) o [y,al]) = WH(p o 72,f) o [x,a]

5.3. Axiomes avec les primitives

HWH: DEF o (WH(p,f) o [x,a]l) :: hd o (WH(p,f) o [x,a]) = x

TLHH: (po [x,hd o al) ss th o CWH(p,f) o [x,a])

= WH(p,f) o [f o [x,hd o aj,tl o a)

WHVID: WH(p,f) a [x,<> ] = cons o [x,<>7]

= WH(p,f) o [z,cons o [x,a]]

6 Axdomes sur les primitives sur les séquences

Axiome "last” et "tl"

LTL: DEF o (last o tl) :: last o tl = last

Sut “trans”

HTRANS: DEF o (trans o [al,...,an]) :

hd o (trans o [al,...,an]) = [hd o al,...,hd o an]

LTRANS: DEF o (trans o [al,...,an] ::

last o (trans o [al,...,an]) = [last 0 al,...,last o an]

TUTRANS: tl o (trans o [al,...,an]) = trans o [tl 0 al,...,tl 0 an]

TCONS: trans o [cons o [x,,al],...,cons 0 (x, »an}]

= cons o ({x)s.+..x)], trans o [al,...,an]}]

TVID: TRANS o [<>7,...,<2°>] 2 OF

HDISTL: hd o (distl o [x,a]) = [x,hd 0 a]

LDISTL: last o (distl o [x,a]}) = [x,last o a]

TLDISTL: tl o (distl o [x,a]) = distin {[x,tl o al

TDISTL: trans o [ALL?1 0 (distl o [x,a]),a] = distl o [x,a]

DCONS: distl o [x,cons o [y,a]] = cons o [[x,y],distl o [x,a]]



DVID: DEF o x +: distl o [x,<>°] = ©”

Sur Yoong”

HCONS: DEF o (cons o [x,a]) :: hd @ (cons o [x,a]) = x

TLCONS: DEF o (cons o [x,a]) :: tl o (cons o [x,e]) = 8

LCONS: (DEF o x) & (DEF o (last o a)) ::

last o (cons o [x,a]) = last oa

CONS: DEF o (tl o a) t: cons o [hd o a,tloal sa

LCVID: last o (cons o [x,<>]) = x

Sur Yappen 8

HAPP: (DEF o (append o [a,b])) & (DEF o (hd a a)) ¢:

hd o (append o [a,b]) = hdoa

TLAPPs DEF o (tl o a) :: tl @ (append o [a,b]) = append o [tl o a,b]

LAPP: (DEF o (append o [a,b])) & (DEF o (last o b)) 3:

last o (append o [a,b]) = last ob

APPCONS: append o [cons o [x,a],b] = cons o [x,append o [a,b]]

APPVID: DEF a (append o [<> ,a]) :: append o [<> ,a] = a

APPVIDS: DEF o (append o [a,<>"]) :: append o [a,<>°] = a

APPASS: append o [append o [a,b],c] = append u (a,append o [c,d]

APPDISTL: distl o [x,append o [a,b]]

= append o [distl o [x,a],distl o [x,b]]

li

APPTRANS: DEF o [trans o [al,a2,...,an],trans o [bl,b2,...,bn]] :

append o [trans o [al,a2,...,an],trans o [bl,b2,...,bn]]

= trans o [append o [al,bl],append o [a2,b2],...,append o [an,bn]]}

Sur "lota”

HIOTA: DEF o dota :: hd o iota = 1”

LIOTA: DEF o iota :: last o iota = id

ALL¥IOTA: ALL(last o (¥f o [go x ,total)) o iote

= tl o (#f 0 [ga x ,iotal)

Th¥tIOTA: tl o (#(+ 0 [71,1°]) 0 [0° ,iota]) = iota

APPIOTA: ( (DEF o (- o [n,p])) & (DEF o (iota o p)) ) :

append o [iota o p,

tl o (#(+ 6 [71,1°]) 0 [p,iota o (+ 0 [1,- 0 [n,p]])]]

s lotaon

ALL¥IOTA ALL(+ 0 [1°,id]) 0 fota = tl o (iota o (+ 9 [1 ,id]))}

Nous citons ici umiquement les axiomes utilisés pour les exemples

présentés au cours de cette thése.

Axiomes de la structure de groupe de ”+”

PLUSO: DEF o (+ 0 [x,0°]} 1: +0 [x,0 ] = x

PLUSASS: + o [a,+ 0 [b,c]] = +0 [+ 0 [a,b],c]

PLUSCOM: + 0 [a,b] = +0 [b,a]



MOINS: + o [a, ~ o [0 ,b]] = - o [a,b]

IMOINS: DEF o (~ 0 [a,a]) :: - o [a,a] = 0”

Axtomes de la structure de groupe de “mult” dans les reels

MULTI: DEF o (mult o [x,17]) +: mult o [x,i7]} =x

MULTASS: mult o [a,mult o (b,c]] = mult o [mult o [a,b],c]

MULTCOM: mult o [a,b] = mult o [b,a]

DIV/: mult o [a, /o [1",b]] = / 0 [a,b]

IDIV/1 DEF o (/ o [aya)) t: Zo [aya] = 1

"9" glément absorbant de “mult”

MULTO! mult o [0°,a] = 0”
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ret
ANNEXE IT : LES SYSTEMES DE REECRITURE CONVERGENTS

En utilisant REVE, nous avons isolé les systémes de réécriture conver-

gents suivants:

i. Avec les axiomes El et £2

Se eee

+ SELE2 a (LR)O[_]

Se EIR SEITE IEEE EIR IE UE IE Te EE EE

+

+ El: (fog) ah => fo (g oh) +e eetete+

+ £2: [Fg] oh => [f 0 hyg oh]
+

See bedded

He Ebbert beet

+ S-REV-E1E2 [__]>0(RL) +

Se ESET ESE TRIE EE EEE EEE EH +

+ +

+ El: fo (g oh) = (Fog)oh+

+ +

+ £2: [Foh,gohl = [f,gl oh +
+ 

+

SAE E hte ete

Avec les axiomes de base

13



eee br hed bibdate bebe % %
+ S-BASE o(LR)>[__] + + o(LR)>{[_],id,-,1,L} +

SE HEE HEHHE HEISE EHHBHEB HEEB HEEEIEEEERE + * {trans,dist1}> cons > append +A 4 + tl>{trans,cons,distl, append} +

+ S-E1E2 et + oa S=PRIMITIVE +
% + + SUIT HIU HEHEHE EEE IEEE HERI EEHHE EEE BEEE +

+ NH + ai +
o + + 5S-BASE et +

+ E3: x” oy => x” SE (DEF o y) + a +
+ + Ht RHR EEEH 

+

+ Pl: idof => f + + +
+ : + LTL: last o tl => last SI (DEF o (last o t1)) +

+ P2: foided f + + +
z + *# LTL’: last o (tl oh) => last oh SI (DEF o (last o (tl o h))) +

+ P31: 7Lo [fg] => FSI (DEF oe [f,g]) + * 
*+ ? 5 5 + LIST: L(x) a y => L(x ay) +

+ P3,: 220 [f,g] => g SI (DEF o[f,gl) + - 7, 2 one z ; + HLIST: hd 0 L(x) => x +
sede eed bebe ebb * +

+ LOVID: last o L(x) => x +
+ . +

+ TLLIST: tl o L(x) => <> SI (DEF o x) +
3. Avec les exiomes sur les primitives sur les séquences + :“ ~~ —— —— , + HTRANS: hd o (trans o [a,b]) => [hd 0 a,hd 0 6] +

+ +

+ SI (DEF o (trans o [a,b])) +
on introduit un nouveau symbole "L” défini par + +

+ LTRANS: last o (trans o [a,b]) => {last o a,last o 6] +

+ +
L(x) = cons o [x,<>7] + SI (DEF o (trans o [a,b])) +

+ +

+ TLTRANS: tl o (trans o [a,b]) => trans o [tl o a,tl o 6] +

qui supprime le symbole "cons”. + +q y 
+ TLIST: trans o [L(x),L(y)] => L¢L[x,y]) +
+ +

+ HDISTL: hd o (distil o [x,a]) => [x,hd 0 a] +
+ +

+ LDISTL: last o (distl o [x,a]) => [x,last o al +

+ +

+ TLDISTL: tl o (distl o (x,a]) => distl o [x,tl o a] +

+ +

+ DLIST: distl o [x,L(y)] => L([x,y]) +
+ +

+ TVID: trans o [<> ,0°] => oO” +
+ +

+ DVID: distl o [x,<>"] => <>” SI (DEF o x) +
* +

+ HIOTA: hd o iota => 1” SI (DEF o iota) +
+ +

+ HIOTA’: hd o (iota on) => 2°” SI (DEF o (iota o n)) +
+ +

+ LIOTA: last o iota => id SI (DEF o iota) +



LIOTA’: last o (iota on) => n SI (DEF o (iota o n))

HAPP: hd o (append o [a,b]) => hd o a

SI ((DEF o (hd o a)) & (DEF o (append o [a,b])))

LAPP; last o (append o [a,b]) => last ob

SI ((DEF o (last o b)) & (DEF o (append o [a,b])))

DEFCONS: cans o [x,a] => append o [L(x),a]

APPASS;: append o [append o [a,b],c] => append o [a,append o [b,c]]

APPDISTL: distl o [x,append o [a,b]]

=> append o {distl o [x,e],distl o [x,b]]

APPTRANS: trans o [append o [a,6],append o [c,d]]

=> append o [trans o [a,c],trans o [b,d]]

SI (DEF o [trans 0 [a,c],trans o [b,d]])

+

+

+

+

+

+

>

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

~

+

+

+

+

+

+

+ APPVID: append o [a,<> ] => a SI (DEF o (append o [a,<> })
+

+ APPVIDS: append o [<> ,al => a SI (DEF o (append o [<> ,a])
+

PEEP EEE REE EEE EEE tte bbb tbh b bbb tet tbe bbbbhthteettbbttt bette

thE rr EEE HE ree HEHEHE EHS
REMARQUE

Le systéme S-PRIMITIVE est localement-confluent sans la régle APPTRANS.

Avec la régle APPTRANS, la procédure REVE se termine si on rejette les

paires critiques issues des superpositions avec la régle APPASS que REVE

réduit en des équations qui ne sont pas valides car REVE ne tient pas

compte de la précondition de la régle APPTRANS (voir le chapitre III de la

premiére partie),

Les paires critiques entre les deux régles APPTRANS et APPASS engendrent
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une famille infinie de régles qui peuvent se schématiser par la méta-régle

suivante (voir le chapitre II de la deuxiéme partie):

trans o [append o [A,8],append o [C,D]]

=> append o [trans o [A,C],trans o [8,0]]

Le domaine des méta~variables A, 8B, C et D, est l'ensemble des termes en

forme normale pour la régle APPASS.

Si l’on considdre §-PRIMITIVE comme un méta-systéme de réécriture, ot la

régle APPTRANS est remplacée par la méta-régle APPTRANS, S-PRIMITIVE est

convergent,

4. Avec les axiomes de “ALL”



+ orientation manuelle:; S-ALL +
+ JA HE IIIS IIB HEHEHE GHEE IGE 4
+

+ S=PRIMITIVE et
+

SABHA MEEEAY

ALLALL: ALL f 0 ALL g => ALL(F a g)

ALLALL?: ALL f 0 (ALL g oh) => ALL(f og) of

HALL: hd o ALL f => f o hd SI (DEF o ALL f)

HALL’: hd o (ALL f oh) => fo (hd oh) SI (DEF o (ALL f o h))

LALL: last o ALL f => f o last SI (DEF o ALL Ff)

LALL’: last o (ALL f oh) => fo (last oh) SI (DEF o (last o h))

TLALL: tl o ALL f => ALL fo tl SI (DEF o ALL f)

TLALL': tl o (ALL f a h) => ALL f 0 (tl 0 h)

SI (DEF o (ALL f o h))

ALLID: ALL id => id

ALLLIST: ALL f o L(x) => L(f ao x)

ALLAPP: ALL f a (append o [a,b]) => append o [ALL f 0 a,ALL fo b]

ALLVIO: ALL f a <> => <>”

FALL: trans o [ALL f,ALL g} => ALL[f,9]

FALL’: trans o [ALL f o h,ALL g oh] => ALLIf,g] oh

FALLg: trans o [ALL f,id} => ALL[f,id]

FALLd: trans o [id,ALL g] => ALL[id,g]

FALL’g: trans o [ALL f o hyh] => ALL[f,id] of

FALL’d: trans o [h,ALL f o A] => ALL[id,fl oh

TALL: trans o [a,a] => ALL[id,id] o a

TDISTL: trans o [ALL?L o (distl o [x,a]),a] => distl o [x,a]a A a SS SS SS SS +r er eee eee HEHE HH HHH He Hee HF He He Hee eer rer rrr vr rrr ere
Se ete ae abet bbb bbe

REMARQUE

Pour obtenir le systéme S-#%, nous utilisons un sous-ensemble de
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régles

de S-ALL qui forme encore un systéme de réécriture convergent et que nous

appelons S-ALLL. On a

S~ALL1 = S-ALL - ({LTRANS, TLTRANS} U

{ALLID,ALLLIST, ALLAPP,ALLVID,FALLg,FALLA,FALLg’ ,FALLd’ , TALL, TDISTL})

(LTRANS et TLTRANS sont des régles éléments de S-PRIMITIVE).

3. Avec L’axiome supplémentaire 10: [71,72] => id

gu’on ajoute aux axiomes de base

Spo hatetbstb bb cbbet beh chee chtebeeb cbc desbbech debe bbb

+ +

+ S-BASE’ +

HERE EEE EEE RRR EER HEM RHEE EE +

+ +

+ S~BASE et +

+ +

+ REE +

+ +

+ 1D: [71,72] => id SI (DEF o [71,72]} +

+ +

+ 10’: [71 0 f,272 0 f] => f SI (DEF o [71 0 f,?2 0 fl) +

+ +

FEET EEE ELE EEE ETE EET TT ETE TET ETE EEEEE EEE ET ETE TEE EEE TET

qu’on ajoute aux axiomes sur les primitives sur les séquences

REMARQUE

L’utilisation de REVE naus oblige (voir le chapitre III de la

partie) a traduire

premiére



~ append par A(71,72),

- trans par 1(71,72),

~ distl par 0(71,72) et

~ cons par A(L(71),?2).

od{f_],id,],-,L,T,0,A)+

+ t1o{T,D,A}, To{L,[_],A}, D>{L, £1, A}
+ $~PRIMITIVE?
amwaes URE EER EEET Eas CHEE ERE

+

+ S-BASE?

+

HII EE

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

lye

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

LTL: last o tl => last SI (DEF a (last o tl))

LTL’: last o (tl oh) => last oh SI (DEF 0 (last o (tl o h)))

LIST: L(x) o y => L(x 0 y)

HLIST: hd o L(x) => x

LLIST: last o L(x} => x

TLLIST: tl o L(x) => <>” ST (DEF o x)

TRANS: T(a,b) oh => Tla o h,b o h)

HTRANS: hd o T(a,b) => [hd o a,yhd o b] SI (DEF © T(a,b))

LTRANS: last o T(a,b) => [last 0 a,last o b] SI (DEF o T(a,b))

TLTRANS: tl o T(a,b) => T(tl o a,tl o b)

TLIST: T(L(x),L(y)) => U(Lx,y])

TVIO: T(4>",<97) => @>7

DISTL: D(x,a) o h => D(x o hya o h)

HDISTL: hd o D(x,a) => [x,hd o a]

LOISTL: last o D(x,a) => [x,last 0 a]

TLDISTL: tl o D(x,a) => D(x,tl o a)

DLIST: D(x,L(y)) => L(Lx,y])

DVID: D(x,<>") => <>” SI (DEF 0 x)

HIOTA: hd o iota => 1 SI (DEF © iota)

HIOTA’: hd o (iota on) => 1” SI (DEF o (iota a n))

LIOTA: last o iota => id SI (DEF o iota)

LIOTA’: last o (iota on) => n SI (DEF o (iota o n)) tHE Hee hee He teeter eee tee eee eee eee eee eee eeepc eereeee



APP: A(a,b) o h => AC(a a h,b oh)

HAPP: hd o A{a,b) => hd o a SI ((DEF o A(a,b)) & (DEF o (hd o a)))

LAPP: last o A(a,b) => last o b

SI ((DEF o A(a,b)) & (DEF o (last o b)))

ne mE

TEE EEE TEE E Pe ttt ttt EEE EE EEE EE EE Eee EEE EEE EE EEE tt tt htt tt het +444

+ orientation manuelle: S-ALL?

Sh MEME SE SESE EE SSE Ne FE TE ESE IEE HE HE a ee AE SE EEE HE HE hd HE HE SE EE IEE SE IESE TEE HEHEHE SESE SEE HE HEE HE

5-PRIMITIVE?’

RHR EK NIHR

ALLALL’: ALL f o

ALLALL: ALL f o ALL g => ALL(f 0 g)

(ALL g oh) => ALL(f og) oh

tee ere EEE EERE EEE Ee EE APPASS: A(A(a,b),c) => A(a,A(b,e))

APPDISTL: D(x,A(a,b)) => A(D(x,a),D(x,b))

APPTRANS: T(A(a,b),A(c,d}) => A(Tla,c),T(b,d))

SI (DEF o (A(T(a,e),T(b,d)))

APPVID: A(a,<> ) => a SI (DEF 0 A(a,<>"))

APPVIDS: A(<>",a) => a SI (DEF 0 A(<>’,a)) fete ete terre eer eer errr ereeereree HALL: hd o ALL f => f o hd SI (DEF o ALL f)

HALL’: hd o (ALL f oh) => fo (hd oh) SI (DEF o (ALL f o h))

LALL: last o ALL f => fo last SI (DEF o ALL f)

TLALL: tl o ALL f => ALL fo tl SI (DEF o ALL f)

ALLID: ALL id => id

ALLLIST: ALL f o L(x) => L¢f o x)

ALLVID: ALL fo <> => <>”

FALL: T(ALL f,ALL g) => ALLIf,q]

FALL’: T(ALL f o H,ALL g oh) => ALLIF,g] of

FALLg: T(ALL f,id) => ALL[F,id]

FALLd: T(id,ALL f) => ALL[id, f]

FALL’g: T(ALL f o yh) => ALL[f,id] oh

FALL’d: T(h,ALL f oh) => ALL[id,f] oh

TALL: T(a,a) => ALL[id,id] o aFete et eee eer er eee EE er EP PEE EEE EE
spohebehsbtebebebebebeledaohdbbeedbibab debe bb Rb bebe b bed bebe bi bebo habit EEE bobbed ftetebett tdOT ee et

REMARQUE

On a encore un systéme convergent avec

LALL’: last o (ALL f o h) => f o (last oh) SI (DEF o (ALL f 0 h))

TLALL’: tl a (ALL fo h) => ALL Fo (tl oh) SI (DEF o (ALL f o h))



24

ALLAPP: ALL f o A(a,b) => ACALL f 0 @,ALL f a b)

TOISTL: T(ALL 71 o D(x,a),a) => D(x,a),

mais, pour composer le systéme de réécriture S-¥#, REVE diverge si on

intégre la régle ALLAPP.

6. Avec les axiomes sur "%”,
= ———

on construit deux systémes de réécriture:

Specht essai esbdbobbatebbabebebcbab eect shedebeebebesedeeeb eb dechb deeb feb ebb

orientation manuelle: S~#

ROR TES SERIE SE SESE HE SIE HE HE IE SE IE EAE SEE SEE IE SE SE IE IESE IE TETRIS EEE EE

S-ALL?

HERE ER EER

H#?: hd o ¥f => 271 SI (DEF o xf)

Hw: hd o (#f o x) => @l oo x SI (DEF o (af 0 x))

#VID: af ao [x07] => L(x)

#LIST: #f o [x,L(y)] => ACL(x),L(F o [x,y]))

¥CONS: #f o [x,A(L(y),a)] => ACL(x),*f o [fo [x,y],a])

TLa+IOTA: th o (#(+ 0 [21,1°]} 0 [0°,iota]) => iota

TLa+IOTA’: tl o (#(+ 0 [21,1°]) o [0° ,deta o n}) => iota on

Le+IOTA: last o (#(+ 0 [71,1°]) o [0 ,iota]) => id

LeeIQTA’: last o (#(+ 0 [71,1°]) 0 [0°,iota o n}) => n

¥ALL: #f a [x,ALL go a] => x(f 0 [71,g 0 272]) 0 [x,a]

¥ALL’s ¥f o [x,ALL g] => «(Ff o [71,g 0 72]) 0 [x,id]+P P+ tee et eer ERE re EEE EEE i
tte te ee

sabe ttt thee behets
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et

; + Phot hh ch tech tesbabeshabsbabebabesebeteec bbb cbt sbb echo bbebeeoh Srreen neers

+ ordonnancement manuel: S-#+ +

; JAI EM BIB HHH IRIE ESE: ;
: S-ALLL :
+ 

+

+ HH +

+ +

+ #ALL1 #f o [x,ALL g oh] => ¥(F 0 [71,g 0 22]) © [x,h] +

i ¥ALL? 1 ¥f o [x,ALL g] => *(f 0 (71,g 0 22]) o [x,id]} :
: He: hd o (#f o [xja]) => x SI (DEF o (#f o [x,a])) :
: Fe: trans o f¥f o [x,a],#g o [y,a]] ;
: => #[f a [71071,72],g 0 [72071,72]] 0 [[x,y},a] ;
3 FALL¥: trans o [ALL go (#f o [x,a]),#f o [x,a]] ‘
: 2> #[g o (f 0 [22071,72]),f o [72071,272]] 0 [[g 0 x,x],al i
: FALLS: trans o [*f o [x,a],ALL g o (#f o [x,al] i“
; => #[f o [21071,77],g 0 (f o [271071,72])] o [[x,g 0 xlale

: Fee: trans o [xf o [x,tl ¢ (#g o Ly,al)],#g 0 [y,al] :
° 2» #[f o [2lo71,g o [72021,72]],g o [22071,22]] 0 [[x,yl,ale
: FexS: trans o [¥g 0 [y,al,*f o (x,tl o (#g 0 [y,a])] :
; => ¥[g o [21071,72],f o [72071,g o [71071,72]]] o [lvl
+ 

+

7. Avec les axiones de "WH”,

on construit, comme pour les axiomes de »”, deux systémes de

réécriture:



orientation manuelle: S-WH

JENA BHI yy

WHALL! WH(p,f) o [x,ALL g 0

[71,9 0 22],f 0 [21,g 6 22]) o [x,h]

(21, 0 22],f 0 [71,g 0 22]) o [x,id]

WHVID: WH(p,f) o [x,<>"] =>

WHLISTL: WH(p,f) o [x,L(y)] SI (not o (po [x,yl]))

WHLIST2: WH(p,f) o [x,L(y)]

WHCONS: WH(p,f) o [x,A(L(y),h)]} =>

A(L(x),WH(p,f) o [f o [x,yl,h]) SI (po [x,y))

HWH: hd o WH(p,f) => 72 SI (DEF o HH(p,f))

HWH’: hd o (WH{p,f) oz) => ?102z SI (DEF o (WH(p,f) o z))a a i i a a a ee as,
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SER EE ee Her eH Hee ee ee EHH Eee tebe tee

+ ordonnancement manuel: S-WHWH +
+ 4H aeeenee am # ‘ IE :

+ +

+ Sa¥ +

+ +

oh RE +

+ +

+ WHALL: WH(p,f) o [x,ALL g 0 a] +

+ => WH(p o [71,9 0 22],f 0 [21,9 0 72]) o [x,a]+
+ +

+ WHALL’s WH(p,f) o [x,ALL gl=> WH(p o [21,g 0 72],f 0 [71,g 0 22]) o [x,id]+
+ +

+ HWH: hd o (WH(p,f) o [x,al) => x SI (DEF o (WH(p,f) o [x,a])) +
+ +

+ ALUNH: trans o [ALL go (WH(p,f) o [x,a]),WH(p,f o [x,a]] +

sentto o [22071,72]],[g o (f o [22071,72]),f 0 [?2071,22]]} o [[g 0 nx alle
> ALLWHS: trans o (WH(p,f) o [x,a],ALL g o (WH(p,f) o (x,a])]
: =>WH(p o [71071,72],[f 0 [71071,72],g o (f o [71071,72])]) o [[x,g 0 xlele

: HH: trans o [#f o (x,tl o (WH(p,g) o [y,a})],WH(p,g) o [y,a]] => H

: WH(p o [22071,22],{f 0 [21071,g o [72071,?2]],g 0 [72071,22]}) 0 [ixylele
' #WHS; trans o [WH(p,g) o [y,a],#f o [x,tl o (WH(p,g) o [y,al)]] =>
+

+ WH(p o [21071,72],fg o [21071,72],f 0 [22071,9 0 [71071,72]}]) o fy,x],e]
5 Fee eeefeededbedesp Lebeh dededobeedeh-betht ep et $b bbe:

8. Avec les axiomes de ”_->3_",

on construit les systémes de réécriture convergents :



+ $-CONDO +
eR . ee +eEeE +

+ TOUT SYSTEME +

+ IEE +

+ 
+

+ CONDI: (p->F3g) oh => (po h)->(f o h)3(g oh) +
+ 

+

+ CONDS)+ p->[h,f]; [hg] => [h,p->F 3g] +
+ 

+

+ CONDS,: p->[f,h]slg,h) => [p->fsq.h] +
+ 

+

+S: p-ofyf => f SI (DEF o (p->f;f)) +
+ 

+

4 Ts (p=>xsy)=>Fyg => p->(x->Fig) 5 (y->Fig) +
+ +

+ TRUE: TTM~>xsy => x +
+ . 

+

+ FALSE: F =>xsy => y oF

+ $~CONDL
* rE

+ TOUT SYSTEME

REE

+

+ CONDL: (p->f;g) 0 h => (po h)=>(f 0 h)3(g oh)
+

+ COND: p->(p->fyg)sh => p->fsh

: COND4: p->h;(p->f3g) => p->h3g

as p->f;f => f SI (DEF o (p->f3f))

2 TRUE: T->fyg => f

2 FALSE: F"->f3g => g

Hl PPX: p=>pjx => p=>T 3x
3 PXP: p->xjp => p=>xjF~
+ teeter ereeeeeeereereretee te 4+ TF: peoT Fo => p

+

+

tHe ee te

Ft tte tee ee

S-COND2

TOUT SYSTEME /
FEE

CONDL: (p->f3g) oh => (p o h)->F o h);(g 0h)

CONDS,: p~>[h,f];[h,g] => [h,p->F 5g]

CONDS,+ p->[fsh] sgh] => [p->F3g,h]

St p->hyh => h SI (DEF 0 (p->hyh))

TRUE! T”->xsy => x

FALSE: F=>xsy => y

TF: p->T 4F => p

PPX: p=>p3x => p=>TTM yx

PPY: p->xjp => p->xjF tH tere eee ee eeeeeeeecnge i
29



ANNEXE IIE : LES META-SYSTEMES DE REECRITURE CONVERGENTS

En utilisant le formalisme des méta-régles, mous avons isolé des

systémes de réécriture convergents qui intégrent les familles infinies

d’axiomes de le FP-algébre.

REMARQUES

Nous notons les noms des méta-régles en caractéres gras.

A caté de la méta-régle, on fait référence au domaine de ces méta-

variables et au systéme de réécriture RO qui lui est associé.

Les définitions des domaines et les régles des systémes de réécriture RO

sont données & la suite de chaque systéme de réécriture.

Pour définir les domaines des méta-variables:

@ 1(5,V) est l’ensemble des FP-termes,

@ Les ensembles de termes qui servent a définir le domaine des méta-

variables sont définis par des équations récursives, Si E et F sont deux

ensembles de termes et si OP” est un symbole d’arité 2,

EOP F = {x OP y t.q. x€ E et y € F.}

i. Avec les axiomes El et £2

30

+ S-E1E2 +
4 GEBE HEHE HHI HEHEHE +

+ +

+ El: (fog) oh => fo (goh) + RO = {ASS,DIST}

+2: [f,6] oh > [foh Gohl « G € DOH
a ee

DOM = T(S,¥) U (DOM.DOM)

ASS: (x.y).z => x.(y.z)

DIST: (x.y) o h => (x a h).(y 0 h)

2. Avec les axiomes de base

Hebb ttt ttt ttt http

+ S-BASE +

HP LREEERR EEE ERHEEH EE HAERHEE REE RHEE EEE EEE RE +

+ +

+ §-ElE2 et +

+ +

tLe +

+ +

+ £3: x oy => x” SI (DEF o y} +

+ +

+ Pl: ido f => f +

+ +

+ P2: foaoid=>f +

+ N +

+ P3: 271° o [FG] => ?(I-1)(N-L)[G] et +

+ N +

+ 21 o [FiG] => fF SI (DEF o [F/G]) +

+ +

FEEELELEL TEED EFAEEELEFEPEELEEEEEET LETTE ESTP EE

LG={NIL} U (T(5,¥)2LG)

VG: xcNIL => x

3. Avec les axiomes sur les primitives sur les séquences,

GeéELG

I =1,2,

31

-.» t.q ISN

N=2,3, ..-

Ro={vG}



32 '

Sete tet eebbdetidicedetdi estes eee beth ebb bg.

tet tere EEE EE EEE EEE EEE ERE EE HEE EE EE HEHE EE
S~PRIMITIVE

HHH IEEE SEN EIEN HEAR AHH RRR EE RHEE EK EER EK RHE ae

§-BASE et

RERKR ERE

LTL: last o tl => last SI (DEF o (last o tl))

LTL*: last o (tl oh) => last oh

LIST: L(x) o y => L(x o y)

HLIST: hd o L(x) => x

LCVID: last o L(x) => x

TLLIST: tl o L(x) => <> © SI (DEF © x)

HTRANS: hd o (trans o [a,B]) => [hd o a,hd o B] B € DOM

SI (DEF o (trans o [a,8)])) RO={ASS,HD}

LTRANS: last o (trans o [a,B]) => [last o a,last o B)

51 (DEF o (trans o [a,B])) RO={ASS,LAST}

TLTRANS: £1 o (trans o [a,8]) => trans o [tl a a,tl o B]

RO ={ASS,TL}

TLIST: trans o [L(x),L(Y)] => L({x,¥]) ¥ € DOM, RO={ASS,L}

HOISTL: hd o (disti o [x,a]) => [x,hd o al

LDISTL: last o (distil o [x,a]) => [x,last o a]

TLDISTL: tl ao (distl o (x,a]) => distl o [x,t] a al

DLIST: distl o [x,L(y)] => L({x,y])

TVID: trans o [V] => <> V ELV et RO={ASS}

DVID: distl o [x,<>] => <>” SI (DEF 0 x)

HIOTA: hd o iota => 2° SI (DEF o iota)

HIOTA’: hd o (iota on) => 1 SI (DEF o (iota o n))

LIOTA: last o iota => id SI (DEF o iota)

LIOTTA’: last a (iota on) =>n SI (DEF o (iota o n))

SI (DEF o (last ao (tl o h)))

eee eee ete eee eH HERE HEHE HEHE HEH HEHEHE Here
+

+

te PPP Ee HEE EEE EEE Eee EE eee
HAPP: hd o (append o [a,b]) => hd oa

SI ((DEF o (hd o a)) & (DEF o (append o [a,b])))

LAPP: last o (append o [a,b]) => last o b

SI ((DEF o (last o b)) & (DEF o (append o [a,b])))

DEFCONS: cons o {x,a] => append o [L(x),a]

APPASS: append o [append o [a,b],c] => append o [a,append o [b,c]]

APPDISTL: distl o [x,append o [a,b]]

33

=> append o [distl o [x,a],distl o [x,b]]

APPTRANS: trans o [append o [A,Bl,append o [C,D}] A et B € T(5,V)

=> append o [trans o [A,C],trans o [8,0]]

SI (OEF o [trans o [A,C],trans c [B,D]]) RO={APPASS,ASS, APP}

APPVID: append o [a,<> ] => a SI (DEF a (append o [a,<> ])

APPVIOS: append o [<> ,a] => a SI (DEF o (append o [<> ,a])

C et D € DOM tet terete terre eer ere eer eer ererrtreet
sebbbi etch ct abtteb bbb cttbe bebo dbebtchbetbcbeedebeeeb ebb beet

a) Pour HTRANS, LTRANS et TLTRANS

DOM=T(S5,¥) U (DOM.DOM)

ASS: (x.y).z => x.(y.z)

HD: hd o (x.y) => (hd o x). (hd o y)

LAST: last o (x.y) => (last o x).(last ao y)

TL: tl o (x.y) => (tl o x). (tl o y)

L: L(x.y) => L(x). (y)

b) Pour IVI

Lvs <> U (LV.LY)



4 ' 35
ASS: (x.y).z => x. (y.z) q

tee Er eee ebb eb bet ett tebe dee

S-ALL

c) Pour APPTRANS JAH EHE HA HEE SHEE HHS EISEHEEHE HEHEHE HEEB EEG GHEE

S=PRIMITIVE et

DOM=T(S,V)U (DOK.DOM)

SEER

ASS: (x.y).z => x.(y.z)

ALLALL: ALL f a ALL g => ALL(f o g)
APP: append o [x.y,u.v] => (append o [x,u]).(append o [y,v])

ALLALL': ALL f a (ALL g oh) => ALL(f og) oh
APPASS: append o [append o [a,b],c] => append o [a,append o [b,c] ]

HALL: hd o ALL f => f o hd SI (DEF o ALL f)

4. Avec les axiomes de "ALL” HALL’: hd o (ALL f oh) => fo (hd oh) SI (DEF o (ALL f o h))

LALL: last o ALL f => fa last SI (DEF o ALL f)

LALL’: last o (ALL f oh) => fo (last oh) SI (DEF o (last o h))

TLALL: tl o ALL f => ALL f o tl SI (DEF o ALL f)

TLALL’: tl o (ALL fo fh) => ALL fo (tl oh)

St (DEF o (ALL f o h))

ALLID: ALL id => id

ALLLIST: ALL f o L(x) => L(F o x)

ALLAPP: ALL fo (append o [a,b]) => append o [ALL f 0 a,ALL f o b]

ALLVID: ALL f 0 <>” => <>”

FALL: trans o [ALL F,ALL G] => ALL[F,G] F et G € DOM

RO = {ASS,ALL,ALLID}

FALL’: trans o [ALL Fo h,ALL Goh] => ALL[F,G] oh

RO={ASS,ALL,DIST,ALLID}

TDISTL: trans o [ALL?1 o (distl o [x,a]),a] => distl o [x,a]FFP eee EE Hee HEE EE EE EEE EEE EER EER EE Eh hE Fete ee tet ge gg egg eee eee eee eer ee hee Hee Eee EE
eee ee EE EE EEE ee EE EE PEE Ee EE eee aE

DOM= T(S,¥) U (DOM.DOM)



ASS: (x.y).z => x.(y.z)

ALL: ALL(x.y) => (ALL x). (ALL y)

DIST: (x.y) o h => (x o h).(y oh)

ALLID: ALL id => id

REMARQUE

Pour obtenir le systéme S-##, nous utilisons un sous-ensemble de régles

de S-ALL qui forme encore un systéme de réécriture convergent et que nous

appelons S-ALLI. On a

S-ALL1 = S-ALL - ({LTRANS,TLTRANS} U {ALLID,ALLLIST,ALLAPP,ALLVID},

de plus, les systémes de réécriture RO associés aux méta-régles FALL et

FALL’ ne comprennent plus 1’axiome ALLID.

(LTRANS et TLTRANS sont des régles éléments de S-PRIMITIVE).

5. Avec l’axiome supplémentaire ID: (71°,22",...,n"] => id

qu’on ajoute aux axlomes de base

S-BASE’

JHE SESH EEE HEHEHE THEE

S-BASE et

ID: [1] => id SI (DEF o [I]) 1 € DONS

RO={ASS}
Wo’: {10 f] => f SI (DEF o [1 0 f])

Ro={ASS, DIST}ee
+

+

+

+

+

IIE +

*

+

+

+

+

+

poms={717.227} u

{x. (24, 241)")

tig. E(x).2(i-1)" € DOMS,i=2,2,... et n=2,3,...}.

ASS: (x.y).z => x.(y.z)

DIST: (x.y) o z => (x o z).(y 0 z)

gu’on ajoute aux axiomes sur les primitives sur les séquences

37
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(hee deeb ere EEE HEHEHE Et hbbeehhay : + +
+ S-PRIMITIVE? nN + LIOTA: last o iota => id SI (DEF o iota) +

4 GBHDI HEHEHE HE FHUBHIE EHH GHB BHIIHE HIE EEE IGE ni + +

+ ‘ + LIQTA’: last o (iota aon) => mn SI (DEF o (iota o n)) +

+ $-BASE? 
+ * 

*rs by + APP: A(a,b) o h => A(ao h,b oh) +
SHIGE + * if
+ * + HAPP; hd o A(e,b) => hd o a SI ((DEF o A(a,b)) & (DEF o (hd o a))) +

+ UTL: last o tl => last SI (DEF o (last o tl)) mn 1 a ll +
+ a + +

+ LT’: last o (tl oh) #> last oh SI (DEF o (last o (tl 0 h))) + + LAPP: Last o A(a,b) => last o b +

* + + +

+ LIST: L(x) oy => Lixo y) + + SI ((DEF 0 A(a,b)) & (DEF o (last o b))) +

+ + Brrr +

+ HLIST: hd o L(x) => x + + +

+ + + TLAPP: tl o A(a,b) => A(tl o a,b) SI (DEF o (tl 0 a)) +

+ LLIST: last o L(x) => x + Bo nme +
+ + + APPASS: A(A(a,b),c) => A(e,A(b,c)) +

+ TLLIST: tl o L(x) => <> SI (DEF a x) + + +
: 

in + APPOISTL: D(x,A(a,b)) => A(D(x,a),0(x,b)) +
+ TRANS: T(a,B) oh «> T(aah,Boh) B€ DOM + + +
+ + + APPTRANS: T(ACX,Y),ACU,V)) => ACT(X,U),TCY,V)) X et Y € T(S,V) +

+ RO={ASS,DIST} + + +

a + + SI (DEF o (A(T(X,U),T(Y,¥))) Ue et V € DOM +
+ HTRANS: hd o T(a,B) => [hd o ayhd o B] SI (DEF o T(a,B)) + Beene +

+ + + RO={ASS, APP, APPASS} +

+ RO={ASS,HD} + + +

+ + + APPVID: A(a,<>) => a SI (DEF 0 Ala,<>7)) +

+ LTRANS: last o T(a,B) => [last o a,last o 8] SI (DEF o T(a,B)) + + . . +

+ + + APPVIDS: A(<> ,a) => a SI (DEF o A(<> ,a)) +

+ RO={ASS,LAST} + + +

+ + Eb ebb bee eettedbebdicbbabebbdeetee eee eaee bee eb te bbe

+ TLTRANS: tl o T(a,8) s> T(tl o a,tl o B) RO={ASS,TL} +

+ +

+ TLIST: T(L(x),L(¥)) => Li[x,¥]) Y € DOM, RO={ASS,L} + a) Pour TRANS,HTRANS,LTRANS, TLTRANS et TVID,

+ +

+ TVID: T(<>",V} => <>” VE LV et RO={ASS} +

+ + les définitions de DOM et LV, les axiomes ASS, HD, LAST, TL et L = sant

+ DISTL: D{x,a) oh => D(x o h,a oh) +

+ + ceux que l’on a donnés pour S-PRIMITIVE. DIST est l’axiome donné avec S-

+ HDISTL: hd o O(x,a) => [x,hd 6 al +
+ + BASE,

+ LDISTL: last o D(x,a) => [x,last 0 a] +
+ +

+ TLDISTL: tl o D(x,a) => D(x,tl o a) + b) Pour APPASS

+ +

+ DLIST: D(x,L(y)) => L(Lx,y]) *
+ + L’axiome ASS est le méme que dans S-PRIMITIVE,

+ OVID: D(x,<>”) => <>” SI (DEF 6 x) +
+ +

+ HIOTA: hd a iota => 1° SI (DEF o iota) + APP: A(x.y,u.v) => A(x,u).ACy.v)

¥ +

+ HIOTA’: hd o (iota on) => 1” SI (DEF o (iota o n)) +



et gu’on ajoute aux axiomes sur “ALL”

TEEEEEEEEEEEE EEE EERE HEE abana

ee
S-PRIMITIVE?

REE RE ER HR EEE

ALLALL: ALL Ff a ALL g => ALL(f o g)

ALLALL’: ALL f o (ALL go h) => ALL(Fog) ah

HALL: hd o ALL f => fo hd SI (DEF o ALL f)

HALL’: hd a (ALL fo h) => fo (hd o hh) SI (DEF o (ALL f 0 h))

LALL: last o ALL f => f o last SI (DEF o ALL f)

LALL’: last o (ALL f o h) => fo (last o h) SI (DEF o (ALL f 0 h))

TLALL: tl o ALL f => ALL fo tl SI (DEF o ALL f)

TLALL’: tl o (ALL f oh) => ALL Fa (tl oh) SI (DEF o (ALL f 0 h))

ALLID: ALL id => id

ALLLIST: ALL f o L(x) => L(fia x)

ALLVID: ALL fa <> => <>”

FALL: T(ALL F,ALL G) => ALL{F,G] F et G € DOM

RO={ASS,ALL,ALLID} ++ tee eee eee Pe rrr aFALL’: T(ALL F o h,ALL Goh) => ALL[F,G] oh

RO={ASS, ALL, OIST, ALLID}
FEEAEEDE EE EAEAELEAEELEEA EEL LETTE EEEEEEEEEEEEE LET EEELESESEEEEE PEEP EPH Et

teehee tree ee HEE EEE Eee EE HEHE
Toutes les définitions se trouvent avec S-ALL,

6. Avec les axiomes sur ”»”,
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+

=> «{g o [71021,72],f 0 [?20?1,g o [71071,721]] 0 [ly,x],al+

+ S-*# oo ar
+ JIS IIHT HEHEHE IE BEIT +
+ 

+

+ S~ALLL 
+

+ 

+

+ RARER RHEK 
+

+ 
+

+ #ALL: ¥f o [x,ALL g oh] => #(f o [71,9 0 22]) 0 [x,h] +
+ 

+

+ #ALL’s #f o [x,ALL g] => #(f o [71,g 0 22]) o [x,id] +
+ 

+

+ He: hd o (¥f o [x,a]) => x SI (DEF o (#Ff o [x,a])) +
+ 

+

+ Fe: trans o [#F o [X,a]ixf o [y,al] X et F ELD +
+ L(F) +

+ => ¥[(F o [K(L(F)~1,L(F)), 72 ])RO={VD,#*, #NIL ,DL,DLNIL,L1,L2,K1,K2}+
+ 

+

+ (go fant F) gg LCF) }) ] o ([Xty],a} +
+ 

+

+ FALL*: trans o [ALL go (¥f o [x,al),#f 0 [x,a]] +
+ 

+

+ => «fg o (f o [?2071,22]),f o [72071,221] o [fg o x,xl,a] +
+ 

+

+ FALL#S: trans o [¥f 0 [x,a],ALL go (#f o [x,a]] +
+ 

+

+ 2> ¥[f 0 [71071,72],g 0 (fF o [71071,72})] o [[x,g 0 x],a]+
+ 

+

+ Few: trans o [¥fo [x,tl o (¥g o [y,a])],*g 0 [y,al] +
+ 

+

+ => #[f o [7l0%1,g 0 [72071,72]],g 0 [72071,22]] © [[x,y],a]+
+ 

+

+ FeeS: trans o [eg o [y,a],*f o [x,tl o (xg 0 [y,a])] +
+

wn

+

EE bbb bbb bbb hhh bdd bb be bed bddddbd bb bbbdb beddedbet bt + t+ t+++ P+ bth ehh he bbb bbb

LD= T(5,¥) U (LD°LD)

VD: NILix => x

wes ¥(xy) => axlay

#NIL: #NIL => NIL

BL: xty a [utv,h] => (x o [u,h})2(y o [u,h])

DLNIL: NIL o [NIL,h] => NIL



Ll: L(NIL) => 1

L2: LOxty) => L(x) +1

Kl: K(1,n) => 71°71"

Kl: K(p+l,n) => K(p,n)i(?p"0?1")

7. Avec les axiomes de "_->_3_”,

Dans les systémes S-CONDO et S-COND2 (voir l’annexe 2), la régle COND5S

s’étend en une méta-régle CONDS

CONDS: p->[H1.f.H2];[H1.g.H2] => [H1.p->fsq.H2]

Hl et H2 € DOHV RO={ASS,NILg,NILd}

DOMV = NIL U T(5,V¥) U (DOKV.DOMY)

ASS: (x.y).z => x.(y.z)

NILg: NIL.x => x et NILd: x.NIL => x

ANNEXE 4: DES EXEMPLES

Nous appliquons l’ordre REVE "NORMAL FORM” aux expressions fonctionnelles

codant nos exemples du chapitre I avec le systéme convergent S-##. Nous

numéretons les exemples et les expressions comme dans le chapitre I,

lL. Exemple 1: calcul de 2"

(1) last o (#mult o [1°,ALL 2” o (iota o n)])

Nous comptans deux séquences intermédiaires résultats de "ALL 2” et de

Semult?: NCL) =e 11) = 2,

(id = (2)
Sse

(2) last o (¥(mult o [71,2 ]) 0 [17, dota 0 J)

L’expression (2) ne spécifle qu’une séquence intermédiaire. La séquence

de 2 qui est introduite par "ALL 2°” dans l’expression (1) a disparu: N(2)

2 1(2) =.

2. Exemple 2: calcul de x"

x est "bien place”

(1) last o (¥mult o [1°, ALL ?2 a (distl o [x,iota o nJ)])

On compte N(1) = 3 et I(l) = 2,

Qs. = (3)
¥
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(3) last o (¥g’ o [1 ,distl o [x,iota o n)])

where def g’ = mult o [71,71072]

On compte N(3) = 2 et 1(3) = 1.

x est "mal placé”

(2) last o (#g 0 [1 ,distl o [id,iota 0 n])})

where def q = mult o [71,x 0 (71072)]}

On compte N(2) = 2 et I(2) 21,

(2)4 = (2)
S-¥¥

L’axiome ALLOISTL ajouté 4 S~##

ALL[F 0 ?1,g 0 72) o (distl o [x,a]) = distl o [f o x,ALL g 0 a]

pravoque une divergence de REVE. En rejetant des paires critiques et en

lsissant paursuivre la complétion, on réussit 4 obtenir la nouvelle régle

#(f o [71,f9 o (71 0 22),72 0 72]]) o [x,distl o [y,a]]

=> #f o [x,distl o [gq o y,iota o nJ]

Si on interrompt la complétion, l’ordre "normal form’ réduit le terme

(2) dans l’expression (3) précédente.

3, Exemple 3: calcul de 2"/n!

Les deux expressions "les plus mauvaises”

(1) last o (ALL / o (trans o [u,v]))

where def u = «mult o [1 ,ALL 2” o (iota a n)]

def v = xmult o [1 ,iota o n]}

(on compte N(1) = 5 et I(1) = 4) et
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(2) /o (last o (trans o [u’,v]))

where def u’ = #(mult o [71,2°]) o [1°, iota o n]

(on compte N(2) = 3 et 1(2) = 2) sont toutes deux réduites en

(5) /o (last o (¥g 0 [[1°,1°], iota on]

where def g = [ mult o (2-,?71071] , mult o [72071,72] ]

On compte N(5) = 1(5) = 1,

(yl. = (te = (5)
S-44

Mais l’ expression

(3) / o [last o u,last a vy]

(on compte N(3) = 1(3) = 3) est réduite en

(3)4e yy /o [last o u’,last o vj

pour laquelle on compte encore deux séquences intermédiaires.

La régle LTL

last o (trans a [a,b]) => [last o a,last o b]

SI (DEF o (last o (trans o [a,b])

pravoque, dans le systéme S-**, une divergence de REVE. Mais avant de con-

stater la divergence, on obtient la nouvelle réqle Lf x»

[last o (#f o [x,a]),last o (xg ao [y,a)]

=> last o (#[f o [71 0 71,72],g 0 [22 0 71,721] 0 [fx,y],a])

Vourneentan f at ASi on interrampt alors la complétion, L’expression (3) se véduit aussi

dans l’expression (5).

L’ expression
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(4) last o (4g o [1°,1ota o nJ)

where def g = mult o [71,/ 0 [2 ,72]]

pour laquelle, on compte, comme pour l’expression (5) N(4) = 1(4) = 1, est

irréductible. Elle n’est pas considérée comme équivalente a4 1’ expression

(5). L’expression (4) ne peut G&tre la forme normale des expressions

précédentes que si 1’on met en jeu les axiomes de "ault” et de ”/” et la

régle R2 du chapitre II.

4, Exemple 4:

L’expression du calcul de Zaibi + Icidi

(e) +o (last o (trans o [sps o [ALL a o (iota a n),ALL b o (dota o n)]

sps o [ALL c o (iota o n),ALL do (iota o n)]

where def sps = #+ 0 [0°,ALL mult o trans]

pour laquelle on compte N(e)=11 et I(e) = 9, a pour forme normale

(e)d Sexe +0 (last o (#{+ 0 [71 0 ?l,mult o [a 0 ?2,b 0 72]],

+o [72 0 ?l,mult o [c 0 22,d 0 22}))

o [{{0 ,0 ],iata o nJ))

pour la quellé on ne compte qu'une séquence intermédiaire.

L’ expression

(1) +o [ps o [ALL a o (iota o n),ALL b o (iota on)],

ps o [ALL co (iota a n),ALL da (iota o n)]]

where def ps = last o sps

pour laquelle on compte N(1) = 10 et I(1) = 8, a pour forme normale

(ydSux +0 [ps,,ps,] where

def ps, = last o (#(+ 0 [?7l,mult o [a o 72,6 0 72])) o [0 ,iota o nj)
1

def ps, = last o (+(+0 [?i,mult 0 [c 0 22,6 0 22]}) o [0 , iota o nj)
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pour laquelle on compte 2 séquences intermédiaires.

Pour que la forme normale de (1) soit égale A celle de (e), ii faut,

comme pour l’exemple précédent, ajouter a S-¥* l’axiome LTL et arréter la

complétion quand on obtient la nouvelle régle Lex,

Nous pouvons réduire "manuellement” ces expressions en

(2) last o (#f o [0 ,iota ao nj)

where def f = + 0 [71

»+ o [ mult o [a o 72,6 0 72)

, mult o fc 0 72,d 0 72] ] J

qui cumule les calculs paralléles des aibi et des cidi pour i de 1a n en

utilisant les axiomes de +” et de "mult” ainsi que la régle R2 du chapitre

II.

35. Exemple 5:

Lexpression du calcul de x2!

(i) last o (#g a (0 ,iota o nj)

where def g = +0 [71, f 0 22]

and def f = last o (¥mult o [ 1°,ALL 2. o iota] )

compte I(i) = N(i) = 1 + Zen,

La forme normale est

(iy xa? ~ 4sexy Last 0 (4g? o [0 ,icte o n])

where def g = +0 [71,u]

and def u = last o (#(mult o [71,2 ]} o [1 ,iota o 22)])

et l'on compte n + 1 séquences intermédiaires.



Si on ajoute a S-%* l’axiome ALL#IOTA

ALL(last o (#f o [go x ,iota])) o iota => tl o (#f 0 [g 0 x ,iotal)

REVE diverge. Mais si l’on continue la complétion, an obtient la régle

#(k o [7l,last o (#f o [x”,iota o 22])]) o [y,iote o nl

=> ¥k o [y,tl o (#f o [x ,iota a nj).

Si l’on arréte la complétion, (i) est réduite en

last o (+ 0 [0° ,tl o (xmult o [2°,iota o n])J)

et l'on compte 2 séquences intermédiaires,

6. Exemple 6: des calculs de moyennes

L'exprersion

(1) ALL (/ 0 (s,48,]) o (iota o n)

where def s, = last o (e+ 0 [07,u})

and def u sALL po (iota o 10°)

where def 8) =

last oo (#+0([0,

ALL mult a (trans

o [ALL p o (iota o 10),

ALL x o (distl o [id,iota o 10 ])])

compte: N(1) = @#n + 1 et 1(1) = 6xn +1,

La forme normale est
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ALL(/ 0 Cu, su5]) o (iota o n)

where def uy = last o (*(4 0 [71,p 0 72]) a [0 ,iota o 10°]}

def u last o (x(+ 0 [71,mult o 72))
1

o [0°,trans o [ALL p o (iota o 10°),

ALL x o (distl o [id,iota 0 10°])}})

et compte 6¥n + 1 pour N et 4en + 1 pour IT.

L’ expression

(2) ALL (/ 0 [72,21]) o (distl o [s,,ALL $s, 0 (iota o n)]

compte N(2) = 6¥n + 5 et I(2) = 4en + 4 et a pour forme normale

(2)+ ALL(/ 0 [72,71]) 0 (distl o [u,,ALL u, o (iota o n)]
sae

qui compte 5#n + 4 pour N et 3#n + 3 pour I.

L’ expression

(3) ALL (/ 0 [s, 0 72,71]) 0 (dist o {s, ,iota o n})

compte N(3} = éen + 4 et I(3) = 4xn + 3 et est réduite en

(3)be 4, ALL (/ 0 [u, 0 22,211) o (distl o [u,,dota o n])

qui compte 5¥n + 3 pour N et 3#n + 2 pour I.

$i l'on ajoute ]’axiome ALLOISTL

ALL[F 0 21,g 0 22] 0 (distl o [x,a]) => distl o [f 0 x,ALL g 0 al

REVE diverge, mais l’on peut arréter la complétion quand on obtient la

nouvelle régle

ALL k o (distl o [x,ALL g 0 a]) => ALL(k o [21,g 0 22]) o (distl o [x,a]).



(2) a alors pour forme normale (Ney

7. Exemple 7: moyenne simple de 10 entiers

L’ expression

(1) 210 (last o ¥f o [[0°,0°],x])

where def f= [ / 0 [g,10], 9]

and def g =+ 0 [72071,72]

pour laquelle on compte N(1) = 1(1) = 1 est irréductible pour S-x*.

L’ expression

(2) last a (ALL / 0 u)

where def u = trane o [tl o (#+ 0 [0 ,x]),iote o 10 ]

est réduite en

/o (last o u)

et si on ajoute LTL ou si l’on prend le systéme S-#, elle est réduite en

(3) /o[ last o (xt 0 [0 ,x) , 10 ]

On compte:

a NRN(2) = 4 et 1(2)

u ReN(3) = 1 et I(3)

8. Exemples 8 et 9: La réduction des canditionnelles

Les expressions données au chapitre I sont irréductibles, Une réduction ne

peut @tre faite que si J’on ajoute les axiomes de ”_->_3;_” et que l’on

réécrive "modulo 1’axiome C”.
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ANNEXE 5: PREUVE DE TERMINAISON

La définition de l’ordre des termes est celle qui est proposée au chapi-

tre I de la deuxiéme partie. Nous utilisons aussi, au cours de cette

preuve, le principe d’utilisation de motifs et le principe de distinction

des opérateurs que nous avons définis dans ce méme chapitre.

1. Systémes S-BASE et S-BASE’

Lid. Ragles El et £2

El: (fog) oh => fa (go h)

E2: [f,g] oh => [fF ohyg oh]

@ On définit l’interprétatian I:

I(x o y) = I(x) Iy) et 1[x,y]) = I(x) + I(y)

@ On définit l’ordre sur les symboles:

{_]>o

On a

~I(fog) ah) =I(fo (goh)) = I(f)I(g)I(h) et on applique le cas

2.b de la définition de l’ordre des termes.

- I([f,qg] oh) = fF ao h,goh]) = I(F)ICh) + E(g)I(h) et on applique

le 2.a de la définition de l’ordre des termes.
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1.2. Régles restantes des systémes S-BASE

Es! x oy => y $I (DEF o y)

Pl: ido f => f

P2: fo id => f

P3: 71 0 [f,g] => f SI (DEF o [f,q])

et 220 [f,g] => g SI (DEF o [f,g])

10: [71,22] => id SI (DEF o [71,72])

to’: [271 0 f,272 0 f] => f SL (DEF o [21 0 f,72 0 f})

@ On définit I

I(x") = 2 pour tout abjet x et

I(c) = 2 pour toute constante c.

Pour chaque régle 1 => r ci-dessus:-on trouve I(1) > I(r).

Ce qui achéve la preuve de terwinaison des systémes de réécriture 5-BASE

ALLALL: ALL f o ALL g => ALL(F o g)

ALLALL’: ALL f o (ALL g oh) => ALL(Ffog) oh,

© On définit I

ICALL x) sn I(x) + 1

n est une constante entiére strictement positive quelconque.
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On a

ICALL f o ALL g) = (m I(f) # 1) (ny I(g) # 1)

n® 1CF) 1g) an (ICR) + 1g) #1

> KALL(f og) =n MfFog) + len I(f) Ig) +1

en conséquence

I(ALL f o (ALL go h)) = T(ALL f o ALL g) Ih)

> ICALL(F og) oh) = I(ALLOF a g)) Ih).

2.2. Régle d’associativité de “append”

APPASS: append o [append o {a,b],c] => append o [a,append o [b,c]].

Appelons 1 et r les membres droits et gauches, quelle que soit

I(append), on aura I(1) = I(r),

Les OP-termes T(OP,V) tels que:

OP=(S-{trans,distl,append,cons}) U {T,D,A,L}

ont déja été utilisés et définis au chapitre 3 de la premiére partie.

Nous allons utiliser le morphisme @ des FP-termes dans les OP-termes

tel que

O(append o [x,y]) = A(x,y)

d(distl o [x,a]} = D(x,a)

(trans o [x,y]) = T(x,y).

® transforme APPASS en

A(A(a,b),c) = A(a,A(b,c)).

@ Avec l'interprétation de ”A”
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I(A(x,y)) = I(x) + Ty)

on a

T(A(A(a,b),c)) = I(A(a,A(b,c)))}

mais on peut conelure que A(A(a,b),c) > A(a,A(b,c)) a cause du cas 2.b de

la définition de l’ardre des termes.

Le "motif m = append o [x,y] superposé sur E21 donne la régle APP

APP: ACa,b) oh => A(ao h,b oh),

@ On compléte l’ordre des symboles avec o >A et on applique le cas

2.8 de la définition de l’ordre des termes,

2.3. Régles TLALL et TLALL’

TLALL: tl o ALL f => ALL fo tl SI (DEF o ALL f)

TLALL's tl o (ALL fF oh) => ALL fo (tl oh) SI (DEF o (ALL f o h)).

Appelons 1 et r les deux membres des régles. Quelle que soit

l’interprétation que l’on donne & "tl", on aura I(1) = I(r) et lete

seront incomparables.

Nous vor'lons pouvoir mesurer, par l’interprétation, le fait que ALL f

s’applique 4 gauche & une séquence plus longue qu’a droite.

Nous considérons les N-tcrmes qui distinguent les symbeles

ALL pour N=aly2yceee

A substitue, dans un N-terme PALL f’ , "ALL f? od n est la longueur de
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Ja séquence 4 laquelle "ALL f” s’applique. Il peut faire correspondre une

infinité de N-termes 4 un OP-terme.

at donne des familles infinies de régles dans les N-termes. Par exem-

ple, ALLALL et ALLALL’ sont des familles infinies de régles:

ALL. fio ALL g => ALL (fog) et

ALL fo (ALL goh) => ALL (fag) oh.

® Om peut garder pour "ALLY l’interprétation

T(ALL x) =n I(x) 41

et on retrouve le méme résultat pour ALLALL et ALLALL’ dans les N-termes.

Par contre TLALL et TLALL’

TLALL: tl a ALL) ff => ALL fotl SI (DEF o ALL f)
n n=l n

TLALL’: tl o (ALL, f oh) => ALL fo (tl oh) SI (DEF o (ALL fo h))
1

on a alors:

I(tl o ALL fF) = In l(f) +2 > TCALL, Fo tl) = 2(n-l) IF) + 2
1

alnsi que

I(tl o (ALL foh)) = I(tlo ALL, f) I¢h)

fo tl) I(h).> TALL,» fo (tl oh )) = ICALL
Ll 1

REMARQUES

Nous prenons n égal a la longueur de la séquence plus 1 afin de garder

des coefficients strictements positifs dans le cas de la séquence vide (ce

qui permet de respecter la condition Cl sur l’interprétation des termes).

Tous les résultats restent valables avec n égal 4 Ja langueur de la

séquence augmentée de k (k>1 quelconque).



42.4. Régle TALL

s’écrit dans les N-termes:

TALL: T(x,x) => ALL fid,id] o x.

On a T(ALL [id,id] o x) = 4n I(x) 41,

On est tenu d’interpréter "T(x,y) en tenant compte de la longueur

commune des séquences données par x et y. Aussi, le morphisme A substitue a

"T(xyy)" un des termes a (xsy)” of n est la lonqueur commune des

séquences x et y. Les symboles 1 sont ajoutés a l’ensemble des symboles

des N-termes.

@ L’interprétation de PT OX)” est

I(T, (xy) = Qn (I(x) + I(y)) + 2.

TALL s’écrit dans les N-termes:

Me (x,x) => ALL [id,id] o x

donc MT (4,x}) = 2m (Ix) + 1(x}) + 2 = 4n T(x) + 2 > Gn T(x) + 1,

ce qui valide l’orientation de TALL.

La régle TRANS, introduite par le motif “trans o [a,b]”, s’écrit dans

les N-termes:

TRANS: o, (x,y) 0 z => i, (x 0 z,y oz).

@ On compléte l’ordre des symboles avec a > T et on applique le cas 2.a

de la définition de l’ordre.
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2,3. Régle entre "distl” et append”

s'écrit dans les OP-termes:

APPDISTL: D(x,A(a,b)) => A(D(x,a),D(x,b)).

On ne peut prendre qu’une interprétation linéaire de D(x,a) A cause

de la régle DISTL introduite par le motif "distl o [x,a]”:

DISTL: D(x,a) o z => D(x o z,a az)

L’interprétation du membre gauche de APPDISTL est alors supérieure 4

celle du membre droit. I) faut donc aussi distinguer les opérations D(x,a)

selon la longueur de la séquence a. Le morphisme A substitue @ "D(x,a)” un

des termes "D (x,a)" of m est la longueur de la séquence a. Les symboles

"o.” sont ajoutés 4 l’ensemble des symboles des N-termes.

@ L’interprétation de "D, (x,a)” est

I(0, (x,a)) = nm I(x) + I(a).

Dans les N-termes APPDISTL s’écrit:

Og (x,A(a,b)) => ACD, (xsad.D, (x,b)}

et on a: 10545 (x,A(a,b)) = (i + j) T(x) + T(a) + 1(b)

= T(A(D, (x,a),0, (x,b)) = i T(x) + (a) + j I(x) + I(b).

Il suffit de compléter l’ordre sur les symboles avec D > A et

d’appliquer le cas 7.a de lq définition de l’ordre des termes.

Pour la régle DISTL
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DO (x,a) oz => D,EF (xo za oz),

Ona: 1D (x,a) 0 2) = (nm I(x) + I(a)) T(z) © nm I(x) Ifz) + Ifa) Iz)

= 1(D, (x 0 2,80 z) =n I(x) T(z) + (a) T(z).

@ On compléte l’ordre sur les symboles avec o>Det on applique le

cas 2.a de la définition de l’ordre des termes,

2.6. Autres régles des systémes S-ALL

sont transformées dans les N-termes et n’apportent pas de difficulté

particuliére,

Nous donnons ici le détail de la preuve. Nous appellerons 1 et r les

membres droits et gauches des régles,

APPTRANS

The (A(a,b),A(e,d)) => ACT. (a,e),7, {b,d)}

SI (DEF o [T, (a,c), 7, (b,d)]

I(1) = 2(i + §) ( Ila) + Ib) + I(c) + 1(d) 2

I(r) = 24 (1(a) + I(c)) # 24 25 (1b) + I(d)) + 2

On a I(1) > I(r) em remarquant que 2j I(a) > 2.

ALLAPP

ALL... f o ACa,b) = ACALL, f o @,ALL, f © b)
ltj i J

(1) = ((itj) If) +1) (Ia) + Ifb))

= Ci+j) [(f) (a) + (itd) Cf) 1(b) + Ila) + Ib)

> Ir) = (i If) +1) Ta) + Cj IF) #1) Tb)

i I(f) Ia) + la) + j I(f) I(b) + I(b).

ALLVID

ALL, fo O72 oO”

I(1) = 2 (1¢f) +l) 2 2 MF) 42> Ur) = 2.

Les deux régles FALL

FALL: te (ALL. FALL, g) => ALL [fig]

FALL: T. (ALL foh,ALL go h) => ALL. [fg] ah.

Pour FALL, on a

I(L}) = 2n (mn I(f) +l +n lg) +1) 42u

an? If) + ane I{g) + 4n + 2cit

> I(r) = n (LCF) + k(g)) # Le mn ECF) +n T(g) + 2,

Les résultats sont multipliés par I(h) pour FALL’.

Les régles FALL et FALLd

FALLg: T, (id)ALL, f) => ALL, [id, fF]

FALL: tt, (ALL f,id) => ALL, [f,id]

FALLg’: T. (hyALL_ f oh) => ALL. Lid, f] oh

FALL’: T (ALL f o h,id) => ALL [f,id} ob

- Pour la régle FALLg

I(l) 2 Qn (2+ n Uf) +1) +22 an’ I(f) + 6n + 2

> Ur) en (2+ 1(f)) + l= on I(f) + ane.

- Pour la régle FALLd

T(1) = 2n (1(b) + (mn T(f) + 1) Ih) ) + 2

an? 1(f) I(h) # 4n I(h) + 2

> Ir) = Cn (2 + 1(F)) +1) Ith) = on I(f) TCH) + 2m Th) + I(h).

- Les calculs sont les mémes pour les régles FALLg’ et FALLd’.
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Les régles ALLID, HALL, HALL’, LALL, LALL’ et TDISTL 3, Systemes de réécriture sur les primitives

ALLID: ALL. id => id

HALL: hd o ALL f=> fohd SI (DEF o ALL. Ff) Nous ne rencontrerons pas de difficuté supplémentaire. Nous comparons
n

HALL’: hd o (ALL foh) => fo (hd oh) SI (DEF o (ALL. f 0 h)) pour chaque régle les interprétations du membre gauche noté 1 et du membre

n

LALL: last o (ALL, f) 2> fo last SI (DEF o ALL. f) droit noté r. Le lecteur peut sauter la lecture des calculs de ce
n

LALL’: last o (ALL f oh) => fo (last o h) SI (DEF o (ALL fF a h)) paragraphe.

TDISTL: T (ALL. 7100. (x,a),a) => D0. (x,a)
a q mt n LTL: last o tl => last SI (DEF o (last o tl))

On a I(1) > I(r) pour chaque régle.

(1) = 4> Ifr) = 2.

ALLLIST

LTL’: last a (tl o h) => last o h SI (DEF o (last o (tl o h)))

ALLLISTs ALL falL(x) => fax

T(1) = 4 I(h) > I(r) = 2 Ih),

@ On interpréte

HLIST: hd o L(x) => x et LCVID: last o L(x) => x

(LOO) = I(x) + 1

I(l) = 2 (I(x) +1) > I(r) = Ifx).

ce qui garantit la condition C2 sur l’interprétation.

TLLIST: EL o L(x) => <>” ST (DEF 0 x)

On a alors

V1) = (mn If) + 1) (idx) #1) en If) T(x) tn ICP) ton I(x) + 1 (1) = 2 (i(x) +1) > Ir) = 2.

> I(r) = 1(f) Ux).
HTRANS et LTRANS:

Pour la régle LIST

hd o Te (a,b) => [hd o a,yhd o b] SI (DEF o (hd o ii, (a,b)))

L(x) o z => L(x oz), last o T. (a,b) => [last o a,last o b] SI (DEF o (last o T, (a,b))})

I(1) = 2 ( 2n (I(a) + I{b) ) + 2) = 4n I(a) + 4n I(b) + 4

on at I(1) = I(x) T(z) + 1(z) > I(r) = I(x) H(z) 41.
> I(r) = 2 Ms) + 2 1b).

Ce qui achéve la preuve de terminaison des systémes de réécriture S~ALL. TLTRANS: tl o T. (a,b) => The (tl a a,tl o b)

I(1) = 2 (2m (I(a) + I(b)) + 2) = 4m Ifa) + 4n I{b) + 4

> I(r) = 2(m-1) (2 Ta) * 2 T(b)} + 2 = (4n-2) [(a) + (4n-2) I(b) + 2,
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TLIST: T) (L(x) L(y)) => L¢Tx,y])

I(1) = 2 (1) (I(x) + 1+ My) + 1) 4 2 = 2 T(x) + 2 ly) + 6

> I(r) = I(x) + ly) + 1.

HDISTL et LDISTL:

hd o D, (x,a) => [x,hd o al

last o D. (x,a) => [x,last a al

(1) = 2 On I(x) +a) = 2m E(x) +2 Ta) > Ilr) = Ix) + 2 Ta).

TLOISTL: tl o BD. (x,a) => Dd (x, tl o a)

(1) = 2 ( n I€x) + I(a)) = an I(x) + 2 Ta)

> Itr) = (n-1) I(x) + 2 Ia),

DLIST: D, (x,ly)) => LCLxyyl)

TCL) e I(x) + Ily) +l = Tr) = I(x) + Ply) + Ll.

@ On compléte l’ordre sur les symboles avec D > L et on applique le cas

2.a de la définition de l’ordre des termes.

TVID: T, (27,497) 2 OO”

TQ) = 2 (1) (2 + 2) 422 10> T(r) = 2.

DVID: D) (x,07°) => O° ST (DEF o Dy (x,<>))

1(1) = (1) Ix) + 2 = T(x) +2 > U(r) = 2

HIOTA et LIOTA:

hd o iota => 1 SI (DEF o iota)

last o iota => id SI (DEF o iota)

I(1) 24> I{r) = 2,

ie |
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HIOTA’: hd o (iota on) => 1” SI (DEF o (iota o n))

1) ¢ 4 I(n) > I(r) = 2.

LIOTA?: last o (iota a mn) => n SI (DEF o (iota o n))

I(1) = 4 In) > Ur) = In),

HAPP: hd o A(a,b) => hd o a

a Ae ey

I(L) = 2 (I(a) + I(b)) = 2 (a) + 2 I(b) > I(r) = 2 Ifa),

LAPP: last o A(a,b) => last ob

SI (DEF o (last o b))

I(1) = 2 (I(a) + I(b)} = 2 I(a) + 2 I(b) > I{r) = 2 Ilb)

TLAPP: tl o A(a,b) => A(tl o a,b)

SI (DEF o (tl o a))

I{l) = 2 (Ifa) + 1(b)) = 2 Ifa) + 2 U(b) > I(r) = 2 (a) + I(b).

APPVID et APPVIDS:

A(a,<>) => a SI (DEF 0 A(x,<>"))

A(<>",a) => a SI (DEF o A(x,<>°))

TT) = Tla) 4 2 > Tr) - Ta)

fe qui achéve la preuve de terminaison des systémes S-PRIMITIVE.
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4. Systémes de réécriture S~s» et S-WHWH

4.1. Interprétation de "*f”

Nous considérons la régle ¥ALL:

¥ALLt #f o [x,ALL go al => #(f a [?1,g 0 72]) o [x,a].

Nous ne trouvons pas d’interprétation de *f qui nous permette d’avoir

T(L) > I(r) (1 et r notant les membres droits et gauche de *ALL) compte

tenu des interprétations de "x o y” et de "[x,y]”.

Nous complétons > qui remplace "#f o [x,a]” par "*»(f,x,a)”.

On ajoute la régle

wer ea(fyx,a) o z 2> #e(F)x 0 z,a 0 z)

qui assure la dualité des réécritures,

@ On compléte l’ordra des termes avec o > we et, si l’on interpréte

linéairement "s#", il suffit, pour la régle #* d’appliquer le cas 2.a de la

définition de l'ordre des termes.

Dans les #-termes, ¥ALL devient:

¥ALL ##(F) x, ALL. goa) => ¥#(f o [71,q o 72],x,a).

® On interpréte

I(se(f,x,a)) = IGc) + IGF) Ia).
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On trouve alors pour #*ALL

1(L) = I(x) + 1(#) (mn 1(g) + 1) I(a) = I(x) # nn (fF) 1g) I(a) + ICF) Ia)it

I(r) = I(x) + If) (2 + 2 Wg)) Ta) = I(x) + 2 ICF)I(g)T(a) + 2 1CF)T (a).

On peut sans changer les résultats des paragraphes précédents définir n

comme étant la longueur de la séquence & laquelle s’applique PALL x” plus

2, c’est a dire n>2.

Comme

I(f) W(g) Ifa) > I(f) (a), om peut alors canclure que I(1) > I(r).

Les autres régles de S-x

Ces régles ne posent pas de nouveaux problémes. On peut sans

inconvénient éviter de regarder le détail de la preuve qui est faite dans

ce paragraphe.

ALL

s’écrit dans les #-termes:

¥ALL?: #eCP x ALL g) => #¥(f o [?71,g 0 72),x,4d)

I(x) + I(F) (nm I(qg) #1) = I(x) +n I(F) Tg) + IF)aad _~ ~ ~~ u

I(x) + ICF) (2 # 2 I(g)) (2) = I(x) + 4 1(F) Ig) + 4 If)me= fe] Ne If

Il faut encore augmenter n en prenant n>4, et comme

I(f) I(g} > I(g), on peut conclure que I(1) > I(r).

Hx

s’écrit dans les #-termes;

hd a xx(f,x,a) => x
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et il est évident que l’on a I(1) > I(r). Les régles FALL* et FALL«S

Fy 

FALL® s’écrit dans les #-~termes:

FALLe: T, (ALL, g 0 #¥(f,xX,a),¥#(F,x,a))

s’écrit dans les #-termes:
=> ex(lgo (f o [22071,72]),f o [72071,22]],[g o x,x],a).

7, (e#(Fi xa) we(fyysa)) => xa(Lf o (21072,22],g 0 [72071,72]),[x,y],a). Un trouve

Th) = In ( Cn Cg) + L)CI(x) + 1CF) Tla)) + I(x) + IGF) Ifa) ) + 2

On a

I(1) = 2n (I(x) + I(f) I(a)) + fy) + 1g) Ia)) +2 = I(g)I(x) + E(x) + om Mg) (f(a) + 1Cf)I (a) + UC) + ICP) ICa)) + 2

22 Qn U(x) + 2n Ty) + 2n CF) Ila) # tn Mg) Ta) + 2 et = 2@n° I(g) I(x) + 4n Ix) + an* I(g) I(f) 1(4) + 2n (a) + 2

I(r) = T(x) + Ty) + (6 ICF) + 6 1(g)) Ta) et I(r} = [(g) I(x) + I(x) + (6 I(g) I(f) + 6 I(f) ) Ila)

2 I(x) + I(y) + 6 I(f) Ta) + 6 1g) Ia). = I(g) I(x) + I(x) + 6 I1(g) I(F) Ia) + 6 I(F) Ifa).

Comme nod, en a L(1) > I(r). Avec n>4, on peut conclure que I(1) > I(r).

eg Begles Fax et FexS Pour la régle symétrique FALL¥S, on trouve les mémes interprétations des

membres droits et gauches.

Fee s’écrit dans les #-termes:

Ce qui achéve la preuve de terminaison du systéme de réécriture S-x+

Fee: 1 (we(fyx tl o #e(gyy,2)),*#(g,y,a))

=> ee({f o [?lo?71,q 0 {22071,72]]1,9 o (72071,72]],[x,yl],a). 4.2. Interprétation de "WH(p,f)”

On a

Nous complétans les #-termes avec un symbole "W” tel que le morphisme =

T(1) = 2n ( L(x) * I(f) (2) (iCy) + Ig) I(a)) + I(y) + 1(g) I(a) ) + 2
transforme un terme "WH(p,f) o [x,a]” en "W(p,f,x,a)”

= 2n I(x) + 2n Tly) + 4n IC) Ty) + an I(F) I(g) Ifa) + 2m 1g) Ila) + 2

et I(r) = I(x) + TCy) + 4 (Ff) Ia) + 6 If) I(g) Ila) + 6 I(g) Ifa). = introduit la régle:

Avec n>4, on a 4n I(f) I(g) I(a) > 4 I(Ff) T(a) + 6 IXF) 1g) Ta)

We Win fv alo => Wlo,fv oo zac Zz),

et 2n I(g) I(a) 26 I(g) I(a), ce qui permet de dire que I(1) > I(r).

Pour la régle symétrique F¥#S, on trouve les mémes interprétations des ® On interpréte W par

membres droits et gauches,

L(Wip,?yn,a)) = 1x) + Tp) Ta) + 107) I(a).



@ On compléte l’ordre des symboles par ao > W.

Le calcul de l’interprétation des membres des régles de S-WHWH est

calqué sur celui des régles de S-##: [1 suffit d’ajouter la partie due a p

qui est identique a celle de f pour un terme "W(p,f,x,a)”.

On prouve ainsi la terminaison de S-WHWH,

3. Systémes de réécriture S-» et S-WH

Considérons la régle *LIST qui s’écrit dans les #~termes:

#LIST: wa(f,x,L(y)) => ACL(x), LCF ao [x,y])).

Avee l’interprétation définie au paragraphe précédent, on trouve:

T(L) = U(x) + TC) (1Cy) + 1) = Tlx) + TCP) + 1CF) Ily) et

T(r) = I(x) + Le TCf) (L(x) + Ufy)) # l= Idx) + 1CF) Ix) + CF) Ely) + 2

On a donc I(r) > 1(1) et la régle devrait &tre orientée dans 1’autre

Sens,

Le mame probléme se pose aussi avec la régle »CONS ainsi que, pour le

systéme S-WH, avec les deux régles WHLIST2 et WHCONS.

Nous n’avons pas trouvé d’interprétation de ##(f,x,a) gui convienne pour

prouver la terminaison des systéses de réécriture S-x et S-WH. Nous n’avons

pas non plus de contre exemple nous permettant de dire qu’ils ne se ter-

winent pas. Nous pensons cependant que ces systéwes sont noethériens.

Conclusion

A l'exception des systémes S-» et S-WH, nous avons pu faire la preuve
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que les autres systémes localement confluents S-BASE, S-PRIMITIVE, S-«x,

S~WHWH et S-COND que nous avons trouvés dans la premiére partie sont

noethériens. Lu terninaison finie des systémes S-* et S-HH n’est pas

prouvée car nous n’avons pas pu encore trouver une interprétation satis-

faisunte des termes "*f a [x,al” et "WH(p,f) o [x,a]”.
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Quand on construit un programme itératif 4 l’aide d’un raisonnement structuré, on

introduit des séquences (ou suites) intermédiaires inutiles. Nous voulons définir un systéme

de transformation permettant de les supprimer.

Nous codons les programmes dans un langage fonctionnel, le langage FP, qui nous

permet de voir les programmes d’un point de vue algébrique. Nous utilisons des

fonctionnelles pour coder les itérations.

L’ensemble A des axiomes de la FP-algébre comprend les axiomes qui concernent toutes

les maniéres de composer les fonctions ayant pour argument et pour résultat des séquences.

Ainsi chaque classe de A-égalité contient un terme qui n’engendre pas de séquence

intermédiaire inutile. Nous orientons ces axiomes en régles d’un systéme de réécriture de

maniére a ce que la relation de réduction supprime les séquences intermédiaires inutiles et la

forme normale d’un FP-terme, si elle existe, n’engendre plus de séquence intermédiaire

inutile. L’idéal est que tout terme ait une forme normale unique. Mais il faut pour cela que

le systéme de réécriture obtenu soit convergent (noethérien et confluent). La procédure de

Knuth-Bendix permet de transformer un ensemble d’équations en un systéme de réécriture

convergent. Nous avons utilisé la procédure de Knuth-Bendix implémentée dans le systéme

REVE et obtenu un systéme de réécriture convergent. REVE nous donne alors la forme

normale t’ d’un FP-terme t pour ce systéme de réécriture. t’ génére moins de séquences

intermédiaires que t. Notre systéme de réécriture est capable d’éliminer des séquences

intermédiaires dues aux compositions des fonctions qui codent les itérations.

Une premiére partie de la thése est consacrée a l’exposé des résultats acquis en utilisant

la version de REVE dite 2.2. Une deuxiéme partie permet d’envisager un plan de ce que

l'on pourra réaliser dans l’avenir avec les versions ultérieures de REVE.
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