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OBJET DE LA THESE

Ce travail a pour objet la résolution par la Méthede du Gradient des
problemes d'optimisation & contraintes linéaires et 2 fonction objectif linéaire
ou quadratique, Les méthodes et algorithmes sont déduits des méthodes géné-
rales de résolution des problemes d'optimisation avec contraintes exposées

dans le cours d'Optimisation de Monsieur LEGRAS,

L'Université de NANCY I possede une bibliothtque de programmes
d'optimisation permettant de résoudre une classe de problemes qui englobe
les problemes de programmation linéaire et quadratique, Une partie du travail
a consisté & réaliser en langage Fortran des programmes pouvant résoudre
particulierement la catégorie des problemes visés. A cet effet, nous nous
sommes inspirés des techniques et méthodes employées dans les programmes
de biblioth&que. Le premier chapitre contien‘t une €tude des programmes

existants, qui ont été soit modifiés, soit utilisés tels quels,

En ce qui concerne les problemes de programmation linéaire, ce

travail fait suite a la theése de Monsieur COHEN qui avait établi les algorithme:

Nous avons étendu le champ d'application de ces méthodes 2 des problémes &

fonction objectif quadratique et nous avons réalisé la programmation,



CHAPITRE I

ETUDE DES MODIFICATIONS APPORTEES PAR LES

1°) GENERALITES SUR LA METHODE DU GRADIENT

La méthode du gradient est une méthode itérative déterminant & 1'étape
r + 1 un point Xr+1 tel que f (Xr+l) > f (Xr) jusqu'a atteindre l'optimum s'il
existe. Lies conditions de Kuhn et Tucker (cf. II.2,3) permettent de carac-
tériser l'optimum.

Le point X 1 est déterminé a partir de la valeur du dernier itéré X |
r T

de la direction de montée A et d'un accroissement h,
T

- X =X +4+4 . h
r+l T r

A chaque itération, la direction & est une direction de meilleure montée
r

calculée de facon & rester dans le domaine 3éfini par les contraintes,

2°) SIMPLIFICATIONS DUES A LA LINEARITE DES CONTRAINTES :

Les contraintes sont linéaires en X ; on distingue les contraintes bilatérale

de la forme ((P, {X) = 0) et ies coniraintes unilatérales de la forme (ij (X)) -0
i

Une contrainte unilatérale est saturée lorsque pour un point X donné, 1l'in

té devient égalité.




a) Elimination numérique

Soit le systeme (1) de p équations & n inconnues (p< n) correspon-

dant aux contraintes bilatérales vérifiédes et unilatérales saturées.

= 0 @)

On est amené & choisir parmi les n variables :

p variables de base

n-p variables indépendantes (libres ou hors-base).
On note : XB le tableau des p variables de base
XH le tableau des n-p variables hors base.
Le probleme est d'exprimer le vecteur XB en fonction du vecteur XH.

XB =F (XH).

Loorsque les contraintes ne sont pas linéaires, on utilise un algorithme

d'élimination numérique qui & partir des valeurs numériques de XH permet le

calcul de XB et donc de F (XH) C'est une technique itérative et la fin des ité-

rations est obtenue lorsque :

¢, : contrainte constituant le syst>me (1).
i

€ : valeur "'petite' que l'on se fixe.

Cette technique est mise en ceuvre dans le sous-programme ELINUM

de bibliotheque.

Lorsque les ccntraintes sont linéaires, il suffit de résoudre un sys-

teme linéaire de p équations & p inconnues, C'est un probleéme classique qui

peut se résoudre par une inversion de matrice.




Le systeéme (1) peut s'écrire sous forme matricielle

P.X_+R. X
B H

=K
1 =

matrice carrée p X p.
R : matrice rectangulaire pX (n - p).

On suppose la matrice P inversible (contraintes non redondantes et
bon choix des variables de base). Il est simple d'exprimer X
X .

H

en fonction c=
B
X

B

21,
P .(E-R. X))
H

Ce calcul sera exécuté a 1'intérieur du programme correspondant
l'algorithme du gradient réduit "étendu',

Il est donc inutile d'utiliser le sous-programme ELINUM dans le czs

numérique.

des contraintes linéaires. Il y a par conséquent un gain de temps de calcul
nécessaire aux itérations successives propres & cette technique d'éliminatics

b) Choix du pas h :

. eme
Soit le vecteur Xr obtenu a la r

itération et Ar la nouvelle
direction de montée, il faut calculer un accroissement h tel que

. h et
T r

F(X_,,)>F (X))

En bibliothezque, il existe deux sous-programmes ETAP] et ETAFZ2
pour le calcul du pas h.

- Le sous-programme ETAPI, a partir d'une valeur h donnée, déterrmine
le point X . 51 ce vecteur X
p r+l T

ne vérifie pas toutes les contraintes ''véri-

fiées, non saturées", ETAPIL fait appel 2 un autre sous programme SAT
qui sature une nouvelle contrainte,

e

R B



Dans le cas contraire (X admissible), le sous-programme teste la

relation :

)> £ (X ).

d (X1‘+1 T

Si la relation n'est pas vérifiée, il y a diminution du pas, Il vy a inci-

dent si le pas h devient trop petit.

- Le sous-programme ETAP2 met en ceuvre une technique de déterminz-
tion automatique du pas qui procede en trois phases correspondant au calcul

des points Y, Z, U,

Il y a passage d'une phase & l'autre lorsqu'il y a amélioration de 1.t

valeur de la fonction objectif. Le vecteur U correspond 2 un pas h” déterming

par un polyndme d'interpolation,

ETAPZ fait également appel au sous-programme SATUR dans le cz=

olr une contrainte n'est pas vérifiée,

. La linéarité des contraintes et la spécialité des fonctions objectif nous

permet de calculer le pas h de maniére exacte sans approximations succes-

sives.
Chaque contrainte unilatérale (¢, (X)> 0) peut s'écrire sous la form:=z
i
matricielle :
t X = e
A, r+l il
i
t, etX vecteurs & n composantes,

e. : scalaire,
i

En remplacgant Xr+1 par son expression, on obtient :

t (X +4 . h)=e,

Ai T i i i
d'ou
e, - tAi Xr
h1: tA Ar si tAiﬂr,\)O



Afin que le point X g reste dans le domaine admissible, h est choisi
r

tel que :
h = Min hi
ie¢ K

K : ensemble des contraintes unilatérales vérifides non saturde:

Ce calcul est mis en oceuvre dans le sous-programme SATUR (cf. . 7)

c) Modification du calcul de la direction de montée dans le cas de la

On utilise la méthode du Gradient Réduit "étendu'’, Cette méthode
s'inspire de l'algorithme du Gradient Réduit qui procede pour le calcul de la

direction de montée en deux phases :
i) le calcul des coefficients de Lagrange A :

-1

JL:{tqﬂB] [ £ ]

¢! : matrice carrée (p X p) des contraintes saturées dont les colon-

nes correspondent aux indices des variables de base,

fi?) : gradient de la fonction objectif en XB

u) La direction de montée A est calculée 3 1l'aide des formules

suivantes :
A T
AB = 0.
Uans la méthode du Gradient Réduit ""érendu’’, on étend le caicul de

A__dans l'espace des variables libres (H) 2 1'espace des variables de base en

maintenant saturées les contraintes précéderent saturées. Rour calculer AB

on utilise la technique d'éliminaticn vue au paragraphe (2.a).
q P grap



2
A est égal a : A _=-] 98! ' A
B °°%" °8 g legl Tyl H

Sous forme matricielle : A_=-P | R. A .
ous form i 5 -

C'est la linéarité des contraintes qui nous permet cette élimination

simple. On a donc modifié le sous-programme GRADUI existant en bibliothé-

que,

3°) MODIFICATIONS ET PARTICULARITES INTRODUITES PAR LA

LINEARITE DE LLA FONCTION OBJECTIY :

i . : oo T < . £os s
L'optimum en programmation linéaire possede deux caractéristiques :

- il se trouve sur un des sommets du polyedre déterminé par les
contraintes ;

- il sature exactement n contraintes,

La premigre propriété a pour conséquence de calculer le pas h de ma-
nizre exacte (cf, 2.b) puisque sil'optimumexiste, il se trouve & 1'un des som-

mets du polyedre,

La seconde caractéristique a influé sur la méthode de résolution. Puis-
que l'optimum sature exactement n contraintes, le procédé de résolution de
problemes de programmation linéaire passe par une phase dite de ""'saturation'
(cf. II.7), sature progressivement une contrainte supplémentaire sans en libé-

rer, jusqu'a atteindre le nombre n.

Ayant un point XO réalisable, obtenu lors de la phase "initialisation',
si ce point ne sature pas n contraintes, on procéde a la phase de ''saturation"

pour obtenir un nouveau vecteur Xi qui sature =xsctement n contraintes,

Ce point X, est le vecteur de départ de la phase "optimisafion''.
: s I :

—_




s b, il

1
sl

=

e e s ST R )

) prr——

1 B WO et s i et g Pttt

-7 =

4°) MODIFICATIONS ET PARTICULARITES INTRODUITES PAR LA FONCTION

OBJECTIF QUADRATIQUE :

a) Calcul du pas h :

L'optimum, s'il existe, en programmation quadratique peut se trouver
a2 1l'intériedr ou & la frontiere du domaine réalisable. La fonction objectif est
du second degré en X, Par conséquent, connaissant un vecteur X réalisabdle

T
et une direction de montée admissible A , la fonction objectif est une fonction
r

du second degré en h :

f(X +D h)= -
ik hay

N |

t
(X_+D_h).C. (Xr-l-Dh)-lLtP, (X +D &

T r

Pour calculer h, il suffit de résoudre 1'équation du ler degré en h :

df (X + D h)
1 g =0

dh

.
b4

Cette équation détermine une valeur h de manidre exacte. Pour que

le point X reste dans le domaine réalisable, on choisit h tel que :
i

il

%
h=Min{(h, h)
1

h, : valeur de h déterminé par les contraintes (cf, 2.b).
3
Ce procédé de calcul est mis en ceuvre dans le sous-programme QSATUR
(cf. V.5). On n'a pas utilisé les sous-programmes de bibliotheque ETA P!,

ETAPZ,

b) Calcul de la direction de montée :

On utilise l'algorithme du Gradient Picjeté€ mis en cecuvre dans le

sous~-programine GRPROJ de bibliothzoue,
t




i
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Il calcule les coefficients de Kuhn et Tucker et teste leur signe,

Si tous les coefficients sont négatifs ou nuls, le sous-programme

calcule la direction de montée :

= f! - A !
D f(Xr) f ieg(Xr)

puis teste la norme de D,
Si max ]dKI < & la norme est considérée comme nulle, il y a sortie

du sous-programme.

Sile plus grand des coefficients de Kuhn et Tucker est positif, le sous-

programme repére son indice jl, libere la contrainte correspondante et calcule

les coefficients Xi puis :
D= (x)-2_ 7% @ (X)
P75,

1 iy

Ensuite, il choisit une variable de base acceptable, la libere, puis

diminue M (nombre de variables de base) de 1.

Ce sous-programme est utilisé sans modifications majeures.

5°) REMARQUES GENERALES :

a) En ce qui concerne la recherche d'une solution réalisable (phase
“"initialisation' (III.4)), la méthode de résolution établie est une méthode géné-
rale pour tous les prebldmes 2 contraintes lindaires £
conque, La recherche d'une solution réalisablene fait pasintervenirla fonction
objectif.

b) Les informations concernant 1'état des contraintes (vérifiées ou
non, saturées ou non) et des variables (de base ou hors base) sont rangées

dans des tableaux ILU et IVL indiquant des valeurs booléennes. (cf. III.1}.

Al
[ WPy P



1 |
|
c) La gestion des variables de base (cf, II.1) est faite automatiquemen |

par programme {(choix de la variable entrante et sortante), Cette gestion des

variables est importante pour l'inversion de la matrice P {matrice des coef-
P b

ficients des contraintes ''utiles' correspondant aux indices des variables de

base).

T T b

d) En programmation quadratique, on a développé une méthode d'ac-

célération de convergence (cf. IV.5) déduite de la méthode des directions con-

R e et

juguées, ce qui permet de réduire considérablement le nombre d'itérations.

T e

6°) CONVENTIONS :

On supposera que : - aucune contrainte n'est redondante ;

- toutes les contraintes sont compatibles.

S

On se contentera d'étudier les problémes de maximisation. Si l'on doit
minimiser une certaine fonction Z, on se ramenera au cas précédent en cher-
chant Max (-Z). (Les méthodes de montée développées seront, dans ce derniex

l cas, des méthodes de descente).

Par convention, on réserve les p premiers indices aux contraintes bi-

latérales, ce qui permet de ne pas stecker des informations inutiles.

-,




CHAPITRE 1I

METHODES ET ALGORITHMES DANS LE CAS D'UNE

1°) NOTATIONS :

kg kS 3¢ ¥
a) Soit X ¢ R ; trouver X (Xlr, Xy X ) qui rend f (X) maximum.
n

. £ (X) est une fonction linéaire de X,

. X doit vérifier les contraintes linéaires suivantes :

ch(X)IO ve e L

® (X)= 0 Vm e M.

T AT T ¥ 4

L : ensemble des indices des contraintes bilatérales

i 3

M : ensemble des indices des contraintes unilatérales.

. Soient p le nombre de contraintes bilatérales et g le nombre de

contraintes unilatérales.

b) Notations matricielles :

n
Soit X eR , trouver X tel que :

MaxZ=tC.X.

I T T e

Avec les contraintes suivantes :

gt

2

{A X = E : p contraintes bilatérales
1

. X>>E! : ' q contraintes unilatérales,

|
'.
§
[
H
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C : vecteur ligne 2 n composantes,

A : matrice (p X n) des coefficients des contraintes bilatérales.
A' : matrice (q X n) des coefficients des contraintes unilatérales.
E : vecteur colorne a p composantes,

E' : vecteur colonne 2 q composantes.

c) Remarques :

le cas mixte est une généralisation du cas standart (probleéme ave«
contraintes bilatérales et contraintes de signe) et du cas canonique

(probldme avec contraintes unilatérales).

2°) METHODES DU GRADIENT

A) Méthode duGradient Réduit :

a) Nous n'emploierons cette méthode uniquement dans le cas ou le
nombre de contraintes saturées est inférieur & n,
. n .. t
Soit X ¢ R, Maximiser Z = C . X tel que :
A . X=E :  p contraintes bilatérales

(P)

A, Xz E' : q contraintes unilatérales,

Soit X un vecteur réalisable de (P) vérifiant, :

‘A, X=E (1)

A X = E! (2)

J J :
Xz E! 3 .
AK-X- ® 7( ) 5

J : ensemble des indices des contraintes unilatérales saturées.
K : ensemble des indices des contraintes unilatérales non saturées,

M: Ju K
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p+ j = nombre de contraintes saturées {bilatérales vérifiées + unila-

térales saturées).

On décompose l'ensemble des n indices des variables en deux sous-

E

ensembles :

- B: ensemble des indices des variables de base card (B) = p + j.

- H: ensemble des indices des variables libres ou hors base

card (H) =n - (p + j).

Le vecteur X (x,, X,, ..., x ) peut se décomposer en :
n

1 2

1 ‘ X = (XB, XH) avec xil }

[ b Sl i i, i,, ..., i .} =B
: B 2 lip 1, oty

]

: x,

P+.jJ

g ‘wd X‘ e

I 1p+j+l

5

‘

3 X — X, . , - . = T
: H tptjt2 Tptjtl’ Tprj+2 "t
'% - 7

li Les équations (1) et (2) deviennent :

-

E A . X_+A_ X =E

| B B %m H (4)

| roLX_+ A X =E!

! Alp - *p T Ay *u T B O

. On posc .

i A ] E

5 A [ H

f P = R = ¥ =

i ! 1 B!

I AJB lAJH JJ

| -

I P : matrice carrée (p+ i, p+ j)

i R : matrice rectangle (p + j, n - (p + j)).

1
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On suppose P inversible, les équations (4) et (5) deviennent :
; FR.X =
P XB . }xH ¥

; d'on
3 -1
: X_ =P - )
] B . (E-R. XH) (6)
: S t e |
: . L'éguation Z = C , X peut s'écrire : |
: |
Z = 1;C X_ + tC X
; - UB B H  “H
2
= D'apres (6), 1'équation précédente se transforme en :
i z=¢c_.pt. F-r.x)+%c_ .x

S : ’ I H"H

t -1 t t -1
= . P - R
z = Cg B (= €2, P ). Xy
z_='c. .P' R
on pose H B
e rd rd - - N a Z
Le Gradient Réduit est égal par définition a ( X )
i %*h heH
t
d'on A.= C._-2




-1
o A_=-P  _ R.A
n pose = -
ot % <% +n. 4.
d'ou B XB . AB
, n
On appelle '"gradient réduit étendu' le vecteur de R :

X'=X+h ., A vérifie les équations (1) et (2), en effet :

>0 : X' +R.X' . =(P.¥X +R.X (P.a_ +
Vh>0 P XB - ( 5 H)+h (PAB RAH)
-1
= - + Ra
F +h (-P. P SR.A Ao

X' doit vérifier 1'équation (3) :

A' .X+4+h. A .A>E
K K K

it : h. A' .A>E' -A' . X
soi h K =k K

i posons : -8 = Ei{ - Ai{ . X (7), -6 est une quantité négative par hypothese

puisque X est réalisable,

L e et s LT

c¢) Recherche du pas h :

Le nombre de contraintes saturées étant strictement inférieur 3 n,

£ on connait une direction de montée 4, il faut saturer une nouvelle contrainte ;

le nouveau point X devant rester dans le domaine réalisable. Dans la recherche
du pas h, deux cas peuvent se présenter :
-‘ - A L8>0 , ¥k ¢ K

; les équations (3) sont toutes vérifiées pour tout h positif. h peut
etre choisi aussi grand que 1l'on veut et le probleéme n'a pas de

solutions finies,

- akeK tel que : A' . A <0

1
Posons K = {k e¢K IA' . &« 0}
1 kl

;
)
=—-—— - @ = s —s—eee————— = == B B B =8 = ——
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On a :

. Le vecteur X' = }_i+ h .

contrainte : (A}'( . X=E' (k¢K)).

-15 -

kl kl kl
61‘1 1
h< A1‘< A Vkl e K
1
5
kl
h= Min ( Al 4 )
k ¢ K =)

k

A est réalisable pour (P) et sature une nouvells

d) Algorithme du Gradient Réduit :

L'algorithme peut se décomposer en deux phaseé 2

léere phase :

Calcul de la direction de montée 4 :

Les formules établies au paragraphe précédent nous permettent ce

calculer A :

avec

by
A =

A

H

t -1
= “ P
Ch 5 . R
--P"l.R

H

Calcul du pas h.

ensemble des indices des contraintes unilatérales saturées

1
= N

03}.
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1
-8 K=(¢ pas de solutions finies

E .
n 6}&1

| - Sinon : h = Minl ( A A)

| ,

" k. e K 1

1

: ot 5 =E' -A' .0

ook K

1A
Soit k'l)‘ 1'indice vérifiant le minimum.

B : ensemble des indices des variables de base a 1'étape r.

(Card (B ) = p+])

Card (B y=p+j+1.
r+l
¥
:
B) Méthode duGradient :
[ On utilise cette méthode lorsque le nombre de contraintes saturées
] (bilatérales vérifiées + unilatérales saturées) est égal 2 n.

a) Caractérisation de l'optimum. Conditions de Kuhn et Tucker :

; % e %

i grad f (X = Nooe (XD 2 pel () (8)

: el ° jed Y

i L, : ensemble des indices des contraintes bilatérales,

J : ensemble des indices des contraintes unilatérales saturées

i

§ A et ., sont respectivement appelés les coefficients de Lagrange et,
2 4 J

: de Kuhn et Tucker,

§

: Conditions de Kuhn et Tucker :

. 5

:E Les conditions nécessaires et suffisantes pour que X" soit un optimum

tous les coefficients }-lj (V j e J) doivent 8tre négatifs ou nuls,




i Moty R

e

o e e e e —r—_

L'équation (8) s'écrit sous forme matricielle :

Remarque :

contraintes saturées est égal & n, par conséquent P est une matrice

carrée que l'on peut inverser,

b) Algorithme du Gradient

L'algorithme peut se décomposer en deux phases :

lere phase :

- Si tous les coefficients 2. associés aux contraintes unilatérales saturées
J

sont négatifs ou nuls, X* estl'o timum,
g P

- Si un coefficient }1 est strictement positif, il faut alors libérer la con-
J

trainte unilatérale associée et on passe 2 la seconde phase.

22me phase :

Le calcul de .Al ne s'effectue que dans le cas ou le nombre de

-17 -

A Ve o L
e €

_t —
C=P._A avec N = )1j Ve o J

A= c (9)

Calcul des coefficients de Kuhn et Tucker ou test :
"X est-il 1'optimum ? ",

t o
La formule (9) nous donne : . A.= C ., P 1

P : matrice carrée (n X n),

Le nombre de contraintes saturées est égal a n-1, il faut satu-
rer une nouvelle contrainte, on peut donc appliquer l'algorithme
du gradient réduit peur calculer une direction de montée ot un

pas h ; le nombre variable libre est €égal a2 1. On se trouve en-

suite dans les conditions de la phase 1,
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3°) METHODE DE RESOLUTION D'UN PROGRAMME LINEAIRE SOUS

FORME MIXTE PAR LA METHODE DU GRADIENT :

Soit (P) un programme linéaire sous forme mixte :

AX =B
(P) AlX >> B!
Max C . X

On distinguera trois phases dans la méthode de résolution :

-~ Une phase d'initialisation :

- = . <3 .
A partir d'un vecteur E quelconque, déterminer un vecteur X réalisable,.

- Une phase de saturation :

A partir d'un vecteur réalisable X qui sature moins de n contraintes

o< 4 o Mol LY
TR

déterminer un vecteur X', réalisable, qui sature exactement n contraintes

oSy

; - Une phase d'optimisation :

1 A partir d'une solution X', réalisable, qui sature n contraintes exacte-
":5 ment, déterminer la solution optimale X%, si elle existe.

<

g a) Phase d'initialisation :

: o _

Ael F T Bel
; 5
L; - T ¥ _ L
; Ae . g >B€ olt gL U &, U ey
i 2 2 .
| (P) A £« B
¥ .5 <
E < e ts
|
' Al £ > B!
# k k < . . _
F 1 1 on: kv k, =K

O

4_ S
.
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:

o

& O

i Si Py = 23 = kz =@, & estun vecteur réalisable de (P),

E%__

. . Sil'un des trois sous-ensembles €, 23 et kz est non vide, on consi-
g

dere le probleéme auxiliaire suivant : (P AO).

: -

i A . X=8B

€y 3!

' A, . X>>B

‘2 ‘2

i (PA ) .<—A . X>>B

0 €4 €,

; Al >> B!

5 5

_A' >>_.B!

: kZ k2

Thaax (5 A xe ) >

g Ma A X+ A . X - A . X

i (k Kk, ©  pet, ¢ eee, ° )

g € ™2 & %3 2

£° est un vecteur réalisable de (P AO).

‘ Deux cas peuvent se présenter :

o

f ler cas : € sature moins de n contraintes.

" On applique l'algorithme du Gradient RéJduit au probleéme auxiliaire
- (P AO) jusqu'a saturer n contraintes ol jusqu'a trouver une solution

; réalisable c'est-a-dire que €5 € et kZ soient vides.

Ny

La fonction objectif de chaque probleme auxiliaire sera modifiée
a chaque itération suivant les indices des ensembles ez, 23 et kz.
2eme cas : §O sature exactement n contraintes,
. On applique l'algorithme du gradient jusqu'a trouver une solution
réalisable, en libérant la contrainte correspondante au coefficient

de Kuhn et Tucker positif, et en saturant une nouvelle contrainte,

. Si toutefois les conditions de Kuhn et Tucker sont vérifiées et les en-
sembles €5 23 et kZ ne sont pas vides, alors le probleme (P) n'a

as de solution.
P
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b) Phase de saturation :

Soit -}—{O un vecteur réalisable obtenu a l'issue de la phase précé-

dente qui sature p + q contraintes (p + q < n).

On applique l'algorithme du Gradient Réduit qui nous donne un nouveau

—— = . .
vecteur réalisable X qui sature p + q + 1 contraintes,

On applique cet algorithme un nombre de fois égala n - (p + q)

jusqu'a obtenir n contraintes saturées et passer a la phase d'optimisation.

c) Phase d'optimisation :

Soit X' un vecteur obtenu 2 1'issue de la phase ''saturation'' qui

sature exactement n contraintes.

ler cas : Les conditions de Kuhn et Tucker sont vé€rifiées : X = X' est
solution optimale,
2eéme cas : Les conditions de Kuhn et Tucker ne sont pas vérifiées, on appli-

;
que l'algorithme du Gradient,

-1
4°) EVOLUTION DE LLA MATRICE Pr :

Le calcul de la direction de montée A nécessite & chaque itération la
1
connaissance de la matrice P =, Pour éviter une inversion de matrice, on

propose de faire évoluer celle-ci & chaque fois gque l'on libére, ou l'on sature
. 3 -1 - . -1
une contrainte., A 1'étaper +1, P +1 se calcul~ a parti: de Pr .
T

A 1'étape initiale, l'inverse de la matrice P sera calculée par un

sous-programme d'inversion de matrice,
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Bien entendu, l'utilisateur des programmes pourra inverser la matrice
. . . : R . = =]

; P & chaque itération s'il le désire au lieu de faire évoluer P~ comme nous le

' &

présentons ci-dessus.

a) Libération d'une contrainte :
On se place dans la 2éme phase de 1'algorithme du Gradient
ol il y a au moins un coefficient de Kuhn et Tucker strictement positif, ce qui
implique la libération de la contrainte associée & 1'indice du coefficient et la

sortie d'une variable de la base B.

Du point de vue de la matrice P, on supprime une ligne et une colonne

correspondant respectivement & la contrainte libérée et & la variable sortante.

Procédé€ du calcul :

Soit une matrice carrée d'ordren: P (n Xn), quellon partitionne :

P i D
0 :
t
P= | ~cceecoa- -
t 1
] C te
i
PO : matrice carrée (n-1, n-1)
t . N
C : vecteur ligne & n-1 composantes,
D : vecteur colonne a n-1 composantes,
e : scalaire,
i On connait : o . -
t
} A tu
1
E !
I -1 :
P = }-eeemam e
t
tL s
- U =
A rmatrice carrée (n-1, n-1)
t ) . N
L. : vecteur ligne & n-1 composantes,
u vecteur colonne a n-1 composantes,
y scalaire,

>
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On cherche llinverse de la matrice PO sous matrice de P,

On calcule : P ' .
0 L A y U
-1 i ]
1 P.P = —----.._.E. ____________ E___
; t ‘e t i
H o ; L | v
:F En développant le calcul on obtient :
: t . .
5 P .A+D L P .U+D i i
0 ' o Y n-1 ' ©
T e e I '
.. ’ 1
* C.A+ L.el C.U+ey 0 (1

Ce qui nous am@ne & résoudre le systéme d'équations suivant :

t
/ A =
Po' +D. L £ A (1)
! JPO.U+D.y=O (2)
]
) t t
| C.A+ L .e=0

'€ . @ 5a.y=L

De 1'équation (2), on déduit le vecteur D :

P .U
D5 . ~"—— g 0
; 5 y 7

, P .U, o
E P . A - =

0 vy In—l
b i

. u. L
P A - =1

0 ( Yy ) n-1
f | .Y -
l. d'ou : I : N} tL 1
! P = A - - (3)
I 0 Y

Remarques :

t < . :
La matrice U . L est carréde (n-1, n-1) puisque produit du

it
vecteur U (n-1, 1) par L (I, n-1).

a pour indice n ainsi que la variable sortante,

. La formule (3) est utilisée dans le cas ol la contrainte & libére
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. Etudions le cas ou la contrainte & libérer a pour indice i (1<is< n) et la

variable sortante a pour indice j (1< j=<n).

On partitionne la matrice P de la fagon suivante :

= . .
Pro Cj ‘ P,
' 1
_______ R T
= 1] RN .
P = Li EPij: @g—ieme ligne
_______ -
E
] ]
P, i Py
b 1 ] ? 1]

1 jeme colonne

On va se ramener au cas précédent en multipliant la matrice & droite

et a2 gauche par respectivement les matrices Jl et JZ.

o . «l - . : -
I L0 it )
i-1 Vo o 3-1 | y 0
o, ST = o L L ' ' -
‘:‘ [} :.
l.‘ 1 .---.‘.._-'so—--_....-.l-_
o t - == &
Jl— O ,_: n-i JZ— 0 ..c7..¢. CEE s e PR
r Bl R e b
[ s LI
I-: f - .
> cet cemm ms as oo as e G . n § ‘.
LU v LT 0 e ¢ In--_]' 1 0
. o - o ]
ieéme colonne
P . t t
On vérifie facilement : J . J, =1 et J_ . J.=1.
1 1 1 2 2 n

J1 et JZ sont donc deux matrices orthogonales :

it -1 t -1
i =3 J T = J
| 5 =9 . Jo T2
I On a :
£ ~ P 3 “t
]
' P1 2
g  pessemeaeko- ;C.
? Jg. . P = | P P b
| 1 J2 3 4
b ]
; m e e m e e oo pe e
§ —T—l !P
: e P
L, = i 1_)4

i p,. : scalaire est le coefficient de la matrice P de la igme ligne et jéme colonne,
1)
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Ce qui nous intéresse c'est l'inverse de :

i
Pl g P3
P = |oemmcmeeeen-
0 :
P3 : P4
-1 t -1t
‘ = . P
On a (J1 R g JZ) JZ 5
s (A lc.i A
' 1 iy 2-l
s oxs B S s Wsre 5o =
-1 ¢ { PEEN :
P = L. X ) g jieme ligne
.-_J.---l.- B S —
1 [}
A 4 A
P30 0 T4
%
ieme colonne
- ] [3 -1
A+ A
1, A
]
e N Y @
t a4 IR
P = AV A
2 | 31 4.
L I e
L. 'l
J ' Ji
' -
. On pose :
ioA
A 2
A= jemcm= ‘:. .....
A A
! 3 4
t -1
U= Ci 3 L =L, ; Yy =p.. dans la formule (3).
J J
|
Autre formulation :
- =
‘[ Soit Prl la matrice d'ordre n ou P~ (k, &) Wk, € e {l,... n}
on cherche P“1 ou P est déduite de P en supprimant la ligne i
r+l r+l r :
et la colonne j.
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: -1 .
-1 a1 PG e)xp (k)
- " = k, =

: vk, ¢ e{l,...,n} P (k, e) P (k,2) 5

s P (G, i) # 0

On supprime la ligne j et la colonne i constituée de zéros et on

-1
obtient Pr , d'ordre n-1.

Remarque : Ce calcul est utilisé dans le sous-programme GPR@J (111, 6).

b) Saturation d'une contrainte :

On se place dans la phase 2 de 1'algorithme du Gradient Réduit,
on a une direction de montée A, on calcule le pas h qui nous amene & saturer

E une nouvelle contrainte.

Procédé de calcul :

-1
IL.a matrice P = est d'ordre k, on cherche 1l'inverse de P n d'ordre
T T

La matrice P est déduite de la matrice Pr en ajoutant une ligne
i .

+1
composée des coefficients de la contrainte saturée et une colonne correspon-

1

dant 2 la variable entrant dans la base. Nous décomposons P et P—+l en
xr T

+1
. sous-matrice suivant le méme procédé que dans le paragraphe précédent.

Soit :

i U : vecteur colonne 2 k composantes.

t : s
! V ! vecteur ligne a k composantes,

vy : scalaire
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Posons :
A e
-1 K
R S
T 3 ;
L voe
Explicitons le calcul de P P-l =1
precl © r+l ° T or+l k+1
= t 1 n r . "
P A+ U L « P C+U. e I . O
r ! T k-1 :
. : !
3 W _ 'l S0 _ g == & N — m e = o = = = = b oo U ——
Pl Bn : :
V.A+y L E V.C+ye | O ‘: 1
On obtient le systéme suivant
. t
A = 4
P_ +U. L=1 (4)
< Pr .C+U ., e=0 (5)
t s
V.A+y. L=0 (6)
t
\ V.C+y.e=1 (7)
< . ca . -1
De 1'équation (5), on déduit : C=-P .U. e
1 r 1
_ . 2N 1 . t -1
De 1'équation (7), on déduit : e = " 1 si (y- V.P .U#0)
- T

< . . t
De 1'équation (4) on tire L :

th_—X;i (siy #0). (8)

-1
En multipliant 1'équation (4) par P~ & gauche, on obtient :
T

0

A=P -P_ .U. L (9)
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t -1
t - V. P
(8) et (9) nous donnent : L= " 11
s .U
y~- V. Pr
. t t -1
ou en fonction de e : L=-"V, Pr . e
i 1}

t
-1 C. L
A = + i
Pr = si (e # 0)
1 1
Donc : i t I
1 C !
P + L . C
T e
=i .
P =3 .
r+l - - - e - e e s e e m - oo e =l =
[
t ]
L : e
] o

On calculera les valeurs de e, C, 1:L et A dans cet ordre :

1 t =
e = " ] si y-vpl.U;{o
y- V.P .U N
T
-1
C=-P -U . e
T
t t -1
L=-V P e
r
t
A = P—l + C. L
r e
Remarque : . Le calcul de l'inverse de la matrice P +1 est possible si la
X

quantité y - v P: . U est non nulle auquel cas le choix de la

variable entrante est bon, sinon il faut choisir une autre variable.

Le calcul précédent a été fait dans le cas ol l'indice de la

ligne et de la colonne entrante sont égaux a r+l,
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5i 1'indice de la ligne est égal2 i (I<i< r + 1) et 1'indice de 1a
colonne a j (1< j=< r+l), on procdde de la méme manitre gue dans

le cas de la libération d'une contrainte.

Ce qui revient 2 multiplier par les matrices Jl et JZ la matrice

Pr+1 pour se ramener au cas précédent.

. Pratiquement, il faut permuter les lignes r+l et j avec les colonnes

r+1leti,.

Ces formules sont mises en ceuvre dans le sous-programme

SATUR (cf. I, 7).



CHAPITRE TIII

NOTICE D'UTILISATION DU PROGRAMME GRPL

1°} GESTION DES VARIABLES ET DE L'ETAT DES CONTRAINTES :

a) Pour repérer la nature des variables (de base cu hors base), ainsi
que 1'état des contraintes bilatérales et unilatérales au cours de l'exécution

du programme, nous utilisons deux tableaux :

. le tableau d'identificateur IVL (indice des variables libres) ou :

IVL (B) =1 si x, est variable de base,
IVL (H) =0 six est variable libre.

. le tableau d'identificateur ILU (indice des liaisons ''utiles') ol :

(

ILU (1) =1 . si la contrainte ¢, = 0 est contrainte
i
bilatérale vérifiée ou unilatérale satu-

<
ree,

1LU (1)

11
(]

si la contrainte . > 0 est une contrain-
i

‘< te bilatérale non vérifiée ;

. si la contrainte ®. > 0 est une contrain-
i
i

unilatdrale vérifide nan saturée

LS8 B oA

o+
o

I
1
b

ILU (1)

si la ~ontrainte ¢ < 0 est une contrain.-
i

te bilatérale ou unilatérale non vérifiée
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Ces deux tableaux seront initialisés par le sous-programme INIT

et leur évolution sera assurée par les autres sous-programmes,

b) Changements de base - Tableau IVX :

] I1 y a changement de base lorsqu'il y a modification de 1'état des

contraintes :

ler cas :saturation d'une nouvelle contrainte, ce qui entraine l'augmentation
du nombre des variables de base ; une variable hors base entre dans

la base.

2@¢me cas : libération d'une contrainte, ce qui entralfne une diminution des

variables de base : 1'une d'elle devient variable hors base,

Une des difficultés du choix d'une variable entrante ou sortante vient

de la nature de contrainte de type suivant :

= >
?, axj-l-b_O

Contrainte ‘Piz 0 ne dépendant que de la variable x_,
J

Si une contrainte ¢, est saturée (programme SATUR) et si cette
i
contrainte est Je la forme ¢, = a x, + b, la variable x_a nécessairement la
i J J
valeur -b/a et devra devenir variable de base si elle était précédemment hors

base,

Si une contrainte @. est libérée (programme GPROJ) autre que ¢,

i i

la variable x, ne pourra pas &tre choisie comme variable libre : une variable
x., de base ne pourra devenir variable hors base que s'il nexiste aucune con-

trainte saturée fonction de la seule variable xj.

Pour que les programmes GPROJ et SATUR poss&dent 1&s informa-
tions nécessaires aux traitements que nous venons de décrire, nous introdui-

sons le tableau IVX ou :

2
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It
-

IVX (1)
IVX (1)

s5i la contrainte ® dépend de la seule variable x.

dans les autres cas.

i
(@]

Ce tableau sera initialisé par le programme principal et reste inva-
riant au cours du traitement.

.

Dans le second cas, une variable x, ne pourra sortir de la base que

si la relation :

ILU (I) =1 et IVX (J)=1J

a la valeur ''fausse'' quelque soit I (1<I<n).

c) Des cas particuliers dus aux coefficients des contraintes ne per-

mettent pas un choix arbitraire des variables entrantes ou sortantes de la base.

Par exemple si les deux contraintes suivantes sont saturées :

x2+X3 > -2

2 - > 4
x2+ x3 x4 = 4,

Si 1'on choisit x1 comme variable de base, la matrice P aura une colon
ne de zéros et ne sera pas inversible. Il faut donc tester si le coefficient cor-

respondant & la contrainte saturée de la variable choisie est différent de zéro.

A l'initialisation, le choix est fait automatiquement par programme

de manidre & c= que la matrice P ne comporte ni lignes, ni colonnes de zéros.

Dans 1'évolution de la matrice P—1 (cf. III.4), dans le cas d'une satu-
ration de contrainte (respectivement libération de contrainte), c'est-a-direle
passage du rang d'ordre m au rang supérieur m+l (respect. au rang inférieur
m-1), le tesi d'un coefficieni ou "pivol' devaut gtre différent de z
de détecter si le choix de la variable entrante (resp. sortante) dans la base

est mauvais; dans c2 cas il est corrigé.
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2°) LISTE DES TABLEAUX ET VARIABLES UTILISES

a) Tous les variables et tableaux sont transmis entre les différents

sous-programmes par des instructions "COMMON",

Variables simples :

:? N nombre de variables.

E NT nombre total de contraintes.

|[ P nombre de contraintes bilatérales, doit &tre déclaré '"entier',

f M nombre de contraintes "utiles'' (bilatérales vérifiées et unilatérales

saturées) ; est également le nombre de variables de base.

NA parambdtre de surdimensionnement, peut &tre choisi arbitrairement

; égal ou supérieur 3 N et NT. Indispensable pour MCADIR.

INCI Indicateur d'incident. Il a la valeur 0 apres exécution d'un sous-pro-
I’: gramme en cas de déroulement normal. En cas d'incident, il prend

'l une valeur entizre qui dépend du sous-programme et de la nature de

l'incident,

. IF1 Indicateur de fin d'itération. Il intervient dans GPROJ et prend la

‘f valeur 0 lorsque le maximum est atteint. Sinon il a la valeur 1.

INI Indicateur égal & 1 si le programme se trouve dans la phase 'initiali-

sation' c'est-a-dire qu'une soluticn réalisable n'a pas encore été

trouvée, il a la valeur 0 sinon. Il intervient dans le sous-programme

INIT.
H Pas de montée, évolue dans le programme (sous-programme SATUR).
FX Contient en permanence la valeur de dernier itéré.

T Ty Ty e . AV, ” alps® N =
11 s Lomptileus G ierations,




P T————
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e

Tableaux :

Nom | Dimension
X N ou NA
D N ou NA
ILU NT ou NA
IVL N ou NA
IVvX NT ou NA
EPS 2

Cl N ou NA
G N X N

W N X N
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. . e s 2 r ry
Contient en permanence le dernier itéré X d'éléments

r T
Xl, XZ,..

par le programme principal.

r
.» x . Peut etre initialisé par 1'utilisateur ou
n

Contient la direction de montée,

Caractérise 1'état des liaisons ou contraintes,

ILU (1) = 0 . si bilatérale non vérifi€e positive ou
unilatérale vérifiée

1 . si bilatérale vérifiée ou unilatérale
saturée

-1 . si bilatérale non vérifiée négative
ou unilatérale non vérifiée négative,
Caractérise la nature des variables
IVL (H)
IVL (B)

I

0 si Xh est variable hors base,

1 si xb est variable de base.

]

Caractérise la nature de certaines contraintes,

IVX (1) = J  si ¢i dépend de la seule variable Xj'

IVX (I) = 0 dans les autres cas.

&1 et &  utilisées dans les tests des sous-programimes

GPROJ et INIT.

Tableau contenant la dérivée de la fonction objectif.

of
o x

T

Cc =

1

Contient les dérivées 9./ 3 X des contraintes "utiles™
1 £

(i e L ouJ) par rapport & toutes les variables,

Contient 1'inverse de la matrice P des coefficients des

contraintes utiles correspondant aux variables de base,
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Nom Dimension

F ) Contient les dérivées d <p,/ 3 x_ de toutes les contraintes
E 1 .
F par rapport & toutes les variables, Ce tableau est inutile

si cette information®se trouve sur mémoire périphérique,

Pour l'implantation sur petite machine ou pour des pro-
P P P P

blemes & grand nombre de contraintes, un support externe
de mémorisation est indispensable,

[ 1P, T1,

T2, C NT ou NA Tableaux auxiliaires.

b) Données et parametres d'entrée :

: La lecture des données suivantes est faite au début du programme

principal.

NA, N, NT et P.

- Cl: les coefficients de la fonction objectif,

- IVX : information sur la nature des contraintes.

’ V (NT,N) : coefficients des contraintes ; dans lé cas ou l'on ne veut
pas garder en mémoire centrale ce tableau, on lira ces
informations sur mémoire externe & chaque fois qu'il
sera nécessaire de les utiliser,

. - X : vecteur du départ est initialisé par l'utilisateur.

3°) PROGRAMME PRINCIPAL

2
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COMMON/A/ P, N, NT, NA, M, INCI, IFI, Pl, N1, D (N), ILU {NT},
IVL (N), IVX (NT), EPS (2), C (N), 1P (N), G (N,N),

W (N,N), T1 (N), T2 (N), Cl(N)

COMMON /Al/ X(N}," ¥X, H, V (NT,N), ITER, INI
INTEGER P, Pl.

b) Composition du programme :

Le programme comprend un programme principal et six sous-

prograrnrnes .

Deux sous-programmes ARRAY et MINV existant en bibliotheque, per-

mettent d'inverser initialement la matrice W (appelée P dans le chapitre II) ;

Quatre sous-programmes :

- GRADUI : calcul de la direction de montée A.

- GPROJ i représente l'algorithme du gradient

- INIT : traduit la phase "initialisation' ou la récherche
d'une solution réalisable,

- SATUR 2 calcul d'un nouvel itéré Xr+1'

L'uti.isateur se charge des éditions des résultats, Certaines éditions

indispensables sont indiquées.

c) Programme principal :

- Instructions de déclaration :

COMMON /A/ ...

COMMON /Al/ ... » ¢
- Leecture des données

- Phase "initialisation' :




10

15

20

. INCI =10

« 3G =

Nl=N+1
Pl=P+1
CALL INIT

IF (INCI.NE.0) G® T® 30

IF (M.LE.0) G® T® 16 ¢— test si aucune contrainte saturée

il n'y a pas d'inversion de ma-
trice
CALL ARRAY (2, M, M,NA,NA, W, W)
CALL MINV (W,M, D1, T1, T2) In;/ersion de la matrice W,
CALL ARRAY (1, M, M, NA,NA, W, W)
IF (ABS (D1).GT.EPS1) GO T® 10 test sur le déterminant
INCI = 10
GP TP 30
IF (INI.NE.0) G® T® 20
DH 15 1=1,N

c (1) = C1 (1)

Si la phase initialisation est ter-
minée (INI = 0) on traite le pro-
bleme initial avec sa fonction
objectif. (Cl (N))

CALL GPROJ

IF (INCI.NE.0) G® T 30

IF (IFI.LE.0.AND.INI. EQ.1) G® T® 40
CALL SATUR

IF (INI.EQ.1) G T® 5

GO Tp 20

WRITE (6, 630) INCI

FORMAT (5X, LIHINCIDENT NO, 14}
STOP 1

WRITE (6, 640)

FORMAT .(5X, 20611 PAS DE SOLUTICN REALISABLE)
STPP 2

END

le déterrminant de la matrice W est nul.

. Sous-programmes appelés : ARRAY, MINV, GPROJ, SATUR.
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4°) PHASE MINITIALISATION'" - SOUS-PROGRAMME INIT :

Ce sous-programme traduit la phase initialisation" ou la recherche d'une
P P

t solution réalisable. (II.1l.2).

. Il initialise le tableau ILU sur 1'état des contraintes.

0 . si contrainte unilatérale vérifiée
1 . si contrainte bilatérale non vérifiée positive
' ILU (1) = 1 . si contrainte saturée (bilatérale ou unilatérale)
-1 . si contrainte non vérifiée négative (bilatérale ou
{ unilatérale).

. Si une contrainte au moins n'est pas vérifiéde, 1'indicateur INI prend la
valeur 1 pour signaler que le vecteur X n'est pas solution réalisable. Dans ce
cas, il met en place le probléme auxiliaire en calculant les coefficients de la
fonction objectif du probleme auxiliaire. Dans le cas contraire, INI prend la

valeur 0.
. Le tableau IVL indiquant la nature des variables (base ou hors base) est
initialisé de maniere & ce que la matrice P soit inversible.

0 variable Xj hors base.
IVL (7) =

1 variable Xj de base.

Parametres d'entrée :

X : est initialisé par le programme principal.

SUBROUTINE INIT

Instruc:ions de déclarations :
COMMPN /A/. ..
CHMMPN /AL/. ..
INTEGER P, Pl.

_|_
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Kl =0
INI = 0
M =

1 EPS (2) = 1.E-5

IVL (I) =0
5 c()=0

Détermination de 1'état de toutes les contraintes

D@ 100 I1=1,NT

D® 10 J=1,Nl si on ne veut pas garder en mémoire le tableau
10 T1 (J) = V (1, 7) } ’c\lfardlzsulclo:l’fgi;ntszz,u:sti;;?lt lire les contraintes

IF (ILU (1). EQ.1) G® T® 25

T2 (1) =0
DY 20 2.0, N
20 T2 (1) = T2 (1) + TL (J) % X (J)

Test si la contrainte CPi est saturée,
IF (ABS (T2 (1) - T1 (N1)) . LE . EPS (2)) G® T® 25
IF (I.LE.P) GY TQ 30
G® TQ 35
25 ILU (1) =1
Test si la contrainte . est de type (a xJ_ + b = 0), dans ce cas Xj est
variable de base.
IF (IVX (I). EQ. 0) G® T® 90
= IVX (1)
IF (IVL (J).LE.0) K1 = Kl + 1
IVL (J) =1
G® T 90
30 INIT =1
35 IF (T2(1) - T1 (N1)) 40,100, 50
40 ILU (I) = -1 (contrainte non vérifiée négative)
K=1
INI =1

) |
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G® TO 60
50 ILU (1) = 0
K=1
IF (I.LE.P) K = -1
IF (I.GE.Pl) G® T 100

Calcul de la fonction objectif auxiliaire.

60 DG 70 J=1,N
70 C (J) = C (J) + K3 T1 (J)
G® TY 100
90 M=M+1 (incrémentation du nombre de contraintes saturées)

95 G (M, J) = T1 (J)
100 CONTINUE

DsZ) 95 J=1,N les coefficients de la contrainte saturée sont
} rangés dans G.

Détermination des variables de base.

IF (K1.EQ. M) G® T® 120

DY 115 I=1,M

D@ 110 J=1,N

IF (IVL (J). EQ.1) G® T 110

IF (G (I,J) .EQ.0) G® T@ 110 (Pour éviter que W soit une matrice
singuligre)

IVL (J) =1
Kl =KIl+1
IF (K1 . EQ . M) GO TO 120
GQ T® 115
110 CONTINUE
115 CONTINUE
DY 117 iel,M
J = N+l
116 J=J-1
IF (J. LE. 0) G@ T@ 117 _
IF (IVL (7). EQ.1.®R.G(I, J). EQ. 0) G® T® 116
VL (3) =1
Kl =KIl+1

’H

B S e
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IF (K1.EQ.M) G® T® 120
117 CONTINUE

IF (K1.EQ.M) G@ T® 120 (Test si le nombre de variables de base

! INCI = 20 est égal au nombre de contraintes
saturées)

RETURN

120 DB 130  I=1,M

K=0

DO 125 J=1,N

IF (IVL (J) .LE. 0) G® T® 125

K=K+1

W (I,K) = G (I, J) &~—— Initialisation de la matrice W & inverser,
125 CONTINUE
130 CONTINUE

RETURN

END

INCI : Indicateur d'incident, il a la valeur :
0 : en cas de déroulement normal.

20 : contraintes redondantes.

5°) CALCUL DE LA DIRECTION DE MONTEE D. SOUS-PROGRAMMES

GRADUI :

Ce sous-programme calcule la direction de montée & 1'aide des formu-

les (cf. 1.2 : A.d) :

H : ensemble des indices des variables libres (IVL (I) = 0)

B: ensemble des indices des variables de base (IVL (I) = 1)

5
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-1 . . .
. La matrice P =~ est appelée dans le programme W {matrice inverse des
coefficients des contraintes utiles G correspondant aux variables de base.

(M x M).

. R est une sous-matrice de G correspondant aux variables libre dimension-

néea M X (N - M),

Parametres d'entrée :

. W : matrice inverse (M x M)

G : matrice (M X N - M) des coefficients des contraintes 'utiles'',

~ - SUBRQUTINE GRADUI

COMMON /A/. ..

K =0

DY 10 1=1,N

IF (IVL (1) _EQ. 0) G® TP 10

K=K+1

T1 (K) = C (1) ¢—rangement dans Tl des coefficients ——
10 CONTINUE H

DY 20 J=1,M

T2 (J) =0

D@ 20 I1=1,M
20 T2 (J) = T2 (J) + W (1,J) % T1 (I)

K=0

DY 30 J=1,N

IF (IVL (J). EQ.1) G® T® 30

K = K4l

T1 (K) - 0

DY 40 1=1,M
40 Tl (K) = T1 (K) + T2 (I) % G (I, J)

D) =cCc ) - Ti(K) &~ Calcul de D, correspondant aux

T1 (K) = D (3) variables libres.
30 CONTINUE

o T S S S R
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Calcul de Dg correspondant aux variables de base , (DB = -W.R. D..
D@ 60 I=1,M
T2 (I) = 0
K=20
DY 50 J=1N
IF (IVL (J). EQ.1) G® TQ 50
K = K+1
T2 (I) = T2 (I) + T1 (K) 3 G (1, J)
50 CONTINUE
60 CONTINUE
. DO 70 I=1,M
T =0
DG 70 J=1,M
70 T1(I) = T1 (I) + T2 (J) % W (I,J)
K=0
DY 80 1=1,N
IF (IVL (I). EQ.0) G® T® 80
K=K+1
D (I) = - T1 (K)
80 CONTINUE
RETURN
END
Ce sous-programme est appelé par GRPROJ.
6°) SOUS-PROGRAMME GRPROJ TRADUISANT L'ALGORITHME DU GRADIZNT
Ce programme traite deux phases de l'algorithme :
- la phase '"'saturation' si le nombre de contraintes saturées est
inférieur strictement a N,
- La phase '""d'optimisation' si le nombre de contraintes saturées es:
€gal a N,

4
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. Dans le ler cas, il se contente d'appeler le sous-programme GRADUI

pour calculer la direction de montée D.

. Dans le second cas, il calcule les coefficients de Kuhn et Tucker 2 1l'aice

de la formule :

-1
A=P (X))
T

i Test : - sitous les coefficients A, correspondant aux contraintes unilatérales
: J

i saturées sont négatifs ou nuls, il y a arret des itérations, l'optimum
est obtenu,
: - Si un des coefficients A, est strictement positif

- on libere la contrainte correspondante au plus grand A, >0 ;
J

- on fait évoluer la matrice W puisque le nombre N de contraintes

saturées passe a N-1,

Parametres d'entrée :

X : valeur du dernier itéré.
DW : matrice inverse des coefficients des contraintes correspondant aux
variables de base.

‘ C : coefficients de la fonction objectif,

| SUBROUTINE GRPR®J

,‘ COMMPN /A/. ..
COMMPN /Al/
INTEGER P, PL.

IFI =1

Test si M< N phase de ''saturation'

ot

FM, LT N)GA TG 130

Phase d'optimisation M = N
10 DY 20 J=1N
T1(J) = 0
DY 20, ~ I=1,N
20 TL(J) =T1(J)+ C (I) %W (I,J) & calcul des coefficients de Kuhn et

Tucker,
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A= -0,01

K = Pl :

DP 30 I=K,N ¢— Test des Conditions de Kuhn et Tucker
IF (T1 (I). LE.A) G® T® 30

=1

A = T1 (1)

CONTINUE

IF (A.GT.0) G® TQ 40

IFI = 0 g— (Tous les coefficients sont négatifs ou nuls, fin du pro-

FX = 0 gramme)

IF (INI.EQ.1) RETURN  ¢—(Cas ol le programme est en phase d'ini-

P, ) el . 7

D¢ 25 I=1N Ez:}flaet)l.on, il n'y a pas de solution réa-

FX = FX + X (I) & C (I) '

Edition de résultats

WRITE (6, 625) FX, ((I, X (1)), I =1,N)

FORMAT (20X, 19H MAXIMUM OBTENU FX =, E10.4, /(30X, 1HX, 12,
3H =, E10.5))

STPP 3

Cas ol un coefficient A, est positif, choix de la variable sortante et
J

évolution de la matrice W,

K=0

DY 5% I=1,NT

IF (ILU (1). NE.1) G® T® 50

K=K+1

IF (K. EQ.I1) G® TO 60

CONTINUE

=W (1= 0 ¢— la contrainte d'indice Il est lib&rdc,

Choix de la variable de base sortante.
IF (IVX (J) .EQ. 0) G® TY 70

J1 =IVX (1) ¢~ la contrainte libérée dépend de la seule variable
dfindice J1, on fait sortir cette variable de ia base

GP-TY 90
DD 80 I1=1,N
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IF (IVL (1) .EQ.0) GO T® 80
i D@ 75 J = Pl,NT
IF (ILU (J).NE.1) G® TQ 75
IF (IVX (J).NE.I) G@ T® 75
GO T 80
75 CONTINUE
IF (ABS (W(J1,11)).GT.EPS (1)) G® T 90
80 CONTINUE
INCI = 30 ¢— Cas ol il n'est pas possible de libérer une variable
RETURN
90 IVL (J1) = 0
M=M-1 ¢— Le nombre de variabies de base est décrémenté de 1.

Evolution de la matrice W qui passe de rang M a M-1,

D@ 100 J=1N
IF (J.EQ.I1) G® T® 100
DY 95 I=1,N

IF (I.EQ. J1) GO T® 95

:' W (LJ) =W (,J) - (W (JL, ) & W (I, I1)/W (J1,11))
95 CONTINUE
100 CONTINUE

Suppression de la ligne Jl et la colonne Il de zéros dans W,

IK =0

D@ 110 I=1,N

IF (1. EQ.Jl) G@ TQ 110
IK = IK + 1

JK =0

D@ 105 r=1,

IF (J.EBEQ.I) GP TY 105

JK = JK +1
W (IK, JK) =W (I,J)
105 CONTINUE
110 CONTINUE

|
|
——
e e 1 . - e, B L R
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Suppression de la ligne Il correspondant a la contrainte libérée
dans G,
K=0
D@ 120 I=1,N
IF (I.EQ. 1) G T® 120
K=K+1
D@ 115 J=1N
115 GA{K,J) =G (I, T)
120 CONTINUE
130 CALL GRADUI @— Calcul de la direction de montée,
RETURN
END

. INCI : Indicateur d'incident prend la valeur :

0 . en cas de déroulement normal,
30 impossibilité de libérer une variable, contraintes
redondantes,

. Sous-programme appelé : GRADUI

7°) CALCUL DU PAS H - SATURATION D'UNE CONTRAINTE - SATUR

Ce sous-programme a pour rdle de calculer le pas h pour le prochain

itéré Xr = Xr +h.D{(cf. II.A. c.)

+1

h = min (
he K k-

K : ensemble des indices des contraintes unilatérales non saturéec,

. Lors de la saturation d'une contrainte, le programme fait évoluer les

matrices W et G.
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i . INCI = Indicateur d'incident prend la valeur :

kl 0 en cas de déroulement normal,

[ 40  pas h infini (solutions infinies).

i 41 choix d'une variable entrante impossible (contraintes
i redondantes)’,

Parametres d'entrée :

i X : valeur du dernier itéré Xr.
‘ D : direction de montée,
W, G: matrices des coefficients des contraintes utiles'_
VvV : tableau contenant 1l'information de toutes les contraintes, Si 1l'utilisa-

teur ne veut pas le mémoriser, il faut lire les coefficients des con-

traintes sur mémoire périphérique.

SUBROUTINE SATUR

COMMBN /A/. ..
COMMON /Al/. ..
: INTEGER P, Pl

ITER = ITER +1 (Incrémentation du nombre d'itérations puisque

; 5 ce programme calcule le nouveau point Xr)'
Ul =0

1. E+30

Calcu! du pas h, saturation d'une contrainte.

D@ 50 I=1,NT
, IF (ILU (I).EQ.1) G® T® 50
J=1
'- IF (ILU (I) .GE.0) G® T 10
J= -1
10 DB20 K =1, Nl
IP (K) = 0 .
20 T1 (K) = J4 V (I,K) ¢ (Si v non-mémorisé, lecture sur mémoire
El %0 externe)
E2 =0
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DY 30 J=1,N
El = E1 + T1 (J) % X (J)
30 E2=E2+ Tl (J)%D (J)

El = Tl (N1) -El
IF (E2.GE.0.0R.Ei.GE,0) G® TP 50

Ul =1 ¢—— Indicateur qu'une contrainte au moins a été saturée

H = E1/E2 }
IF (H.GT.Hl) GOT® 50 ¢— On choisit H = Min H,
=1
DO 40 K=1N1
40 T2 (K) = T1 (K)
Hl = H
50 CONTINUE
H = Hl
IF (UL.GE.1) G® TQ 60

INCI = 40 4—- Incident : aucune contrainte a été saturée, i)as h oo, \
RETURN

60 1LU (I1) =1
M=M+1 & Incrémentation du nombre de contraintes saturées,

)

Calcul de la fonction F (X

r+l
FX =0
DO 7u I1=1,N
X (1) =X (I)+D(I)*H
70 FX = FX + X (I) « C (I)

Edition du nombre d'itérations et de la valeur de la fonction f (X )
WRITE (6, 670) ITER, FX

FORMAT (40X, 12, 8X, El10.2)

r+1

o\
-1
<

IF (INI.NE, 0) RETURN

Recherche A'une variable entrante,
J1 = IVX (1)

IF(J1.LE.0) C® T® 80

IF (IVL (J1) .EQ.1) G@ TO 80

)
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IVL (J1) =1 ¢—— Cas ou la contrainte saturée dépend de la seule
G@® TG 100 variable le et que celle-ci est libre,
80 DP 90 1=1,N

IF (IVL (I). EQ.1) G@® T® 90
IF (M.EQ.1.AND.ASS (T2 (I)). LT.EPS(1)) G® T® 90

‘L ' IVL (I) =1 §—— On fait entrer dans la base la premiére variable
T libre rencontrée,

Jl =1

G® TO 100
90 CONTINUE

100 K=0

IP (J1) =1
W (M, M) = T2 (J1)
D@ 110 J=1N

! G (M, J) = T2 (J) ¢ mémorisation des coefficients de la nouvelle

T1(3) =G (5, ;)  contrainte saturée.

IF (IVL (J). EQ. 0.9R.J.EQ.J1) G® T@ 110
K = K+l
T2 (K) = T2 (J)
110 CONTINUE
IF (M.GT.1) GO TO 120
W (M, M) =1/W (M, M) ¢—casouM =1, l'inverse de W est évident

RETURN
120 CONTINUE
Calcul de la matrice Wr+1 (M, M) en fonction de Wr (M-1, M-1)

ML =M -1
D@ 130 I=1,M1
W (I, M) =0
DY 130 J=1,Ml

130 W (I, M) =W (I, M) + W (I,J) % T1 (J)
E=0:
D@ 140 I=1, Ml

g’ 140 E=E+ W (I, M)3¥* T2 (I)

R R T R L e R T T
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i
!

E=W (M, M) -E
Si le scalaire E est nul, le choix de la variable eritrante est mauvais,

on recherche une autre variable,

IF (ABS (E) .GT. EPS (1)) G® T@ 150

IVL (J1) = 0 |
DP 145 I1=1,N ‘
IF (IP (I). EQ.1.@R.IVL (I). EQ.1) G® TQ® 145

J =T

IVL (J1) =1

GQ T@ 100

CONTINUE .

INCI = 41 4&— Incident : aucune variable libre né peut entrer dans la
RETURN REge.

E =1/E

DA 160 J=1,Ml

W (J,M)=-W (J,M) *E

W (M,J) =0

DY 155 I=1,Mil

W (M,J)=W(MJ)-T2(I) %W (I,J)sE

CONTINUE

W (M, M) = E

D@ 170 I=1, Ml

DY 170 J=1,M

W (I,T) =W (I,J) + W (I, M) %W (M, J) /E

IF (KI.EQ.M) GP TQO 185 g Test : si l'indice de la variable entrante
DY 180 T=1,M e:;:glilsaclovfl[;niaess'de modification
T2 (J) = W (KL, J)

W (K1, J7) = W (M, J)

K=Kl +!1 a

DY 175 7= K,M '

TL (1) = W (I,J)

e
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W (1,7) = T2 (J)

T2 (J) = T1 (1)

CONTINUE

K=0

DY 190 I1=1,NT

IF (ILU (I) . EQ.0) G T® 190
IF (I.EQ.I1) GO TQ 195
K=K+1

CONTINUE

Kl=K+1

IF (K1.EQ.M) RETURN &— Test :

D@ 200 J=1,N
TL (1) = G (M, J)

T2 1) = W (J, M)

D@ 200 1=K, M
T2 (2) =W (J,1)

W (J,I) = T2 (1)

T2 (1) = T2 (2)

TL (2) = G (1, J)

G (1,7) = T1 (1)

T1 (1) = T1 (2)
RETURN

END

si 1'indice de la contrainte saturée
est égal a M, pas de permutation
sur les lignes (M et I1) et colonnes

8°) APPLICATION A L'APPROXIMATION D'UNE FONCTION AU SENS DE

TCHEBYCHETRE ¢

L'approximation d'une fonction quelconque que l'on propose de faire est

une approximation au sens de Tchebycheff sur un nombre discret de points.
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Définition du probleme :

. Soit f (x) une fonction quelconque et un ensemble fini de points

{XO: Xls s e s Xn}-

On veut approcher f (x) par une fonction P {x) :

P (x)= {x)+alu1(x)+..,+apup(x)

a_u
00
ot : =~ u, (x) sont des fonctions données, par exemple des polynsmes
i , .

(polynomes de Tchebycheff) ou des fonctions de type trigono-

métrique. Elles peuvent &tre quelconques,
- a, sont des scalaires que l'on veut calculer de manigre & avoir
i
la meilleure approximation de la fonction f (x).
Le probleme est de minimiser la norme |f (x) - P (x)]|.

£ (x) - P (x) Il = max |& | Vig{l,..., n}

i
8.1 est tel que :
¥ = If - - -
x, &i (Xi) a0 u, (xi) a,w (Xi) ..... ap uP (xi),
Posons z variable auxiliaire z = {|f (x) - P (x)|].

Le probléme est de minimiser z ou maximiser -z,

tel que : [ E'.i] <z Yi{l,... n}. (1)

Si on supprime la valeur absolue (1) peut s'écrire :

fﬁ -z<0
J 01

Lé‘;i + z> 0,

Le probléme est un probléme de programmation linéaire :

Max -z

f f (Xi) = (aG Uy (Xi) a1 ul (Xi> + ...+ aP Up (Xi)) -7 S0

f(xi)—-(aou

o~
N
S

" (xi) +a

Yieg {(1,... n}.
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(2) peut s'écrire aussi :

( P

z + =2 f (x,
5 apu ) =10

S

N
1]
M

17 1

:-1J_ u (x)= - f(x.)

Vie {1, n}.

. Le nombre de variables est égala p + 2,

. 5i le nombre de points choisis est égal 2 n, le nombre de contraintes

est égal a 2n.

Le nombre de contraintes doit etre supérieur au nombre de variables

sinon, on a un systéme indéterminé, on doit avoir : 2 n>p + 2.

Exemple : Approximation de la fonction sin x par les polyndmes de Tchebycheff

les polynomes de Tchebycheff se définissent par récurrence

.uO(X)=1
. (X) =X

= 3% 3 - X i<
w0 2w X () - u (%) 2<is<p

On se fixe p = 4,

On choisit 10 points sur l'intervalle [ -1, 41 ], le nombre de contrain-
tes est égal & 20.
Le probleme est :

Max - z

4
o JE;B % % ()= sin (x,) Vie{l,..., 10}

<

4
z - Z_" aj uj (xi)z - sin (Xi)' o
J .- % v

1

0
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Résultats obtenus par programme :

On obtient pour écart maximum : 0.294.10

On choisit 20 points X, équi-répartis sur l'intervalle [ -1, 41 ] et on

Les coefficients a. sont :
1

t

il

1

il

-0.823.10

-0.398.10"

- 0.479.10°

0.879

1

3

3

-0.4%.10'3

calcule les écarts 81 =P (Xi) - sin (xi).

On obtient les résultats suivants :

3

—
X, 10'5, g x, 10’5, &
1 b 1

-1 -29.07 1078 15.19
-0.9 21.52 0.1 26.31
-0.8 29.11 0.2 29.10
-0.7 15, 21 0.3 21,78
-0.6 -4,89 0.4 5.47
-0.5 -21.37 0.5 -14 .78
-0.4 -29.10 0.6 -29.11
-0.3 -26.78 0.7 -21.88
-0.2 -16.03 0.8 29.09
-0.1 - 4.83 0.9 15. 34

o

Les résultats sont représentés graphiquement sur la figure I.
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9°) AVANTAGES ET INCONVENIENTS DE LA METHODE DU GRADIENT

PAR RAPPORT AU SIMPLEX :

: L.es avantages et les inconvénients d'une méthode par rapporta l'autre
g P PP

e

sont déduits des résultats obtenus sur les exemples traités dans ce travail.

En ce qui concerne la place mémoire occupée par le programme utiii-
sant la Méthode du Gradient, celui-ci a été congu de maniére a occuper le

I .. iq: 1 . . e ez
i minimum de place sans utiliser des techniques de mémorisation sophistiquée

i (matrice sans trou).

a) Inconvénients :

. Le programme utilisant la méthode du Gradient est plus long ¢u
un programme de Simplex. Ce programme a été congu de manidre a éviter I

inversion de la matrice des coefficients des contraintes ''utiles'' a chaque ité-

' ration. Il peut etre simplifié si l'on inverse la matrice a chaque itération.

. Si un probleme est de forme "standard' c'est-a-dire du type :
Max f (X)
_' AX = E

X>>0.

L'algorithme du Simplex est certainement plus performant que ia

méthode du Gradient et il parait préférable d'utiliser le Simplex.

b) Avantages :

. L'algoritame du Gradientadmet comme solution de départ n'im-
porte quel point de 1'espace (Rn dans lequel on se place, De ce {ait, si pour
un probldéme particulier, on connait une solution réalisable, ou un point proctz
d'une solution réalisable, on peut gagner des itérations correspondant z la

phase 'initialisation",
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Quelque soit la forme ''standard'’, ''canonique" ou "'mixte" sous
laquelle se présente le probléme de programmation linéaire, le nombre de

variables réelles définies au départ reste inchangé. Ce qui est un réel avantage

par rapport au Simplex qui doit transformer tout probléeme sous forme standard.
Pour des contraintes de type unilatérale (¢, = Ai X= ei) le Simplex doit trans-

: i
former cette contrainte en contrainte bilatérale, il doit ajouter une variable

d'écart et la contrainte de signe associée & cette variable,

A Xz e, devient : A X +X =e, avec X =20,
i i i e i e

Pe

Pour trouver une solution réalisable, l'algorithme du Simplex géne-
re des variables artificielles, ce qui n'est pas le cas dans l'algorithme du

Gradient.

Considérons un probleme de type '"canonique'
Max f (X)
AX >> E

n

X eR
X>>0

N variables réelles

M contraintes (exclu les contraintes de signe).

Dans le Simplex, le nombre de variables passe de Na N + M puisqu'il
faut ajouter M variables d'écart pour transformer le probleéme sous forme

Y"'standard",

11 faut signaler que les contraintes de signe sont considérées dans
la Méthode du Gradient comme n'importe quelle autre contrainte de type uni-
latérale, alors que, dans ce cas le Simplex doit introduire des contraintes et
des variables supplémentaires pour se ramener au cas standard et faire ap-
paraftre des contraintes de signe, Pour un prchléme tel que celui de l'appro-

ximation d'une fonction vu dans le paragraphe précédent (I.8), si on utilise le

Simplex, on introduit les contraintes et variables supplémentaires suivantes :
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Pour chaque variable réelle X , on pose :
i

-X. 20 |
1 2 |

‘ X =X

i i

X, 20 |.
11 |

. Pour la méthode du Gradient, il n'y a aucunajout de contraintes ou
de variables supplémentaires. Ce qui au point de vue place mémoire peut re-

présenter un gain non négligeable.

Si tous les coefficients des contraintes sont sur mémoire périphér. -
que, dans le programme du Gradient les tableaux les plus grands sont deux '
matrices carrées W et G dimensionnées au nombre de variables N. Si le rap-

port N/NT du nombre de variable N sur le nombre de contraintes NT est faible

(jusqu'a 0.5), le programme peut traiter des problédmes a grand nombre de

contraintes,

- Si le probleme de programmation linéaire se présente au départ

sous forme "standard', il parait préférable d'utiliser le Simplex.

- Si le probleme traité est sous forme ''canonique'’ et le nombre
de contraintes NT est grand (NT 2 2 % N) par rapport au nombre de variables

| N, il semble naturel d'utiliser la Méthode du Gradient.

- Si le prokleéme est de type "'mixte' :
Max f (X)
A¥X = E
A'X >>E' Xe R

X>>0

| R T T e R T e
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si les contraintes de type unilatéral sont peu nombreuses par rapport

aux contraintes bilatérales on peut utiliser le Simplex ; dans le cas contraire

il vaudra mieux utiliser 1l'algorithme du Gradient.

.- Dans le cas ou il n'y a pas de contraintes de signe comme dans
l'exemple traité dans le paragraphe précédent, il est vivemnent conseillé d'uti-

liser la Méthode du Gradient,

- Pour des problemes dont on connait une solution réalisable, ou
pour des probleémes ol 1'on est amené 2 modifier une contrainte, ou un coeffi-
cient de la fonction objectif, ou probleme initial dont on connait la solution
- optimale, il est normal d'utiliser la méthode du Gradient qui permet d'intro-
duire comme solution de départ pour le nouveau probléme l'ancienne solution
optimale. On gagne un nombre d'itérations et par conséquent du temps

machine,




CHAPITRE 1V

METHODES ET ALGORITHMES DANS LE CAS OU LA

1°) NOTATIONS :

%, % %

a) Soit X ¢ [Rn, trouver X (x1 T ST xi) qui rend f (X) optimum

(maximum ou minimum suivant le cas étudié).

. £ (X) est une fonction quadratique de X.

. X doit vérifier les contraintes linéaires suivantes :
cpe (X)=0 ve e L
o (X)=0 VmeM
m

ensemble des indices des contraintes bilatérales.

ensemble des indices des contraintes unilatérales.

. Soit p le nombre de contraintes bilatérales et q le nombre de contrain-

tes unilatérales.

b) Notations sous forme matricielle :

Soit X ¢ IRn, trouver X tel que :

t

t
Max Z = - X.C. X+ u. X.

NS L

Avec les contraintes suivantes :

{A . X=E : p contraintes bilatérales

Al X>>E! : q contraintes unilatérales,
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On suppose que la matrice carrée C d'ordre n est symétrique et

positive semi-définie.

tu : un vecteur de scalaires 2 n composantes,

A : matrice (p X n) des coefficients des contraintes bilatérales.
A' : matrice (g X n) des coefficients des contraintes unilatérales.
E : vecteur colonne a p composantes,

E': vecteur colonne & g composantes.

c) Remarques :

Le cas mixte est une généralisation du cas "'standart" (probleéme avec
contraintes bilatérales et contraintes de signe) et du cas ''canonique"

(problémes avec contraintes unilatérales).

. On étudie uniquement le cas des problémes de maximisation. Si l'on
doit minimiser une fonction Z on se ramene au cas précédent en cher-

chant Max (-Z).

On suppose que :
- aucune contrainte n'est redondante ;

- toutes les contraintes sont compatibles.

2°) DIFFERENCES ET POINTS COMMUNS ENTRE LES PROBLEMES DE

PROGRAMMATION LINEAIRE ET QUADRATIQUE

a) Les contraintes sont linéaires dans les deux cas, ce qui a pour consé-

quence : la recherche d'une solution réalisable est identique dans ies

deux types de problemes. Une solution réalisable est un vecteur X deR

gui vérifie l'ensemble des contraintes du probleme,
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* On a vu dans le chapitre II.3.a que la recherche d'une solution réalisa-
_ble ne fait pas intervenir la fonction objectif du probleme initial, Donc toutes

les méthodes utilisées pour la phase ‘'initialisation d'un probléme de program-
mation linéaire sont identiques & celles utilisées pour la recherche d'une solu-

tion de base d'un probléme de programmation quadratique.

b) Dans les problémes & fonction objectif linéaire, la solution optimale
n'est autre qu'un sommet du polyédre saturant n contraintes. Au contraire, une
fonction objectif quadratique peut atteindre son optimum sur une argte ou a l'in-
térieur du polyedre ; on aura au plus n contraintes saturées. D'olu une caractéri-
sation de l'optimum différente dans le cas quadratique que nous exposerons dans

la méthode de résolution.

3°) ALGORITHME DU GRADIENT PROJETE :

Comme dans le cas lindaire, on a une solution réalisable X et on recherche
une solution optimale. Le nombre de contraintes saturées (bilatérales vérifiées

+ unilatérales saturées) est au plus égala n.

a) Caractérisation de 1'optimum :

Comme dans le cas linéaire, on utilise les conditions de Kuhn et
Tucker (cf. chap. II.2.B.a) que nous ne rappellerons pas. Le calcul des coef-
ficients est différent du fait que dans le cas linéaire on a exactement n contrain-

tes saturées alors que dans notre cas on a au plus n contraintes saturées,

L'équation définissant les coefficients est :

d® 3¢
a8 f= S e (7 kK (7 _
Q) — (X)- Z__ (X) A _5_ (X)p, =0
%% pel 2% ¢ ek % Jx
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1. : ensemble des indices des contraintes bilatérales.

K : ensemble des indices des contraintes unilatérales saturdes.

Sous forme matricielle 1'équation (1) s'écrit :

A
(2) Cc=F .._A ot A = €

ot
C : gradient de la fonction objectif au point —}-{‘, vecteur a n

composantes,

P: matrice rectangullaire des coefficients des m1 (m < n) con-
traintes "'utiles! (bilatérales vérifiédes + unilatérales satu-
rées) dimensionnée & (n X m) correspondant aux m variables
de base.

M m coefficients de Kuhn et Tucker.

. t .
Remarque : Dans le cas linéaire, P est une matrice carrée que 1l'on peut

inverser.

Pour résoudre le systeéme (2), on utilise la méthode de Golub (multiplica-
tion par des matrices de Householder qui conservent la norme euclidienne et
diagonalisent la matrice des coefficients des inconnues : cf, Méthodes et

Techniques de 1'Analyse Numérique. J. LEGRAS - Chez Dunod).

Pour la programmation de cette méthode de résolution du systeme (2), voir
prog A

le sous~programome MCADIR de bibliotheque).

Connaissant les coefficients de Kuhn et Tucker ).lk (k e K), on teste leur

signe ; deux cas peuvent se présenter,

ler casg 1 Tous les coefficients sont ndoatifs ow nuls, alores on calenie Ir

[ el b 4

direction de montée D et on teste la norme D. Si toutes les composantes

d. de D sunt inféricsures d un &£ en valeur absolue, l'optimum est
i

&

atteint, l'algorithme est fini. -
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2eéme cas : Si le plus grand des coefficients est positif, on libere ou on

désature la contrainte associée & ce coefficient et on calcule la direction

de montée D,

La caractérisation de 1'optimum est différente du cas linéaire.

Remarque :

En plus du test des coefficients de Kuhn et Tucker, on teste la norme

de la direction D,

b) Calcul de la direction de montée D :

On se propose de chercher une direction D de norme euclidienne 8§,

telle que pour h positif fixé, £ (Xr + h D) soit maximum, et de plus D doit &tre

direction admissible c'est-a-dire :

eel
CPz(Xr+hD)=O (GeJ=LUK)
r
X €
¢, (X" +nD)=0 k €K

1

L. : ensemble des contraintes bilatérales,

Kl : ensemble des contraintes unilatérales vérifiées saturées.

Pour simplifier ce probléme, nous cherchons une meilleure direction
locale, ce qui signifie que nous considérons h comme ''petit" et linéarisons la
fonction et les contraintes, On obtient :

max =D . ' (X )

n
2 2
avec ¥ =( dj)-é =0

Rappelons que D est le tableau d'éléments dl, dZ’ C e dn inconnues de

notre probleme et que :
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n 21 (%)
D f(Xr):,Z a .
1 = 1
n 3o, (X))
D. o (X )= d .——“l—‘— j .
CPj ( r) 12_1 ; axi Vield

Nous nous contentons de rechercher si la direction de meilleure montée,
obtenue en maintenant saturée pendant 1'étape d'origine Xr’ les contraintes sa-
turées en Xr’ est satisfaisante (les coefficients de Kuhn et Tucker associés &
ce probleme doivent alors &tre tous négatifs ou nuls) ; dans le cas contraire,
de chercher une direction de montée admissible, sous la condition restricti-

ve de ne libérer qu'une seule des contraintes saturées en X
4 r

Supposons d'abord que toutes les contraintes d'indice j ¢ J. sont
maintenues saturées, Les éléments d, du tableau D et les multiplicateurs ?\0,
1 E

A et relatifs & notre probléme vérifient les équations (1) du paragraphe

précédent qui deviennent :

(3) 0'=*0-¢;+Z A "’E*Z S

2 e L ¢

La linéarité de 2, des ¢, et vk par rapport aux variables d, entrafne :
J

1 1
' 3n of (3 r)
[—— = ' = 2 B}
fivie £ (Xr) car 2d., > x, i'=1,2, ..., n

» 3 ¥ ) tpi (Xr)
fe gl (X = Vie L
ﬁri @ ( r) car 3 di 3 x. ie ou Kl

La relation (3) devient donc :

<
' (X )=2n D+‘£'__}\ @' (X )+ Z AL g (X )
x ° Se i B, B F 4oiw B o
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que nous transformons sous la forme :

2A0D=f'(Xr)-—Z AL (X)) - Z Ak'.q>}'< (X )

e e r K
2 e L kle 1 1 1

% est un coefficient de proportionnalité et nous pouvons toujours supposer

que nous avons choisi § pour que 2 }\0 =1,

La relation (3) s'écrit donc :

D=f(X)- Z Aoy (Xr) . (4)

ied

J : ensemble des indices des contraintes bilatéréles et unilatérales

saturées.

Le tableau D doit vérifier les contraintes.

D.o =0 Vield (5)

Substituons D défini par (4) et remplagons son expression dans 1'équation (5),

on obtient :

T A X)), (X )= X ). 9, (X ). it
(330 () - 9 05,) =8 (X) @), (X) . Y#ed
On pose :
P} ‘Pl (Xr) Yie J
' =
[e'] =K . ) Vie{(l 2...., n)
J
t
B={#] . T[]
t t :

el ®)) . Lel.

[ @' ] : matrice des dérivées des contraintes dites "utiles'' (bilatérales +

unilatérales saturées).







