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INTRODUCTION

Il y a plusteurs algorithmes qui permettent de résoudre le

probléme de voyageur de commerce. Parmt ces algortthmes nous’ pouvons otter

principalement l'algorithme de LITTLE (&) utilisant la méthode S.E.P.

(Séparation Evaluation Progressive) et lalgorithme de G.B. DANTZIG, R.

FULKERSON, $. JOHNSON (3), (4) utilisant la programnation linéaire.

Dans ces deux algortthmes pour trouver une case admiestble ou

une vartable entrante, on a uttlisé des eritéres qui sont liés a la condition

dtoptimalité de la forme duale du stmplexe.

Notre présent travail consiste @ résoudre le probléme de voya-

geur de commerce par la méthode de programnation linéaire, en nous insptrant

de la méthode de stmplenxe.

Pour uttliser la méthode du simplene, on est obligé de mettre

les contraintes sous forme standard, en explicttant en particulter toutes

les contratntes inégalités, mame st elles n'ont pas a intervenir au cours

du traitement. Or dans le cas du probléme de voyageur de commerce, le nom-

bre de contraintes untlatérales (eontraintes de soue-cycles) augmente trés

vite avee le nombre n des sommets, et de plus certaines de ces contraintes

sont toujours vérifiées au cours des différentes itérations, ce qut nous

condutt @ penser que L'on n'a pas intérét d'introdutre toutes les contrain-~

tes dla fote mats une partie seulement de ces contraintes en nous ltmitant

a celles qui évitent L'apparttion de sous-cycles dans la solution du pro-

bléme. Pour cela, avant de passer d'une itération @ L'itératton sutvante

nous tegtons s'il faut introdutre ou non une nouvelle contrainte de sous-

cycle. Ainat Le nombre de contratntes augmente au cours des différentes

ttérattons.

Un des avantagee de la méthode de eimpleme est de nous per-

mettre d'avoir, @ partir d'une solution de base initiate, une nouvelle

solution de base, d@ chaque itératton, sans nous preoecuper de savutr st

le déterminant de la matrice eatratte de la matrice assoctée au systéme

de contraintes est nul ou non. En effet d’aprés le erttére de choix de ta

variable sortonte le déterminant de cette matrice est toujours différent

de zéro.



Dans le chapitre 1, nous trattone d'une part la mise en équation

du probléme, la veconnatssance de sous-cycles et la construction dea contrain-

tes correspondantes, d'autre part le chotz des variables de base pour que la

solution de départ exiete et soit formée d'entiera égaux a 0 ou 1.

Dans le chapitre 2, nous trattons la partie théorique du problé-

me. Lee résultate rappelés ou démontrés dans ce chapitre sont utilisés au

chapttre 1.

Dans le chapitre 3, nous décrivons en détatl le déroulement

de calcul des différentes phases de l'algorithme pour obtentr une solution

optimale ou sous-optimale, en nous appuyant sur un exemple simple.

Dans le chapitre 4, nous décrivons la bibliothéque dee sous-

programmes qui mettent en aguvre L'algorithme proposé et nous présenterons

quelques résultats fournts par L'ordinateur.

CHAPITRE I

ETABLISSEMENT DES EQUATIONS



Tp, EXPOSE DU PROBLEME

Etant donné n villes ainsi que les différentes distances entre

deux villes quelconques, le voyageur de commerce doit partir d'une de

ces villes, visiter chacune de ces n villes une fois et une seule et reve-

nir ensuite a la ville de départ.

C'est un probléme de graphe si on considére les villes comme

les sommets du graphe et les routes reliant les différentes villes comme

les arcs du graphe,

Le probléme consiste & trouver un chemin de longueur minimale.

Dans le cas ot la matrice des distances est non symétrique, il

s'agit de trouver un circuit hamiltonien de longueur minimale. Ce circuit

hamiltonien sera appelé un n-cycle si les arcs ne sont pas orientés c'est-

&-dire que la matrice des distances est symétrique.

L'algorithme que nous proposons donne une solution sous-optimale

et quelquefois une solution optimale.

1.2 NOTION PRELIMINAIRE

Nous employerons indifféremment le mot "sommet"' ou le mot

"ville".

Nous désignerons par :

Mes si la matrice des distances entre les différentes villes.

an la distance de la ville d'indice i& la ville d'indice j
1

yj la variable associée & l'arc (i, j)



2 1 sil’are (i,j) appartient au circuit (fig. 1.2.1)

ij :
0 dans le cas contraire

figure 1.2.1

Exemple : Pour le circuit (| 2 4 3 5 1),

Xo =1

X13 =0

N =i, 2, 3, 2.5 n} est l'ensemble des indices den villes,

Nous appellerons n-cycle, un circuit hamiltonien dans le cas ot

les arcs ne sont pas orientés (arétes),

Dans la suite, nous supposerons que la matrice Na: i est symé-
ij".

trique’’, et nous représenterons une matrice soit parla représentation

habituelle, soit par un tableau,

Ainsi,

(1) Le cas ot iid, I est non-symétrique, qui posséde beaucoup de points

communs avec le cas symétrique, sera examiné vers la fin de ce

chapitre,

I

—

et la matrice ix; des variables principales ainsi que la matrice Ila.

des distances seront complétement définies si on connaft tous les éléments

situés au-dessous (ou bien au-dessus) de la diagonale principale.

Par exemple pour n = 5, ona les matrices triangulaires suivantes :

rf2}3])4]5

1

2} doy

4. i= ya. |I ijl 3 | dg1 | 439 Oi

41 day | dao | S43 Ws
J 

|

5 | dey | dso | deg | S5q Ky

tableau 1,2.2

Si nous prenons une case de la diagonale principale, par exemple

r1jz2{[3|a|s

1

2 Xoq

* 3 [ae 32

4 | %a1 | %a2 |%43

5 | X51 |*52 | %53 | *54 |

tableau 1.2.1

Xa, (tableau 1, 2,1) nous voyons que :

tous lea éléments de la 3eme ligne et de la 3eme colonne de 11%;

représentent les variables associées & toutes les arétes issues du somm
et 3

figure 1.2.2

Or, une condition nécessaire (non suffisante) pour qu'un graph
e

G den sommets soit un n-cycle est que de chaque sommet de ce graphe

soit issues deux arétes et deux seulement.

Ce qui se traduit par:



(1) > X., + x. =2 avec Kel, 2,.4.,5ij > ij
;<i=K i>j=K
aR

somme des

N

somme des élé-

éléments situés ments situés sur

sur la Keme la Kéme colonne

ligne de Ix; de Hae,

Nous rermarquons que (c)) est une condition nécessaire pour que

le graphe soit un n-cycle (figure 1.2.3) mais non suffisante (figure 1.2. 4)

Il faut done ajouter la condition suivante |

(C,) | Le graphe ne posséde pas de sous-cycles,

Ge qui se traduit par :

(2) ) x5 < {sl -1 pour tout sous-ensemble S inclus strictement

ieS dans {1, 2, 3, ..., mn} et tel que son cardinal

j ‘ s |S| vérifie :
i<j

3¢|Slen-k,

Le probléme peut donc se mettre sous la forme :

f ; Z * +k
{ Min ] D(x)= #4. X., (y= il, Ss Sse .e5 Mend)

“~. WY
i-j

sous les contraintes :

(2) 2 x + >. i =Z2 avec Ke=1, 2, ..., 0

j<i-k ” i>jek

(2) 2 x. §|S| -l pour tout S ¢ {1, 2, ..., n}
ies
‘«S tel que 3< |8| <n-l

i>j

a 2
(3) x,,<1 V(i, jhe N

ay

—_ 4
(4) %,2 0 V(i, j)e N

(5) * 5 entier ¥ (i, j)e nN’

Notre but est de résoudre ce probléme (I) par la méthode du

simplexe, sans tenir compte de la condition (5), tout en essayant autant

que possible d’avoir une solution entitre & chaque itération.

Mais du fait que le nombre des contraintes (2) augmente trés vite

avec le nombre n des villes, le probléme, tel qu'il est posé sous sa forme (

introduit un nombre trop élevé de contraintes, Par exermple pour l<p<n,

le nombre total de p-cycle est égal & teed) . Or pour un probléme de

n sommets il y a cP gous-ensembles 4 p éléments, d'ot le nombre de

sous-cycles A considérer s'éléve &

cP (p-1)! at
SS - test-A-di a Se SS 3

3 » ¢ctest dire api c pi’ Pour n=10 et p= 3

le nombre total de 3-cycles est égal a 120, et il faut encore ajouter 4

cela les nombres des autres sous~cycles d'ordre 4, 5, 6, 7, 8. 9.

L'algorithme que nous proposons différe du simplexe classique en

ce que nous ne prendrons en charge les contraintes (2) que lorsqu'elles

visquent de ne plus étre vérifiées.

Le probleme ainsi simplifié sera résolu par la méthode du simplexe

utilisée comme méthode de montée, Ce probleme simplifié (Probléme n° I!)

différe de (I) sur les points suivants :



i) Pour le probléme (I) on considére toutes les contraintes du type

(2) da le début, alors que pour le probléme (II) nous n'introduisons une

contrainte (2) que lorsqu'elle cesse d'étre vérifiée, c'est-a-dire quand il

apparaft un sous-cycle. Le critére de reconnaissance de sous~cycle et la

définition de 1'équation de contrainte correspondante qui sont deux points

importants et originaux de notre travail seront décrits aux paragraphes

1,3 et 1.4,

2°) Les contraintes du type (3) sont des contraintes liées aux variables

principales. Elles sont au nombre de M =n (n-1)/2, Le nombre de ces

contraintes croft donc dana le méme sens que n” /2. On doit done limiter

aussi ces contraintes, Une solution simple que nous proposons ici consiste

A ne considérer ces contraintes (x,;8 1) que pour les variables principales

qui sont dans la base. Pour les variables principales qui sont des variables

hors base, leur valeur est nulle, done vérifient toujours cette inégalité.

Aussi, lorsqu'une variable entre dans la base nous testons ei c'est

une variable principale. Si cela est le cas nous cherchons si la contrainte

(3) aseociée & cette variable est déja considérée, cas ot on ne fait rien ;

dans le cas contraire on introduit cette contrainte dans le systéme des con-

traintes du type (3).

Si la variable entrante est une variable d'écart on ne fait rien,

variable entrante

variable

principale

Car une variable peut

entrer dans la base et

sortir de la base plu- =
sieurs fois au cours

des itérations

appartient

déja a (3

non

on ne fait

rien

on Ll'introduit

dans (3)

v
A
<

suite

1.3 RECONNAISSANCE DES SOUS-CYCLES

1.3.1 Formule donnant les nouvelles valeurs des variables de base

Dans ce paragraphe, nous supposons provisolrement que les

On oo BUX VETS ainsi que lea
éléments de la malsive 455001

valeurs des variables de base sont des nombres entiers,

Résolvons le probléme (II) par la méthode de simplexe et posons :
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ensemble des indices des variables de base<

ensemble des indices des variables hors base

la matrice associée aux variables hors baseKP matrice colonne des variables de base

ret matrice colonne dont les éléments sont les valeurs des

variables de base.

Les contraintes peuvent ainsi s'écrire :

=¥YA Xo k

1

Y.

yf
’ i

x!
' 1

k _

Y A Y

T 7

1
! '
'

ry
yal

i

' tableau 1,3.1
' 4

e+ 7 Sseesed (Leow. Jaca artcoe aan

1 Mee ce) liens eu -...4
— r
1 t
p :
Po
4 t
too

+

Sauf indication contraire, nous ferons dans la suite les conventions

sSuivantes :

A! représente la matrice colonne correspondant & la jéme colonne

de A,

Si y est un élément d'une matrice ligne ou d'une matrice colonne,
2 :

nous désignerons par %, Son rang dans cette matrice ligne ou matrice

colonne.

Supposons gu'aprés avoir choisi la variable entrante y, on ait le

tableau 1.3.1 ci-dessus,

-l-

On sait que pour trouver la variable sortante correspondante, on

calcule:

¥,
Q= inf (tj

‘ a.
le ¥ ik

a,
i, k> 0

Soit

-(1.3.1) Q = cette valeur @ est la valeur que
* k prend y_ lorsque celle-ci entre
‘Lod

dans la base

Nous avons posé

Y+AY_=¥
v

que nous écrirons ;

vi Diya ay (1.3.2)
jey

Quand on remplace Y; par zéro Vje¥y (j #k) et i= 0, la relation

(1.3.2) devient :

Y=Y-0A (1. 3.3)

Cette formule (1.3.3) définit les nouvelles valeurs des variables

de base lorsque Vie entre dans la base.

En résumé, lorsque Mm entre dans la base, les nouvelles valeurs

des variables de base sont définies par :

y=¥-0a!
(1.3.4)
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Clest sur ces nouvelles valeurs définies par cette formule (1.3.4)

que nous allons tester l'existence éventuelle de sous-cycle,

Remarques :

1°) Les valeurs des variables de base définies par (1.3.4) sont des

nombres entiers si @ est entier, d'aprés les hypothéses faites sur Y et

sur la matrice A. Nous avons vu que @ = Ye fa, yy june condition suffisante

pour que @ soit entier, est donc quea | soit égal a 1,

a1

2°) Si @ = 0, les nouvelles valeurs de Y sont inchangées pour cette

nouvelle itération, donc il n'y a pas de condition de sous-cycle.

3°} Si @ n'est pas entier, on n'a pas intéreét & introduire une condi-

tion de sous-cycle, puisque dans ce cas le probléme ne posséde pas de

solution entiére,

4°) Lihypothése : "les éléments de ¥ et de la matrice A sont des

nombres entiers", n'est pas nécessaire pour tester l'exitence des sous-

cycles, L'importance est d'avoir :

a) 9 entier

b) les nouvelles valeurs de Y définies par (1.3.4) entitres.

5°) Si les valeurs de Y sont des entiers, les valeurs des variables

principales de la base sont booléennes, En effet d'aprés les conditions (3)

et (4) du probleme (I) ona:

x, 2 9 => x,, = Ooul,

si x., entier
y

Donc, lorsque la solution définie par la formule (1.3.4) est entiére,

il n'y a que deux possibilités :

-13 -

a) cette solution correspond & un n-cycle

(R5)
b) elle correspond 4 des sous-cycles,

C'est dans ce dernier cas, qu'on doit introduire la contrainte de

sous-cycle du type (3) dans le probleme (II) avant de continuer 4 litération

suivante,

Pour déterminer cette contrainte, il faut pouvoir reconnattre

un sous~cycle & partir d'une solution entitre donnée,

1.3.2 Construction de cycles & partir d'une solution entiére

D'aprés la remarque 5°) ci-dessus, les valeurs des varia-

bles principales de la base sont égales 8 0 ov 4 1, Parmi ces variables

principales nous considérons seulement celles qui sont non nulles (qui ont

donc la valeur 1), Soit par exemple :

x (i i.) =]

x li,» i.) =] (Nous écrirons indifféremment X (ij. iy)

a ou X, , de mé€me Y (k) ou Y,)
(1.3.4) X (iy, ip) =) i iy k

XUi,i)=1( Z q

Alors d'aprés (R,) les égalités (1.3.4) donne nécessairement un
5

p-cycle (3< pSn), Pour trouver ce p-cycle nous considérons un tableau

ligne TABA 2n éléments ; on place successivement dans ce tableau tous

les indices des wariahlos princinates de a 3 4) Pour exemple ci-dessus

ona

1 2 3 4 5 6 2n-l an

: : 5 : : ; i i

TAB i i, i, i, iy ig 7 5

ee eee seo ——————n



c'est la raison pour laquelle nous prenons un tableau de 2n éléments.

CYCLE

est le suivant:

Initialisation

CYCLE et on supprime TAB (1),

Remarquons que i

Nous désignerons par CYCLE un tableau ligne & n+ 1 éléments.

1 2

~ 14.

1

3

, in, =

du graphe et que chaque sommet figure deux fois dans ce tableau TAB ;

sont les numéros des sommets

n+l

4 2 *3

L'algorithme de recherche d'un p-cycle & partir du tableau TAB

1°) On lit le ler élément de TAB, on le place dans le tableau

2°) On lit le 2&me élément de TAB, on le place dans CYCLE et on

supprime TAB (2),

Phase itérative :

éléments restants du tableau TAB, Soit k l'adresse de 1'élément TAB (k)

rangé en CYCLE & l'itération précédente, Comme les éléments k sont 1!

indice soit de l'origine d'un arc, soit de son extrémité, selon la parité

de k, on testera cette derniére ;

sik est pair, on place dans CYCLE 1'élément TAB (k-1) et on

supprime les éléments TAB (k-1) et TAB (k) du tableau TAB.

Si k est impair, on place dans CYCLE 1l'élément TAB (k+1) et on

supprime les éléments TAB (k) et TAB (k + 1) du tableau TAB.

3°) On compare le dernier élément placé dans CYCLE avec les

Fin:

On arréte quand le dernier élément placé dans le tableau CYCLE

est identique au premier élément CYCLE (1).

Remarques :
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1°) Lorsque le dernier élément est identique au ler élément du

tableau CYCLE, on a un sous-cycle ou un n-cycle, Dans ce dernier cas,

ily an+1 éléments dans le tableau CYCLE. C'est pour cela que nous

avons pris n+ 1 éléments pour le tableau CYCLE,

° : s

2) Dans nos programmes, nous remplagons les variables a dou-

ble indice X (i, j) par une variable & un seul indice ¥ (k).

Dans le cas n = 5, donné en exemple, les correspondances entre

ces deux groupes de variables sont définies par les deux tableaux suivants :

1f[2el3a]a]s 1}2/l3)ats

1 1

2 | X04 a1" Sd
Fz

3}x |, —" 4 Yo | ¥3 oe
31 | %32

41 Xq1 | Xqe | X43 4) ¥4 | ¥5 | %

5 | X54 | X52 | %53 | X54 51¥7 | ¥g | Yo} 10

tableau 1,3,2.1 tableau 1.3.2.2

On a par exemple d'aprés ces deux tableaux x4, = Yo.

En général, si nous posons

X (I, J) = ¥ (K)

le calcul de K se fera par la relation suivante :

K=(f-l)(1-2)/24+ 5.

Nous avrons également besoin, connaissant K, detrouver 1, J.

Ce caicul sera fait par l'algorithme représenté par |'organigramme

ci-aprés.
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Kl = Kl +1

Exemple de recherche de cycle ou de sous~cycle,

Supposons que n = 6 ; on donne les valeurs suivantes :

YF ygth ygtl ygeh yy eh 1,
14 Yys =

En appliquant l'algorihtme ci-dessus ona:

X (2,1)=1; ¥ (3,I)=1; X (3,2) 21

X (5,4) =1; KX (6,4) =1; % (6,5) =1,

Le tableau TAB 4 2n = 12 éléments est alors:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 169 UW i2

ran sof alylalylalzlslelelelels

-~l7-

Le tableau CYCLE est:

CYGLE 2741 3.42

D'ob un sous-cycle : (2, 1, 3, 2)

La contrainte associée est:

X (2,1) + X 0,3) 4+ X (3,2) <2, car le nombre d'éléments distincts du

tableau CYCLE est 3,

Et en l'exprimant en fonction des variables Y¥ (k) ona:

YQ) + ¥ (2) + ¥ (3) 82.

Comme dans la méthode de simplexe, on travaille sur la matrice

associée aux variables hors base, on a intérét & exprimer les variables

intervenant dans cette contrainte de sous-cycle en fonction des variables

hors base,

1,4 INTRODUCTION D'UNE CONTRAINTE DE SOQUS-CYCLE

MODIFICATION DE LA MATRIGE DE CONTRAINTES.

Supposons que par l'algorithme précédent, nous ayons mis en évi-

dence un sous-cycle ; un tel sous-cycle ne peut pas étre accepté dans

notre problame et nous devons l'interdire en explicitant, parmi les con-

traintes, la contrainte nouvelle interdisant ce sous-cycle, Ii faudra donc

modifier le tableau des contraintes par adjonction d'une nouvelle ligne,

Pour cela nous devons expliciter les variables de base en fonction

des variables hors-base :

soit par exemple :

y. +4. y, ta, y, +... 7 .

a yh 8 a 4
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~1-

ee | En ajoutant cette nouvelle contrainte dans le tableau du simplexe,

I (1.4.1) : on a le nouveau tableau suivant :

| y. y y,
¢ A 2 Jn 7

i

Une équation de sous-cycle fait intervenir les variables de base et

éventuellement une seule variable hors base,

Pour exprimer cette relation en fonction des variables hors base,

il suffit de remplacer chaque variable de base par son expression expri-

mée en fonction des variables hors base,
im y. a, ay treat ay y,

; 
i| La formule (1, 4.1) entrame : p 1 é vm 7

ay. +,

ey” ay wee) h> yy, al. a. nen nner eee aes
h hj, hj, hj, hy

Considérons une condition de sous~cycle, par exemple :

(1) yp ty, + y; s2 ob yy ety, sont des variables de base, et
1 1 4 1 

eeneenenned b=y, est une variable hors base, -
, 

e

i

Q) ey, ty, ty, ty y, variable d'écart associéeiy h jy e e

Ainsi, pour déterminer les €léments de la dernitre ligne de la ma-

SS (- > ay y; +, yt > oe y.+ , )ty. + y= 2 trice correspondant & une nouvelle contrainte de sous-cycle, on effectue

jey 1 jey 2? 1 les opérations suivantes :

—> - > ~ =
4 (a..¢a Jy ty, ty =2-¥, - ° A ;Pr (5+) Wyte %i, ny 1°) on repére toutes les lignes de la matrice correspondantes aur

variables de base de cette contrainte, on additionne ces vecteurs lignes,

Soit
puis on prend l'opposé du vecteur obtenu,

2°) On ajoute +1 1'élément situé sur la colonne correspondant &

_ la variable hors base de la contrainte (si cette variable hors base existe),

3°) Pour le second membre (colonne ¥) on prend l'opposé de la som-

me des valeurs du second membre des variables de base et, on y ajoute la

valeur du 28me membre de la contrainte,
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4°) On place dans la colonne Y la variable d'écart correspondant

& cette contrainte,

1.5 ALGORITHME DU PROBLEME DE VOYAGEUR DE COMMERCE

Nous exposons d'une fagon globale et sommaire, cet algorithme.

Nous examinerons ensuite en détail les différents points importants de

chaque phase,

Désignons par (I') le probléme suivant :

[Min] D(x)= 2d
i>j

ij 5 (js, 2,..., nel)

sous les contraintes :

(r') >. >(4) x,, + . x, =2 avec Kel, 2,..., 0

Dans ce paragraphe, nous désignerons par A, la matrice associée

aux variables hors base, quand on applique la méthode du simplexe,

a) On applique la méthode de simplexe au probleme (I'), en choisis~-

sant pour variables de base, les variables principales associées 4 n-cycle

Qs 2) demiam afl),

b) On ajoute dans la matrice A les contraintes du type x,, $1 pour
4J

tout (i, j) ¢ Y-

Aprés cette premiére itération, on passe & la phase itérative,
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On détermine la variable entrante puis, la variable sortan
te par

la méthode de simplexe.

a) On cherche la variable entrante parmi les 42 0 (je ¥).

b) On ajoute dans A une contrainte du type x,,S1, sila variable
qJ

entrante qui vient d'etre définie est une variable principale.

c) On teste s'il existe une contrainte de sous-cycle, dans ce 
cas,

on ajoute cette contrainte dans ja matrice A.

a) On cherche la variable sortante.

3°) Fin:

On arréte quand tous les A. (j ¢ ¥) sont négatifs ou nuls.

Examinons, en détail cet algorithme.

1°) Tout d'abord, la matrice A aprés la premiére itération 
est une

matrice & éléments entiers et, la solution de base est aussi entiér
e. La

démonstration de cette propriété sera faite au chapitre Zn

En général, il peut y avoir plusieurs variables entrantes possibles

et, en cas de dégénérescence, plusieurs variables sortantes possible
s. On

choisira de préférence parmi ces possibilités, celle qui correspo
nd a un

pivot égal 4 1.

L'algorithme de choix de ce pivot est le suivant :

AIA
we GUa) on prend un 4,2 6, suit a. . ve set ls variahle entrante.

J 0 Jo

a5) On ajoute les contraintes nécessaires,

a,) On prend parmi les variables qui peuvent sortir de la bas
e,

celle qui donne le pivot égal a 1.
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Si de telle variable n'existe pas, on recommence a partir de a)

jusqu’a épuisement de tous les 42 0,

Si, aprés avoir examiné tous les 4,2 0, on ne trouve aucun pivot
J

égal 4&1, on prend pour variable entrante et variable sortante celles qui

correspondent au premier A. choisi.
J

La recherche d'un pivot égal a 1a pour but de rester aussi long-

temps que possible dans le cas des solutions entitres, L'intérat est que si

on arréte l'algorithme avant d'arriver 4 la solution optimale, alors on

aura une solution sous-optimale qui est la derni@re solution entitre trouvée,

D'autre part, tant que le pivot est égal4 1, tous les éléments de la

matrice A sont des entiers, et dans ce cas, on peut utiliser un programme

en nombres entiers, d'ot un gain de temps de calcul et la suppression des

erreurs de chute, Ce n'est qu'& partir du moment ot le pivot est différent

de 1 qu'on travaillera en nombres réels, Il faudra donc, partager ce trai-

tement en deux étapes, la premitre effectuée en "entiers", la seconde en

"réels'"',

2°) Dans la phase itérative de l'algorithme proposé, nous ne choisis-

sons la variable sortante qu'aprés avoir ajouté dans la matrice A une con-

trainte de sous-cycle, Or le calcul de @ dans le paragraphe 1,3 est fait

avant d'ajouter cette nouvelle contrainte, ce qui entratne, que la variable

sortante déterminée avant l'addition de cette contrainte peut étre différente

de celle qu'on choisit aprés ]'addition de cette méme contrainte, On a le

t
er |

tableau suivant : j

: a... y.
i= _ :
0 0° ip

contrainte de oF ~.

sous-cycle 1 a | a
' 1
t eeajoutée bagee Beep aaa aoe =

Supposons 9 =o eta> 0.
193

Aprés avoir ajouté une contrainte de sous-cycle pour déterminer la

variable sortante, on calcule:

@' =inf(e, =)<06
a

C'est cette valeur @' qui est la valeur de la nouvelle variable

entrante,

Comme, ona Q@'<Q@, par précaution, apres avoir calculé 0, pour

déterminer les contraintes de sous-cycles, on remplace successivement

dans la formule (1.3.4) du paragraphe 1.3, @ non seulement par sa propre

valeur, mais aussi par les valeurs entires non nulles qui lui sont inféri-

eures, c'est-A-dire, on donne successivement a @ de (1.3.4) les valeurs

Ly (2, Bla. ares Oe

En effet, supposons que @ = 4 et que = =2, alors 0! = inf (@, =e

Donc, la valeur que peut prendre la nouvelle variable entrante est 2 et non

pas 4, Il faut donc prévoir aussi, l'apparition de sous-cycle pour cette va-

leur 2 de la variable entrante,

La valeur @>1 peut exister uniquement, lorsque la variable entrant

est une variable d'écart, car pour les variables principales,@ ne peut étre

que 0 oul, d'aprés la condition i <i.

Cet algorithme, qui vient d'étre énoncé est valable pour le cas on

la matrice ||/d,,|] est symétrique, aussi bien que pour le cas ot iia I est
ay

non symétrique, Les seules différences pour ces deux cas sont les contrair

tes, Nous envisageons le cas non symétrique au paragraphe suivant.

1.6 MISE EN EQUATIONS DU PROBLEME DANS LE CAS OU LA

MATRICE id, i EST NON SYMETRIQUE
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(2b) ne soient pas redondants, on prend seulement pour (2b) les Equations

correspondant 4 j=1, 2,..,, (n-1), soit finalement :

n

(2a) >_ xo) i=1,2,..., 0
rr

ten eee

(2b) M F x " =a " i & Ssi=
ij

beehe oe

Puisque x52 0 ¥(i, j), ces contraintes (2) entrainent x81 ¥ (i,j).
J

Dans la phase d'initialisation, on pourra donc mettre en équation

le probl@me dans ce cas non symétrique, sous la forme suivante :

) ([Min] De) =2 a,x,
i,j

if j

sous les contraintes :

n

> %, 1 pour i=l, 2, ..., 0

jet *
j#i

(2)
n

as %j =1 pour j=1, 2,...,(n-1)

iti

(3) x20 ¥(is 3).
j

Quant aux contraintes de sous-cycle, on les ajoute si c'est néces-

sdire dans la phase itévative, én pienant les que dans le

cas ot la matrice as est symétrique.
J

Remarque :

Pour ce cas non symétrique, il n'y a pas de condition 5 <1 comme

dans le cas symétrique. Mais en revanche, il y a les conditions de “pbouclest
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c'est-a-dire que l'on devra tenir compte, par exemple, des contraintes du

type x,, +x, $1, si on veut éviter la boucle (l, 2, 1), Car oS % S 1 V(i,j)

n'entramnme pas nécessairement x,, + x5, <1. Alors que, dans le cas de sy-
12

métrique, on n'a pas & tenir compte de condition de boucle car ¥ (i, j) on

a ay E Gs c'est-4-dire, il n'y a pas de distinction entre l'arc (i, j) et 1'

are (j, i).

Or, les contraintes de boucles sont inclues dans les contraintes de

sous-circuits, donc pour le cas de non symétrique, il n'y a qu'un seul

type de contraintes unilatérales 4 considérer, alors que dans le cas de sy-

métrique il y a deux types de contraintes unilatérales,

1.7 PROBLEME DE CHOIX DE VARIABLES DE BASE POUR LA

SOLUTION D!'INITIALISATION

Pour pouvoir utiliser la méthode de simplexe, nous devons choisir

un ensemble y des indices des variables de base de telles sortes, que le

déterminant de la matrice a correspondant, extraite de la matrice A du

systéme de contraintes AX = B, soit non nul.

Pour notre probléme, le choix de cet ensemble y est soumis 4

deux contraintes :

(Dj) il faut que det A #0
Y

(D2) il faut que les variables de base associées & ¥

définissent un n-cycle ou un circuit hamiltonien, car notre but est de partir

d'une solution initiale qui est un n-cycle, ou un circuit hamiltonien d'ordre

n, et nous essayerons d'améliorer cette solution de départ au cours des

itérations successives,

Nous envisageons séparément ce choix dans le cas "'symétrique"

et dans le cas "non symétrique".
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1,7,a Cas ot la matrice Id: I est symétrique

Pour n est impair, les deux contraintes D, et Dy du paragraphe

1.7, sont vérifiées en m@éme temps, car le graphe associéa A est un

n-cycle. Comme n est impair, le déterminant de A est €gala+2 d'aprés
¥ =

le théoréme 1 du paragraphe 2.4,

Par contre, lorsque n est pair, ces deux contraintes dD et D, ne
2

peuvent pas étre vérifiées simultanément, si nous considérons uniquement

comme systérme de contraintes, les contraintes bilatérales

(BI) : >. x, + 2. x,,=2 (K=1, 2, ..., n)
>j=

Prenons l'exemple n= 4,

1

2 Xoq

3 | X31 | X32

4} Xay | Xqa | Xqg

Le systéme (BI) donne dans ce cas ;

x,, +x, +x, =2
21 31 41

See Chit es ote, Ie
21 32 42

(2)
“x +% +x —a/2
31 34 AS

X4 + X40 + X43 fat 12,

Pour avoir le n-cycle (1, 2, 3, 4, 1) nous prenons pour y :

Y= {(l, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)}
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D'ot en groupant (2) sous forme A et AW ona:
v Y

1 1 1 1 0 0 1

2 {fl 1 0 90

SI 0 1 1 ~=«0

4 0 oO 1 1

Tableau 1.7.1

Nous voyons que, pour la matrice A

ligne 1 + ligne 3 = ligne 2 + ligne 4

Donc dét Bey =0.

Montrons que le systéme (2) n'est pas redondant (cf paragraphe 2,7).

Pour cela, nous prenons parmi les variables de base celles qui forment

un cycle d'ordre n-l sin est pair, et un cycle d'ordre n sin est impair,

et en utilisant le théoréme | du paragraphe 2,4, nous pouvons affirmer

que le déterminant de la matrice associée & ces variables de base est non

nul,

Par exemple pour n = 4, prenons

y={(2, 1), (4,2), (4,0, (4,3)} (figure 1),

et la matrice A, associ€e est d'aprés le tableau 1, 7.1

1010

Js ool
06 Ha)
0111

Le graphe G associé & la matrice a) considérée comme matrice

d'incidence aux arétes est (figure 2) :

ay
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Comme ce graphe représente le 3-cycle (1, 2, 4, 1) alors d'aprés

le théoréme 1 (cf, 2,4,1) le déterminant de Bh est égala +2, c'est-a-dire

det A +0. Donc le systéme (2) n'est pas redondant d'aprés s, du para-
Y

graphe 2, 7.

Or, cet ensemble y tel que le déterminant de Hy soit non nul, ne

nous permet pas d’avoir un n-cycle de départ, autrement dit la condition

D. du paragraphe 1,7 n'est pas remplie, Comme le syst@me n'est pas
2

redondant, pour que les contraintes dD et D, soient vérifiées toutes les

deux en méme temps, nous allons ajouter au systéme (BI) une contrainte

unilatérale du type me <1.

Prenons d'abord l'exemple n = 6

1

2 Xoq

a ay, [3a

4 | Xai |Xa2 [X43

5 | X51 | *52 [%53 | X54

X61 | X62 |%63 | *64 | %65
4 1 ‘

Xa, + Xo + X43 + Xn + X43 = 2
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En prenant

y= {Ql 2), (2, 3), (3, 4), (4,5), (5, 6), (6,1)}

et en groupant le syst&me (2) suivant y, Yona:

><]“12 “23 %34 a5 %5 X61 %32 X41 “42 %51 X52 %53 G2 X69 Xa

1 ijl 1

D'apreés ce tableau, nous voyons que le graphe associéa A est

le 6-cycle (1, 2, 3, 4, 5, 6, 1) ; nous avons vu d'aprés le théoreme 1 que
det A =0,

Y

Pour avoir un déterminant non nul, il faudrait prendre un cycle

. de longueur impaire (théoréme 1), que nous définissons de la fagon sui-

vante :

nous prenons

(a) vy={(, 2), (2, 3), (3, 4), (4 5), (5,6), (6, 1), (1, 3)}

a~ Xe
aR

~ 3] -

Comme nous avons ajouté une variable de base de plus (variable

3) il nous faudrait aussi ajouter une contrainte, Les contraintes qui sont

toujours compatibles sont les contraintes du type (3) c'est-A-dire ij si

pour tout x,, variable principale, et nous prenons la contrainte :
ij

271% =)

¥162 °

Compte tenu de l'ensemble y définit par (a) et de cette nouvelle

contrainte (a,), la nouvelle matrice A devient :

xX
X12 X03 %3q Xgag X56 X61 %31

« cette dernitre

ligne provient de

=]
12 7 ig = M6
étant variable hors

base,

Nous voyons que la dernitre ligne de A posséde un seul élément

non nul, Et en développant par rapport aux éléments de cette derniére ligne

il ne reste pour le calcul du déterminant de Ny que la matrice
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2,C'est un 5-cycle, par suite det A' = +2 et aussi det A = +

y 7 y ~

Dans le cas symétrique, nous adoptons toujours cette solution pour

la phase d'initialisation, c'est-a-dire que pour un probléme de n sommets

nous prenons :

1°) sin est impair

y= {(l, 2), (2, 3), ..., (n-l, n), (n, 0}

2°) 81 n est pair

y= { (i, 2), (2, 3), .... (n-L, n), (m1), (1, 3)}

et nous ajoutons au systéme des contraintes bilatérales (1) du probléme (I)

(cf. 1,2), la contrainte %2 sl,

5.) Bo Sas onW. > sisEn général si le n-cycle de départ est ( \

y= {(8,> 8), (85 8), i (sy a (s 8): (s, 85)}

<1.et la contrainte ajoutée est Xo og

12

6, si nous prenons pour cycle de départPar exemple pour n

(l, 4, 3, 6, 5, 2, 1), alors :

y= {(l, 4), (4, 3), (3, 6), (6, 5). (5, 2), (2, 1s G, 3)}

et la contrainte ajoutée est %145 1.

1,7.b Cas ob la matrice || 4, | est non symetrians.

Pour ce cas aussi, le déterminant de A est nul, alore que

le systéme de contraintes bilatérales est non redondant, c'est-a-dire, i

soit non nul.existe un ensemble Ts tel qué le déterminant de a
0

Prenons l'exemple n= 4:
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Les contraintes bilatérales sont (cf. 1.6):

Koy + 3, 4%) =

49 + X35 + %4 =}

x tx, +x =l
e 23° 43 figure bl

Comme il y a 7 équations, nous prenons 7 variables de-base

correspondant 4 la figure bl ci-desaus, En groupant (2) suivant y ety

ona:

Y ¥
a 

A —

X12 23 %3q X41 %or X32 %q3°%13 tq Xoq G1 %g2

1 1 1

Eee a ~ 35 -

© } ----J-4--@)

tableau b2

~ ©
© Of 6b-f-16ee of ole ae em cae~~ i

Nous calculons le déterminant de Ay de deux fagons, que nous

utiliserons dans la suite,

Nous remarquons que chaque colonne de Ay posséde av plus 2

éléments non nuls égaux 4 1.

ler procédé : Associons a cette matrice le graphe suivant

7 2

So) 7 (3)

Pour construire ce graphe, nous numérotons les lignes de A_ et
y

nous associons a :
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- chaque colonne de oy ayant deux éléments non nuls, une aréte

reliant les 2 sommets qui sont les deux numéros de lignes correspondant

& ces deux éléments non nuls,

- Chaque colonne de A ayant un seul élément non nul, nous asso-

cions une aréte pendante en pointillés issue du sommet correspondant &

la ligne contenant cet élément non nul,

Nous voyons qu'il y a un cycle (2, 7, 4, 5, 2), nous réarrangeons

les lignes de a suivant l'ordre de ce cycle et on a la nouvelle matrice

A' ci-dessous.

NV

° =

Pour la matrice A" ona:

(ligne 1 + ligne 3) = (ligne 2 + ligne 4)

dion det A" = 0 = det a = 0,

Or la matrice A' est obtenue & partir de 5 en permutant les

lignes de celle-ci,

D'oi [det A | = |dét A'l => det A =0
Y y ¥
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Zeme procédé : Chaque ligne de . posséde au plus deux éléments non nuls,

Nous pouvons aussi calculer le déterminant de a sans recourir au

graphe, Pour cela nous prenons l'algorithme suivant (facile & mettre en

oeuvre sur l'ordinateur) :

on parcourt

1°) 1a colonne de Ay

2°) la ligne de By

On commence au départ par parcourir la lére colonne de Ae On

change de direction du parcours 4 chaque fois qu'on rencontre un élément

non nul +1, aprés avoir marqué (par exemple par un rond, tout autour de

cet €lément, tableau b2).

On aura un cycle, si dans ces parcours, on rencontre de nouveau un

élément déja marqué.

On groupe ensuite, les lignes de A’ qui sont reliées ensemble par

v

ces fléches horizontales et verticales, et on retrouve la matrice Be pré-

cédente,

Sin est le nombre de scommets, le nombre de contraintcs bilaté

rales est égal& 2n-l (cf. paragraphe 1.6). Nous pouvons donc prendre

2n-l variables de base, Nous fixons n variables de base qui forment un

circuit hamiltonien d'ordre n et nous choisirons les n-! variables de base

restant de telles sortes que le déterminant de a soit non nul.
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Désignons par yy l'ensemble des indices des variables de base,

qui forment un circuit hamiltonien d'ordre n, et par Yo l'ensemble des One 5

: n - 1 indices des variables de base restant,

12 X23 X34 %q1 X14 X43 31

Pour n = 6, nous définissons My et Yo de la fagon suivante : 1 1

t

} En faigant le développement suivant les lignes et les colonnes qui
contiennent un seul élément non nul, on trouve | det A | =i.

¥

Remarquons que par ce choix de Yy et de Vo la figure 1. 7.b ci-

1 ={(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 6), (6, 1)} | contre posséde :
|

Yo ~ {Q, 6), (6, 5), (5, 4), (4, 3), (3, 1)} -unn-cireuit (1, 2, 3, 4, 1)

YU Ys: an (n-l)-circuit (1, 4, 3, 1).
Bore ae teed es Fl if 7 c rae

; . Donc sin est pair, n-l.est.impair.et réciproquement, ce qui fait
Ctest-a-dire pour Yp on prend pour éléments, les indices associés rue ke a 1 oe ae Pee fae mur or BrenTM 4

que la partié de n n'a aucune influence sur ce choix. Ce choix est donc

aux arcs formant le circuit (l, 2, 3) ». 9 My, 1), et pour Yo les indices axes ae
valable pour toute valeur de n.

associés aux arcs formant le circuit (1, n, n-l, n-2, ..., 4, 3, 1), (on

saute le sommet 2).

En reprenant l'exemple précédent, n= 4 (cf. 1,7.b, tableau bl) 1.8 PROPRIETE DES ELEMENTS DE A APRES iA PHASE

D'INITIALISATION.

Figure 1.7.6 Ayant choisi y tel que le déterminant de a soit non nul, nous
I 1 t

résolvons le systéme [ aN Aol X=B,
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Lorsque la matrice A se transforme en matrice unité I nous
v

voulons savoir ce que deviennent les éléments de la matrice hors base

A... D'aprés les résultats du chapitre 2, nous pourrons énoncer la
Y

propriété suivante :

Les éléments de la matrice hors base, aprés la phase d'inttiali~

sation, ainsi que la solution de base sont dee entiers.

Pour le cas "symétrique" cette propriété (P) provient du théoréme

6 et de la remarque du paragraphe 2,11, Pour le cas "non symétrique" elle

provient du paragraphe 2,3,

Cette propriété (P) justifie la raison pour laquelle, dans notre

algorithme nous cherchons 4 avoir & chaque itération le pivot égal& un,

Elle nous permet aussi de conclure que :

Tant que le pivot vaut un, la solution & chaque itération est entiére,

et correspond & un n-cycle, ou 4 un circuit hamiltonien d'ordre n.

CHAPITRE II

RAPPEL ET EXTENSION DES PROPRIETES DE MATRICES
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2.1 MATRICE D'INCIDENCE [1] [p. 135]

Désignons par Wy Bye ee Be les arcs d'un graphe G, par

xp Xo omy = ses sommets, et posons :

1 si x, est extrémité initiale de 4;

5 = -l si x est extrémité terminale de u,j

0. si x n'est pas extrémité de 4

La matrice S = [ 55 ] stappelle matrice d'incidence aux arcs du

graphe,

Si maintenant up Byrn veee u__ désignent les arétes du graphe,
m

posons :

_ {' six, est une extrémité de 4

Vy 0 dans le cas contraire

La matrice R = [ "yj ] ‘est par définition la matrice dlincidence

aux arétes du graphe,

2.2 MATRICE TOTALEMENT UNIMODULAIRE { 1]

2.2.1 Définition Une matrice A =[ aj ] est dite totalement

unimodulaire si toute la matrice carrée extraite deAa

son déterminant égala 0, +1 ou -l.
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Tout coefficient a,, d'une matrice totalement unimodulaire est
y autres équations de (2a),

| m5 qui appartient 2 une équation de (2a), ne peut pas appartenir aux

nécessairement égal & 0, +1 ov -1, puisqu'il est le déterminant d'un

mineur d'ordre 1 de la matrice,
Nous retrouvons cette méme propriété pour le systéme (2b), ob

. | (C,) |] le premier membre de chaque équation est la somme des éléments
2.2.2 Théoréme (Heller - Tompking - Gale) [1] [p. 136 ] 2

d'une colonne de la matrice | at | :

Sott A une matrice de coeffietent 0, +1 ou -1, telle que

toute colonne contienne au plus deux coefficienta non nuls ; alors A est Prenons un exemple ! n= 4

totalement unimodulatre, st et seulement st ces lignes peuvent Etre réparttes f

en deux ensembles disjointe I 7 et Ig. wee les deux conditions suivantes : | — d ; 3 ‘

(1) st les deux coefficients non nule d'une méme colonne ont le 1 Tg mae X13 | X14
méme etgne, L'un est dons I, et l'autre dans Ig 2 Koy Ly Xog | Xog

. snail Fi . | 3] x x VC x
(8) st deux coeffietents non nuls d'une méme colonne ont des stgnes 31 | “32 Ase 34

contratres, tls sont tous deux dans I, ou tous deux dans I,. 4 Xa | %aa | *43 WY,
| LL

+ 7 2| 2 * 3 tao} (2 a)
2.3 APPLICATION AU CAS OU || 4, | EST_NON SYMETRIQUE X51 + X34 + %y4 =} (2 a,)

| (22)
1

= 2
| X31 + X32 + % 347! (2 a3)

Le théoréme d'Heller-Tompking - Gale, nous permet de démontrer X ay + X49 + X43 1 (2 a,)

que la matrice A associée aux contraintes (2)

n x, +X, +x, 21 (2 b,)
(2a) > =, =l pouri=l, 2, ..., 7 { al 31 41 1

j=l 2 + =] 2b

( bi (2b) \ + X30 * X42 (2 b»)
2) 2

+ al 2b

: 13 23 * 43 (2 5)
(2b) 2. %: 74 pour j=1, 2, ... (n-l)

v= 9 Nous voyons que, la variable X02 appartient & 1'équation (2 a),
L iti in'appartient pas aux autres équations de (2 a),

est totalerent unimodulaire.
On peut vérifier de méme pour (2 b).

G 1 emier membre de cha Equation de (Za ésent ‘ .———_ SRiae ds enagve CAPER tle (al) Pee ene La matrice associée & ces deux systémes (2 a) et (2 b) est :
la somme des éléments d'une ligne de la matrice ths; Il une variable
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X12 *13 X1q Xo1 23 Xpq X31 Xga 34 Xqr Xap %ag

] l i

Tableau 2.1

Soit A la matrice associée & (2a) et (2b).

Nous voyons que cette matrice A posséde les propriétés suivantes :

1) Chaque colonne de A contient au plus deux éléments non nula égaux

s

al,

2) On peut répartir toutes les lignes de A en deux sous-ensembles u et

1 disjoints tels que:

t = ensemble des lignes provenant des 6quations du systeme (2 a)

1, = ensernble des lignes provenant des équations du systéme (2 b),

Diaprés (C) et (C,) ci-dessus, pour toute colonne de A contenant

exactement deux éléments non nuls, si l'un des éléments non nul est dans

une ligne de l'ensemble 1, alors l'autre élément non nul est dang une ligne
1

de Tt. (tableau 2.1).
Ga

Donc d'aprés le théoréme de Heller ~ Tompking ~ Gales, la matrice

A est totalement unimodulaire,

Sous forme matricielle le systéme (2) s'écrit :
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(2,2) Bs xX + AS X¥.=B (y ensemble des indices des variables
v v

de base),

Supposons a, inversible, Comme nous venons de le voir, a est

totalement unimodulaire, Donc le déterminant de 2. est égalé +1.

D'aprés la formule calculant l'inverse d'une matrice ona:

al « fat. ]
Y 4

itj
(1) | m, |

ai = avec |M,,| le mineur de la matrice
ij det AY ij

t z
Avs transposée de 4 associé a son élément de la ime ligne et de la

jéme colonne,

Comme dét A = +1 et Mj = Qoutl (car A étant totalement uni-

modulaire, AY est aussi totalement unimodulaire (cf, 2.2.1), art est donc

égala 0 out],

-l
Donc, a est une matrice & éléments entiers.

La formule (2.2) donne :

al (A X +A.X_ = B)
YoY ¥ YoY

X +A) A_X.2 47 B,
¥ YoY ¥ v

Soit :

(1) (1) (1) cl
2 +An' X= 3B Al =A AW 2.3.1(2,3) x, 7% avec 7 1 Ay ( )

pl) za 5 (2.3.2),
Y

al est la matrice hors base obtenue aprés avoir transformé la

forme (2,2) en forme simpliciale.



1De la formule (2.3.1), nous voyons que les éléments de ag) sont
des entiers,

On en déduit, dans le cas ot la matrice id, | est non symétrique,
YJ

que tous les éléments de la matrice associée aux variables hors base,

sont des entiers aprés la premitre itération,

Il nous reste @ résoudre ce méme probléme pour le cas "symétri-

que

nous ferons appel aux propriétés suivantes :

Dans tout ce qui suit G désigne un graphe ayant n sommets (n= 2)

et narétes, et A la matrice d'incidence aux arétes, associéea G. (A est

une matrice carrée),

z.4 PROPRIETE DE LA MATRICE A ASSOCIEE AU GRAPHE G

2.4.1 THEOREME 1

St G est un n-cycle, alore le déterminant de la matrice

A est égal ad:

0 sin eat patr

+2 st n est impatr.

Démonstration : a

5

Aprés un réarrangement des

gq

lignes de la matrice A, ce qui peut ~

changer le signe de déterminant de A .

4
(det A) mais pas sa valeur absolue,

on peut Ssuppoger que ce n-cycle est

pel 2, 36. =f tt, De
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La matrice A sera:

My 42 43 Un-1 Un

Lid 0 O---------- peril

2 0

3 4/0 } 4
to

A= |} te
a

\ bo
i 

ue

nada|p tee | i 0
' i} '

n lid 0 0 1

Le déterminant associé ne comporte que deux éléments non nuls

(tous les autres sont le produit de termes dont au moins un facteur est

nul}. Nous aurons donc :

(234 ..n1
det A= (18023 Maxixdx ce xa) + (1)! ” Yaad, ..%4)

— Soe

n fois n fois

avec é(i, i, 7.5 i) représente le nombre d'inversions que présente une

permutation (i, ie: id

ou

si n= 2p, (1)? =~-l alors détA=0
eo

det A =1 4 (-1 =>

a Nsi =2@ptl, (-1)"P =1, alors dét A

Comme, en général on a da faire des réarrangements des lignes de

A ape [a oe 4

A pour avoir la forme ci-dessus de la matrice A, alors dév A = + 6, bi as

est impair, et la proposition est ainsi démontrée,

2.4.2 Arbre - définitions et propriétés

Les définitions suivantes, concernant un arbre ([1],

[ p. 146} ) sont équivalentes.
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Soit H un graphe ayant n sommets (n> 1),

Définition 2.1

Un arbre est un graphe fini connexe sans cycle, ayant au moins

deux sommets,

Définition 2, 2

H est sans cycle ; si on ajoute une aréte entre deux sommets non

adjacents, on crée un cycle et un seul,

Définition 2.4

H est sans cycle et admet n-1 arétes.

Définition 2.5

H est connexe ; si on supprime une ar€éte quelconque, il n'est plus

connexe,

Définition 2.6

Tout couple de sommets est relié par une chafne et une seule.

On sait que ces six définitions sont équivalentes[1].

Un sommet a étant donné, désignons par C. l'ensemble des sommets

pouvant étre reliés & a par une chaine, augmenté du sommet a ; une compo-

sante connexe est un sous-graphe engendré par un ensemble de la forme C.

THEOREME C1 [1]

Les différentes composantes du graphe (X,T) constituent une par-

tttion de X ;
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clest~d-dire :

(1) ¢, #0

(2) C, #¢, entraine c,6 Ca 0

(3) VU C= 4%.

On a (1) puisque ae Cc. ;

Pour vérifier (2), supposons on CG. £9, et montrons que Cc. = Cy

Soit x ¢ ©, a C,, ce sommet x peut etre reli€é par une chatne a a
b

eta b ; donc a peut étre relié 4 b, et, par conséquent, b ¢ Cc. On a donc :

coc c.

Comme on a aussi cc C. (par raison de symétrie), on a bien

C=C... Ona (3) car:
a b

XDU cc, DU {apex

ae xX aegeX

D'ot

Uc =X.
a

THEOREME C2 [1]

Un graphe est connexe, st et seulement at, 11 ne posséde qu'

une composante.

Si le graphe admet deux composantes distinctes Cc. et Cy. il

n'est pas connexe, a et b ne pouvant étre reliés par une chaine,

si le grapne n'est pas connexe, il exisve deux somineis a oi Ue

pouvant @tre reliés par aucune chame, et Ct, et Cc, sont deux composantes

distinctes.,
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2.5 VALEUR DU DETERMINANT ASSOCIE A LA MATRICE A

D'UN GRAPHE G

Pour calculer le déterminant de la matrice A associée au graphe

Gan sommets et & n aréts nous commengons par traiter le cas ot G

posséde des sommets isolés : les lignes de A correspondantes & ces som-~

mets isolés sont identiquement nulles, d'ot le déterminant de A est nul,

S'il n'y a pas de sommets isolés, désignons par G) G,, seen S.

les composantes connnexes de G qui forment ainsi une partition de G da'

aprés le théoréme Cl. Comme G ne posseéde pas de sommets isolés, les

sous-graphes G, possédent au moins deux sommets. D'aprés le théoréme

C2, ces sous-graphes sont connexes,

Parmi ces sous-graphes G.. il y en a qui possédent des cycles,

et, d'autres n'en possédent pas, Nous désignons par :

Gis L) G, tel que chaque e posséde aucune cycle,
ieél

1

G" = lJ G, tel que chaque G, posséde au moins un cycle.
i

iel,

ifi = 3 2, aeeeL et I, vérifient 1 Uv IL {1 p}

I= @,.h it 2 9

Pour tout i ¢ Is G, est un arbre, car c'est un graphe fini, connexe,

sans cycle et posséde au moins deux sommets (définition Z. 1).

Pour envisager tous les cas, suivant que les ensembles u et L,

sont vides ou non, nous dressons le tableau suivant :
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I I Déterminant de A

k
detA=Ooutz

2} 470 |4#¢ dét A= 0

Impossible

Impossible

a) Cas ot lL, =@

Pour ce cas tous les sous-graphe de G sont des arbres c'est-a-dire

o-Us, (1)

1

Or chaque arbre G, posséde n sommets et n, 1 arétes, Comme les
i

G, forment une partition de G, on a donc

ee ae
wu tel 1

i

nombre de ey
sommets

du graphe G

d'aprés (1)

Nombre des arétes de G= > (a, - 1)
ié L

=n - In|.

Or G posséde n arétes d'ot

nen- [1 | => 1,1 = 0

ce qui est impossible car I, Z79@.

b) Cas oh lL #Petl, #9

G=G'UG", clest-a-dire que G est formé d'une part des arbres,

et d'autre part des sous-graphes ayant au moins un cycle, Par exemple

le graphe de G& la forme suivante (n = 13):



figure ¢

La matrice A associée est:

(les numéros de sommets du graphe sont indiqués dans les lignes de la

matrice).

“ro | “aa [M12 | 13
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Nous remarquons, que pour chaque ligne de la matrice A (tableau

- c) le nombre des éléments non nuls, c'est-a-dire égaux & 1 représente

le nombre d'arétes issues du sommet du graphe, situé dans cette ligne.

Donc pour un sommet isolé, les éléments de la ligne correspon-

dante sont nuls, et le déterminant de A est par suite égal& zéro.

Pour les lignes correspondantes aux sommets pendants, il n'y a

qu'un seul élément non nul, et pour calculer le déterminant de A nous

développons d'abord par rapport aux éléments de telles lignes, Pour le

graphe ce développement correspond & supprimer dans le graphe le som-

met pendant, ainsi que l'aréte ayant ce sommet pour l'extrémité, et si

le sous-graphe est un arbre,on finit par obtenir un sommet isolé, Par

ce qui cor-

=> respond dans

le tableau - c

& la 2eme

ligne identi-

quement nulle

exemple pour les sous-graphes de la figure ci

devient apres développement

par rapport aux éléments de

la lere ligne de A

D'oh lorsque le graphe G posstde un sous-graphe qui est un arbre,

le déterminant de la matrice associée& G est nul.

a) Cas ot I gett, 49

Le graphe G est dans ce cas constitué uniquement par des sous-

graphes ayant chacun au moins un cycle.

D'abord, nous faisons les rappels suivants, [1], (chapitre 4):

Les graphes que nous voulons définir ici sont non-orientés : on

parlera d'ar€tes, et non pas d'arcs, Pour plus de généralité, nous allons
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considérer non pas un graphe, mais un multigraphe ; un multigraphe

(X, U) est par définition le couple formé par un ensemble X de sommets,

et par un ensemble U d'arétes reliant entre eux certains couples de som-

mets ; mais contrairement aux graphes, il peut y avoir dans un multi-gra-

phe plusieurs arétes distinctes reliant le m@éme couple de sommets.

Considérons un multi-graphe G, avec n sommets, m arétes, p

composantes connexes,

Posons :

e(G)=n-p

u(G)=m- p(G)=m-ntp

u(G) est par définition le nombre cyclomatique du multi-

graphe G, Ses propriétés sont importantes.

THEOREME C3

Sott Gun multigraphe, et G' un multt-graphe obtenu a partir du

précédent en jotgnant par une nouvelle aréte deux sommets a et b de G ;

st a et b sont confondus ou veltée par une chatne de G, on a

0 (G') = p (G)

dans le cas contratre, ona:

vu (G') =u (G) +1

o (G') =p (@) +1, v (G") uv (G).

Corollaire 1

Ona 0 (G)= 0, v (G)e 0.

LHEOREME C4

Le nombre eyclomattque v (G) d'un multt-graphe G est égal au nombre

maxtmum de cycles tndépendants.

Corollaire 2

Le graphe G n'a pas de cycles si et seulement si vu (G) = 0.
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Corollaire 3

Le graphe G admet un cycle unique si et seulement siv (G)=1,

Ayant fait ces rappels, nous revenons& notre probléme.

Le graphe G sur lequel nous travaillons est toujours le graphe a

n sommets et @ n arétes, Nous sommes dans le cas ot G ne posséde pas

de sous-graphes qui sont des arbres.

a) G est connexe

Ona:

n=n (nombre de sommets de G}

m =n (nombre d'aretes de G)

p=1 car G est connexe

d'ot

vu (G)=m-nitp

=en-n+l

u (G) =1, et d'apreés le corollaire 3, G posséde un

cycle et un seul,

2.5.1 THEOREME 2

Sott Gun graphe dn sommets et an arétes, St G eat connexe, GC

posséde un cycle et un seul.

Nous pouvons ainsi en déduire que, le déterminant de la matrice

A est égala 0 ou + 2 (d'aprés le théoréme 1).

b) G non connexe

Supposons par exemple, que G soit formé de trois sous-graphes

disjoints G» G, et Gy, tels que chaque G. posséde au moins un cycle,

Désignons par n, le nombre de sommets et par m, le nombre d!
i i

arétes de graphe G,.

Montrons que m, =n,
i i
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UG )= =(G.)=m-n +p

=m,-n, +l.
i i

i
D'aprés le corollaire 1, y(G,)2O0entrame m,-n, +120 4S m2n -1.

i oi ii

Si m, = a.-l, G, est un arbre d'aprés la définition 3 : ce qui est
1

impossible car G; posséde au moins un cycle par hypothése d'ot m,2=n..
‘ i i

On a donc:

2

may Ay

Qi) my = n,

>m,2 0,.

Or, puisque les G, sont disjoints et recouvrent G ona:

nen) + ny + n3 (le nombre de sommets de G est égal& la somme

des nombres des sommets de Gy» de G, et de G,).

n=m)+m,+m, (le nombre d'arétes de G est égal & la somme

dides nombres des arétes de Gy: de G, et deG
3

dot:

m,+m,+tm, =n, tn, +n,

ou (m, - n,) + (m, - n,) + (m, - n,) =0 (2)

D'aprés (1) m,-n,2=0 Viel, 2, 3.

Une somme de nombres positifs ou nuls ne peut étre égale& zéro que si

chaque terme de la sormme est nul.
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D'ot m,-n,=0 Viel, 2, 3 d'aprés (2).

Les sous-graphes de G possédent donc autant de sommets que

d'ar&tes,

Comme les sous-graphes G, possédent autant de sommets que
i

d'arétes, alors les matrices A, associées 4 G. sont des matrices carrées.
i i

Puisque les sous-graphes G, forment une partition de G, ces sous-matrices
i

carrées forment des blocs disjoints et on a:

det A = det A) Xdet A, x ds meek ath

q étant le nombre total des sous-graphes de G.

Comme A est une matrice carrée associée & un graphe Gy qui

posséde un seul cycle alors d'aprés le théoréme 1, le déterminant de A.

est égal& 0 ou + 2 (det A = 0 ou +2), (aprés le développement par rapport

aux éléments des lignes ayant un seul élément non nul, si de telles lignes

existent),

dot detA=0 ov +27 (g>1),

En résumé, dans tous les cas, le déterminant de la matrice A as-

k
sociée au graphe G est égala Qou+2 (k21). D'ot:

2.5.2 THEOREME 3

.

Sotent G le graphe dn sommets et dn arétes, et A la

matrice d'incidence associée 4G ; le déterminant de A est égal a

0 ou + a ou k est entter postttf.

2.6 DETERMINANT D'UNE MATRICE D'INGIDENCE AUX ARETES

DU_GRAPHE G.

On sait qu'au graphe G ci-dessus, on peut associer la matrice A
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d'incidence aux arétes. Et cette matrice A poss&éde la propriété d'avoir

& chaque colonne exactement deux éléments non nuls égaux & 1,

D'ot on peut énoncer le théoréme suivant équivalent au théoréme 3,

THEOREME 4

Sott A une matrice carrée d éléments 0 ou 1, telle que chaque

eolonne contienne exactement deum éléments non nule égaue ad 1. Alore

le déterminant de A est égal @ 0 ou + ak (k entier = 1),

2,7 PROPRIETE D'UN SYSTEME REDONDANT

Soit le systéme :

AX =B (A matrice & n lignes)

Ce systéme de contrainte est redondant, si tous les déterminants

(S)) des matrices carrées d'ordre n extraites de la matrice A sont tous

nuls,

En effet, si le systeme est redondant, il existe au moins une ligne

ide la matrice A qui est la combinaison linéaire des autres lignes de A,

donc toute matrice carrée d'ordre n extraite de A a son déterminant nul

(car la ligne i de cette matrice est une combinaison linéaire des autres

lignes aussi),

D'aprés l'assertion :

(P) = > (Q) est équivalente& non (Q) => non (P), la propriété (S)

ci-dessus est €quivaientea :

(s,)|
i s'il existe un déterminant de la matrice carrée extraite de A, non
iq
H

f nul, le syst@me (2) est non redondant,
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2.8 TRANSFORMATION ELEMENTAIRE

Certaines manipulations effectuées sur les lignes ou les colonnes

d'une matrice carrée, ont la propriété de ne pas changer le rang ou la

valeur absolue du déterminant de cette matrice. Nous en citerons trois.

Ce sont:

. l'échange de deux lignes (colonnes)

. multiplication d'une ligne (colonne) par -1

, addition & une ligne (colonne) une combinaison linéaire

des autres lignes (colonnes) de la matrice,

2.9 CALCUL DU DETERMINANT D'UNE MATRICE CARREE

ASSOCIEE A UN N-CYCLE, PAR LES TRANSFORMATIONS

ELEMENTAIRES.

THEOREME 6

Soit A une matrice carrée d'incidence aux arétes, associée a un

n-cycle (done chaque colonne de A contient exactement 2 éléments égaux

a+i).

Alors, aprés les transformations élémentatres, le déterninant de

4 posséde l'une dee deux formes sutvantes :

1 Q-e----- 0 ay 1 0 QO-------- 0 oy
I

0 1 oe tS. ' ie
1 2 % i p a, 1 a3

x ' ‘ ' “y

(a) ‘ ou \ mA ! '

1 = Oned ‘ “ta. On-1
0 O.-------70 0 Qetesos some 0 4:2

clest~d-dire les (n-1) premiéres colonnee sont des colonnes unttatres et,
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les éléments de la néme colonne sont des entiers quelconques, excepté

L'élément de ta néme ligne qui vaut 0 ou + 2.

Ce déterminant est de la forme (a) st n est patr, et de la forme

(b) st n est tmpatr.

Démonstration :

Supposons que ce n-cycle, soit le n-cycle (1, 2, 3, ..., n, 1)

(dans le cas contraire, il suffit de réarranger les lignes de la matrice A,

ce qui correspond 4 changer le signe du déterminant de A, par exemple

si clest un n-cycle (1, 3, 2, 4, ..., n, 1), il suffit d'échanger les lignes

2 et 3).

D'ot :

1 0 ---+------ 0 1

1 1 0
\

Oo is :
1 x 1

A= ' ' ‘ '
1 1 x I

‘ ! ‘ I
1 i s i
i 1 ‘\ 1
1 ! » 1
i i N I

’ 1 CY i
' ' x t

0 0 --~------------ “i

Désignons par :

L, le iéme vecteur ligne de la matrice A

a, un élément de la igme ligne et de la jeme colonne de A
aa)

La matrice A posséde les caractéristiques suivantes :

1) les éléments de la diagonale principale valent +1;

2) les éléments au-dessus de la diagonale principale sont nuls, excep-

tés 1'élément ea qui vaut 1,
n
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Ainsi, pour diagonaliser le déterminant de A, nous appliquons la

formule suivante :

L' = L, - L {2.9.a)

avec L! nouvelle ligneide A
i

i prenant successivement les valeurs 2, 3, 4,..., n, et Li = L.

Calcul de L' :
n

2 1

(= =~ i!

3) beh, - ty
= _L!

(4) Ly=L,-L

De _T!
(n) Lt=L -L'

Exprimons L' en fonction de L,, LL, ..., L,.
i lL 2

(2) et (3) =@ LL=b,- Lb, +h,

(4) =— Lieb -L +L, -1).

= yi 2.9.bLt P=, (-1) Lei { )

Démontrons par récurrence cette formule (2. 9.b), Elle est vraie

pour p=l,

Supposons qu'elle le soit jusqu'au rang p et démontrons qu'elle le

soit aussi pour le rang p+ 1.

Ona donc:
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p-l .

Lt =? (-1) i i (par hypothése de récurrence)

i=0 °

or

Lio =e laprepH pti ys d'apreés (2,9. a)

d'ot :
P- 1 i

ie =L - > r=
pti ptl tro (-1) ne

«1
=L-[L - + -1)Pptl [ Pp = 1 * (-1) Ly ]

=L -L +L .+... +(-1)?om 5, (-1) Ly

P i
= - L i2 , (-1) pee qui a la m@me forme que (2.9.b).

Donc la formule (2,12. b) est vraie Vp.

Pour p=n ona:

n-1 i

Li = -be Do (ay Las (2.9.6)
i=0

D'ot sin est pair soit n=2p

ona: Zeal .

Li = (-l) L
n = nei

'os = =Leebi- Lyte. the by (2.9.4)

D'ot, sion désigne par a le nouvel élément de a,. ona:
dy

at = ear ler cnefficientre de T, at de TL, sont annaeés dane
nn n . See a

(2.9.d) et pour la néme colonne de la matrice A, seules ces deux lignes

Ly et Lo possédent des éléments non nuls égaux & +1, et la forme (a) du

théoréme est ainsi démontrée,

Sin est impair soitn =2pt+1, ona d'aprés (2.9.c):
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L'oeL -LbL +L ti... - Di t+2 Ly

Comme les coefficients de Le et de L valent +1, alors a' n = 2, et
n

la forme (b) du théoréme est démontrée aussi,

Remarque }

Si nous calculons le déterminant de la matrice AA partir des

formes (a) ou (b) du théoréme 5, nous aurons :

0 sin est pair

det A =

+2 sin est impair

Nous retrouvons ainsi les résultats du théoréme |,

2.10 METHODE DE PIVOT MAXIMUM [ 8 ]

Tant que la valeur du pivot est égalea +1, la méthode de pivot

maximum utilise les transformations élémentaires pour faire la résolu-

tion du systeme d'équations AX = B, Donc tant que le pivot est égala +1,

ja. valeur absolue du déterminant de A ne change pag.

2.11 PROPRIETE DES ELEMENTS D'UNE MATRICE A APRES

LES TRANSFORMATIONS ELEMENTAIRES

Sait A une matrice & éléments 0 oul de dimension (n, m) (n lignes

et m colonnes) avec m2 n, telle que chaque colonne de A contienne

exactement deux éléments non nuls, D'aprés le théoréme 4, on peut en

déduire que :

(1) le déterminant de toute matrice carrée de dimension (n, n} extrai-
k

te de A est égal soita 0, soith +2 ° (k= 1).
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1 1 2 m . :
Nous désignons par A,A,..., A les différentes matrices

colonnes de A.

Soit B une matrice carrée (n,n) extraite de A, telle que le déter-

minant de B soit égaia + 2. Nous suppogons que B soit formée des n

premiéres colonnes de A (dans le cas contraire, il suffit d'échanger les

colonnes de A) et C la matrice formée par les (m - n) dernitres colonnes

restantes (figure 2.10.1):

AA am A

figure 2.10.1

Comme dét B = 2, alors par dea transformations élémentaires

appliquées sur la matrice B et par la méthode de pivot maximum, de

pivot égal& 1, appliquée & la matrice A, c'est-A-dire & l'ensemble [ B, GJ,

on peut transformer la matrice B sous la forme suivante (figure 2.10.2):

a AZ an antl am

4 ‘ { as
x a

PONEaa!
' ‘nel 1
eee oF” 2.. 0002002 .,. 0

figure 2,10,2

lea n-l premitres colonnes de B sont des colonnes d'unité et la name

colonne a des éléments queiconques, saui i’éiément de ia néme Ligue qui

vaut 2, d'aprés le théoreme 3,

Quand la matrice B, a la forme de la figure (2.10.2), alors tous

les éléments de la derniére ligne de G sont formés uniquement par des
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k
nombres 0 ou + 2” (k2 1), c'est-a-dire, il n'y a pas d'éléments + 1 dans

cette dernitre ligne de C.

En effet, s'il existe un élément + 1 par exemple dans une colonne

aP (p>n), alors en considérant le déterminant de la matrice B' formée
1 2 3 -par les colonnesA,A,ATM, ..., A” 7 AP, ona det B'=1, ce qui est

contraire & l'hypothése (H) page 63. D'ot:

Sott A une matrice de dimension (n, m) (m2 n), @ éléments 0 ou 1,

telle que chaque colonne de A eonttenne exactement deux éléments + 1.

Sott B une matrice carrée (n, n) formée par les n premtéres colonnes

de A telle que det B= 2, et C la matrice formée par les (m ~n) der-

ntéres colonnes restantes.

Alors, en fatsant subir @ B des transformations élémentatres, on

obttent les résultate sutvante :

1°) les (n - 1) premtéres colonnes de B sont des colonnes d'unité

2°) L'élément ban = 2 avec B= || bss I

Ke3°} Cnp = 9 out B(k> 1) YD e{ 2+ 1, n+ B..., my

en posant C = | 2; ll ‘

Ainsi, par ce théoréme nous pouvons conclure, que les éléments

de la matrice C sont encore des entiers quand on divise tous les éléments

de la néme ligne de A par 2, pour que la matrice B devienne la matrice d'

unité d'ordre n, et par suite les €léments de la matrice hors base dans le

cas symétrique sont des entiers, aprés la lére itération, car la matrice

{D, Cj a'eai autre que la matrice associée aux conirainves (1) du proble-c

me (I) défini au paragraphe 1,2, avec B= ae et C = As

Remarque :

A la phase d'initialisation, pour déterminer une solution de départ,

nous avons considéré le systéme :
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(1) 2 x + > x22 (K =1, 2,..., m) sin est impair,
j<j=K % isjex ¥

et le syatéme :
ie

? x, + > x,,=2 (K=1, 2,..., n) sin est pair
ar Ly eon il

(2) j<jak 2 i>j=K J

%p_el SR a, oa &

Nous avons pris y= {(1l, 2), (2, 3), ...+ (a, 1)} pour le systdm

(lj et y= {(, 2), (2, 3), ..., (a, 1), G, 3)} pour le systéme (2),

Soient (1') et (2') les systames déduite de (1) et (2) en faisant égal

a zéro les valeurs des variables hors bases.

Comme le déterminant de A est différent de 2éro (cf. 1.7.4), le

systémes (i') et (2') sont des ayuiucies de GRAMER ; ils admettent dou!
chacun une solution unique qui est nécessairement (cf, contrainte Ds du

paragraphe 1,7):

% =i

%3 7!

*3 = 0

%34 =)

a5
xe ol

He, =

=

%37)

34°!
x4, 21

x, =)

T
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On en déduit donc que la solution de départ dans les deux cas

(n pair ou n impair) est une solution entiére,

D'ot finalement nous avons les résultats suivants :

1. La matrice hors base aprés la phase d'initialisation esta élé~

ments entiers,

2. La solution de départ est une solution entire correspondant a

un n-cycle,



CHAPITRE_IUl

DESCRIPTION DETAILLEE DE DEUX
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3.1 TRAITEMENT D'UN CAS SYMETRIQUE

Il s'agit du probléme de six villes traité dans [ 3] ; le tableau

||Cy des distances est:

2 " w w ~ elwlrnie kenm < we

4) 7 5 5 Ya 1%5 1%

S}7 47 18 | 3 *1 7°] % [¥9 | %10

6] 6 is
an ae ee 8 {Yaa | 2 [ig] Ya [M5

tableau 3.1.1 des distances tableau 3,1.2 des variables

principales

a) Contraintes :

WV t Vg ty, t My 4

Y, +3 + Ve +¥gt Vy =?

a) Yat Vat Ve t¥gt M3 = 2

Yat Ys * Yet ig * M4 =

Yat Yet ¥ot Vy t M5 =?

=2
Yot 2 t stat Ns

Comme n est pair, ajoutons une contrainte

(2) y, *%e=!

Pour la phase d'initialisation, définissons

y={i, 2, 3, 6, 10, MH, 15)

Y={4, 5, 7, 8, 9, 12, 13, 14, 163
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b) A partir des équations de (1) et de (2), on exprime les variables

de base en fonction des variables hors base, et ona le tableau

suivant :

Ya 1¥5 | ¥7 | ¥g | Yo | ¥12]%is] Yaa] Yie YY

Jy 1 1

Yo 1] 1 i W-1 ai 0

V3 1 i 1 1 Wt

Ye 1] -i r}itya Wa

Yi0 1 1 1 1 -l -l 1

Vist | -1 1 1 1 1

vil 2 | 2 = a 1f-1 |i

tableau 3.1.3

Ce tableau signifie par exemple (2éme ligne) :

Yo ¥5t¥o+V¥q~ Viz" M4 >

Ajoutons 4 ce tableau les contraintes du type 0< y; sl, y;

variable principale de base,

Comme les variables principales de la base sont Vy ¥gr Ya Yer

Yio Yu Ys et comme une contrainte de ce type est déja considérée pour

yy alors il ne reste qu'a ajouter les contraintes suivantes :

<y,<Os Yo I

Osy, sl

Osy,s 1

O< Yios 1

0s ys!

< a1,
5 M5

Nous désignerons par M le nombre total des variables principales
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(M -2fas}) dans le cas de symétrie). Dans la suite la variable d'
:écart associée 4 une contrainte 0< ip <1 sera désignée par y »

Pp

clest-a-dire

O< s1 & + =]Yo Yp Yp+M

et la variable d'écart associée & une contrainte de sous-cycle sera dési-

gnée par Yomi’ i étant le nombre total de contraintes de sous-cycle con-

sidérées jusqu'a présent,

D'ot les équations des contraintes ajoutées sont:

Yt ¥y77l (ici M = 2% 2 45)

ty. =1
¥3 7 %ig

¥g*¥2) 7!

s 21
Yio * Yas

Yt ¥og 72

y,-ty =e
15" %30

Le tableau aprés la phase d'initialisation est :

(Nous désignerons par Vf la valeur de la fonction objectif) ;
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Vf= 23

Les dernitres lignes de ce tableau 3.1.4, sont obtenues A partir

des résultats du paragraphe 1,4 (par exemple dans la ligne 7 les éléments

situés sur les colonnes correspondant aux variables hors base sont oppo-

sés aux éléments des mémes colonnes de la ligne Yo iY + %— 1)

c) On calcule

(L ensemble des lignes de la

matric 4)

Les valeurs dec, et de 4. sont placées dans les 2 dernitres lignes
J J

du tableau,

On a ainsi:

- F2 +

d) Le plus grand 4, > 0 est celui de la 8me colonne du tableau
J

(a,, = 3}. D'ob Via entre dans la base.
14

Via variable principale, d'ot contrainte

= ple

Y4*¥%oq 74
i

On calcule 9 = inf a )

teu “wW

a,.>0

1

On trouve @=1,

Oncalcule Y-Y-0A? (cf. 1.3.3).
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On a d'aprés le tableau 3.1.5, en utilisant la colonne de ia? les

résultats suivants :

y=)

¥,=@

y,=1

¥, 71-8

Yip =)

ma =
Yq Es 8

et on pose Vig =

-

y=

7 =

Yq =A

=0

(a) 2, “1
10

Yy5 7}

%, *9

ia

e) Comme ces nouvelles valeurs de y sont des entiers, on cherche

si elles donnent naissance & des sous-cycles, Pour cela, il

faut convertir les variables & un seul indice y,, aux variables
i

& double indice x

suivant

. Le tableau de correspondance est le

« 74 ~

*S1 53 | “sa
% | %8 Yo | Y10

g| “er | %o2 | X63 | 764 X65

Yi | M2 | Ms | M4 | M5 Y
—t—.J . LA

tableau 3.1.6

D'ot le graphe associé aux égalités (d)) est :
1

Ainsi, lorsque Y4 entre dans la base, il apparait deux sous-cycles :

(1, 2, 3, i) et (4, 5, 6, 4), Considérone seulement l'un des deux sous«cycles
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(car l'existence de l'un entrathme l'existencecde l'autre, d'aprés les. contrain-

tes du type > a + > % 2). Par exemple, nous prendrons

j<i=K i>j=K

le sous-cycle (4, 5, 6, 4} qui contient l'aréte associée & la variable entran-

te yy4- L'équation de contrainte correspondante est donc :

ty,. + 2
Ya * %i9 * %5%

Soit

+y,, + =2,
Ya * Yio * Yas * %31

Ainsi, les contraintes qu'il faut ajouter avant de chercher la varia-

ble sortante, sont:

Ya * ¥aq 7

=2
Nia to tg + ¥3) * 4

Et le tableau du simplexe devient, en utilisant les résultats du
EOP GMA

paragraphe 1.4
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En utilisant le critére de la variable sortante du simplexe,

nous voyons que c'est la variable Y3) qui doit sortir de la base,

On fait des transformations élémentaires pour rendre nuls

tan wa t+ aD a Cbs. t—2 ai on to ory a bee so Q Q PalQ 53 i oO oO re oO a

On échange les indices Y31 et Vage

On définit de nouveau les éléments de cette colonne 14

de la facgon suivante :
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Si on désigne par j le numéro de la colonne de la matrice, corres-

pondant & la variable entrante, et par i le numéro de la ligne de la matrice,

correspondant & la variable sortante, alors :

~ On remplace a, ; par nay /a,, ¥k ¢ L ensemble des lignes de
4 ys la matrice A.

~ On remplace a, ; par Va.

Aprés ce calcul, on obtient le tableau suivant pour la 2éme itération,

A partir de la 2tme itération, le mécanisme se répéte et on obtient

les tableaux successifs suivants :

2éme itération :

~<tYa | %5 | %7 | % | % J%2 [%13 | Yar | Y6

0 0

0

1

-1

-4 | -3

tableau 3.1.8 4
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Yyg entre dans la base, Comme 0 = 0, les valeurs des variables de

base ne changent pas, donc pas de contraintes de sous-cycle, de plus il

n'y a pas de contrainte du type 0< xj sl, car Neg est une variable d'écart.

D'ot nous déterminons directement la variable sortante, et nous prendrons

Yige

3eme itération

43

46

“10

‘45 [>

My

47

‘16

425

26

430

Yag

tableau 3.

y,, entre dans la base, Comme 0 vaut 1, on calcule les nouvelles

valeurs des variables de base, et on trouve pour 9 = 1:
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et, onpose y, =1,

Et le graphe associé est :

Comme ce graphe est un n-cycle, alors il n'y a pas de contrainte

de sous-cycle, Seule la condition 0< y,s 1, clest-3-dire Y5*Y¥oq* 1

doit @tre ajoutée dans le tableau 3,1,9 avant de déterminer la variable

sortante, et nous prendrons y, pour variable sortante,
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4eme itération

Tableau 3.1.10

Tous les q. sont négatifs ou nuls. On arrive donc & l'optimum.

J =
D'aprés les valeurs des variables de base contenues dans la colonne ¥

le n-cycle minimal est: (1, 3, 2, 4, 5, 6, 1). Sa longueur est 22,
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3,2 TRAITEMENT D'UN CAS NON SYMETRIQUE

Nous prenons n = 5, la matrice des distances est :

1 2 3 4 5

1 5 2 7 9

213 8 6 g

Ici = 3]7 3 9 9

4] 8 8 | il 5

tableau 3.2.1,

Le tableau des correspondances entre les variables @ un seul

indice et celles 4 double indice est:

oh Ye | Y7] Ye

x1 r Xo3 | X2a | X25

3 -79-f. 710. | at | 12 |
X31 | %32 X34 | %35

Py eed ae _ 216]
Kar | %q2 | %q3 X45

LL

tableau 3.2,2
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D'aprés le paragraphe 1.6, le probléme revient & trouver, pour la

phase d'initialisation,
20

{ Min] f= > c. Y;
i=l

sous les contraintes :

¥,+¥,ty3,ty¥,7!

Yetygty7,tygrt

(i) Vogt Fug) * Ty * Mya *

Yi3 * Mat M5 tg!
+ + =l

Viz * Yig * Yig * Y20

+a oll
¥5t¥gt N37 M7

ty. =]
¥*%o tat Ng

(2) ee
Yo + ¥—* %5 * %9 ~

28

¥3 *¥7* My * Yao

(3) y.20 iefi, 2,3, ..., 20}.
i

Sous forme de tableau,(1) et (2) donnent :
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- Yo 1¥3 | Ya 1¥7 | ¥g | ¥q |Y12 1%13 |¥14 |¥18 [ig Y
Y¥1 | ¥2 | ¥3 | ¥a |¥5 [¥6 | ¥7 | Ya | ¥9|¥10]|%14] Y2f Y13] ¥14 a5 16 [41718] %19 P20 | Y

V4 1 1 1 1

1} 1} a].
Ye 1 1 i r}-1])-1] 0] 14 1

Ya r/i1]1 ait a -1 | -1 1

Vig 1 1 1 1

¥47 1 1 |-1 il 2 -1 1] 1

Ys -1 =i it =f iit i -1} 0

vio} 2 {2 7 1/1 0

Vis -1 -1 a]/i1f1 0

Yoo | 72 -1 [1 -1 | -1 1] 1 0

*yo | MI] of o fafa] rf of} of -t]-r} of o

tableau 3.2.3

cj 2|719 }6]2]7/] 9} 8] 8] 6] 4

Soit une écriture matricielle AY = Y¥. A. il 4 | -2 0 O |} -1 | -4 | -2 | -5 | -6 4 Vf = 30
j =

Prenons : y= {l, 6, 0, 16, 17, 5, 10, 15, 20} 4

tableau_ 3.2.4

y={2, 3, 4, 7, 8 9, 12, 13, 14, 18, 193

V2 entre dans la base, 9=1. Les nouvelles valeurs des variables

de base sont :

=0; =0; = 0; =]
Y HO % Yn 16

¥y7 = 95 yg =i3 Ygg = Yi, 7 9

=l et-on prend vy, =,

Le graphe associé est alors :

En réordonnant le tableau 3, 2,3 dans l'ordre des indices de y>

et puis de Y, et en appliquant la méthode de pivot, on obtient le tableau

suivant :
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Ecrivons la "

(4, 5, 4):

‘condition de circuit" interdisant le sous-circuit

2

"6 * Ya0 8?
ou

+ + = i oNie * Yat Ya, =} avec yp, variable d'écart,

On ajoute cette contrainte dans le tableau 3.2.4, & la dernitre

ligne (en utilisant toujours les résultats du paragraphe 1. 4).

On voit que la variable sortante est y,,. Apres le calcul, on

obtient le tableau suivant :

<I| Yar W¥3 | %4 | 47 |%e] Yo |%t2 | Y13 | ¥14 | Ya8 | Y19

ryafadal- 1] 1] o

“1 1

6

1

+

tableau 3.2.5

Ici, ily a deux choix pour 4,. Si nous prenons y, comme variable

loo. ;
; entrante alors 0 = >, mais si nous prenons y_ comme variable entrante,

@ vaut | qui est un nombre entier, Donc nous choisissons y_, comme
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<i

Vf = 30

tableau_ 3.2.4

Y2 entre dans la base, 9=1. Les nouvelles valeurs des variables

de base sont:

yee Ok ya Os Yygat

Vyz 29% Yerli vYgrhi Nyy =

=1 et-on prend y, = 1,

Le graphe associé est alors :
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Ecrivons la '"'

(4, 5, 4):

condition de circuit" interdisant le sous-circuit

+ sl
Y16* Y20

+ = i '16 Yoo + Yo1 1 avec Yo, variable d'écart,

On ajoute cette contrainte dang le tableau 3.2.4, 4 la derniére

ligne (en utilisant toujours les résultats du paragraphe 1, 4),

On voit que la variable sortante est Yor: Aprés le calcul, on

obtient le tableau suivant :

~<)Yar 1¥3 | ¥a | ¥7 | ¥8) Yo |¥12 | Yaa | ¥14 | ¥18 | Y19

yy -1 1 =il 0

Ye <1 -1

411

16

417

¥5

Y10

Y415

20

YQ

tableau 3,2,5

Ici, il y a deux choix pour bj. Si nous prenons Yg comme variable

a

@ vaut 1 qui est un nombre entier, Donc nous choisissons ie comme

1 a ‘
entrante alors @ =>, mais si nous prenons va comme variable entrante,
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variable entrante. Les nouvelles valeurs des variables de base sont:

=.05; =0; = 0; =1; =}
Hy NOhie gS ag FOS ae N17

i fs =l; = g = 5 =]1
Ye=O5 Yyrls yyy Os Vag = OF YE

et on prend Yo * 1.

Le graphe associé & ces nouvelles valeurs est :

C'est un circuit hamiltonien d'ordre n, donc il n'y a pas de condi-

tion de circuit pour cette étape, Et d'aprés le tableau 3.2.5, on peut

prendre ¥}, commie variable sortante,

Aprés le calcul, on a le tableau suivant :
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tableau _3,2.6

D'apreés les valeurs de Aye on peut prendre Yj4 comme variable

entrante, Comme 6 = 0 alors, il n'y a pas de contrainte ajoutée, et on

peut déterminer tout de suite la variable sortante qui est Vis" On fait

le calcul et on a le tableau:

~ variable sartante Ye:

Le calcul donne le tableau suivant :
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Yor |¥3 | ¥a | ¥11 J¥e | %o | Yaz [¥13 [Yas }¥ie Mig JY

yy o}o}a} -1}a]-2 o] -1} -1] 1] of o

Y¢ o}-1 | of] -1]/@j]-1] of} -1] of 1] 14 o

Y -L}id1 1} 1] 0 1} o]| of of of 1

46 o}/o]}]i] o]2{ o 1} of of of of 1

v7 | ro] 1] of 1] o 1} of; o} 1] 1 1

Ys 1{o}-1] of-r] 2] -1) 1] of -1]-1] 0

Y19 o}o}of{ ij}o] 1 1] of] of of of 1

Yua o}o]-2] of-1] of -1]| 1] 1] of] of o

Yoo 1}/o]-1} of-1] of -1] of of of of o

Yo 0} 1] 0 vf-a] 1] of tf 1] -1] 0 1

c; o}7] 9] of 2] 7] 9] 8] 1} 6] 4

A, o{-7 | -7 |] -11] 6[-12[ -9] -8] -6] +3] 4

u vf = 19
‘

tableau 3.2.7

- variable entrante Yg

- pas de contrainte ajoutée car 0 = 0



tableau _3,2,8

Tous les 4; sont négatifs ou nuls, On arrive donc & loptimum

pour la valeur 19 de la fonction objectif. Le circuit hamiltonien corres-

pondant est:

CHAPITRE IV
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Pour la programmation, nous nous limiterons au cas ot la matrice

des distances est symétrique, L'organigramme général de l'algorithme

est le suivant:

On définit un tableau a partir du systéme de contraintes

Q) bilatérales Z 5 + ? %y =2
i>j=K j<isk

)
On ordonne les colonnes de ce tableau suivant les

(2) indices de yet puis de ¥, soit As et ay les matrices
associées

G) On applique la méthode de pivot sur la matrice

[A, ae } et on obtient la solution de départ
Y

@) Calcul de a5

Tous les 4, <0

(optimum fin) ()

On prend un 4, 20 autre que

celui déja choisi - d'ob va-

riable entrante - Calcul de 6
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® entier

positif

Définir les contraintes y

() de sous-cycle pour les valeurs
entiéres = 0 et les ajouter dans A_

7

|
x2

Ajouter dans Ae, la con-
7

trainte iy <1, sila variable en-

trante est la variable principale

&

Variable sortante

ous les 4,= 0

© Définir de nouveau la matrice

Aw
¥

sont déja envi-

Passage au cas des

"péels"', le pivot n'

étant pas égala l,

non
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'

'

Ep. ‘
'

'

4

On prend un 4; > 0, Variable entrante,

C4) Calcul de @

9 entier

positif

Définir les contraintes de sous-cycles

A partir des valeurs entitres < @ et, les

ajouter dans A_, si ces contraintes existent

4
Ajouter les contraintes xy Sl sila

variable entrante est variable principale

|
Déterminer la variable sortante, en

donnant priorité au pivot égala 1

f

Définir de nouveau As |

st

Calcul des os

a
tous les

4.0

oui

a

fin, Ona

L'optimum
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4.1,
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LISTE DES VARIABLES ET LEUR SIGNIFICATION

4.1.1 COMMON blanc

N = nombre des sommets du graphe, ou nombre total de

villes parcourues par le voyageur de commerce,

NH = nombre de variables hors-base,

M= NANCY = nombre total de variables principales,

LOG = nombre de ligaes occupées de la matrice C, avant d'ajou-

ter cette nouvelle contrainte,

EPS= 10°,

Ml = NH +1

NIB = nombre des éléments du tableau IB (juste avant d'ajouter

cette contrainte),

0

IERR =

1

1 $i pas de sous~cycle d'ot erreur dans la program.

mation

si pas d'erreur
1

sierreur, une aréte du cycle ne figure pas dans le

tableau IA et IB, c'est une erreur du tableau IA ou IB

NONCY =

0 ily auncycle

2 COMMON /RESULT/

valeur prise par la fonction objectif,

variable entrante,
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KA = rang de la variable entrante dans le tableau IA, tableau

des indices des variables hors base.

ISS = variable sortante,

KB = rang de la variable sortante dans le tableau IB, tableau

des indices des variables de base,

-1 si tous les 4. sont négatifs ou nuls
J

IDELTA = < 0 si “en 0 mais on le pose égala -22 222

1 s'il existe 4; positif ou nul,

NS = nombre de sommets distincts contenus dans le tableau If

1 si on a un n-cycle

NCYCLE =

0 sinon

1 si débordement de la matrice C

IDEBOR =

0 sinon

0 si solution non entiére

IENTIE =

1 si solution entiére

1 si non borné pour la fonction objectif c'est-a-dire

NOBORN = il y a variable entrante et pas de variable sortante

0 sinon

0 si pas de débordement du tableau de travail E

ITRAV =

Kt binow

VPIVOT = valeur du pivot aprés avoir choisi la variable sortante,

ITER = nombre des itérations jusqu'a cette étape.

NIC = nombre des éléments du tableau IC

NNS NIC SM.
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NSCY = nombre de sous-cycles d'ordre pavec 35 pSN -1.

0 si solution est positive

NEGA =

1 si solution est négative (erreur de programmation)

4.1.3 COMMON /ETI/

ID (M): tableau & une dimension, contenant toutes les distances

entre 2 villes quelconques, La quantité entre parenthéses

représente la taille de cette dimension.

4.1.4 COMMON /I3J@/ IG (N41)

JD: tableau défini dans le programme principal pour initiali-

ser le n-cycle de départ.

4.1.5 COMMON /DELTA/

U: tableau A une dimension contenant les valeurs de 4..
J

4.1.6 COMMON /Cycle/ 16(N+1)

Ip: tableau & une dimension, contenant un n-cycle ou un

sous-cycle de chaque itération,

4.1.7 COMMON /TRAV/

V (M + 3) ou V (NH2 + NN): tableau A une dimension, qui sert

le tableau de travail,

E (NN + Nl}: tableau a une dimension qui sert le tableau de

travail.

—_ |
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4.1.8 COMMON /PIVOT/

1 si valeur de pivot vaut 1

IPIVOT =

0 sinon

4.1.9 DIMENSION

N_ si N est impair

A A Nee) Svee NN = fe si N est pair
A= matrice correspondante aux variables hors base, sa

derniére colonne contient les valeurs des variables de

base,

B (NN, NN)

B: matrice carrée correspondante aux variables de base.

C (Nl, NH2) avec NH2 = Ml = NH +1

Cc: matrice rectangulaire a NI lignes et ayant le m@me nombre

de colonnes que celui de la matrice A, Elle sert & conte-

nir les contraintes ajoutées 4 chaque itération, C'est

une matrice surdimensionnée, Sa derniére colonne con-

tient aussi les valeurs des variables de base,

1A (NH)

TA: matrice ligne contenant les indices des variables hors

base,

IB (NN + Nl)

IB : matrice colonne contenant les indices des variables de

base,
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BA (NN)

BA; matrice colonne qui contient les valeurs de la derniére

colonne de la matrice A,

CA (NI)

CA: matrice colonne qui contient les valeurs de la derni@re

colonne de la matrice C,

AR: matrice de m@éme dimension que A,

CR: matrice de méme dimension que C.

BAR: matrice de m@éme dimension que BA.

CAR: matrice de méme dimension que CA.

Comme les matrices A, C, BA, CA sont déclarées en INTEGER,

les matrices AR, CR, BAR, CAR servent 4 contenir les éléments des

matrices A, C, BA, CA lorsqu'on fait le passage du cas des entiers au

cas des réels.

IG (M) age

Ic: matrice ligne contenant les indices des variables princi-

pales auxquelles sont déjA associées les contraintes du

t sl,ype *ij

IS (2N)

IS : matrice ligne qui contient 2 fois chaque sommet du

cycle,

4.1.10 EQUIVALENCE
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BA (1) €= 5 A (1, NH2)

CA (i) €&= > Cl, NH2)

A €&> AR

C G&S CR

AR (1, NH2} €= 3 BAR (1)

CR (1, NH2) & > BAR (})

4.1.11 Lecture des données,

Seules les données des distances entre les différents sommets

sont lues, Les équations ou inéquations de contraintes sont construites

par des sous-programmes,

Si les distances ne sont pas des entiers, il faut déclarer

REAL ID pour le tableau situé dans le COMMON /ETI/.

4.1.12 Autres variables,

KS = nombre d'éléments du tableau IS

NN = nombre de lignes de la matrice A

NN - 1s si N est impair

N+i si N est pair

Ml = NH +1

Ni = nombre de lignes de la matrice C, Ce nombre est défini

dans le programme principal, On prend par exemple

Nl = 4N.

NH2 = Ml.
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4,2 SQUS-PROGRAMME DEFMAT

Ce sous-programme construit les équations correspondantes aux

contraintes d‘égalités x, +‘| x,, 2 2, liées aux différents

i>jex 7 4j<iskK

sommets du graphe, et de plus sépare les colonnes des variables hors base

des colonnes des variables de base. On obtient ainsi, deux matrices A et B

respectivement associées aux variables hors base et aux variables de base,

Les indices de ces variables se trouvent dans le tableau IA pour les varia-

bles hors base, et dans le tableau IB pour les variables de base

TA IB

Analyse :

On convertit une variable 3 double indice x (I, J) en une variable

Aun seul indice y (K) en utilisant la relation :

T-~ij Ud -2
K = 2 tJ

. =2

Wty t Vy

. + =
x22 & 1 ¥37 Ys ea a > ii ,

Yo |¥ i>je j<isk
2 13 Wa ae yoty,+y, = 2
Yq | ¥5 5 QA Bei Spe

Ya" Y5 7 V6 *

Figure 1

Comme les éléments des matrices A et B sont des entiers 0 oul,

alors pour définir une ligne de la matrice[ A, B], on utilise une matrice-
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ligne de travail DA M éléments, On intialise D a zéro, On prend une équa-

tion de (I), par exemple ¥j t¥gt¥,* 2 et on doane 1 aux éléments D (1),

D (2), D (4), clest-&-dire on fait ;

D (1) =1

D (2) =1

D (4) £1

et aprés, on recopie cette ligne D dans une ligne de la matrice [A, B}.

La derniére colonne de A contient les valeurs du 2eme membre

du systeme (I),

Remarquons, qu'au départ la matrice A ainsi que [A correspondent

aux variables yy Yor , et les matrices B et IB’ correspondent aux
Yn

Ywa +2? 07M
traintes (I) sont toutes définies qu'an échange les colonnes de A et de B,

variables Yuu + L, Ce n'est que lorsque toutes ces con~

ainsi que les indices dans IA et IB pour que dans B il n'y a que les colonnes

des variables de base et dans A, les colonnes des variables hors base.

Comme nous avons fixé une fois pour toutes que le n~cycle d'ini-

tialisation est toujours le n-cycle (1, 2, 3,..., 0, 1), les variables de

base sont celles situées sur la paralléle & la diagonale principale et la

variable située dans la case (N, 1). Pour la figure 1 ce sont: Vp Yar Ve et

Yue Pour définir A et B nous utilisong un tableau 4 uns dimension de travail

DA M éléments, initialisé & zéro, et on donne la valeur +1 aux éléments

de D qui correspondent aux variables de base, ici D (i} = D (3) = D (6) =

L (4) =1, Ce cui permet ainsi de repérer les colonnes correspondantes

aux variables de base et aux variables hors-base, On fait des échanges de

telle sorte qu'a la fin les éléments de D égaux a | se trouvent uniquement du

cété de la matrice B.

Ce sous -programme DEFMAT est aussi prévu pour initialiser un

n-cycle autre que le n-cycle (1, 2, 3,..., m, 1), IL suffit pour cela de
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définir ce n-cycle dans le tableau J@ du programme principal,

4.3 SOUS-PROGRAMME INITMA

Ce sous-programme est utilisé uniquement dans le cas ot n est

pair : il remplace DEFMAT.

Dans le cas ot n est pair, on ajoute une contrainte supplémentaire

(1) ysl «= l.YY ya =

Comme on a une équation en plus alors, il faut une variable de base

en plus aussi, et on prend pour cette nouvelle variable de base, la variable

Y>: D'ow on place Y2 dans la base et Yue dans l'ensemble des variables

hors base,

Ce sous-programme construit cette contrainte (1) et la place dans

la derniére ligne de B et de A ; ensuite, il permute deux colonnes de A et

de B de telle sorte que Yy devienne variable de base et Yu variable hors
+]

base, Il prévoit aussi le cas général du sous-paragraphe 1.7.4 (2eme),

4.4 SOUS-PROGRAMME PIVOT

1

1
B A tee A!

= we
1

US! Barics CareeE'E S88 Tepes Bucir| det.B tO

Dans le cas ot n est pair PIVOT échange la lére ligne et la

derniére ligne de [ B, A].
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PIVOT cherche 4 diagonaliser la matrice B, en prenant & chaque

fois pour pivot 1'élément maximum de la ligne en cours, Lorsque la dia-

gonalisation es: terminée PIVOT ajoute dans les premieres lignes de C,

lee contraintes x 1 associées aux variables principales de la base,
J

4.5 SOUS-PROGRAMME COMBIN

COMBIN (u, JE, B, NN, A, NH2)

DIMENSION U (1), B (NN, NN), A (NN, NH2)

La matzice ligne U éiant donnée, etle JEéme élément de U est ung :

pivot,

COMBIN rend égal & 1 1'élément U (JE) et apres COMBIN rend

égal& zéro tous les éléments de la Teme colonne de la matrice A, les

éléments de la matrice B étant considérés comme des éléments du 2me

membre d'un systéme d'équations, c'est-3-dire que l'opération de combi-

naison se fait sur l'ensemble [{ A, B ],

4.6 SOQUS-PROGRAMME GONBOU (condition de boucle)

On connait la variable entrante : son rang dans le tableau IA est KA.

CONBOU teste si cette variable est une variable d'écart, sila

réponse est oui, il y a sortie du sous-programme ; dans le cas contraire

COMBOU cherche @ définir la condition de boucle 55 $1 (1). Pour cela,

il teste si cate contrainte (1) est déja considérée pour cette variaile :

sila »Sponge est oui: sortie du sous-programme.

Dans 13 cas contraire, on ajoute cette contrainte dans la premiére

ligne libre de C,
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4.7 SQUS-PROGRAMME CDELT (calcul de DELTA)

%

.€

*
4,

m ; A
La jéme colonne de la matrice [ C ] étant donnée, CDELT

calcule le "ti correspondant et met le résultat dans le mot DEL,

4.8 SOUS-PROGRAMME VARENT (variable entrante)

VARENT calcule tous les *; (j ¢¥), met les résultats dans une

matrice ligne U. Ensuite, il cherche un maximum de 4.. Si ce maximum

est négatif ou nul, il y a sortie du sous-programme. Dans le cas contraire
il indique la variable entrante et place la condition de boucle associée &

cette variable entrante, dans la premiére ligne libre de C.

4.9 SOUS-PROGRAMME CHOIX

CHOIX cherche a choisir parmi les A > 0 contenus dans la matrice

. : . J
ligne U, celui qui donne le pivot égal a 1. (On suppose que tous les 4. ne

sont pas négatifs ou nuls), ;

tl prend un plus grand 4, positif, Soit Aa.
J J

li cherche la variable entrante correspondante.
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Il ajoute les contraintes de boucle et de sous-cycle.

tl cherche la variable sortante et il teste si le pivot vaut 1.

Si la réponse est oui, on permute les indices des variables 
entran-

te et sortante.

.22 222 dans le tableau U

0.

Dans le cas contraire, on fait oan égal &

et, on recommence tant qu'il y a encore d'autre * =.

Aprés avoir examiné tous les 452 0, si on ne trouve pas de pivot

égal 3 1, on prend la premiére valeur 4; positive rencontrée (soit bi)»

pour déterminer la yarjable entrante, On ajoute les contraintes de boucle

et de soua-cycle, On détermine la variable sortante et on échange les i
ndi-

ces des variables entrante et sortante.

4.10 SQUS-PROGRAMME VARSUI (variable suivante).

C'est un sous-programme utilisé par CHOIX, Dans le cas ot le

pivot n'est pas égal@ }, VARSUI donne 3, CHOTX une candidate suivante

pour la variable entrante, en mérne temps, i] ajoute la condition de boucle

associée &% cette candidate.

Dans le cas, ot il a épuisé toutes les candidates, clest-a-dire

exarainer tous les A, = 9, VARSUI le signale & CHOI% en donnant la valeur

zéro & Iidentificateur IDELTA,

4.11 SOUS-PROGRAMME CONVER

Ce sous-programme convertit une variable & an seul indice ¥ (L),

en une variable & double indice correspondant X @,, J).



Le principe consiste& retrancher de L les valeurs hoa @a 3p

Kl, ... tant que L. est supérieur & Kl, c'est-2-dire :

1s2

Kl = 0

Tant que L> Ki on fait

Kl=KIl+i , OGFebL-Kl , Jail

La valeur de J est la valeur de L lorsque L est inférieur ou égal

a Kl.

4.12 SOUS-PROGRAMME CYCLE

Ce sous-programme cherche & déterminer un n-cycle, ou un sous-

cycle dans le cas ot la solution est entitre,

Quand une solution est entitre, les valeurs des variables princi-

pales de la base sont 0 oul. Et ces valeurs définissent nécessairement

goit un n~cycle, soit plusieurs sous-cycles, d'aprés la condition

2 x, + ? - x, == 2 (Ke=1, 2,..., n).
jsiek Y aSj-ex
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Comme 4 une valeur +] de la variable principale, il correspond

un couple de sommets, on construit un tableau 4 une dimension IS qui

contient tous les couples de sommets correspondants aux valeurs non

nulles des variables principales de la base, Par exemple, si

=1
13

X45=1

=1
*34

tableau IS

Pour ce sous-programme CYCLE, on suppose donné ce tableau IS,

ainsi que le nombre KS de ses éléments. CYCLE donne 4 partir de ce

tableau IS, un tableau I qui contiendra un cycle construit A partir de IS,

Par exemple, soit un tableau IS suivant :

Is: tlaztalsteoelahol sia] ziz| al
2 3 4 5 6 7 8 9 lo ill 12

(figure 1)

alors, le sous-programme CYCLE donne le sous-cycle (1, 2, 3, 1).

Pour trouver ce cycle, il suffit de barrer les éléments qu'on a

déja pris dans le tableau IS.

Par exemple (figure 1) en parcourant le tableau IS de gauche &

droite, on doit trouver d'abord ie couple de sommets (1, 2), Alors, on

place ces sommets Q@ et @) dans le tableau 1H, Comme le deuxitme

élément de ce couple est le sommet @) alors, on parcourt dans le tableau
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IS pour trouver un autre sommet @) . On le trouve en colonne 10,

IS (10) = 2. Comme 10 est un nombre pair, le sommet adjacent & ®

est le sommet @ de la colonne 9 et, non pas le sommet @ de la colonne

ll, Alors, on barre @ de la colonne 9 eta partir de ® on cherche le

sommet adjacent 4 @ et ainsi de suite,

On s'arréte quand le dernier sommet trouvé est confondu avec le

premier sommet IS (1).

Le sous-programme CYCLE donne & la fin le nombre NS de som-

mets distincts du cycle trouvé, Il signale l'erreur dans le cas o§ & partir

du tableau IS on ne peut pas trouver un cycle, par la valeur de NONGY = 1.

4.13 SOUS-PROGRAMME CONTRA (contrainte)

Dans le cas ot le sous-cycle n'est pas une boucle, CONTRA définit

& partir du tableau IM 1'équation de ce sous-cycle et la place dans la

premitre ligne libre de C, en méme temps NIB et LOC sont incrémentés

del,

16 1431

figure 1

Pour trouver l'équation de contrainte, on prendA chaque fois

deux éléments consécutife du tableau 19

\

(fig. 1) => 16 (ij)=i car on doit avoir 1> J
4,1

I (2) =4 el c'est-a-dire, on prend
I=4

J=1

A cette variable X4)7 On associe la variable 4 un seul indice y (K),

donnée par la formule :
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K=L(I, J)s(l-1l)(-2)/a+71

3x2 /2+1=4,tt

Ayant y (K), on cherche le rang de cet indice K dans le tableau IB

ou IA ;

si K ¢ IB on applique le résultat du paragraphe 1.4

si Ke IA soit par exemple IA (Kl) = K

et si Il est la ligne de © dans laquelle sera

placée cette contrainte, alors il suffit d'ajouter

+14 l'élément C (li, KI).

4,14 SQOUS-PROGRAMME REDEFM

REDEFM modifie la matrice C : il ajoute une ligne supplémentaire

a la matrice C, s'ilya une contrainte de sous-cycle,

Au départ REDEFM définit les éléments du tableau IS utilisés dans

le sous-programme CYCLE, Pour cela, il calcule 6. Si © est nul ou non

entier alors fin, Sinon, pour chaque valeur de @, il cherche les nouvelles

valeurs des variables de base et les place dans un tableau V (formule

1.3.4 du paragraphe 1,3), sans oublier la valeur @ de la variable entrante,

A partir des valeurs +! des variables principales de la base et de ja varia-

ble entrante, on construit le tableau IS des couples de sommets correspon-

dants, Apres, on utilise les sous-programmes CYCLE et CONTERA pour

désinir 1'équation de cette nouvelle contrainte,

REDEFM signale aussi l'erreur dans le cas ot la solution est

négative,
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4.15 SQUS-PROGRAMME MATSUI (matrice suivante)

Ayant donné le rang de la variable entrante KA et le rang de la

variable sortante KB, MATSUI rend égal& zéro tous les éléments de la

colonne KA des matrices A et C, apréa avoir sauvegardé les éléments de

cette colonne dans le tableau auxiliaire E, Aprés cela MATSUI modifie les

éléments de la colonne KA de la matrice A et C, de méme que les éléments

de la ligne sortante de A ou bien de C,

Aprés avoir appelé MATSUI, on obtient les matrices A et C qui

seront utilisées @ l'étape suivante.

4.16 SQUS-PROGRAMME FONCOB (fonction objectif)

ee

FONCOB calcule la fonction objectif& partir des valeurs des varia-

bles de base et des distances entre les différents sommets, Le résultat

de ce calcul est mis dans le mot F,

4.17 SQUS-PROGRAMME HASARD

C'est un sous-programme de bibliothéque iil créé un nombre au

hasard Z 4 chaque fois qu'on introduit un nombre impair TA, avec

O<Z<l,

~ LO -

4.18 SOUS-PROGRAMME ECGRITI], ECRIT2

Ce sont des sous-programmes d'écriture, ECRIT! imprime les

résultats suivants ;

valeur de la fonction objectif

variable entrante

équation de contrainte

« variable sortante

- valeur de pivot,

ECGRIT2 imprime la liste des somracia du u-cycle.

4.19 LES SOUS-PROGRAMMES UTILISES DANS LE CAS OU_L'ON

TRAVAILLE EN NOMBRES REELS,

On a vu que lorsque le pivot n'est pas égal 4 1, on doit travailler

sur les nombres réels, Dans ce cas le programme principal se charge

de transférer les éléments des matrices A et C, pour les mettre respec-

tivement dans les matrices AR et CR. Comme le déroulement de l'algori-

thme est le mé@éme que celui du cas des entiers, les différents sous-program-

mes utilisés sont les mémes, si ce n'est que les variables sont des réels.

Done on peut reprendre tous les sous-programmes précédemment décrits,

et pour lea utiliser dans le cas des réels, il suffit de changer leurs noms

et de supprimer l'ordre INTEGER, Pour chenger le norn d'un sous~pro-

gramme, rus remplacons sa derniere levure par ja lewce KR, par eacinpic

le Jous-pr-gramme REDMFM dans le cas des "entiers" est remplacé par

REDEFR, cras le cas des 'réels'"', et en méme temps, nous enlevons

l'ordce IN }'GER A,C, V, E.
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Comme certains sous-programmes appellent d'autres sous-program-

mes, alors dans les instructions CALL ...., de ces sous-programmes,

on doit changer le nom du sous-programme appelé,

4.20 LE PROGRAMME PRINCIPAL

Le programme principal sert 4 définir ou A initialiser les para-

métres utilisés dans les sous-programmes ou les COMMONS, IL imprime

les données (distances des différentes villes), Il utilise les différents sous-

programmes pour chercher les différents n-cycles, en particulier un n-

cycle optimal,

Dans le cas de passage du cas des entiers au cas des réels, il

recopie les éléments de A et de C respectivement dans AR et CR et, aprés

il appelle les différents sous-programmes du cas des réels,

Au cas oti le n-cycle d'initialisation n'a pas été défini dans le

tableau J@, il prend par défaut le n-cycle (Ql, 2, 3,..., n, 1).

4.21 QRGANIGRAMME DU PROGRAMME PRINCIPAL
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(Début )

Définir les

paramétres

t
Appeler

HASARD

On appelle HASARD si on veut

=> définir ies distances entre les dif-

férentes villes par les nombres au

hasard, Dans je cas ot ces distances

sont lues a partir des cartes de don-

nées, il faut remplacer cette séquen-

ce par READ ,....

appeler appeler

INITMA DEFMAT

i



appeler

PIVOT

appeler

FONCOB

-€crire F

les données

- 3 - acabic

Débordement de la matrice

de travail C, Arrét

ITER +1

—4
appel

FONCOB

i
écrire F

si sa valeur

est modifiée

appel

ECRIT2

Lo

transfert

A dans AR

C dans CR

1

ITER =

ITER +1

dh
|appel
MATSUR

a
appel

FONCOR

écrire F si

sa valeur est

modifiée

&

FONCOR|

ty. 3

écrire F si F

est modifiée
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Fin, Ecrire

solution op~

timale

Débordement
de Cc. Arrét .

ITERA = nombre des

itérations dang le cas

des réels.
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4.22 EXEMPLE D'UTILISATION DE PROGRAMME PRINCIPAL ET

SOUS-PROGRAMMES,

Prenons N = 12,

Dans le programme principal, on définit :

1°) les dimensions des tableaux 4, B, C, IA, IB, BA, CA, AR, CR,

BAR, CAR, par les relations du sous-paragraphe 4.1.9.

Puisque N est pair alors :

= 12xA (13, NH2) avec Ge) = EXD = 66

NH = M-N = 66 - 12 = 54

NH2 = NH +1 = 54+1= 55,

DIMENSION A(13, 55), B (13, 13), LA (54).

Si on prend Nl = 4N alors Nl = 4x12 = 48

ato

C (48, 55), IB (61), BA (13), CA (48) et

AR (13, 55), GR (48, 55), BAR (13), CAR (48),

2°) Les équivalences :

(BA (1), A (1, 55)), (CA QQ), C (1, 55))

(BAR (1), AR (1,55)), (CAR (1), CR (1, 55)),

N=12

1 NN = 13

Nl = 4N

- 116 =

Remarquons, que cette valeur Nl représente le nombre des lignes

‘dela matrice C, ou dela matrice CR. Il faut donc fixer cette valeur NI

avant de définir les dimensions des tableaux ci-dessus,

4,23. QUELQUES RESULTATS DONNES PAR L'ORDINATEUR

. En faisant les egsais sur l'ordinateur IRIS 80, nous avons obtenu

les résultats suivants ;

longueur de | longueur de | valeur opti-
Nbre d' | temps de

rn sani aed n-cycle de | n-cycle ob- | male de la
seaaye = départ tenu par fonction

algorithme objectif

617 172 172

2 299 474 474

20 2 -

2 323 461 460,50

25 1 13 mn 2 694 531 528, 50

Le tableau suivant donne les résultats obtenus en faisant les essais

sur l'ordinateur MITRA 15.

Nous faisons 10 essais, La matrice des distances 4 chaque essai

est obtenue & partir d'un sous-programme HASARD qui géntre les nombres

au hasard,

Nous avons pris N = 12,
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i :
TAA pa- Valeur de Solution Aprés un Aprés un
ramétre N° d' départ de donnée nombre Solution | nombre d'
du ssp essai la fonction par l'al- | d'itéra- optimale | itéra-
HASARD objectif gorithme tions tions

| Observat.

23 ler 5155 1441 47 1441 47

25 28 5690 1464 31 1440 ,33 36

Le programme s'arréte

27 3é 6227 2218 53 car débordement de

matrice C.

29 4@ 4763 1971 35 1971 35

31 5a 7297 2613 54 2562 58

74 1a so-

lution

iL optimale
33 6é 7832 2934 74 2934 au! Gas des

réels est

entiére

35 78 4369 2067 33 2067 33

37 8é 5904 1070 42 1051 44

39 98 7439 2114 48 2113 52

41 10é 6976 2588 38 2140 ,50 70

Dans les exemples suivants, les lignes "ID:" représentent les

éléments de la matrice triangulaire des distarices, écrits ligne par ligne.

Dana Vewemnle cinanras (TAA = 23, N = 12) la matrice des distancea

associée est:

- 118 -

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11] 12

if

2 118

3 | 84 | 870

4 1463 | 944 | 496

5 |480 | 417 | 182 | 337

6 379 239 "23 983 | 692

7 1303 | 590 | 809 | 544 | 984 8 2

8 }189 | 60 | 657 | 403 | 499 | 365 |698 y

9 1900 | 114 | 584 | 481 | 623 | 408 |843 [381 Ys.

10 |697 | 757 | 265 | 773 | 249 | 536 |977 | 32 | 402

11 | 120 | 102 533 281 | 883 | 767 |652 | 12) 201 | 95 SE

12 | 763 | 719) 448 213 241 | 529 0 | 245 | 461 | 564 } 232 Y

IAA représente la valeur initialisée pour gérer les nombres au

hasard,

N _ représente le nombre des villes.

F représente la valeur de la fonction objectif a la phase d'initia-

lisation, valeur du n-cycle (1, 2, 3,..., n, 1).

PROG.NBRE = Programme en nombre

N° [TER = Numéro d'itération,

FCT,OBJ. = Fonction objectif.
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Dans la suite d'essais schématisés dans les tableaux précédents,

nous avons obtenu les cas suivants :

1°) Solution optimale obtenue sans utiliser le passage en "réels".

2°) Solution optimale obtenue aprés usage du programme en "réels!

3°) Solution sous-optimale : la solution optimale obtenue aprés

passage en "réels" ne correspond pas & un n-cycle,

4°) Solution intermédiaire ; quand la matrice des contraintes se

déborde, nous avons prévu l'arrét du programme.

D'aprés la représentation graphique, nous constatons que la valeur

de la fonction objectif décroit assez vite dés le départ et, de moins en

moins vite quand elle s'approche de l'optimum,

Les listings de la bibliothtque des sous-programmes et du pro-

gramme principal peuvent étre obtenus sur demande adressée & :

l'Université de NANCY I

U.E.R, Sciences Mathématiques

Monsieur le Professeur LEGRAS

Case Officielle 140

54037 NANCY CEDEX,



CONCLUSION

etter telle contrainte.

Pour éviter L'encombrement de la mémoire de l'ordinateur, rencon-

tré dans la méthode de LITTLE, nous avons essayé de limiter le nombre de

contraintes de sous~cycles utilisées dans le programme. Pour cela nous

avons introdutt un erttére qui permet de savotr d quel moment 11 faut expli-

Le chotz de pivot égal @ un permet d'avotr une solution intermé-

diatre entiére a chaque ttération. St on est obligé d'arréter le programme

avant d'arriver a L'optimum, on aura au motns une solution sous-omptimate

qui est la derniére solution entiére donnée par L'algorithme.

A chaque itération, notre algortthme conduit @ une valeur de la

fonetion objeetif inférieure ou égale a la valeur de L'itération précédente.

Nous obtenons toujours au moins une solution sous-optimale. L'algortthme

permet, dans certains cas, de démontrer, de plus que l'on a obtenu une

solution optimale. Dans le eas contratre, on obtient une minorante de 1'

optimum de la fonction objecttf (sauf dane le cas od le traitement dott

étre interrompu en cours de calcul)

conme minimum du probléme linéaire en solution non enttére,

IL faut noter que notre probléme est un probléme de programmation

linéaire en variables booléennes pour lequel on n'a pas, en général, de

erttéres simples caractérisant L'optimum. La solution obtenue en nombre

"réelle" donne une borne inférieure a toute solution du méme probléme

tratté en variables entiéres.

Le nombre d'itératione, done le temps de calcul, pour arriver

s 4 tition sous cohingte désend de le solat

Joi euluiion sous optinatée dépend de la solut

au départ, et ausst de la matrice des distances. Dans les résultats précé-

dents, nous avons fixé une fots pour toutes pour n-cycle de départ, le

(1, 8, 8, .e0, my D).

: cette minorante est alors obtenue
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St ad L'ttération p, on arréte le programme pour une raison

quelconque (temps de ealeul trop Long, ou débordement de la matrice C),

on qa intérét d prendre la derniére solution entiére comme solution de

départ lorsqu'on relance de nouveau le programme.
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