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INTRODUCTIOUWN

Il y a plusieurs algorithmes qui permettent de résoudre le
probléme de voyageur de commerce. Parmi ces algorithmes nous pouvons citer
principalement 1'algorithme de LITTLE (5) utilisant la méthode S.E.P.
(Séparation Evaluation Progressive) et L'algorithme de G.B. DANTZIG, R.
FULKERSON, S. JOENSON (3), (4 utilisant la programmation lindaire.

Dans ces deux algorithmes pour trouver une case admiesible ou
une variable entrante, on a utilisé des eritéres qui sont lids 4 la condition
dloptimalité de la forme duale du stmplexe.

Notre présent travail consiste 4 résoudre le probléme de voya-
geur de commerce par la méthode de programmation lindaive, en nous inspirant
de la méthode de simplexme.

Pour utiliser la méthode du simplexe, on est obligé de mettre
les contraintes sous forme standard, en explicitant em particulier toutes
les contraintes indgalités, méme st elles n'ont pas d intervenir au cours
du traitement. Or dans le cas du probléme de voyageur de commerce, le nom-
bre de contraintes unilatérales (contraintes de sous-cycles) augmente trds
vite avec le nmombre n des sommets, et de plus certaines de ces contraintes
sont toujours vérifides au cours des différentes itérations, ce qui nous
conduit d penser que L'on n'a pas intérét d'introduire toutes les gontrain-
tes & la fois mais une partie seulement de ces contraintes en nous limitant
& celles qui évitent l'apparition de sous-cycles dans la solution du pro-
bléme. Pour cela, avant de passer d'une itération d 1'itération sutvante
nous testons s'il faut introduine ou non une nouvelle contrainte de sous-
cycle. Ainst le nombre de contraintes augmente au COUrs des différentes

ttérations.

Un des avantages de la méthode de simplexe est de nous per-
mettre d'avoir, a partir d'une solution de base initiale, une nouvelle
solution de base, d chaque itération, sans nous preoccuper de savotr st
le déterminant de la matrice extraite de la matrice associée au systéme
de contraintes est nul ou non. En effet d'apréds le critére de choix de la
variable sortante le déterminant de cette matrice est tougjours différent

de zéro.



Dans le chapitre 1, nous traitons d'une part la mise en équation
du probléme, la recomnaissance de sous-cycles et la construction dee contrain-
tes correspondantes, d'autre part le choix des variables de base pour que la
solution de départ exiete et soit formée d'entiers égaux @ 0 ou 1.

Dans le chaptitre 2, nous traitons la partie théorique du problé-
me. Les résultats rappelés ou démontrés dans ce chapitre somt utilisés au
chapitre 1.

Dans le chapitre 3, nous déerivons en détatl le déroulement
de caleul des différentes phases de l'algorithme pour obtenir une solution
optimale ou sous~optimale, en nous appuyant sur un exemple simple.

Dans le chapitre 4, nous déerivons la bibliothdque des sous-
programnes qui mettent en osuvre l'algorithme proposé et nous présenterons

quelques résultats fournis par l'ordinateur.

CHAPITRE I




) )| EXPOSE DU PROBLEME

Etant donné n villes ainsi que les différentes distances entre
deux villes quelconques, le voyageur de commerce doit partir d'une de
ces villes, visiter chacune de ces n villes une fois et une seule et reve-

nir ensuite 2 la ville de départ,

C'est un probléme de graphe si on considére les villes comme
les sommets du graphe et les routes reliant les différentes villes comme

les arcs du graphe.
Le probléme consiste 2 trouver un chemin de longueur minimale.

Dans le cas ol la matrice des distances est non symétrique, il
s'agit de trouver un circuit hamiltonien de longueur minimale. Ce circuit
hamiltonien sera appelé un n-cycle si les arcs ne sont pas orientés c'est-

3 -dire que la matrice des distances est symétrique,

L'algorithme que nous proposons donne une solution sous-optimale

et ciuelquefois une solution optimale.

1.2 NOTION PRELIMINAIRE

Nous employerons indifféremment le mot ""sommet" ou le mot

"'ville".
Nous désignerons par :

||di,|] la matrice des distances entre les différentes villes.
J
d‘j la distance de la ville d'indice i & la ville d'indice j

i

x5 la variable associée & 1'arc (i, j)



et la matrice “xij” des variables principales ainsi que la matrice ”dij”
des distances seront complétement définies si on connatt tous les éléments

situés au-dessous (ou bien au.dessus) de la diagonale principale.

Par exemple pour n = 5, on a les matrices triangulaires suivantes :

3 1 = . . n .
. = 1 sil'arc (i, j) appartient au circuit (fig. 1.2.1) 1 2 | 3 4 5 112 3] s 5
J 0 dans le cas contraire !
1 1
2 %y 4 57
= I, |l = 1d
figure 1.2.1 gl =3 | %31 | *32 1J” 3| d311%:
4 | %a1 | %2 | %43 41 dg1 | a2 | a3
§ ! i
5 | %51 |52 |¥53 | ¥54 5| dg; | 952 | 953 | 54 g
Exemple : Pour le circuit (1 2 4 3 5 1), tableaul.2.1 tableau 1.2.2
X, =1
x.. =0 Si nous prenons une case de la diagonale principale, par exemple
13 =
’ Xa3 (tableau 1. 2.1) nous voyons que :
N =(1, 2, 3, ..., n} est l'ensemble des indices de n villes.

tous les léments de la 32me ligne et de la 32me colonne de ”xij”

2 . . . .
i i 3 3 résentent les variables associées & toutes les argtes issues du sommet 3
Nous appellerons n-cycle, un circuit hamiltonien dans le cas ol EEPrEES

les arcs ne sont pas orientés (arstes),

Dans la suite, nous supposerons que la matrice Hd_J.H est symé-
‘ 1 it
trlque( ), et nous représenterons une matrice soit par la représentation figure 1.2.2

habituelle, soit par un tableau,

Ainsi,
s 2
xi_] = xji V (11 J) € N
d d ¥ (G, j§) NZ Or, une condition nécessaire (non suffisante) pour qu'un graphe
o= dy i, j)e
o (o] G de n sommets soit un n-cycle est que de chaque sommet de ce graphe
1

soit issues deux arétes et deux seulement.
(1) Le cas oh Hdi'” est non-symétrique, qui possdde beaucoup de points

communs avec le cas symétrique, sera examiné vers la fin de ce Ce qui se traduit par :
chapitre,
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+ %, . =2 avec K=1,2,...,n
0 2 =y Zu
j<i=K i>j=K
VT -

somme des
é1éments situés
sur la Ke¢me
ligne de ”xij"

somme des élé-
ments situés sur
la Kéme colonne
de {ix, .||

]

Nous rerarquons que (Cl) est une condition nécessaire pour que

le graphe soit un n-cycle (figure 1.2, 3) mais non suffisante (figure 1. 2. 4)

figure 1.2.4

figure 1.2.3

11 faut donc ajouter la condition suivante :

(CZ) “ Le graphe ne posstde pas de sous-cycles.

Ce qui se traduit par :

(2) z x,. < |8l -1 pour tout sous-ensemble § inclus strictement
1j

ie$S dans {1, 2, 3, ..., n} et tel que son cardinal

jes

jef |s| vérifie :
i<j

318l g n-t
Lie probléme peut donc se mettre sous la forme :

R ; [ o
[Min] D(x)= Z._ 4. %, U=t &, 3,..., n-ij
i>j 1) 1

sous les contraintes @

) Z x.. + Z xij =2 avec K=1,2, ..., n

j<i=kK i>j=K

_ 7
N
(2) E xij < |s| -1 pour tout 8 & {1, 2, ..., n}
ieS
ies tel que 3 g |S| <n-l
i>j
[ 2
(3) x.=1 Y(i, j)eN
1)
3 2
(4) xija 0 Y, jeN
(5) %5 entier V¥ (i, j) e N2
W

Notre but est de résoudre ce probleéme (I) par la méthode du
simplexe, sans tenir compte de la condition (5), tout en essayant autant

que possible d'avoir une solution entidre @ chaque itération.

Mais du fait que le nombre des contraintes (2) augmente tres vite
avec le nombre n des villes, le probléme, tel qu'il est posé sous sa forme {1
introduit un nombre trop élevé de contraintes, Par exemple pour } < p<n,
le nombre total de p-cycle est égal & ‘(E—é"l‘)'l“ . Or pour un probleme de
n sommets il y a Ci sous-ensembles 3 p éléments, d'oh le nombre de

sous-cycles & considérer s'éleve 2

- o
e T lest-a -di — e e = =
> , c¢'est dire 2p I - o) Pourn=10etp =3

le nombre total de 3-cycles est égal & 120, et il faut encore ajouter a

cela les nombres des autres sous-cycles d'ordre 4, 5, 6, 7, 8, 9.

L'algorithme que nous proposons differe du simplexe clas sique =n
ce que nous ne prendrons en charge les contraintes (2) que lorsqu'elles

risquent de ne plus &tre vérifiées.

Le probléme ainsi simplifié sera résolu par la méthode du simplexe
utilisée comme méthode de montée, Ce probleme simplifié (Probléme n® 11)

differe de (I) sur les points suivants :




1°) Pour le probldme (I) on considere toutes les contraintes du type
(2) des le début, alors que pour le probleme (II) nous n'introduisons une
contrainte (2) que lorsqu'elle cesse d'8tre vérifiée, c'est-a-dire quand il
apparaft un sous-cycle. Le critére de reconnaissance de sous-cycle et la
définition de 1'équation de contrainte correspondante qui sont deux points
importants et originaux de notre travail seront décrits aux paragraphes

1.3 et 1.4,

2°) Les contraintes du type (3) sont des contraintes liées aux variables
principales. Elles sont au nombre de M =n (n-1)/2, Le nombre de ces
contraintes croit donc dans le me&me sens que nz/Z. On doit done limiter
aussi ces contraintes, Une solution simple que nous proposons ici consiste
A ne considérer ces contraintes (xijé 1) que pour les variables principales
qui sont dans la base, Pour les variables principales qui sont des variables

hors base, leur valeur est nulle, donc vérifient toujours cette inégalité,

Aussi, lorsqu'une variable entre dans la base nous testons si c'est
une variable principale. Si cela est le cas nous cherchons si la contrainte
(3) associée 1 cette variable est déja considérée, cas oh on ne fait rien ;
dans le cas contraire on introduit cette contrainte dans le systdme des con-

traintes du type (3).

Si la variable entrante est une variable d'écart on ne fait rien.

variable entrante

variable
principale

Car une variable peut
entrer dans la base et
sortir de la base plu- =«
sieurs fois au cours
des itérations

non

on ne fait
rien
on l'introduit
dans (3)

%

A

suite

1.3 RECONNAISSANCE DES SOUS-CYCLES

1.3.1 Formule donnant les nouvelles valeurs des variables de base

Dans ce paragraphe, nous supposons provisoirement que les

zinei que laa

[N
o
F 2
3
s
Y
o
3]
rt
o
3]

éiéments de la maliice &s50Ci

valeurs des variables de base sont des nombres entiers,

Régolvons le probléme (II) par la méthode de simplexe et posons :
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ensemble des indices des variables de base

<

ensemble des indices des variables hors base
la matrice associée aux variables hors base

matrice colonne des variables de base

L R

matrice colonne dont les éléments sont les valeurs des

variables de base,

Les contraintes peuvent ainsi s'écrire :

=¥
Y+ A Y,7 k
il

Y.
v
' 1
k]
H I}

kl -

Y A Y
T 0
[
! \
]
by
bl
’ 1
: ' tableaul, 3.1
E )
et I EEEER LT T ey [ muss
=
Gl L Lo To

o r
! ]
: )
Lo
+ 0
L
f
k]

Sauf indication contraire, nous ferons dans la suite les conventions

suivantes :

A’ représente la matrice colonne correspondant & la jéme colonne

Si yg est un élément d'une matrice ligne ou d'une matrice colonne,
nous désignerons par 4, son rang dans cette matrice ligne ou matrice

colonne.

Supposons qu'aprés avoir choisi la variable entrante ¥, on ait le

tableaul,3.1 ci-dessus,

-1 -

On sait que pour trouver la variable sortante correspondante, on

calcule :
¥,
0= inf (e )
5 a,
1 e Y 111{1
a,
i k1> 0
Soit
_ Y
(1.3.1) Q= cette valeur 0 est la valeur que
aP k prend y lorsque celle-ci entre
=1
dans la~ base

Nous avons posé

Y+AY_=Y
Y
que nous écrirons j
Y+§ :y.A =¥ (1.3.2)
jeq

Quand on remplace Y par zéro ¥je¥ (j # k) et ™ 0, la relation

(1.3.2) devient :

(1.3.3)

Cette formule (1,3, 3) définit les nouvelles valeurs des variables

de base lorsque Vi entre dans la base.

En résumé, lorsaque Yo entre dans la base, les nouvelles valeurs
des variables de base sont définies par :

1<1
Y=Y-04A

(1.3.4)

vy =9
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C'est sur ces nouvelles valeurs définies par cette formule (1.3.4)

que nous allons tester l'existence éventuelle de sous-cycle,

Remarques :

1°) Les valeurs des variables de base définies par (1.3.4) sont des
nombres entiers si 0 est entier, d'apres les hypotheses faites sur Y et
sur la matrice A, Nous avons vu que 0 = ?e /ae k §une condition suffisante

pour que @ soit entier, est donc que a X soit égal 2 1.
6%

2°) Si 6 = 0, les nouvelles valeurs de Y sont inchangées pour cette

nouvelle itération, donc il n'y a pas de condition de sous-cycle.

3°) Si 6@ n'est pas entier, on n'a pas intéréta introduire une condi-
tion de sous-cycle, puisque dans ce cas le probleme ne posséd.e pas de

solution entiere,

4') L'hypothese : "les éléments de Y et de la matrice A sont des
nombres entiers', n'est pas nécessaire pour tester l'exitence des sous-
cycles. L'importance est d'avoir :

a) 0 entier

b) les nouvelles valeurs de Y définies par (1.3.4) entikres.

5°) Siles valeurs de Y sont des entiers, les valeurs des variables
principales de la base sont booléennes, En effet d'apr2s les conditions (3)

et (4) du probleme (I) on a :

x,.20 = xii=00u1.
si x,, entier
1

Donc, lorsque la solution définie par la formule (1.3.4) est entitre,

il n'y a que deux possibilités :

-13 -

a) cette solution correspond & un n-cycle
(R5)

b) elle correspond & des sous-cycles.
C'est dans ce dernier cas, qu'on doit introduire la contrainte de
sous-cycle du type (3) dans le probleme (II) avant de continuer & 1'itération

suivante,

Pour déterminer cette contrainte, il faut pouvoir reconnafire

un sous-cycle & partir d'une solution entizre donnée,

1.3.2 Construction de cycles & partir d'une solution entidre

D'apres la remarque 5°) ci-dessus, les valeurs des varia-
bles principales de la base sont égales a 0 ou a4 1, Parmi ces variables
principales nous considérons seulement celles qui sont non nulles (qui ont

donc la valeur 1), Soit par exemple :

(. i) =
X (11, 12) 1
X (iz, 13) =1 (Nous écrirons indifféremment X (il' iz)
., d & Y (k Y
(1.3.4)<X(i4, 16)=1 ouxillz e m&me ( )0u k)

X ,d)=1
\ P g

Alors d'apres (R,) les égalités (1. 3.4) donne nécessairement un

5
p-cycle (3 < p<n). Pour trouver ce p-cycle nous considérons un tableau
ligne TAB 2 2n éléments ; on place successivement dans ce tableau tous

lcs indicor deg veriahles principales de (1 3 4). Pour l'exemple ci-dessus

ona :
) 2 3 4 5 6 2n-l 2n
TAB 11 1.2 i, 13 14 i, 1p qj
\___.v—/\—w-—-"““——v—-—‘ B,

X(il.iz) X (i, i) X (14,16) X (ip’ iq)




T
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1" 2
du graphe et que chaque sommet figure deux fois dans ce tableau TAB ;

Remarquons que i, i, ..., i, iq sont les numéros des sommets

c'est la raison pour laquelle nous prenons un tableau de 2n éléments.

Nous désignerons par CYCLE un tableau ligne & n + 1 éléments.
1 2 3 n+l

CYCLE 11 12 13

L'algorithme de recherche d'un p-cycle & partir du tableau TAB

est le suivant :
Initialisation

1°) On lit le ler élément de TAB, on le place dans le tableau
CYCLE et on supprime TAB (1),

2°) On lit le 2&me élément de TAB, on le place dans CYCLE et on
supprime TAB (2).

Phasge itérative :

3°) On compare le dernier é1ément placé dans CYCLE avec les
éléments restants du tableau TAB. Soit k 1'adresse de 1'élément TAB (k)
rangé en CYCLE & 1l'itération précédente, Comme les éléments k sont 1'
indice soit de l'origine d'un arc, soit de son extrémité, selon la parité

de k, on testera cette dernidre :

si k est pair, on place dans CYCLE 1'é1ément TAB (k-1) et on
supprime les éléments TAB (k-1) et TAB (k) du tableau TAB.

Si k est impair, on place dans CYCLE 1'élément TAB (k+l) et on
supprime les éléments TAB (k) et TAB (k + 1) du tableau TAB,

Fin :

On arréte quand le dernier élément placé dans le tableau CYCLE

est identique au premier élément CYCLE (1).

-15 -

Remarques :

1°) Lorsque le dernier élément est identique au ler élément du
tableau CYCLE, on a un sous-cycle ou un n-cycle, Dans ce dernier cas,
ily an+1 éléments dans le tableau CYCLE. C'est pour cela que nous

avons pris n + 1 éléments pour le tableau CYCLE,

2°) Dans nos programmes, nous remplagons les variables & dou-

ble indice X (i, j) par une variabled un seul indice Y (k).

Dans le cas n = 5, donné en exemple, les correspondances entre

ces deux groupes de variables sont définies par les deux tableaux suivants :

2)(21 ZYI%

3| (=)3y2¥3§/

31 |*32
41 %41 | a2 [ %43 41yg | 5| % 1
5 X51 | %52 [ %53 | %54 % 5 Y7 | Yg | Yo Yig

tableaul,3.2.1 tableau 1.3.2.2

On a par exemple d'aprés ces deux tableaux x4, = V,.

En général, si nous posons
X (1, )= Y (K)
le calcul de K se fera par la relation suivante :
K=(1-1)(-2)/2+7.

Nous aurons également besoin, connaissant K, de trouver I, J.
Ce calcul sera fait par l'algorithme représenté par 1'organigramme

ci-apres.




-16 -

Exemple de recherche de cycle ou de sous-cycle.

Supposons que n = 6 ; on donne les valeurs suivantes :

=1, =1, =1, i = =
yl yZ Y3 1 Ylo 1, Y14 1, yls =1,

En appliquant l'algorihtme ci-dessus on a :
X{2,1)=1; X(3,1)=1; X(3,2)=1
X (5,4)=1; X (6,4)=1; X (6,5)=1.

Le tableau TAB 2 2n = 12 éléments est alors :

1 2 3 4 5 6 7 8 g9 10 1 12
TAB ZIVI BV 725|464 ]6]s
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Le tableau CYCLE est :

CYCLE 2 {1 312

D'ou un sous-cycle : (2, 1, 3, 2)
La contrainte associée est :
X (2,1) + X (1,3) + X (3,2) < 2, car le nombre d'éléments distincts du

tableawu CYCLE est 3,

Et en 1'exprimant en fonction des variables Y (k) on a :

YO +Y @) +Y(3)g2.

Comme dans la méthode de simplexe, on travaille sur la matrice

associée aux variables hors base, on a intéret & exprimer les variables

intervenant dans cette contrainte de sous-cycle en fonction des variables

hors base,

1.4 INTRODUCTION D'UNE CONTRAINTE DE SQUS-CYCLE

MODIFICATION DE LA MATRICE DE CONTRAINTES,

Supposons que par l'algorithme précédent, nous ayons mis en évi-
dence un sous-cycle : un tel sous-cycle ne peut pas &tre accepté dans
notre probléme et nous devons l'interdire en explicitant, parmi les con-
traintes, la contrainte nouvelle interdisant ce sous-cycle, Il faudra donc

modifier le tableau des contraintes par adjonction d'une nouvelle ligne,

Pour cela nous devons expliciter les variables de base en fonction
des variables hors-base :
soit par exemple :

y, +a. vy, ta. .y, t... "
4 Uy g Yy iy 1




ou

v. + 2 a_y. =5 (1.4.1)

Une équation de sous-cycle fait intervenir les variables de base et

éventuellement une seule variable hors base,

Pour exprimer cette relation en fonction des variables hors base,
il suffit de remplacer chaque variable de base par son expression expri-

mée en fonction des variables hors base,

La formule (1. 4.1) entrate ;

y, =~ a.y.+y, (1.4.2)
odey YUY

Considérons une condition de sous-cycle, par exemple :

(1) y., ty, ty. 2 ot y, ety sont des variables de base, et
i hl i i h
y. esgt une variable hors base,
1
1) &> y. +y +y, +y =2 y variable d'écart associée
i h1 N e e

& (—2 ai.y,+§,)+(—2 a,y_+v )+Y-+Y =2
= ij 7 i ~—, hj *j h j e
jey i je¥ 1 1

& -3 - -
a.+a )y . +y. +ty =2-F. -
( hJ)yJ v, Y, R

Jey 1 1 4 i
Soit
-la va )y -2, +a . )y, -, -
T U PRRE S P A
....... -, +a. )y, +ty, +y =2-F -F
& . !
1Jm Jm m §h e 11 hl
ou
[-{a; +a  )+1] y -(a +a )y -...-(a, +a . )y +
"Tl th J_l lJ?. h'iz. JZ ljm h"lm m
ty,=2-5. .y
e i Thy
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En ajoutant cette nouvelle contrainte dans le tableau du simplexe,

on a le nouveau tableau suivant :

y Y. y
J J J -
X 1 2 y ¥
i b 2., B,, cemmeme-me- a,, .
i ijy ij, E 4 i
he> ¥s a, . 8, =---mmeea.aa E y
hl h']l hJZ th h1
A RN A A | 2-G. +F, )
e i, th i th _ i }h

Ainsi, pour déterminer les éléments de la derniére ligne de la ma-

trice correspondant & une nouvelle contrainte de sous-cycle, on effectue

les opérations suivantes :

1°} on repere toutes les lignes de la matrice correspondantes aus
P P

variables de base de cette contrainte, on additionne ces vecteurs lignesg,

puis on prend 1'opposé du vecteur obtenu,

2°) On ajoute + 12 1'élément situé sur la colonne correspondant &

la variable hors base de la contrainte (si cette variable hors base existe).

3°) Pour le second membre (colonne Y) on prend 1'opposé de la som-

me des valeurs du second membre des variables de base et, on y ajoute la

valeur du 2&me membre de la contrainte,
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4°) On place dans la colonne Y la variable d'écart correspondant

3 cette contrainte,

1.5 ALGORITHME DU PROBLEME DE VOYAGEUR DE COMMERCE

Nous exposons d'une fagon globale et sommaire, cet algorithme,
Nous exarminerons ensuite en détail les différents points importants de

chaque phase,

Désignons par (I') le probleéme suivant :

[Min] D@)=2_ d.x. (=1, 2..., n)

i>]j R
soud les contraintes @
(1) E'
(1) % * 3 x, =2 avec K=1,2,..., n
jei=k Y i>j=r Y
(4) x,.,20
1j

Dans ce paragraphe, nous désignerons par A, la matrice associée

aux variables hors base, quand on applique la méthode du simplexe,

a) On applique la méthode de simplexe au probleme (I'}), en choisis~

" . = - .
sant pour variables de base, les variables principales associées & n-cycle

@ 25 Bswism 5 T

b) On ajoute dans la matrice A les contraintes du type x , $ 1 pour
i

tout (i, j} ¢ v.

Apres cette premidre itération, on passe 3 la phase itérative,

-2l

On détermine la variable entrante puis, la variable sortante par

la méthode de simplexe,
a) On cherche la variable entrante parmi les Aja 0(ev).

b) On ajoute dans A une contrainte du type x,, 51, sila variable
1
entrante qui vient d'etre définie est une variable principale.
c) On teste s'il existe une contrainte de sous-cycle, dans ce cas,

on ajoute cette contrainte dans la matrice A,

d) On cherche la variable sortante.
3°) Fin:

On arrste quand tous les Aj (j e ¥) sont négatifs ou nuls.

Examinons, en détail cet algorithme.

1°) Tout d'abord, la matrice A apres la premitre itération est une
matrice 3 éléments entiers et, la solution de base est aussi entiere. La

démonstration de cette propriété sera faite au chapitre 2,

En général, il peut y avoir plusieurs variables entrantes pos sibles
et, en cas de dégénérescence, plusieurs variables sortantes possibles. On
choisira de préférence parmi ces possibilités, celle qui correspond & un

pivot égal a 1.

L'algorithme de choix de ce pivot est le suivant :

al) on prend un &, 2 3, ot 5. o Bk, eetda wvariahle entrante.
J J

0 Yo
az) On ajoute les contraintes nécessaires,
043) On prend parmi les variables qui peuvent sortir de la base,

celle qui donne le pivot égal al,
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Si de telle variable n'existe pas, on recommence 2 partir de al)

jusqu'a épuisement de tous les Aj? 0.

Si, apres avoir examiné tous les 4,> 0, on ne trouve aucun pivot
J
égal 2 1, on prend pour variable entrante et variable sortante celles qui

correspondent au premier A choisi,
J

La recherche d'un pivot égal 2 1 a pour but de rester aussi long-
temps que possible dans le cas des solutions entid¢res, L'intéret est que si

on arrate l'algorithme avant d'arriver 2 la solution optimale, alors on

aura une solution sous-optimale qui est la dernizre solution entitre trouvée.

D'autre part, tant que le pivot est égal & 1, tous les éléments de la
matrice A sont des entiers, et dans ce cas, on peut utiliser un programme
en nombres entiers, d'oh un gain de temps de calcul et la suppression des
erreurs de chute, Ce n'est qu'3 partir du moment ol le pivot est différent
de 1 qu'on travaillera en nombres réels, Il faudra donc, partager ce trai-
tement en deux étapes, la premitre effectuée en "entiers', la seconde en

"réels",

2°) Dans la phase itérative de 1'algorithme proposé, nous ne choisis-
sons la variable sortante qu'apres avoir ajouté dans la matrice A une con-
trainte de sous-~cycle, Or le calcul de © dans le paragraphe 1.3 est fait
avant d'ajouter cette nouvelle contrainte, ce qui entraine, que la variable
sortante déterminée avant 1'addition de cette contrainte peut &tre différente
de celle qu'on choisit aprés 1'addition de cette m&me contrainte, On a le

tableau suivant :

J
.. 7
i =P i
0’ Y
contrainte de ; :
sous-cycle =% & ' ' @
. 3
ajoutée Rl S N ) {1 ]

—

Supposons 0 =a_0 et a> 0.

10_]
Apres avoir ajouté une contrainte de sous-cycle pour déterminer la

variable sortante, on calcule :

"=zinf (8, =)< 8

R IR{

C'est cette valeur @' qui est la valeur de la nouvelle variable

entrante,

Comme, on a @'= 0, par précaution, aprés avoir calculé @, pour
déterminer les contraintes de sous-cycles, on remplace successivement
dans la formule (1. 3. 4) du paragraphe 1.3, 0 non seulement par sa propre
valeur, mais aussi par les valeurs entizres non nulles qui lui sont inféri~
eures, c'est-a-dire, on donne successivement 3 @ de (1.3.4) les valeurs
Ly 2 By oy O

En effet, supposons que 0 = 4 et que % =2, alors @' =inf (8, %)=
Donc, la valeur que peut prendre la nouvelle variable entrante est 2 et non
pas 4. 1l faut donc prévoir aussi, l'apparition de sous-cycle pour cette va-

leur 2 de la variable entrante,

La valeur @> 1 peut exister uniquement, lorsque la variable entrant
est une variable d'écart, car pour les variables principales, ne peut 8tre

que 0 oul, d'apres la condition xij <1

Cet algorithme, qui vient d'&tre énoncé est valable pour le cas oun
la matrice ||d. || est symétrique, aussi bien que pour le cas ol ndij“ est
1)
non symétrique. Les seules différences pour ces deux cas sont les contrair

tes. Nous envisageons le cas non symétrique au paragraphe suivant.

1.6  MISE EN EQUATIONS DU PROBLEME DANS LE CAS OU LA
MATRIGE ||d, || EST NON SYMETRIQUE
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(2b) ne soient pas redondants, on prend seulement pour (2b) les équations

correspondantd j =1, 2,..., (n-1), soit finalement :

it
—
o

It

11 z:--., n

((Za) Z xij

n

LS9

.
“H-

oo

@ <

(2b)

M
>

i}

—

o

1

e -

L 25 5esm (=)

U
-+ N

Puisque xijz 0 ¥ (i, j), ces contraintes (2) entrainent xij <1VY(i,j).

Dans la phase d'initialisation, on pourra donc mettre en équation

le probléme dans ce cas non symétrique, sous la forme suivante :

1) ([ Min ] D(x):Zd

' ( L— %5 %
1,)
if]
sous les contraintes :
(X
Zx“=1 pour i=1,2, ..., n

n
E x,, =1 pour j =1, 2,...,(n-1)

(3) x.,20 v, J).

| Quant aux contraintes de sous-cycle, on les ajoute si c'est néces-
sdire dans la phase itéiative, eu pisenant les tBreg gue dEpelle

| cas ou la matrice “di'“ est symétrique,

' J

Remarque :

‘ Pour ce cas non symétrique, il n'y a pas de condition x <1 comme

dans le cas symétrique, Mais en revanche, il y a les conditions de '"boucle:
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c'est-a-dire que l'on devra tenir compte, par exemple, des contraintes du

type x , + x, S 1, si on veut éviter la boucle {1, 2, 1). Car 0 < x; s 1Y@, j)

21

n'entraine pas nécessairement x 2 + x21<1. Alors que, dans le cas de sy~

1
métrique, on n'a pas & tenir compte de condition de boucle car ¥ (i, j) on
a xij E xji c'est-a-dire, il n'y a pas de distinction entre l'arc (i, j) et 1'
arc (J: i).

Or, les contraintes de boucles sont inclues dans les contraintes de
sous-circuits, donc pour le cas de non symétrique, il n'y a qu'un seul

type de contraintes unilatérales & considérer, alors que dans le cas de sy-

métrique il v a deux types de contraintes unilatérales.

e PROBLEME DE CHOIX DE VARIABLES DE BASE POUR LA
SOLUTION D'INITIALISATION

Pour pouvoir utiliser la méthode de simplexe, nous devons choisir
un ensemble y des indices des variables de base de telles sortes, que le

déterminant de la matrice AY correspondant, extraite de la matrice A du

systéeme de contraintes AX = B, soit non nul.

Pour notre probléme, le choix de cet ensemble ¥ est soumis 2

deux contraintes :
(D) il faut que det A # 0
W
(D 2) il faut que les variables de base associbes 3 y
définissent un n-cycle ou un circuit hamiltonien, car notre but est de partir
d'une solution initiale qui est un n-cycle, ou un circuit hamiltonien d'ordre

n, et nous essayerons d'améliorer cette solution de départ au cours des

itérations successives,

Nous envisageons séparément ce choix dans le cas "symétrique'

et dans le cas ''non symétrique",

= 29

1.7.a _C_a_s_g?_l_a_matrice "dij“ est symétrique

Pour n est impair, les deux contraintes Dl et D‘2 du paragraphe

1.7, sont vérifi€es en m&me temps, car le graphe associé3 A estun
Y
n-cycle. Comme n est impair, le déterminant de AY est égal 3 +2 d'apres
le théoréme 1 du paragraphe 2.4,
Par contre, lorsque n est pair, ces deux contraintes D1 et D2 ne

peuvent pas &tre vérifiées simultanément, 8i nous considérons uniquement

comme systeéme de contraintes, les contraintes bilatérales

(BI) : Z x, .+ Z xij=2 (K=1,2, ...,n)

i>j=k Y j<ci=K

Prenons l'exemple n = 4,

1
2 |1 B

3 %31 | *32

41 %41 | %42 | *a3

Le systeme (BI) donne dans ce cas :

x21+x31+x41=2

x. . +x _+x =2
21 32 42
(2)

+x +x =2

®
31 3 45
x +x%x ,+x =2

41 42 43

Pour avoir le n-cycle (1, 2, 3, 4, 1) nous prenons pour ¥ :

Y= ((1: 2): (21 3)- (3: 4)» (4: 1)}
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D'oll en groupant (2) sous forme A et A_ ona :
Y, p

¥ ¥
A f._/s—\
rXXXX\XX
12 %23 %34 Xa1 *31 *g2
1|1 1|1 2 1 0 0 1
211 ]1 1] 2 1 1 0 0
- =SA =
3 1] 1 1 2l Y o 1 1 o
4 1] 1 1] 2 00 1 1

Tableaul, 7.1

Nous voyons que, pour la matrice AY
ligne 1 + ligne 3 = ligne 2 + ligne 4
Donc dét AY =0,

Montrons que le systéme (2) n'est pas redondant (cf paragraphe 2.7).

Pour cela, nous prenons parmi les variables de base celles qui forment
un cycle d'ordre n-1 si n est pair, et un cycle d'ordre n si n est impair,
et en utilisant le théoreme 1 du paragraphe 2.4, nous pouvons affirmer
que le déterminant de la matrice associée & ces variables de base est non

nul,

Par exemple pour n = 4, prenons

v={2 1, (4 2), (4 1), (43) (figurel),

et la matrice AYassociée est d'aprés le tableau 1, 7.1

1 01¢0
,1100”
0001|
0111

Le graphe G associé 2 la matrice A'Y considérée comme matrice

d'incidence aux arstes est (figure 2) :

|
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Figure 2

Comme ce graphe représente le 3-cycle (1, 2, 4, 1) alors d'apres
le théoreme 1 (cf. 2,4.1) le déterminant de AY est égala + 2, c'est-a-dire
det A # 0. Donc le systeme (2) n'est pas redondant d'apres S2 du para-

graphe 2. 7.

Or, cet ensemble ¥ tel que le déterminant de AY soit non nul, ne
nous permet pas d'avoir un n-cycle de départ, autrement dit la condition
D2 du paragraphe 1,7 n'est pas remplie, Comme le systéme n'est pas
redondant, pour que les contraintes D1 et D2 soient vérifiées toutes les
deux en mé&me temps, nous allons ajouter au systzme (BI) une contrainte

unilatérale du type xij <1,

Prenons d'abord l'exemple n = 6

2 XZI%
3

%31 | %32

4| %41 | %42 |*a3

5 | %51 | %52 |¥s3 | %54 |

6 | X1 |*62 |*63 | 64 | %65

Les contraintes du systime (BI) sont :

+ 1 =2
TR I I i 31

= 7
Xor ¥ ¥3p ¥ ¥t X5 T Fea

X31+x32+x43+ x53 +x63 = 2
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2 + + =
(2) Xyt Rgp FEyg R X, =2
X + + =
517 ¥op T Ryt Xy v X, =2
X, +X,.,+%X,. ¥x, +x 2

En prenant

vy =L 2), (2,3), (3, 4), (4 5, (5 6), (61))

et en groupant le systdme (2) suivant ¥, Yona:

¥12 %23 *34 *a5 %5 %61 *31 *a1 X4 %51 X5y Xs3 Xgp Xg3 Xga X
1)1 111 1 ‘ 2
2011 1 1 1 2

5 | 1)1 ] 1 1 2
4 1|1 1|1 1 |[2
5 11 1|1 |1 2
6 11 | 111 2

D'apres ce tableau, nous voyons que le graphe associéa A est
le 6-cycle (1, 2, 3, 4, 5, 6, 1) ; nous avons vu d'apres le théor‘emll que
det A =0,

Y

Pour avoir un déterminant non nul, il faudrait prendre un cycle

- de longueur impaire (théortme 1), que nous définissons de la fagon sui-

vante :

nous prenons

() v={0 2), 2, 3), (3, 4), (4 5), (56), (6, 1), (1, 3)}

- 3] -

Comme nous avons ajouté une variable de base de plus (variable

xl3) il nous faudrait aussi ajouter une contrainte. L.es contraintes qui sont
toujours compatibles sont les contraintes du type (3) c'est-a-dire xij =<1

pour tout x,, variable principale, et nous prenons la contrainte :
1)

STRRIT

2 0

Compte tenu de 1'ensemble y définit par (al) et de cette nouvelle

contrainte (az). la nouvelle matrice A devient :
Y

X

X12 %23 %38 %15 %56 *61 %31
11 1|1
21 |1
:
g : 1 i 1
T
AY = 4 c 1 1
5 : 1|1
6 | 1|1
7 @. | "TNSR MRS DY, [P « cette dernidre

ligne provient de
ty =1
*2 7167 V16
étant variable hors
base,
Nous voyons que la dernidre ligne de A possdde un seul élément
non nul. Et en développant par rapport aux élémentsde cette dernigre ligne

il ne reste pour le calcul du déterminant de A’Y que la matrice




B
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*23 *34 %45 %56 %1 X31
1 1] 1
2 1
3 1|1 1
N =
Y 4 1 |1
5 1|1
6 1|1

dont le graphe associé est :

C'est un 5-cycle, par suite det A' = + 2 et aussi det A =41 2,
Y Y

Dans le cas symétrique, nous adoptons toujours cette solution pour
la phase d'initialisation, c'est-a-dire que pour un probléme de n sommets

nous prenons :
1°) si n est impair
y={ 2) @ 3) ..., (el ) n, 1)
2°) s1n est pair
vy={ (@ 2), (2,3) ..., (n-1, n), (n, 1), (1, 3)}
et nous ajoutons au systéme des contraintes bilatérales (1) du probizme (I)

(cf. 1.2), la contrainte xlzs 1.

En général si le n-cycle de départ est (sl, 8,0 8a1 aus sn),

- 33 .

y = {(51’ Sz), (52' 53), Y (Sn_l, En). (sn, sl), (Sl’ s3)}

et la contrainte ajoutée est X <l

12
Par exemple pour n = 6, si nous prenons pour cycle de départ

(1, 4, 3, 6, 5, 2, 1), alors :

Y = {(1: 4)’ (4: 3): (3! 6)5 (61 5): (5- Z): (Z, ]-)- (1: 3)}
et la contrainte ajoutée est xMS 13

1.7.b  Gas ob la matrice || d, || st non symetriane,

Pour ce cas aussi, le déterminant de A est nul, alors que
le systeme de contraintes bilatérales est non redondant, c'est-a-dire, il

existe un ensemble R tel que le déterminant de A'Y soit non nul.
0

Prenons 1' exemple n =4:

1 2 3 4

1 % X12] %13 | *14
2| %3 X23 | 24
3] %31 |*s2 X34
4 %41 %a2| %43




r

=341 s

Les contraintes bilatérales sont (cf, 1.6) :

R
x12+x32'+x42 =1
+x +tx =1
Lxl3 23" *a3 figure bl

Comme il y & 7 équations, nous prenons 7 variables de-base

correspondant & la figure bl ci-dessus, En groupant (2) suivanty ety

on a :
Y ¥
T AL
o v N A ™
X12 %23 *3a Ya1 %21 X3z %43 " %13 X14 Xpq %31 Yap
1] 1 1|1 1
? 1 1 1 1
3 1 1 1 1
4 1 1 1]t
5 1|1 1 1
6| 1 1 11
7 1 1 1 1
D'ol

=S -—,--..—.,H
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©
S

]
_id - __.. tableau b2

| G)-

: »

Nous calculons le déterminant de AY de deux fagons, que nous

~
i

utiliserons dans la suite.

Nous remarquons que chaque colonne de A’Y posséde auv plus 2

éléments non nuls égaux & 1.

ler procédé : Associons a cette matrice le graphe suivant

7 2
6 < 7 @
N’ ~

Pour construire ce graphe, nous numérotons les lignes de A'\‘ et

nous associons a
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- chaque colonne de Ay ayant deux éléments non nuls, une aréte
reliant les 2 sommets qui sont les deux numéros de lignes correspondant

2 ces deux éléments non nuls,

- Chaque colonne de A ayant un seul élément non nul, nous asso-
cions une aré&te pendante en pointillés issue du sommet correspondant 3

la ligne contenant cet élément non nul,

Nous voyons qu'il y a un cycle (2, 7, 4, 5, 2), nous réarrangeons
les lignes de A'\’ suivant l'ordre de ce cycle et on a la nouvelle matrice

A' ci-dessous,

L
1 2 3 4 5 6 7
| [
6 |1 |1
||
L 1|t AN .0 ]
SR | S el O WOOR) WO [ Y
A= 2 1 = ;
— o X AN
7 1|1 H
4 11
5 1|1

Tableau b3

Pour la matrice A" on a :
(ligne 1 + ligne 3} = (ligne 2 + ligne 4)
d'oidet A" =0 = det A"Y =0,

Or la matrice A; est obtenue 2 partir de A‘Y en permutant les

lignes de celle-ci,

D'od |det A | = |dét A'| =3 detA =0
Y Y v
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2¢me procédé : Chaque ligne de AY posskde au plus deux éléments non nuls,

Nous pouvons aussi calculer le déterminant de AY sans recourir au
graphe. Pour cela nous prenons 1l'algorithme suivant (facile 3 mettre en

ceuvre sur l'ordinateur) :
on parcourt
1°) 1a colonne de AY
2°) la ligne de AY.
On commence au départ par parcourir la l2re colonne de A ., On

change de direction du parcours & chaque fois qu'on rencontre un élément

non nul + 1, aprés avoir marqué (par exemple par un rond, tout autour de

cet élément, tableau b2),

On aura un cycle, si dans ces parcours, on rencontre de nouveau un

élément déja marqué,

On groupe ensuite, les lignes de A qui sont reliées ensemble par
Y
ces fleches horizontales et verticales, et on retrouve la matrice A:{ pré-

cédente,

Sin est le nombre de sommets, 1o nombre de contraintes bilatd
rales est égal & 2n-1 (cf. paragraphe 1,6). Nous pouvons donc prendre
2n-1 variables de base, Nous fixons n variables de base qui forment un
circuit hamiltonien d'ordre n et nous choisirons les n~1 variables de base

restant de telles sortes que le déterminant de A'Y soit non nul.
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Désignons par Y l'ensemble des indices des variables de base, '
qui forment un circuit hamiltonien d'ordre n, et par YZ’ 1'ensemble des | ik
n - 1 indices des variables de base restant, i
Y12 ¥23 X34 *a1 *14 %43 *31
Pour n = 6, nous définissons Y et Y, de la fagon suivante : 1 1 1
i o 2 1
“w I 3 il 1
& I
5 |
\ 4 1 1
Y
}
/ ) 5 1 1
i
v. p’ i 6 1
. s | 7 1 1
t
N |
R I
\ | :
- || En faisant le développement suivant les lignes et les colonnes qui
AN P | contiennent un seul élément non nul, on trouve |det A\r | =1
\.‘ _&; (
Remarquons que par ce choix dey etde la figurel,7.b ci-
v, = {(L, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 6), (6, 1 1 i
1 H 3 ) 3 » 3 3 3 ¥ » ) )} [ contre posséde H
‘YZ = {(ls 6)» (61 5)1 (5» 4)| (4; 3): (3' 1)} | - un n-circuit (1, 2, 3, 4, 1)
\ Y=YV Y, | W gn.(rfi})-circuit (1, 4, 3, 1).

t,

NETZE SUY

. Donc si n est pair, n-l.es mpair et réciproquement, ce qui {ait
rue i'i ' ¢ 1oL AT i - ¥

C'est-a-dire pour ¥, o8 prend pour éléments, les indices associés i
que la partié de n n'a aucune influence sur ce choix. Ce choix est donc

aux arcs formant le circuit (1, 2, 3, ..., n, 1), et pour 'YZ les indices R
; alable pour toute valeur de n.
| associés aux arcs formant le circuit (1, n, n-1, n-2, ..., 4, 3, 1), (on v G

saute le sommet 2).

t
En reprenant l'exemple précédent, n =4 (ef, 1,7.b, tableau bl) . 1.8 PROPRIETE DES ELEMENTS DE A APRES LA PHASE

D'INITIALISATION.

Figure 1.7.b | Ayant choisi y tel que le déterminant de AY soit non nul, nous

t

résolvons le systeme [ A‘v, Av] X = B.
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Lorsque la matrice A se transforme en matrice unité In' nous
voulons savoir ce que deviennent les éléments de la matrice hors base
A.. D'apres les résultats du chapitre 2, nous pourrons énoncer la

Y

propriéié suivante :

(P) Les éléments de la matrice hors base, aprés la phase d'initiali-

sation, ainsi que la solution de base sont des entiers.

Pour le cas "symétrique' cette propriété (P) provient du théordme
6 et de la remarque du paragraphe 2.11, Pour le cas 'non symétrique' elle

provient du paragraphe 2.3,

Cette propriété (P) justifie la raison pour laquelle, dans notre

) o CHAPITRE II
algorithme nous cherchons & avoir & chaque itération le pivot égala un, "
Elle nous permet aussi de conclure que : RAPPEL ET EXTENSION DES PROPRIETES DE MATRICES
Tant que le pivot vaut un, la solution 3 chaque itération est entitre, ASSOCIEES A DES GRAPHES

.3 . N s :
et correspond & un n-cycle, ou 2 un circuit hamiltonien d'ordre n.
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2.1 MATRICE D'INCIDENCE [1] [ p. 135]

Désignons par ul, Uss wees um les arcs d'un graphe G, par
X Kot vves xn ses sommets, et posons !

1 si % est extrémité initiale de u,

J
sij =¢ -1 si x, est extrémité terminale de u,
5

0 six, n'est pas extrémité de u‘j

La matrice S = [ sij ] s'appelle matrice d'incidence aux arce du
graphe.

Si maintenant ul, uz, ..., u désignentles ardtes du graphe,

m

posons :

1 si x, est une extrémité de u,
rlj = 1 J

0 dans le cas contraire

La matrice R = [ rij ] “est par définition la matrice d'incidence

aux arétes du graphe.

2.2 MATRICE TOTALEMENT UNIMODULAIRE [ 1}

2.2.1 Définition Une matrice A = aij ] est dite totalement

unimodulaire si toute la matrice carrée extraite de A a

son déterminant égald 0, +1 ou -l
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Tout coefficient aij d'une matrice totalement unimodulaire est
nécessairement égal & 0, +1 ou -1, puisqu'il est le déterminant d'un

mineur d'ordre 1 de la matrice,

2.2.2  Théoréme__(Heller - Tompking — Gale) [ 1] [p. 136 ]

Sott A une matrice de coefficient 0, +1 ou -1, telle que
toute colomne contienne au plus deux coefficients non nule ; alors A est
totalement unimodulaire, si et seulement si ces lignes peuvent &tre réparties

en deux ensembles disjoints I, et I,, avec les deux conditions suivantes :

(1) si les deux coeffictents non nuls d'une méme colonne ont le

méme signe, l'un est dans I, et l'autre dans I, ;
1 2

(2) st deux coefficients non nuls d'une méme colonne ont des signes
contraires, i1ls sont tous deux dans I ; ou tous deux dans I 9

2,3 APPLICATION AU CAS QU ||dij| EST NON SYMETRIQUE

Le théoreme d'Heller-Tompking - Gale, nous permet de démontrer

que la matrice A associée aux contraintes (2)

(.n
E =1 i =
(2a) ' xi.j pouri=1,2, ..., n
j=1
(2) % it
n
(2b) x, =1 pour j =1, 2, ... (n-1)
iF)
est totalement unimodulaire,
Comme le premier membre de chaque équation de (2a) représente
la somme des éléments d'une ligne de la matrice “xij“’ une variable

e el
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) x5 qui appartient 3 une équation de (2a), ne peut pas appartenir aux
autres équations de (2a),

Nous retrouvons cette m&me propriété pour le systéme (2b), ou

) il le premier membre de chaque équation est la somme des éléments

d'une colonne de la matrice ll xij Il

Prenons un exemple : n = 4

1 X12] *13 | *14
7/
75 %23 | %24

*21

*31 | *32 % *34

3
41 %1 | *a2 | %43

x12+x13+xl4=1 (Zal)
x21+x23+x24=1 (2 az)

(2 a) . ;

1 -
1"31“‘32*"34‘? (2 a;)
= 2

x41-4vx42-§-x43 1 ( a4)
Ile+x31+x41=l (2%)
4 = Z2b
(2 ) 15c12+x32+x42 1 ( 2)
3 | 2b
TR TR (2by)

Neus voyons que, la variable %, appartient & 1'équation (2 al),

n'appartient pas aux autres équations de (2 a).
On peut vérifier de m&me pour (2 b).

La matrice associée & ces deux systémes (2 a) et (2 b) est :




(2a)

{2b)
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12 %13 ‘1 %21 Xaz Yaa %31 %32 %34 Xap %42 *a3

N T A I 1

BER N 1
3 11 [1 1
4 11 |1 |1
5 1 1 1 1
6| 1 1 1 1
7 1 1 1|1t

Tableau 2.1

Soit A la matrice assocife & (2a) et (2b),

Nous voyons que cette matrice & possdde les propriétés suivantes :

1) Chaque colonne de A contient au plus deux éléments non nuls égaux

v
—

2) On peut répartir toutes les lignes de A en deux sous-encembles I1 et

IZ disjoints tels que @

L= ensemble des lignes provenant des équations du systdme (2 a)

1Z = ensemble des lignes provenant des équations du systeme (2 b),

D'apres (Cl) et (C?) ci-dessus, pour toute colonne de A contenant
exactement deux éléments non nuls, si l'un des éléments non nul est dans

une ligne de 1'ensemble I, alors l'autre élément non nul est dans une ligne

1
de 1. (tableau 2.1).
(4]

Donc d'apres le théoréme de Heller ~ Tompking - Gales, la matrice

A est totalement unimodulaire,

Sous forme matricielle le systime (2} s'écrit ¢
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(2.2) A'V X + A‘Y- X_.=B (Y ensemble des indices des variables
Y Y

de base),

Supposons A’V inversible. Comme nous venons de le voir, A’Y est

totalement unimodulaire, Donc le déterminant de A’Y est égal a + 1,

D'apres la formule calculant l'inverse d'une matrice on a :

-1
A" =[al
L [a]
itj
07 |m |
al = avec |M,, | le mineur de la matrice
ij det A‘V ij

t .
AY, transposée de A\{, associé & son élément de la idme ligne et de la

jéme colonne,

Comme dét AV =t1let Mij = 0 outl(car A étant totalement uni-

modulaire, Az est aussi totalement unimodulaire (cf, 2.2,1), aij est donc

égala Oou £ 1.
Donc, A;l est une matrice & éléments entiers.
La formule (2.2) donne :

A'I(A X +A_X_=B)
Y Y ¥ Y v

X +aA_X =478,
¥ Y v ¥ Y
Soit :

) (1) 1) _ .-
+AL X =B A=A A 2.3.1
(2.3) X, 7 xV avec 7 5y % ( )

B .4t s (z.3.2).
Y
AS) est la matrice hors base obtenue apres avoir transformé la

forme (2,2) en forme simpliciale,
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1
De la formule (2, 3.1), nous voyons que les éléments de A‘SY.) sont

des entiers,

On en déduit, dans le cas ol la matrice ”dij H est non symétrique,
que tous les éléments de la matrice associée aux variables hors base,

gont des entiers aprés la premidre itération,

Il nous reste & résoudre ce mé&me probléme pour le cas "symétri.
que'' :

nous ferons appel aux propriétés suivantes :

Dans tout ce qui suit G désigne un graphe ayant n sommets (nx 2)
et n ardtes, et A la matrice d'incidence aux ar@étes, associéed G. (A est

une matrice carrée),

2.4 PROPRIETE DE LA MATRICE A ASSQCIEE AU GRAPHE G

2.4.1 THEOREME 1

5i G est un m-cycle, alore le déterminant de la matrice
A est égal a :
0 &t n est pair

22 st n est impaiv.

Démonstration : u
5
Apres un réarrangement des
3
lignes de la matrice A, ce qui peut -
changer le signe de déterminant de A a
4

(det A) mais pas sa valeur absolue,
on peut supposer que ce n-cycle est

p=ll 2,3, ...,n,1],
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La matrice A sera :
ul u2 u3 un-.l un
1l 0 O-s-e-====- E----l
3
t
2 ! (?
310 ] !
! Lo
A= ) : .
: i 1
! -
h B
pel=ffi-----a9 1 0
] 1 ]
nlid o o 1

Le déterminant associé ne comporte que deux éléments non nuls
(tous les autres sont le produit de termes dont au moins un facteur est

nul}., Nous aurons donc :

&(123 ...

&(234...n 1) (IxIxX. ... %)

det A = (-1) r‘)(1 XIX1X .veenn X1) + (-1)

n fois n fois

avec &(i1 i ... ik) représente le nombre d'inversions que présente une

permutation (i1 ... ik).

ou
si n=2p, (-1)21"1 = -1 alors détA =0

)n—l

det A =1+ (-1 =

8i n=2p+], (—l)Zp =1, alors dét A = 2.

Comme, en général on a da faire des réarrangements des lignes de
A pour avoir la forme ci-dessus de la matrice A, alors dét A =+ o, siu

est impair, et la proposition est ainsi démontrée.

2.4.2 Arbre - définitions et propriétés

Les définitions suivantes, concernant un arbre ([1],

[ p. 146 ] ) sont équivalentes.
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Soit H un graphe ayant n sommets (n> 1),

Définition 2,1

Un arbre est un graphe fini connexe sans cycle, ayant au moins

deux sommets,

Définition 2,2

H est sans cycle ; si on ajoute une arete entre deux sommets non

adjacents, on crée un cycle et un seul,

Définition 2,4

H est sans cycle et admet n-1 aré&tes,

Définition 2,5

H est connexe ; si on supprime une argéte quelconque, il n'est plus

connexe,

Définition 2.6

Tout couple de sommets est relié par une chathe et une seule.

On sait que ces six définitions sont équivalentes [ 1],

Un sommet a étant donné, désignons par Ca l'ensemble des sommets
pouvant &tre reliés 3 a par une chaine, augmenté du sormmet a ; une compo-

sante connexe est un sous-graphe engendré par un ensemble de la forme Ca'

THEOREME €1 [ 1]

Les différentes composantes du graphe (X,T) constituent une par-
tition de X ;

|
|
|
\‘
i
I
|
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c'est-d-dire :
(1) ¢, #7
(2} ¢ #¢ entraine caﬂ Cy =4

(3) U C, =X

On a (1) puisque a e Ca H
Pour vérifier (2), supposons Caﬂ Cb # ¥, et montrons que Ca =C
Soit % ¢ Ca(\ Cb, ce sommet x peut etre relié par une chalned a
etd b ; donc a peut &tre relié & b, et, par conséquent, b ¢ C,- On a donc :
CbC Ca

Comme on a aussi CaC Cb (par raison de symétrie), on a bien

On a (3) car :

xoU ¢, o

aeX aegX

{a} = X

uc_=X.
a
THEOREME_ C2 [ 1]

Un graphe est connexe, si et seulement 87, il ne posséde qu'

une composante.

Si le graphe admet deux composantes distinctes Ca et Cb' il

n'est pas connexe, a et b ne pouvant &tre reliés par une chafne.

51 le grapne n'est pas connexe, il exisie deux somineis « i L s
pouvant 8tre reliés par aucune chafne, et Ca et Cb sont deux composantes

distinctes.

b
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2.5 VALEUR DU DETERMINANT ASSOCIE A LA MATRICE A
D'UN_GRAPHE G

Pour calculer le déterminant de la matrice A associée au graphe
G % n sommets et 3 n ar&s nous commengons par traiter le cas ol G
possede des sommets isolés : les lignes de A correspondantes & ces som-~
mets isolés sont identiquement nulles, d'oX le déterminant de A est nul,

S'il n'y a pas de sommets isolés, désignons par Gl’ GZ' o G
les composantes connnexes de G qui forment ainsi une partition de G d'
apres le théoreme Cl, Comme G ne posséde pas de sommets isolés, les
sous-graphes Gi possedent au moins deux sommets, D'apres le théoreme

C2, ces sous-graphes sont connexes,

Parmi ces sous-graphes Gi’ il y en a qui possédent des cycles,

et, d'autres n'en possedent pas. Nous désignons par :

Gt = U Gi tel que chaque Gi possede aucune cycle,
iel
1

G" = U G, tel que chaque Gi posséde au moins un cycle,
iel, !

ifi = 3 Ry .y
Il et IZ vérifient I1 [ IZ {1 p}

Il(\12=¢.

Pour tout i € Il' Gi est un arbre, car c'est un graphe fini, connexe,

sans cycle et possede au moins deux sommets (définition 2.1},

Pour envisager tous les cas, suivant que les ensembles I1 et 12

sont vides ou non, nous dressons le tableau suivant :

=51 =

Déterminant de A

7y

detA=00u+Zk

2| #¢ | #d dét A =0
3| £d '] Impossible
4 s g Impossible

a) Cas ol I =g

Pour ce cas tous les sous-graphe de G sont des arbres c'est-a-dire

a=J g

ieI1

Or chaque arbre Gi possede n, sommets et n 1
1

n
—

nombre de

sommets

du graphe G

Nombre des arétes de G

tY

. forment une partition de G, on a donc

z n, d'apres (1)

iegl

1

-2 (-1
iell

=n - IIII.

Or G possede n aretes.d'oh

n=n-!11l

b)CaBohIlf'ﬁetIZ?’ﬁ

ce qui est impossible car I, #’ ¢

= Il=0

arétes,

Comme les

G =G'U G", c'est-a-dire que G est formé d'une part des arbres,

le graphe de G 2 la forme suivante (n = 13) :

et d'autre part des sous-graphes ayant au moins un cycle. Par exemple
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figure c

La matrice A associée est :

(les numéros de sommets du graphe sont indiqués dans les lignes de la

matrice).

Ug

Vs

Y10

Y11

U2

k]

10

11

12

13] |

tableau - ¢
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Nous remarquons, que pour chaque ligne de la matrice A (tableau

- ¢) le nombre des éléments non nuls, c'est-2-dire égauxa 1 représente

le nombre d'arétes issues du sommet du graphe, situé dans cette ligne.

Donc pour un sommet isolé, les éléments de la ligne correspon-

dante sont nuls, et le déterminant de A est par suite égal & zéro.

Pour les lignes correspondantes aux sommets pendants, il n'y a
qu'un seul élément non nul, et pour calculer le déterminant de A nous
développons d'abord par rapport aux éléments de telles lignes. Pour le
graphe ce développement correspond & supprimer dans le graphe le som-
met pendant, ainsi que l'ar&te ayant ce sommet pour l'extrémité, et si

le sous-graphe est un arbre,on finit par obtenir un sommet isolé, Par

[ ce qui cor-
=» respond dans
le tableau - ¢
a la 2eme
ligne identi-
quement nulle

exemple pour les sous-graphes de la figure c:

devient aprés développement

par rapport aux éléments de

la lere ligne de A

D'ol lorsque le graphe G posstde un sous-graphe qui est un arbre,

le déterminant de la matrice associée & G est nul.

d)CasouIl=¢etIZ#¢

Le graphe G est dans ce cas constitué uniquement par des sous-

graphes avant chacun au moins un cvcle,

D'abord, nous faisons les rappels suivants, [ 1], (chapitre 4):
Définition :

Les graphes que nous voulons définir ici sont non-orientés : on

parlera d'argtes, et non pas d'arcs, Pour plus de généralité, nous allons
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considérer non pas un graphe, mais un multigraphe ; un multigraphe

(X, U) est par définition le couple formé par un ensemble X de sommets,
et par un ensemble U d'argtes reliant entre eux certains couples de som-
mets ; mais contrairement aux graphes, il peut y avoir dans un multi-gra-

phe plusieurs ar&tes distinctes reliant le m&me couple de sommets,

Considérons un multi-graphe G, avec n sommets, m ars&tes, p

composantes connexes,

Posons :

p(Gl=n-p
V(G)=m-p(G)=m -n+p
U (G) est par définition le nombre cyclomatique du multi-

graphe G. Ses propriétés sont importantes.
THEOREME _C3

Soit G un multigraphe, et G' un multi-graphe obtenu & partir du
précédent en joignant par une nouvelle aréte deux sommets a et b de G ;

st a et b sont confondus ou relide par une chaine de G, on a

p (G') = p (G) v (G') =v (G)+1

dans le cas contraire, on a :

p (G') =p (G) +#1, v (G') = v (G).

Corollaire 1

Ona p(G)=0, v{(G)=0.

THEOREME C4

Le nombre cyclomatique v (G) d'un multi-graphe G est égal au nombre

mazimum de cycles tndépendants.

Corollaire 2

Le graphe G n'a pas de cycles si et seulement si u (G) = 0.
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Corollaire 3

Le graphe G admet un cycle unique si et seulement siy (G) =1

Ayant fait ces rappels, nous revenons & notre probleme.
Le graphe G sur lequel nous travaillons est toujours le graphe &
n sommets et 2 n arétes. Nous sommes dans le cas o G ne poss&de pas

de sous-graphes qui sont des arbres,

a) G est connexe

On a :
n=n (nombre de sommets de G)
m =n (nombre d'arstes de G)
p=1 car G est connexe
d'ol
V(G)=m-n+p

n-n+l

u (G) =1, et d'apres le corollaire 3, G possade un

cycle et un seul,

2.5,1 THEOREME 2

Sott G un graphe @ n sommets et d n ardtes. Si G est connexe, G

posséde un cycle et un seul.

Nous pouvons ainsi en déduire que, le déterminant de la matrice

A est égal2 Oou+ 2 (d'apres le théordme 1),
b) G non connexe

Supposons par exemple, que G soit formé de trois sous-graphes

disjoints G G, et G3. tels que chaque Gi posséde au moins un cycle,

Désignons par n, le nombre de sommets et par m, le nombre d'
i i

aretes de graphe Gi'

Montrons que m, = n,
i '
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V(G,)=m, -n_+ p,
i 1 1

=m, -n, +1,
1 1

i

D'apres le corollaire 1, y(G,)2 0 entratne m, -n +120 = m 2n_- 1.
i i i i

Si m, = ni-l, G, est un arbre d'aprés la définition 3 : ce qui est
1

impossible car Gi posséde au moins un cycle par hypothese d'olh m >n .
g i i

On a donc :

Or, puisque les G, sont disjoints et recouvrent G on a :
1

n = + n, + n, (le nombre de sommets de G est égal & la somme

des nombres des sommets de Gl' de G2 et de G3).

n=m +m,+m, (le nombre d'aretes de G est égal & la somme

des nombres des arétes de Gl, de G2 et de Ga) H

d'ol :

m1+m2+m3=n1+nz+n3
ou (rn1 - nl) + (m2 - nz) + (m3 - n3) =0 (2)
D'apres (1) m,-n=20 ¥i=1,2, 3.

Une somme de nombres positifs ou nuls ne peut &tre égale & zéro que si

chaque terme de 1a somme est nul.
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D'ou m, -n =0 Vi=1,2, 3 d'apres (2).
Les sous-graphes de G possédent donc autant de sommets que
d'arstes,

Comme les sous-graphes G, possedent autant de sommets que
i
d'arstes, alors les matrices A, associées & G, sont des matrices carrées.
i i
Puisque les sous-graphes G, forment une partition de G, ces sous-matrices
i

carrées forment des blocs disjoints et on a :
= X A ... xdet A
det A = det A1 det 2 X x de 4

q étant le nombre total des sous-graphes de G.

Comme Ai est une matrice carrée associée a un.graphe Gi' qui
posside un seul cycle alors d'apres le théoreme 1, le déterminant de Ai
est égald 0 ou + 2 (det A = 0 ou + 2), (aprés le développement par rapport
aux éléments des lignes ayant un seul élément non nul, si de telles lignes
existent),

d'od det A=0 ou +2%  (q21).

En résumé, dans tous les cas, le déterminant de la matrice A as-

k
sociée au graphe G est égala Oou+ 2 (k=1). D'ol:

2.5.2  THEOREME_3

Soient G le graphe & n sommets et d n ardtes, et A la
matrice d'incidence assoctée & G ; le déterminant de A est égal d

0 ou t+ Zk, o k est entier positif.

2.6 DETERMINANT D'UNE MATRICE D'INCIDENCE AUX ARETES
DU GRAPHE G.

On sait qu'au graphe G ci-dessus, on peut associer la matrice A
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d'incidence aux arg&tes. Et cette matrice A possdde la propriété d'avoir

a chaque colonne exactement deux éléments non nuls égaux i 1,

D'ol on peut €noncer le théordme suivant équivalent au théorzme 3,

THEOREME 4

Sott A une matrice carrée o éléments 0 ou 1, telle que chaque
colonne contienne exactement deux éléments mon nuls égaux @ 1. Alors
le déterminant de A est égal 4 0 ou + 2k (k entier 2 1),

2.7 PROPRIETE D'UN SYSTEME REDONDANT

Soit le systéme :

AX =B (A matrice 2 n lignes)

Ce systeme de contrainte est redondant, si tous les déterminants
(Sl) des matrices carrées d'ordre n extraites de la matrice A sont tous

nuls,

En effet, sile systeme est redondant, il existe au moins une ligne
i de la matrice A qui est la combinaison linéaire des autres lignes de A,
donc toute matrice carrée d'ordre n extraite de A a son déterminant nul
(car l1a ligne i de cette matrice est une combinaison linéaire des autres

lignes aussi),
D'apres l'assertion :

(P) = (Q) est équivalente s non (Q) => non (P), la propriété (Sl)

ci-dessus est équivalente & :

(s.) s'il existe un déterminant de la matrice carrée extraite de A, non
nul, le syst¥me (2) est non redondant,
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2.8 TRANSFORMATION ELEMENTAIRE

Certaines manipulations effectuées sur les lignes ou les colonnes
d'une matrice carrée, ont la propriété de ne pas changer le rang ou la
valeur absolue du déterminant de cette matrice. Nous en citerons trois.

Ce sont :

. 'échange de deux lignes (colonnes)
. multiplication d'une ligne (colonne) par -1
. addition & une ligne (colonne) une combinaison linéaire

des autres lignes (colonnes) de la matrice,

2.9 CALCUL DU DETERMINANT D'UNE MATRICE CARREE
ASSOCIEE A UN_N-CYCLE, PAR LES TRANSFORMATIONS
ELEMENTAIRES,

THEOREME 6

Soit A une matrice carrée d'incidence aux arétes, associde d un
n-cyele (done chaque colonne de A contient exactement 2 éléments égaur

a+ 1.

Alors, aprés les transformations élémentaires, le déterminant de

A posséde 1'une des deux formes suivantes :

1 Q----e-e 0 oy 1 0 Qmmmmnees q o4
1

0 1 a, 9 1\ i B

B : P 0 P

| \\ ' ‘ ' ‘\\ ] b
(a) ; :| \‘\ : ou s ! \\: ; (b)

. b 1.\ -1 ' : ) 1\\ %1

0 0.eoo-0 0 Oemcmmeceaaa 0 #2

¢lest~a~dive les (n~1) premidres colomnee sont des colonnes unitaires et,
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les éléments de la néme colomme sont des entiers quelconques, excepté

L'élément de la néme ligne qui vaut 0 ou + 2.

Ce déterminant est de la forme (a) st n est pair, et de la forme
(b} st n est impair.

Démonstration :

Supposons que ce n-cycle, soit le n-cycle (1, 2, 3, ..., n, 1)
(dans le cas contraire, il suffit de réarranger les lignes de la matrice A,

ce qui correspond & changer le signe du déterminant de A, par exemple

si c'est unn-cycle (1, 3, 2, 4, ..., n, 1), il suffit d'échanger les lignes
2 et 3),
D'ou
1 0 s-zamecean 0 1
i 1 0
\\\ |
0 I !
1 ~ 1
A= | i RS i
1 1 N 1
[] ! Al 1
1 i =, 1
1 1 Y 1
| 1 ~ 1
] 1] N 1
] i Al i
] ' ‘\ H
0 0 s=--semmsmzamact]

Désignons par :

Li le igme vecteur ligne de la matrice A

a.j un €lément de la itme ligne et de la jeme colonne de A
i

La matrice A posside les caractéristiques suivantes :
1) les éléments de la diagonale principale valent + 1 ;
2) les éléments au-dessus de la diagonale principale sont nuls, excep-

tés 1'élément a qui vaut 1,
n
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Ainsi, pour diagonaliser le déterminant de A, nous appliquons la

formule suivante :

(2.9.2)

avec L! nouvelle ligneide A
i

, n, et LI =L

i prenant successivement les valeurs 2, 3, 4,... 1 .

Calcul de L' :
n

2 2 1

- - 1

(3) Ly=hy-iy
(4) L;:L‘}-L‘

- - 1
() L=L -1 .

Exprimons L' en fonction de Ll’ Lz, sy g
1

On a:

(2 et (3) = Ly=L,-L,+L

4) = L;=L4-L3+L2'Ll~

Soit

p-l i
| = a 2.9.b
L ;; SO ( )

Démontrons par récurrence cette formule (2.9 .b). Elle est vraie

pour p =1,

Supposons qu'elle le soit jusqu'au rang p et démontrons qu'elle le

soit aussi pour le rang p + L.

On a donc :
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p-1 i
L; = Z (-1)" L i (par hypoth2se de récurrence)
i=0 P L' =L -L _+L _+...-L +L
n n n-1 n-2 2 1
or
S~ 1 -
L|p+1 = Lp+1 - L d'apres (2.9.a) Comme les coefficients de Lu et de L1 valent +1, alors al = 2, et
P la forme (b) du théoréme est démontrée aussi,
d'ol
-l 4 Remarq
L' =1 . . Remarque @
ptl ptl E (1) Lp-i
5i nous calculons le déterminant de la matrice A 3 partir des
SRR & DN N (_l)p-l L ] formes (a) ou (b) du théoreme 5, nous aurons :
ptl p p-l 1
P 0 s8in estpair
=L -L +L _+...+(1)L det A =
1
ptl R P L +2 Bi n est impair
P : '
1 d
=2 (-1) Lp+1 ; ia la me&me forme que (2.9.b). Nous retrouvons ainsi les résultats du théoreme 1,
i=0 "
Donc la formule (2,12, b) est vraie ¥ p.
2.10 METHODE DE PIVOT MAXIMUM [ 8]
Pour p=n ona:
n-1 1
H = 1 : :
L. = Z (1) L (2.9.¢) Tant que la valeur du pivot est égale  + 1, la méthode de pivot
i=0 -
mazimum utilise les transformations élémentaires pour faire la résolu-
D'ou si n est pair soit n=2p Lion du systéme d'éguations AX = B, Donc tant que le pivot est épal & +1,
G By ia valeur absolue du détermivant de A ne change pas,
b- 1
i
w eP |-
n A (1) Ln-i
i=0
2.1 PROPRIETE DES ELEMENTS D'UNE MATRICE A APRES
L'=L -L _+...+L -L (2.9.4)
n n n-1 2 1 LES TRANSFORMATIONS ELEMENTAIRES
D'ou, si on désigne par aij le nouvel élément de a,, ona :
1
axlm =0 ecar les coefficients de I”n at de .T,v-l sont appoeéds dans Sait A une matrice & &léments 0 ou 1 de dimension (n, m) (n lignes
(2.9.4d) et pour la néme colonne de la matrice A, seules ces deux lignes et m colonnes) avec m = n, telle que chague colonne de A contienne
I_.1 et Ln possedent des éléments non nuls égaux 2 +1, et la forme (a) du exactement deux éléments non nuls, D'apres le théoxreme 4, on peut en
théoreme est ainsi démontrée, déduire que :
le déterminant de toute matrice carrée de dimension (n, n) extrai-
Si n est impair soitn = 2p + 1, ona d'apreés (2.9.¢) : (H) k
o te de A est égal soitd 0, soitd +2° (k>1).
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2

Nous désignons par Al, AT, ..., A™ les différentes matrices

colonnes de A,

Soit B une matrice carrée (n,n) extraite de A, telle que le déter~
minant de B soit égal & + 2. Nous supposons que B soit formée des n
premidres colonnes de A (dans le cas contraire, il suffit d'échanger les
colonnes de A) et C la matrice formée par les (m - n) dernitres colonnes

restantes (figure 2,10.1) :

Al A% 4m A™

figure 2,10.1

Comme dét B = 2, alors par des transformations élémentaires
appliquées sur la matrice B et par la méthode de pivot maximum, de
pivot égal & 1, appliquée & la matrice A, c'est-A-direa l'ensemble[ B, C],

on peut transformer la matrice B sous la forme suivante (figure 2.10,2) :

m
A1 AZ AP An+1 A
3 \‘ :?2
PN
Ay 0
f ljo:n__l ]
(kg 012"72..0...2002,. 0

figure 2,10.2

les n-1 premitres colonnes de B sont des colonnes d'unité et la ntme
colonne a des €éléments queiconques, saui 1'élément de la ndine ligue yui

vaut 2, d'aprés le théoreme 3,

Quand la matrice B, a la forme de la figure (2.10,2), alors tous

les éléments de la dernidre ligne de C sont formés uniquement par des
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nombres 0 ou + eF (k= 1), c'est-a-dire, il n'y a pas d'éléments + 1 dans

cette dernitre ligne de C,

En effet, s'il existe un élément + 1 par exemple dans une colonne
AP (p>n), alors en considérant le déterminant de la matrice B' formée

3 n-1

1 2
par les colonnes A", A™, A™, |, A" 7, Ap, ona det B'=1, ce qui est

contraire & 1'hypothtse (H) page 63. D'oh :

THEOREME 6

Soit A wne matrice de dimension (n, m) (m=n), Q4 léments 0 ou 1,
telle que chaque colonne de A contienne exactement deux éléments + 1.
Soit B une matrice carrée (n, n) formée par les n premiéres colonnes
de A telle que det B = 2, et C la matrice formée par les (m - n) der-

niéres colonnes restantes.

Alors, en faisant subir a B des transformations élémentaires, on

obtient les résultats suivants :

1°) les (n - 1) premidres colonnes de B sont des colownes d'unité

2°) 1'élément bnn = 2 avec B = | bij I

k
3°) cnp:OOujZ(kgl) Vo e{n+1,n+2..,m

en posant C = || 2% -

Ainsi, par ce théordme nous pouvons cenclure, que les éléments
de la matrice C sént encore des entiers quand on divise tous les éléments
de la neme ligne de A par 2, pour que la matrice B devienne la matrice d'
unité d'ordre n, et par suite les éléments de la matrice hors base dans le
cag symétrique sont des entiers, apres la lere itération, car la matrice
[ 5, C] u'esi auire que la mairice associ€e aux coniraines (1) du proble-

me (I) défini au paragraphe 1,2, avec B = AY et C = A?.

Remarque :

A la phase d'initialisation, pour déterminer une solution de départ,

nous avons considéré le systéme :
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1) z ®. + E xi,=2. (K =1, 2,..., n) sin est impajy,
i<i=k Y i3j=x Y

et le systeme :

E x.,+§ xijzz (K=1, 2,..., n} sin est pair

. - 1 S f
@) i<i=k Y i>j=k
< 3 =
xlz_,l ou ,:lz+ye 1,

Nous avons pris vy = {(1, 2), (2, 3), ..., (n, 1)} pour le systém:
(1yet y={@, 2), (2, 3), ..., {a, 1), {1, 3)} pour le systzme (2).

Soient (1') et (2') les systémes déduits de (1) et (2) en faisant éga)

a zéro les valeurs des variables hors bases,

Comme le déterminant de A est différent de zéro (cf, 1.7.a), Iy

¥ .
systdmes (1') et (2') sont des systdmes de CRAMER ; ils admettent doy
chacun une solution unique qui est nécessairement (cf, contrainte D_ du

2
paragraphe 1.7) :

- pour n pair (n = 6)
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On en déduit donc que la solution de départ dans les deux cas
(n pair ou n impair) est une solution entizre.

D'ol finalement nous avons les résultats suivants :

1. La matrice hors base apres la phase d'initialisation esta é1é-

ments entiers,

2. La solution de départ est une solution entiére correspondant 2

un n-cycle,




CHAPITRE 1l
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3.1 TRAITEMENT D'UN CAS SYMETRIQUE

1l s'agit du probleme de six villes traité dans [ 3 ] ; le tableau

IC)} des distances est :

2| 2| v, %
“C”=3 3 2 3 y2 y3 %

41 7 5 5 4 Yg | Y5 | Y

AR R | v s |Ye [ Y10

o A A R 8 1yn [ Y12 | Y13f %14 |15

tableau 3.1,1 des distances tableau 3,1.2 des variables
principales

a) Contraintes :
[5: F5: 3 5, 47t 7o =2
HRRFARFERE BRI

Y Pyt s tygty =2
y2+y3+y6+y9+y13=2
<”M”s‘“"e‘”ylo“’14=Z
ARTRR LR TR

ad
YtV P stV T s

.
Comme n est pair, ajoutons une contrainte

(2) A LR TR
Pour la phase d'initialisation, définissons
y = 2, 3, 6,10, 11, 15)

i
y=1{4, 5 17,8, 9,12, 13, 14, 16}
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b) A partir des équations de (1) et de (2), on exprime les variables
de base en fonction des variables hors base, et on a le tableau

suivant :

Yo |95 |7 | ¥s | Yo | Y1z |Yis|Yaa| s || ¥
¥ 1 |1
v, a1 B al 0
v 1 1 1 RN I
Y6 BN B 11| |1
vyl [ 1] 1|1 -1 N
yig|-t [ -1 1 1 1 |1
HEE =11 a 1] -1 |

tableau 3.1.3

Ce tableau signifie par exemple (2&me ligne) :

. + = = =0
Yo Vgt ¥t VgV Yy =0

Ajoutons a ce tableau les contraintes du type 0 < ¥; s1, Yi

variable principale de base,.

Comme les variables principales de la base sont Yy Yo Yy Yer
Y0 Y1’ V15 et cornme une contrainte de ce type est déja considérée pour
vy alors il ne reste qu'a ajouter les contraintes suivantes :
<

(U ¥, = 1

0=y, <l

Oy, = 1

0<ys!

Oy, sl

< <1,
0= ¥i5

Nous désignerons par M le nombre total des variables principales
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(M =n_(n7_-_L) dans le cas de symétrie). Dans la suite la variable d'

»

écart associ€e & une contrainte 0< ypsl sera désignée par vy & T
P
c'est-a-dire

0= =l & + =1
Yp Yp yp+M

et la variable d'écart associée & une contrainte de sous-cycle sera dési-
gnée par Yamsi’ i étant le nombre total de contraintes de sous-cycle con-

sidérées jusqu'a présent,

D'oh les équations des contraintes ajoutées sont :

- _bx5 _
y2+y17—1 {ici M= 5 =15)

by =1
Y37 Vg

Yoty 71

ty, . =1

Yi0 " Y25

Yt 7t

+y. =1,

Y15 " Y30

Le tableau apres la phase d'initialisation est :

(Nous désignerons par V{ la valeur de la fonction objectif) ;
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Y| Y5 | Y7 | Ve | Ye | Y12 | Vi3 | V1a [ Va6 || Y
v 1 1
¥y 11 1|1 -1 0
¥3 1 1 1 -1 1
Yg -1 | -1 1 1|1 1
yio | 2 1 1|1 -1 -1 1
Yi5 | -1 -1 1 1 1 1
Y1 1 1 11 1T[-1 1
Y17 1 -1 -1 1 1
Yig -1 -1 -1 1 0
Y91 1] 1 -1 -1 0
NEEERE 1 1 0
v | 1 | -1 1 [-1 T 0
Y30 | 1 ! -1 -1 -1 0 i o3

tableau 3,1.4

Les derni2res lignes de ce tableau 3.1.4, sont obtenues a partir
des résultats du paragraphe 1.4 (par exemple dans la ligne Vg les éléments
situés sur les colonnes correspondant aux variables hors base sont oppo-

sés aux éléments des memes colonnes de la ligne Y, 1Y, + Y7 = 1).

c) On calcule

(L ensemble des lignes de la

TS tTIcE A)

Les valeurs de ¢, et de & sont placées dans les 2 dernieres lignes
J ]

du tableau,

On a ainsi :
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Yo | Y5 | Y7 | Vg | Y9 | Y12 [Y13 | Y14 | Y16 v
" 1| 1
Yy o 1 1| 21 -1 0
Yy 1 1 1 a1
Yg -1 -1 1 1 1 1
S 1 1 -1 <1 1
MR E 1 1 11
ypl Tt -1 1 1] -1 1
W5 1 -1 -1 1 1 1
g -1 -1 -1 1] o
¥ 1 1 SN ST T
vos | L)L ] -1 ] 1 1 | o
Y26 -11-1 1 -1 -1 1
vl 1]t - -1 |
5 7] s 7 7| s 706 5] o
sy [ Tfo s 78] 2 | 1

i)

8y, =

tableau 3.1.5

Vf= 23

d) Le plus grand Aj > 0 est celui de la 82me colonne du tableau

3}. D'ou V4 entre dans la base.

¥

Y14 T V29 "
On calcule 0 = inf
gL
a,
1

14

variable principale, d'oh contrainte

On trouve @ =1,

On calcule Y = ¥-0 AJ

L

=Pt

. >0

J

(cf. 1.3.3).
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On a d'apres le tableau 3.1.5, en utilisant 1a colonne dey, ,, les

résultats suivants :

vy =1
Yo F
Y3=
y6=1-0
Y10 =1
¥ys =
yn-l-G
et on pose y14—9¢

-
v, =1
v, =1
¥y =1

(@) <:,ré =01
10
¥i5 =1
yy =0
ty14 .

e) Comme ces nouvelles valeurs de y sont des entiers, on cherche
si elles donnent naissance & des sous-cycles. Pour cela, il
faut convertir les variables & un seul indice ¥ aux variables
4 double indice xka. Le tableau de correspondance est le

suivant
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1 2 3 4 5 6
77,
74
X
2 i 2L iy
Y1 :
T = &
Ya | 3 4
X X X
4 Y 42 43
Yq M Yg
B O 7 e
v, | Y Yo | ¥
_| Y g | Y9 | 10 77
6| Y61 | Yoz | a3 | ¥o4 "L;W
yiu | Y1z | Y13 | Y | Y15 4
—— i L

tableau 3.1.6

D'ou le graphe associé aux égalités (dl) est :

Ainsi, lorsque Vi4 entre dans la base, il apparait deux sous-cycles :

(1, 2, 3, 1) et (4, 5, 6, 4), Considérons seulement l'un des deux sous-cycles
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(car l'existence de 1'un entratne l'existencedel'autre, d'apres les contrain-

tes du type ;>;_ X + E x, = 2), Par exemple, nous prendrons
jci=x Y isj=r Y

le sous-cycle (4, 5, 6, 4} qui contient l'argte associée 2 la variable entran-
te Viq L'équation de contrainte correspondante est donc :
+y. o+ 2
MURRITRRITE
Soit
= 2
Yig Vo F Vst Vg T 4

Ainsi, les contraintes qu'il faut ajouter avant de chercher la varia-

ble sortante, sont :

Vgt V297!

VgtV t Vst Yy T2

Et le tableau du simplexe devient, en utilisant les résultats du

e

pa:.raé“féphe 1.4
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Vg | Y5 | Y7 | Ve | Yo | Y12 |Y13 |Y1a | Y6 | Y
v 1 1
¥ EN 1| -1 -1 0
v3 il 1 1 -1 1
Y -1 | -1 1 1 1 1
Yo 1| 1] 1| 1 -1 -1 1
yg | -1 | 1 1 1 1 1

v | 1| 1 S 1 1) -1
Yy 1] -1 -1 1 1 1
Vi =l =i -1 1 0
Yo1 1 1 B | 0
Yos -1 -1 -1 -1 1 1 0
og | -1 | -1 1| -1 S 0
vl T 1 -1 =1 -1 0
Y29 ' !
>y | Of of 1|1 of o @| o 0

g)

tableau 3,1.7

En utilisant le critére de la variable sortante du simplexe,

nous voyons que c'est la variable Y3 qui doit sortir de la base.

On fait des transformations élémentaires pour rendre nuls

ton

@
-
®

@

Y
-
L

rridnts, 8% 12 colenaz

t4 1z

Fernt
ivey

14’
2 o &%

On échange les indices Y3 Yl4'

On définit de nouveau les éléments de cette colonne Vig

de la fagon suivante :




- 77 - - 78 -

Si on désigne par j le numéro de la colonne de la matrice, corres-
Y16 entre dans la base, Comme 0 = 0, les valeurs des variables de

pondant & la variable entrante, et par i le numéro de la ligne de la matrice,
base ne changent pas, donc pas de contraintes de sous-cycle, de plus il

correspondant a la variable sortante, alors :

n'y a pas de contrainte du type Osxij <1, car Ylb est une variable d'écart.
- On remplace ak' par -ak,/a... ¥k ¢ I ensemble des lignes de D'ol nous déterminons directement la variable sortante, et nous prendrons
J 5o la matrice A
. Ve
18
- On remplace 3 por l/aij' 3e¢me itération
Yo Y5 | Y7 | Y8 | Ye [Y12 [Y13 [Ya1 | Y18 || "
Apres ce calcul, on obtient le tableau suivant pour la 2eme itération,
" 0 1 0 1 0 1 0 0 -1 1
A partir de la 2dme itération, le mécanisme se répete et on obtient ¥ 0 -1 0 -1 0 -1 0 1 0 0
if i g
les tableaux successifs suivants Y3 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
2eme itération : Y 0 @ 0 1 1 1 1 21 -1 1
y y y v " y = Y19 1 0 1 0 0 -1 -1 0 1 1
a | Y5 [ Y7 [ Vs 12 |Y13 [ Y31 | ¥
2 6 ysl 1 | 0] 0] T |t | t] t|o] T2
0 0 0 0
Y1 opoj op of 1 4J mlt ] o vt oo o] o] 1]1
0 -1 ] 0 -
Y2 g Ly o) 1 ogps yplo |t ol v ol ] ofa] ofn
0 1 1 -
Y3 g B L L vglo [t o1 [of-1| of of 1[0
0 -
Yo 0] O 0 j 1o tf-tp Lt Yl O | T [ o | [ || 1| 1| 1[o
Yyof T Y| Y)Y oot o0 -1 fl vos|-1 | 0] -1 | oo 1] 1] of -1]o0
-1 -1 1
Y15 0fguegajbmd op 1ip 1 Vool L | 0| 1] 0 ]o[of of 1] 1]o
1 1 0 = =
ot vl Lf O =1hctif 1 vl 1] 0| o [ ||| of 1]
0 0 -
Y17 i 04t L o tq O 1 Yool 0 | O T | v [t of of 2] of 1
+ -1 0 -1 -
Yig| O 1 N B e B ygl oo a2 of 1| of o
1 I R R e I e O e ol 0| 1] o] oo o of of of 1
Yo5 -1 -1 -1 -1 0 0 1 0 1 0
c 7 5 7 7 6 7 6 0 0
Yog -1 -1 -1 -1 U -1 0 1 1 0 J -
b, |1 | 1|3 -3 |=3|-1] 1] 3] 1 Vf = 23
3l 2 1 0 0 |-1 0 | -1 0| -1 0 J
vl O 0 [ 1 [ 2 [t [ oo 2] of 1 T tableau 3.1, 9
Y1a 0 0 -1 -1 -1 0 0 1 0 0
y. entre dans la base, Comme 0 vaut l, on calcule les nouvelles
.17 5| 77 6] 7] 6] of o 2
J valeurs des variables de base, et on trouve pour § =1:
AJ -1 0 -3 -4 -3 -2 -1 -3 1 VF = 23

tableau 3.1.8 +
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=0
Yl 4eme itération
v, = 1
¥5 =1 7
g Yo [Ys Y7 |Ys | Y9 [Y12 | Y13 [ Y31 | Y18
Y6
Vi = 2 0 -1 0 0 -1 0 -1 i 0 0
¥y =1 Yy 0 1 0 0 1 0 1 0| -1 1
yy =1 ; |0 oo o o] of of of & |1
Y1770
i ¥ 0 1 0 1 1 1 1 -1 -1 1
v, =
16
¥g = 1 Y10 1 0 1 0 0 -1 -1 0 1 1
Vo F 0 Y1 -1 0 0 1 1 1 1 0 -1 1
Ya4 0 Y1 1 0 1 0 0 0 0 -1 I 1
V3970 MEREYEREERE 0| -1] o 1 o
=1
Y29 vg| O [ 1] oo 1] of 1f -1f 0 fu1
y., =0 et, on pose y_ =1 .
i 5 Yoy [ O | 1] o of of of of of o1
Yos | -1 0] -1 0| o 1 1 ol -1 | o
Yo ~1 0 -1 0 0 0 0 1 -1 f 0
Y30 | 1 0 0| -1 |-1] -1} -1 0 1 [ o
Yoq 0 0 1 1 1 0 0 -1 0§ 1
Y14 0 0 -1 -1 -1 0 0 Bl 0 0
Yoo | 0 | -1 o |-t | -1] -1] =1 1 1 0
n s — al
¢ 7 5 7 7 6 7 6 0 (I
MRV E R I
6 4
¥ Tableau 3,1.10
15 10 -
5
R
Tous les p, sont négatifs ou nuls. On arrive donc a 1l'optimum,
Comme ce graphe est un n-cycle, alors il n'y a pas de contrainte D'apres les valeurs des variables de base contenues dans la colonne ¥
de sous-cycle, Seule la condition 0 < VS 1, c'est-a-dire ¥y b, = 1 le n-cycle minimal est : (1, 3, 2, 4, 5, 6, 1}. Sa longueur est 22.
doit 8tre ajoutée dans le tableau 3,1,9 avant de déterminer la variable
sortante, et nous prendrons Y6 pour variable sortante.
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3 12 TRAITEMENT D'UN CAS NON SYMETRIQUE

D'apres le paragraphe 1.6, le probléme revient & trouver, pour la

Nous prenons n = 5, la matrice des distances est : phase d'initialisation,
20
[Min] £= Z TR
1 2 3 4 5 i=1
1 5 2 7 9 sous les contraintes :
2 =1
: Sl 2 Yt ty3 Yy
fcl = 37 3 9 [ B}
VgtV ty, tyg =l
418 8 11 5
=1
() EERR VR AT
513 6 4 6 _
IERRIVERITRR T

tableau 3.2.1, + + + =1
Y17 ¥ V18 T Y19 T Y20
Le tableau des correspondances entre les variables a un seul
indice et celles a double indice est : Vs il Y9 ¥ N3 * 7 !
yory ty V.=
1 2 3 4 5 (2) 1 10 14 18

+ + =1
Y t¥e V15T Vg

1 e o~ 2w blee Sagl Z2UE + =
e Y3 + Y7 + y].l yZO

Ig Yo | Y7 | Y
A P g € S ) (RN AR R, B 3 y. 20 i e(l, A, 9, cep 20}-
le] L o3 | Xoa | *zs G i
; ___{Q_u_ﬁlg- -i’ll_.--{/lg- Sous forme de tableau,{l) et (2) donnent :
*31 | *32 X34 | *35
M IRkR ST 100 16,
a1 | %2 | a3 /X X455

tableau 3.2,2
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- Yo | Y3 | ¥a Y7 | Y8 | Yo Y12 |Y13 [Y1a [Y18 1o | ¥
1 |Y2 |¥3 | Ya |¥s [¥6 | ¥7 | Y8 | Ya|Y10|Y11| Y12] Y13|Y14]¥15 P16 |27 [18[ Y10 Poo | ¥ =TT .
y
1| 1] 1 ;
Yg 1 i 1 1] -1]-1] 0] 14 1
2 2] 1] 1 1
™ 1] 1 1 BN B! 1
3 1 1] 1| 1 1
4 SERERE 1 Y1g : ] : !
5 t it It yi7 | 1 o i 1] ! A 11!
. : : T - : v -1 -1 |1 4] 1] 110
711 1 1 1 1 Yo | Pt | o d
" " > 5 ; - Vs = 1 a1 0
; ; g 1 L Yoo | -1 -1 |1 -1 -1 1 1 0
sy | @lofo [ |-1]1]ofof-1f-1]o0}o0
tableau 3,2.3
¢ 217196 |2|7]| 9| 8| 8| 6] 4
Soit une écriture matricielle AY = Y. ‘ Aj 11 4 | -2 0 0 |-1|-4]|-2]-5]-6 4 Vf = 30
Prenons : vy ={L, 6, 11, 16, 17, 5, 10, 15, 20} 1 4

tableau 3.2.4
v=1{2,3, 4,7, 8,9, 12, 13, 14, 18, 19) -

Vs entre dans la base, ® = 1. Les nouvelles valeurs des variables
de base sont :
Y =05 ¥ =05 vy =0i v =t
e " =1 - =1 =0
V2505 YgEli Vgl Vg

y20=1 et: on prend y2=1.

Le graphe associé est alors :

Y20

En réordonnant le tableau 3,2, 3 dans l'ordre des indices de v

et puis de ¥, et en appliquant la méthode de pivot, on obtient le tableau

suivant :
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Ecrivons la "condition de circuit'" interdisant le sous-circuit

(4, 5, 4) :

ou

avec y,, variable d'écart,

On ajoute cette contrainte dans le tableau 3,2,4, & la dernidre

ligne (en utilisant toujours les résultats du paragraphe 1.4).

On voit que la variable sortante est Y- Apres le calcul, on

obtient le tableau suivant :

o1 Y3 | Ya Y7 Ve Yo [¥i2|Yas [Y1a | Vs | Ye | Y
vy [t oof of 1| 1| o 1
ve | ;Lo vl t]-a| oof 1f 1] 1
yip | L]t |@f1] of 1] of of of o 1
vie | OJo o1 of 1| of of of of 1
vy [ Lol o1l o] 1] o] o] 1] 1] 1
v 1o -1 o [-1] 1f-1| 21| ofl-1|-1] o
yig | TFL [0 |t ] 1 of of of of of o
ygs | OO0 |2 Jof-1f ofaf 1| 1] o] 0] 0
Yoo | YO f-2 ]ofr] o=t of of o o o
v, tJofo -1 [-1] 1] o] ofl-1]-1] 0] o
g o719 |6 |2 7] 9| 8| 8| 6| &
s, |- fa -2 e[ -a]-5) 6| 5| 4 % - B

4

tableau 3,2.5

Ici, il y a deux choix pour Aj' Si nous prenons Yg comme variable

1 co :
entrante alors 0 = E’ mais si nous prenons y7 comme variable entrante,

@ vaut 1 qui est un nombre entier. Donc nous choisissons ¥, comme
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o |y |9 |97 | ve |ve [¥12 |Y1s |Y1a |18 s | Y
¥ 1|11 1
Yo 1 1 1 1f-1]-1] 0] 191
v | 11 1] 1 -1 -1 1
Yig 1 1 1 1
vip | 1 R 1 -1 1] 1
Y -1 1|t | 1] 1o
NEIERE 1| 1 0
Y15 -1 -1 Al 1 0
Yoo | -1 E -1 -1 1] 1 0
* Yoy @[ofo -1 |-1[1]ofof-1]-1]0f0
cj 2179 |6 27| 9| 8| 8| 6| 4
byl wfaf2fofof-af-a]-2f-5)-6]|4 VE = 30

tableau 3.,2.4

y., entre dans la base, 0 =1, Les nouvelles valeurs des variables
de base sont ;
y, =05 Ve ° 05 Yn:Oi Vig=1
= 4 = 5 =1; =0
V7505 y5=li vy Yis

=1 et-on prend v, = L,

Le graphe associé est alors :
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Ecrivons la "condition de circuit" interdisant le sous-circuit
(4, 5, 4) :
+ <
UTRRFTEE
ou
Y16 + Y20 + Yo = 1 avec y,, variable d'écart,
On ajoute cette contrainte dans le tableau 3,2.4, & la dernire

ligne {en utilisant toujours les résultats du paragraphe ll_ 4).

On voit que la variable sortante est Yo Apres le calcul, on

obtient le tableau suivant :

Va1 |3 | Ya | Y7 | V8| Yo V12|13 [Y1e| Y18 Y19 | 7
vy | v el afoo| of 1 1] of 1
ve | -toftfu et 1|1] of 1) 1] 1
yip | LY@ of 1] of of of o} 2
vig | Ofo v o 1] o] 1] o] of of o] 1
viz | Ljo o f1f o] 1| oo 1| 11
v 1o -1 o |-1] v ]-1] 1| o]-1]-11] o
vip | TR |-t |sif 1o of o] ol ofo
vis | 0o f-1 o || of-rf 1| 1| o|l o] o
Yoo | L0 |-t o |-af of-1| of o] of 0of 0
v, tfofJo 1t a1l oflofl1]-1] 0 0
¢ o796 2] 79| 8| 8| 6] 4
by |- ez [ ufaz|-ef-5] 6| 5| 4 7 w B

+

tableau 3.2,5

Ici, il y a deux choix pour Aj' 5i nous prenons yg comme variable

1 — .
entrante alors @ = =, mais si nous prenons ¥y, comme variable entrante,

2
@ vaut 1 qui est un nombre entier, Donc nous choisissons y7 comme
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variable entrante., Les nouvelles valeurs des variables de base sont :
=, : = : = 3 = 3 =l
=0k Vg E0E g 2 0s W <l B
= g =] = s = : =1
Y505 Vg =li ¥)g=05 v0205 v,
et on prend v, = i

Le graphe associé & ces nouvelles valeurs est :

C'est un circuit hamiltonien d'ordre n, donc il n'y a pas de condi~
tion de circuit pour cette étape., Et d'apres le tableau 3,2.5, on peut

prendre ¥, comme variable sortante.

Apres le calcul, on a le tableau suivant :
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Yar |3 | Ya | Y1 |Ys | Yo| Y12 |Y13 (Y14 [Y18 | Y10 | Y
¥y ofo] of -t|of-1] 1] o] 1| 1| of o
Y ol-1| o -1l 1|-1] of-1] of 1] 1| o
¥ ] o] o1t el af of of of of 1
™ olo| 1 of1] ol 1] ol o of of 1
vy | cto| v oft]of 1] o of 1] 1] 1
Ve 1fof-1| o1 aof-2f 1] of-1f-1] o
Yio ojof of 1jof 1] 1fo| o] of 0o} 1
Yis ojof-1| o2 o] 1| 1| @®f of of o
} Y0 110 21 ol-1] of <1 ] 0] o] of 0 0
¥, of ] 1] tfo| 1| 1] o[-1[-1] o] 1
g ol7] 9| 9f2] 7] 9| 8| 8| 6| 4
A of-7(-3-nfol-12[-12]-2| 7| s]| -4
i VE = 19

tableau 3.2.6

D'apres les valeurs de Aj' on peut prendre ¥4 comme variable
entrante, Comme @ = 0 alors, il n'y a pas de contrainte ajoutée, et on
peut déterminer tout de suite la variable sortante qui est Yi5 On fait

le calcul et on & le tableau :
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Yo1 |¥3 | Ya | Y11 |8 | Yo | Y12 [Y13 [Y15 | Y1 Mo | ¥
v, olola| <1l ofl-1f-1] 1] o] o
Y6 of-t o] -1|@|-1] of-1] of 1| 1] o
¥, Al 1] 11l ol 1| o of of o] 1
ol 1
Y16 olo 1| ol ol 1] of of o
vy | Lot o o 1] o] of 1] 1] 1
s o1 ol1] t| 1| t| of t|1] o
ol 1
Y10 ololof 1lol 2] 1] of of o
Y 0ojo]-1] of1] o] 1| 1| 1| o] of o
¥ = ¥ ol 0] o
Y0 1lo]-1] ol-1] of -1 o of o
¥, ol 1o 1l t[ o] 1| [ ol 1
[ = 23—
5 o7 o olz2| 7| of 8| 1] 6] 4
3y o7 [<7 il 6[-12| 9| 8| 6| «3| &

tableau 3.2.7

- variable entrante Vg

- pas de contrainte ajoutée car 6 =0

- variable sortante Y(,‘

Le calcul donne le tableau suivant :

Vf =19
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Yor | Y3 | Ya 1 Y11 | Y6 | Yo | Yiz | Yz | Y15 [ Y18 Y10 | ¥
A of| 1] 1 o 1| o of o -1| of -1 0
Yg o|-1] 0of -1 1]-1 ol -1 of 1| 1 0 |
¥ 1] 2] 1 21 1] 1 1| 1] o -1} -1 1 {
{
Y16 0] 1] 1 1] 1] 1 1| 1| of <1 1 1
Y17 -1 [+ 1 1| 1]t il 1] o] o] o 1
¥g 1|-1]l-1|-1|-1]l0]| -1 0] 0| 0] O 0
¥10 ool o 1101 1| 0| 0| 0| O 1
Y14 ol-1|l-1]-1]|<2|-1r| -1} o] 1] 1|1 0
Yoo 1 -1 -1 | -1 |-t |-1|-1f-2f o] 1] 1 0
¥y olof o 0|-11]0 ol o] 1] of.1 1
¢ 0| 7] 9 9| 8| 7 9| 8|11 | 6| 4 RSB T
by 0 |-4|-17 | -5|-6]|-6|~156]-2]|-6]-1]-2
Vf = 19 BIBLIOTHEQUE DES _SOUS-PROGRAMMES ET NOTICES
1
tableau 3.2.8 _ MISE EN CEUVRE SUR QUELQUES EXEMPLES

Tous les Aj sont négatifs ou nuls, On arrive donc & 1'optimum
pour la valeur 19 de la fonction objectif. Le circuit hamiltonien corres-

pondant est :
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Pour la programrnation, nous nous limiterons au cas ol la matrice
des distances est symétrique, L'organigramme général de l'algorithme

est le suivant :

On définit un tableau & partir du systéme de contraintes

@ bilatérales 2 x,, + Z Ky =W2

i>j=k Y j<i=x Y

L

On ordonne les colonnes de ce tableau suivant les

@ indices de vy et puis de ¥, soit A'Y et A’? les matrices

I

@ On applique la méthode de pivot sur la matrice

assgociées

[a, AV ] et on obtient la solution de départ
Y

<

Calcul de Aj

®

oui

©

Tous les Aj <0

On prend un Aj >0 autre que

@ celui déja choisi - d'oh va-

riable entrante - Calcul de 6
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+
¥
° 0 entier non ) - |
positif = :
' On prend un A, > 0, Variable entrante,
J
| Calcul de 6
|
Définir les contraintes W
de sous-cycle pour les val
@ ycle p es valeurs 0 entier noq £
entieres < 0 et les ajouter dans A_ positif
Y
I . |
v
Ajouter dans A~, la con- Définir les contraintes de sous-cycles
Y
trainte xij <1, sila variable en- 3 partir des valeurs entitres < @ et, les
trante est la variable principale ajouter dans A_, si ces contraintes existent

. i

@ \Vanable sortante i Ajouter les contraintes xij =1 s9ila

@ "~ ous les 4.2 0
J
sont déja envi-

Définir de nouveau la matrice
© N
Y

variable entrante est variable principale

non

A

Déterminer la variable sortante, en

| donnant priorité au pivot égala 1

5

Définir de nouveau A_
v

Passage au cas des
"'réels'', le pivot n'
étant pas €gala 1,

St
Calcul des Aj

| I

tous les
A.<0
J " g

e

oui

non
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LISTE DES VARIABLES ET LEUR SIGNIFICATION

4.1.1 COMMON blanc |

N = nombre des sommets du graphe, ou nombre total de ‘

villes parcourues par le voyageur de commerce,

NH = nombre de variables hors-base,
N (N-1
M = ——(2——-) = nombre total de variables principales.
LOC = nombre de lignes occupées de la matrice C, avant d'ajou-

ter cette nouvelle contrainte,

EPS = 107, |
|

Ml = NH + 1

NIB = nombre des éléments du tableau IB (juste avant d'ajouter '

‘cette contrainte),

o}
IERR =
1

1 si pas de sous~cycle d'ot erreur dans la program-
NONCY = mation

si pas d'erreur

si erreur, une arete du cycle ne figure pas dans le

tableau IA et IB, c'est une erreur du tableau IA ou IB

0 il y a un cycle

.2  COMMON /RESULT/

F= valeur prise par la fonction objectif,

E = variable entrante,
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KA = rang de la variable entrante dans le tableau IA, tableau

des indices des variables hors base.
IS8 = variable sortante,

KB = rang de la variable sortante dans le tableau IB, tableau

des indices des variables de base,

-1 si tous les Aj sont négatifs ou nuls
IDELTA = £ 0 si &.2 0 mais on le pose égala -22 222
1 s'il existe Aj positif ou nul,
NS = nombre de sommets distincts contenus dans le tableau I
1 si on a un n-cycle
NCYCLE =
0 sinon

si débordement de la matrice C

1
IDEBOR =
0 sinon

0 si solution non entidre
IENTIE =
1 si solution entiere
1 si non borné pour la fonction objectif c'est-a-dire
NOBORN = il y a variable entrante et pas de variable sortante
0 sinon
0 si pas de débordement du tableau de travail E
ITRAV =
\,1 51000
VPIVOT = valeur du pivot aprés avoir choisi la variable sortante.
ITER = nombre des itérations jusqu'a cette étape.
NIC = nombre des éléments du tableau IC

NN < NIC £ M.




]
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NSCY = nombre de sous-cycles d'ordre p avec 3<p<N -1, 4.1.8 COMMON /PIVOT/

0 si solution est positive Y = 1 si valeur de pivot vaut 1
NEGA = | h .

1 si solution est négative (erreur de programmation) : 0 sinon

413 COMMON /eTI/ | 419  DIMENSION
ID (M) : tableaud di i t t toutes les dist N  si N est impair
: eau 2 une dimension, contenant toutes les distances A (NN, NHZ) avec NN = ‘ .
N+l si N est pair

entre 2 villes quelconques, La quantité entre parentheses |

Eeprarene ks telllach sEite Srmension. | A = matrice correspondante aux variables hors base, sa

derniere colonne contient les valeurs des variables de
4.1.4  COMMON /II®/ JP (N+1)

---------------------- base,
JP: tableau défini dans le programme principal pour initiali- B (NN, NN)
ser le n-cycle de départ, g , ;
B: matrice carrée correspondante aux variables de base.
4.1.5 COMMON /DELTA/ C (N1, NH2) avec NH2 = Ml = NH +1
C: matrice rectangulaire 2 Nl lignes et ayant le m&me nombre

U tableaud une dimension contenant les valeurs de Aj‘ de colonnes que celui de la matrice A, Elle serta conte-

nir les contraintes ajoutées & chaque itération. C'est
4,1.6 COMMON /Cycle/ I (N+1)

------------------------ | une matrice surdimensionnée, Sa dernidre colonne con-

| tient aussi les valeurs des variables de base,

10 : tableau & une dimension, contenant un n-cycle ou un |
sous-cycle de chaque itération, 1A (NH)
1A : matrice ligne contenant les indices des variables hors
417 COMMON_ /TRAV/ bage,
V(M +3)ouV (NH2 + NN) ¢ tableau a une dimension, qui sert 1B (NN + Ni)
e, FRESSD B5 Rtz IB : matrice colonne contenant les indices des variables de

base,
E (NN + N1} : tableau 2 une dimension qui sert le tableau de ==

travail,
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BA (NN)

BA matrice colonne qui contient les valeurs de la dernidre
colonne de la matrice A,

CA (N1)

CA: matrice colonne qui contient les valeurs de la dernigre
colonne de la matrice C.

AR x matrice de m&me dimension que A,

-CR: matrice de méme dimension que C,

BAR : matrice de m&me dimension que BA.

CAR : matrice de m&me dimension que CA.

Comme les matrices A, C, BA, CA sont déclarées en INTEGER,
les matrices AR, CR, BAR, CAR servent & contenir les éléments des
matrices A, C, BA, CA lorsqu'on fait le passage du cas des entiers au

cas des réels.

1G (M)

IC: matrice ligne contenant les indices des variables princi-

pales auxquelles sont déja associées les contraintes du

<
type xij <1,

1S (2N)

1S mairice ligne qui contient 2 fois chaque sommet du
cycle,

4.1.10 EQUIVALENCE
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BA (1) &=> A (1, NH2)
CA (1) &> C (1, NH2)

A & AR

C & CR
AR (1, NH2) &= BAR(l)
CR (1, NH2) &= BAR(1)

4,111 Lecture des données.

Seules les données des distances entre les différents sommets

sont lues, Les équations ou inéquations de contraintes sont construites

par des sous-programmes,

Si les distances ne sont pas des entiers, il faut déclarer

REAL ID pour le tableau situé dans le COMMON JETIL/.

4.1.12 Autres variables,

KS = nombre d'éléments du tableau IS
NN = nombre de lignes de la matrice A
NN = {N si N est impair
N +1 siN estpair
Ml = NH + 1
Nl = nombre de lignes de la matrice C. Ge nombre est défini

dans le programme principal, On prend par exemple

N1 = 4N,

NH2 = Ml
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4,2 SOUS-PROGRAMME DEFMAT

Ce sous-programme construit les équations correspondantes aux

contraintes d'égalités x .+

3 x.. = 2, liées aux différents
isj=k 3 J

j<i=K
sommets du graphe, et de plus sépare les colonnes des variables hors base
des colonnes des variables de base, On obtient ainsi, deux matrices A et B
respectivement associées aux variables hors base et aux variables de base,
Les indices de ces variables se trouvent dans le tableau IA pour les varia-

bles hors base, et dans le tableau IB pour les variableé de base

1A iB

Analyse :
On convertit une variable 3 double indice x (I, J) en une variable

3 un seul indice y (K) en utilisant la relation :
1-1)(1-2

K= 2 )

3 . =
(I)E + xij=2@)"1+"3“'5‘2
Y2 |Y3 i>j=K j<i=K o % g By 2B
Yo |5 ya%ﬂ Yot ¥, by,
47757 g
Figure 1

Comme les éléments des matrices A et B sont des entiers 0 oul,

alors pour définir une ligne de la matrice [ A, B ], on utilise une matrice-
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ligne de travail D & M éléments, On intialise D 2 zéro. On prend une équa-
tion de (1), par exemple Y rygty, = 2 et on doane 1 aux éléments D (1},
D (2}, D (4), c'est-a-dire on fait :

D()=1
D(2)=1
D(4)=1

st apres, on recopie cette ligne D dans une ligne de la matrice [4, B].

La dernitre colonne de A contient les valeurs du 2&¢me membre

du systéme (I),

Remarquons, qu'au départ la matrice & ainsi que IA correspondent

aux variables vy Vor oon , et les matrices B et IB'correspondent aux

" YN

YN+ 2 M
traintes (I) sont toutes définies qu'on échange les colonnes de A et de B,

variables YNH + 1, Ce n'est que lorsque toutes ces con-
ainsi que les indices dans IA et IB pour que dans B il n'y a que les colonnes

des variables de base et dans A, les colonnes des variables hors base.

Comme nous avons fixé une fois pour toutes que le n~cycle d'ini-
tialisation est toujours le n-cycle (1, 2, 3,..., n, 1), les variables de
base sont celles situées sur la parallele a la diagonale principale et la
variable située dans la case (N, 1), Pour la figure 1l ce sont : MSUR LTRSS et
Yy Pour définir A et B nous utilisons un tableau a un~ dimension de traveil
D3 M éléments, initialisé & zéro, et on donne la valeur +1 aux éléments
de D qui correspondent aux variables de base, ici D (1} = D (3) =D (6) =
L (4) = 1. Ce cui permet ainsi de repérer les colonnes correspondantes
aux variables de base et aux variables hors-base, On fait des échanges de

telle sorts qu'a la fin les éléments de D égauxa 1 se trouvent uniquement du

coté de la matrice B,

G soue -programme DEFMAT est aussi prévu pour initialiser un

n-cycle autrc que le nwcyele (1, 2, 3,..., n, 1), Il suffit pour cela de
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définir ce n-cycle dans le tableau J@ du programme principal.

4.3 SOUS-PROGRAMME INITMA

Ce sous-programme est utilisé uniquement dans le cas ol n est

pair : il remplace DEFMAT,

Dans le cas ol n est pair, on ajoute une contrainte supplémentaire

<1 =1,
1) 4 =W Ty o

Comme on a une équation en plus alors, il faut une variable de base
en plus aussi, et on prend pour cette nouvelle variable de base; la variable
Yy D'od on place Yy dans la base et Y aael dans l'ensemble des variables
hors base,

Ce sous-programme construit cette contrainte (1) et la place dans
la dernitre ligne de B et de A ; ensuite, il permute deux colonnes de A et
de B de telle sorte que Yy devienne variable de base et Yatel variable hors

base. Il prévoit aussi le cas général du sous-paragraphe 1,7, a (22me),

4.4 SQUS-PROGRAMME PIVOT

Dans le cas o n est pair PIVOT échange la lére ligne et la

dernitre ligne de [ B, A],
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PIVOT cherche & diagonaliser la matrice B, en prenant & chaque
fois pour pivot 1'élément maximurm de la ligne en cours, Lorsque la dia-
gonalisation esi terminde PIVOT ajoute dans les premizres lignes de C,

les contraintes xij =1 associées aux variables principales de la base,

4.5 SOUS-PROGRAMME COMBIN

COMBIN (U, JE, B, NN, A, NH2)
DIMENSION U (1), B (NN, NN), A (NN, NH2)

La matrice ligne U éiant donnée, etle JEeme élément de U est un

pivot.

COMBIN rend égal & 1 1'élément U (JE) et aprés COMBIN rend
égal & zéro tous les éléments de la JEdme colonne de la matrice A, les
éléments de la matrice B étant considérés comme des éléments du 2eéme
membre d'un systéme d'équations, c'est-2-dire que l'opération de combi-

naison se fait sur l'ensemble [ A, B ],

4.6 SOUS-PROGRAMME CONBOU (condition de boucle)

On connait la variable entrante : son rang dans le tableau IA est KA,

CONBOU teste si cette variable est une variable d'écart, si la
réponse est oui, il y a sortie du sous-programme ; dans le cas contraire
CONBOU cherche & définir la condition de boucle xij 21 (). Pour cela,

il teste si caoite contrainte (1) est déja considérée pour cette variaile :
si la véporse est oui : sortie du sous-programme.

Dane te cas contraire, on ajoute cette contrainte dans la premiére

ligne libre de C,
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4.7 SOUS-PROGRAMME CDELT (calcul de DELTA)

.
€

g

4.
N ! A
La jeme colonne de la matrice | c ] étant donnée, CDELT

calcule le AJ_ correspondant ¢t met le résultat dans le mot DEL,

4.8 SOUS-PROGRAMME VARENT (variable entrante)

VARENT calcule tous les Aj (j ¢ ¥), met les résultats dans une
matrice ligne U. Ensuite, il cherche un maximum de A,. Si ce maximum
est négatif ou nul, il y 2 sortie du sous-programme. Dins le cas contraire
il indique la variable entrante et place la condition de boucle associée 2

cette variable entrante, dans la premigre ligne libre de C

459 SOUS-PROGRAMME CHOIX

CHOIX cherche & choisir parmi les A > 0 contenus dans la matrice
ligne U, celui qui donne le pivot égal & 1. {On suppose que tous les 4 _ne
j

sont pas négatifs ou nuls).

Il prend un plus grand &, positif. Soit A‘l'
J J

Il cherche la variable entrante correspondante,
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11 ajoute les contraintes de boucle et de sous-cycle,

11 cherche la variable sortante et il teste si le pivot vaut 1.

Si 1a réponse est oui, on permute les indices des variables entran-

te et sortante,

.22 222 dans le tableau U
0.

Dans le cas contraire, on fait Ajl égal &

et, on recommence {ant qu'il y a encore d'autre 4. =
q Yy - j

Apres avoir examiné tous les Ajz 0, si on ne trouve pas de pivot
(soit A, )
J

égal 3 1, on prend la premitre valeur Aj positive rencontrée
On ajoute les contraintes de boucle

pour déterminer 12 variable entrante,
et de sous-cycle, On détermine la variable sortante et on échange les indi-

ces des variables entrante et sortante.

410 SOUS-PROGRAMME VARSUI (variable suivante).

C'est un sous-programme utilisé par CHOIX, Dans le cas ou le
pivot n'est pas égald l, VARSUI donne 3 CHOIX une candidate suivante
pour la variable entrante, en méme temps, il ajoute la condition de boucle

associée & cette candidate.

Dans le cas, o il a épuisé toutes les candidates, c'est-a-dire

exarainer tous les A, = 0, VARSUI le signale & CHOIY. en donnant la-valeur

zéro i 1'identificateur IDELTA,

4. 11 SOUS-PROGRAMME CONVER

Ce sous-programme convertit une variable 3 un seul indice Y (L),

en une variable & double indice correspondant X (%, J).
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[

Le principe consiste & retrancher de L les valeurs 1, 2, 3,

Ki, ... tant que L est supérieur 2 K1, c'est-a-dire :
1=2
Kl =0

Tant que L > KI on fait

Kl=Kl+1 , L=L-Kl |, =1+1
La valeur de J est la valeur de L lorsque L est inférieur ou égal

a K.

4,12  SOUS-PROGRAMME CYCLE

Ce sous-programme cherche & déterminer un n-cycle, ou un sous-

cycle dans le cas ol la solution est entidre,

Quand une solution est entidre, les valeurs des variables princi-
pales de la base sont 0 oul, Et ces valeurs définissent nécessairement
soit un n~-cycle, soit plusieurs sous-cycles, d'apres la condition

ST ox.+2 x.=2  (K=12... n).

j<i=k Y 43G=x Y
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Comme & une valeur +1 de la variable principale, il correspond
un couple de sommets, on construit un tableau 2 une dimension IS qui
contient tous les couples de sommets correspondants aux valeurs non

nulles des variables principales de la base, Par exemple, si

=1
*3

X = 1
x34=1

alors, on place dans le tableau IS les sommets

tableau IS

Pour ce sous-programme CYCLE, on suppose donné ce tableau IS,
ainsi que le nombre KS de ses éléments. CYCLE donne & partir de ce

tableau IS, un tableau If qui contiendra un cycle construita partir de IS.

Par exemple, soit un tableau IS suivant :

18 : Yl 204y 5|6 4fl6]s zl zﬂ X léJ
1 9 10 1

2 3 4 5 6 7 8 12

(figure 1)

alors, le sous-programme CYCLE donne le sous-cycle (1, 2, 3, 1).

Pour trouver ce cycle, il suffit de barrer les éléments qu'on a

déja pris dans le tableau IS.

Par exemple (figure 1) en parcourant le tableau IS de gauche &
droite, on doit trouver d'abord le couple de sommets (1, 2). Alors, on
place ces sommets @ et @ dans le tableau Iy, Comme le deuxizme

élément de ce couple est le sommet @ alors, on parcourt dans le tableau
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IS pour trouver un autre sommet @ . On le trouve en colonne 10,

1S (10) = 2. Comme 10 est un nombre pair, le sommet adjacent & @

est le sommet @ de la colonne 9 et, non pas le sommet @ de la colonne
11, Alors, on barre @ de la colonne 9 et a partir de @ on cherche le

sommet adjacent a @ et ainsi de suite,

On s'arrete quand le dernier sommet trouvé est confondu avec le

premier sommet IS (1),

Le sous-programme CYCLE donne 2 la fin le nombre NS de som-
mets distincts du cycle trouvé, Il signale l'erreur dans le cas ob & partir

du tableau IS on ne peut pas trouver un cycle, par la valeur de NONCY = 1.

4.13 SOUS-PROGRAMME CONTRA (contrainte)

Dans le cas ol le sous-cycle n'est pas une boucle, CONTRA définit
2 partir du tableau Ip 1'équation de ce sous-cycle et la place dans la

premigre ligne libre de C, en meme temps NIB et LOC sont incrémentés

de 1,
1% L1431 j

figure 1

Pour trouver l'équation de contrainte, on prend i chaque fois

deux éléments consécutifs du tableau I

(fig, 1) = 1D ({)=1 car on doit avolr 1> J

4,1
I (2) =4 ) c'est-a-~dire, on prend
I=4
J=1

A cette variable X, on associe la variable & un seul indice y (K},

donnée par la formule :
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K=L(, J)=@-1)T-2)/2+7J

=3X2/2+1=4,

Ayant y (K), on cherche le rang de cet indice K dans le tableau IB
ou lA ;
si K¢ IB on applique le résultat du paragraphe 1.4
si K¢ IA soit par exemple IA (K1) = K
et si Il est la ligne de C dans laquelle sera
placée cette contrainte, alors il suffit d'ajouter

+1a 1'élément C (11, K1),

4,14 SOUS-PROGRAMME REDXFM

REDEFM modifie la matrice G : il ajoute une ligne supplémentaire

4 la matrice C, s'il ya une contrainte de sous-cycle,

Au départ REDEFM définit les éléments d\vx tableau IS utilisés dans
le sous-programme CYCLE, Pour cela, il calcule 0. Si @ est nul ou non
entier alors fin, Sinon, pour chaque valeur de @, il cherche les nouvelles
valeurs des variables de base et les place dans un tableau V (formule
1.3.4 du paragraphe 1.3), sans oublier la valeur § de la variable entrante,
A partir des valeurs +1 des variables principales de la base et de la varia-
ble entrante, on construit le tdbleau IS des couples de sommets correspon-
dants. Apres, on utilise les sous-programmes CYCLE et CONTRA pour

définir 1'équation de cette nouvelle contrainte,

REDEFM signale aussi l'erreur dans le cas ou la solution est

négative,
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4.15 SOUS-PROGRAMME MATSUI (matrice suivante)

Ayant donné le rang de la variable entrante KA et le rang de la
variable sortante KB, MATSUI rend égal & zéro tous les éléments de la
colonne KA des matrices A et C, aprés avoir sauvegardé les éléments de
cette colonne dans le tableau auxiliaire E, Aprés cela MATSUI modifie les
éléments de la colonne KA de la matrice A et G, de mé&me que les éléments

de la ligne sortante de A ou bien de C,

Apres avoir appelé MATSUI, on obtient les matrices A et G qui

seront utilisées & 1'étape suivante.

4.16 SOUS-PROGRAMME FONGOB (fonction objectif)

g s ot

FONCOB calcule la fonction objectif a partir des valeurs des varia-
bles de base et des distances entre les différents sommets, Le résultat

de ce calcul est mis dans le mot F,

4.17  SOUS-PROGRAMME HASARD

C'est un sous-programme de bibliothtque : il créé un nombre au
hasard Z 4 chaque fois qu'on introduit un nombre impair [A, avec

0gZ<l,
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4.18 SOUS-PROGRAMME ECRITI!, ECRIT?2

Ce sont des sous-programmes d'écriture, ECRIT! imprime les

résultats suivants :

¢

valeur de la fonction objectif

variable entrante

équation de contrainte

« variable sortante

valeur de pivot,

ECRIT2 imprime la liste des sommets du n-cycle,

4.19 LES SOUS-PROGRAMMES UTILISES DANS L.E CAS OU L'ON
TRAVAILLE EN NOMBRES REELS,

On a vu que lorsque le pivot n'est pas égal & 1, on doit travailler
sur les nombres réels, Dans ce cas le programme principal se charge
de transférer les éléments des matrices A et C, pour les mettre respec~-
tivement dans les matrices AR et CR. Comme le Idéroulement de l'algori-
thme est le méme que celui du cas des entiers, les différents sous-program-
mes utilisés sont les mames, si ce n'est que les variables sont des réels.
Donc on peut reprendre tous les sous-programmes précédemment décrits,
et pour les utiliser dans le cas des réels, il suffit de changer leurs noms
et de supprimer l'ordre INTEGER, Pour chenger le nom d'un sous-pro-
grarnrne, rOUS remplagons sa derniere levire par la leiwce K, par execuple
le ious-pr-zramme REDEFM dans le cas des "entiers" est remplacé par
REDEFR, ¢ras le cas des "réels', et en méme temps, nous enlevons

l'ordre IN" ¥GER A, C, V, E,
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Comme certains sous-programmes appellent d'autres sous-program-
mes, alors dans les instructions CALL , .. .. de ces gous-programmes,

on doit changer le nom du sous-programme appelé,

4.20 LE PROGRAMME PRINCIPAL

Le programme principal sert3 définir ou 2 initialiser les para-
metres utilisés dans les sous-programmes ou les COMMONS, Il imprime
les données (distances des différentes villes). Il utilise les différents sous-
programmes pour chercher les différents n-cycles, en pédrticulier un n-

cycle optimal,

Dans le cas de passage du cas des entiers au cas des réels, il
recopie les €léments de A et de C respectivement dans AR et GR et, apres

il appelle les différents sous-programmes du cas des réels.

Au cas ol le n-cycle d'initialisation n'a pas été défini dans le

tableau J@, il prend par défaut le n-cycle (1, 2, 3,..., n, 1).

4.21 ORGANIGRAMME DU PROGRAMME PRINCIPAL

- 112 -

Définir les

parametres
& On appelle HASARD si on veut
Avoeler =y définir les distances entre les dif-
PP
HASARD férentes villes par les nombres au
hasard. Dans le cas ol ces distances
J, sont lues a partir des cartes de don-
ITER = 0 nées, il faut remplacer cette séquen-
ITERA = 0 ce par READ , ..
non
N pair -
oui
appeler appeler
INITMA DEFMAT
)
w




apeler
PIVOT

appeler
FONCOB

-écrire F
les données
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Débordement de la matrice
de travail C. Arrat

ITER + 1

appl
FONCOB

&

écrire F
si sa valeur
est modifiée

appel
ECRIT2

d
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D
transfert

A dans AR
C dans CR

s

ITER =
ITER + 1

—
appel
MATSUR

appel
FONCOR

écrire F si
sa valeur est
modifiée

appel
ECRIR2

in. Ecrire
solution op-
timale

Débordement
de C. Arret .

ITER = ITER +1
ITERPA = ITERA + 1]
appel ITERA = nombre des
FONCOR | itérations dans le cas
L5

: des réels.
écrire F 8i F

est modifiée

[appet ECRIR2

oui

am‘a&_,_“

non
g’ﬁ:RAS 3N oo\
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4.22 EXEMPLE D'UTILISATION DE PROGRAMME PRINCIPAL ET

SOUS-PROGRAMMES,

Prenons N =12,

Dans le programme principal, on définit :

1.7) les dimensions des tableaux A, B, C, IA, IB, BA, CA, AR, CR,
BAR, CAR, par les relations du sous-paragraphe 4.1.9.

Puisque N est pair alors :
N (N-1 12 x 11
A (13, NH2) avec M=-——(E———)— = —-?—-— =165

NH=M-N= 66 -12 =54
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Remarquons, que cette valeur Nl représente le nombre des lignes
" de la matrice C, ou de la matrice CR. 1l faut donc fixer cette valeur Nl

avant de définir les dimensions des tableaux ci-dessus.

i i TR

4,23 'QUEILQUES RESULTATS DONNES PAR L'ORDINATEUR
. En faisant les egsais sur l'ordinateur IRIS 80, nous avons obtenu

les résultats suivants :

o s e e e P

de | longueur d -
Nbre d' | temps de longueur de | longueur de | valeur opti

N LEenin caleul n-cycle de n-cycle obl-- male‘de la
départ tenu par.l fonction
algorithme objectif

10 1 6 sc 617 172 172

NH2 = NH+1=54+1=55,

2 299 474 474
D'ol 20 2 9N, 4580 frmm e e e e o
DIMENSION A(13,55), B (13, 13), IA (54). 2 323 461 460, 50
25 1 13 mn 2 694 531 528, 50

Si on prend Nl = 4N alors NI = 4 X 12 = 48
d'ou

C (48, 55), IB (61), BA (13), CA (48) et

AR (13, 55), CR (48, 55), BAR (13), CAR (48).

2°) Les équivalences :

(BA (1), A (1, 55)), (CA (1), C (1, 55))
(BAR (1), AR (1,55)), (CAR (1), CR (1, 55)).

N =12
NN =13
NI = 4N

Le tableau suivant donne les résultats obtenus en faisant les essais

sur l'ordinateur MITRA 15,

Nous faisons 10 essais. La matrice des distances 2 chaque essai
est obtenue & partir d'un sous-programme HASARD qui génire les nombres

au hasard,

Nous avons pris N =12,
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IAA pa- Valeur de Solution Aprés un Aprés un 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 ] 12
ramétre N d! départ de donnée nombre Solution | nombre d' .
du ssp essai la fonction par 1'al-{ d'itéra- optimale| itéra- 100
HASARD objectif gorithme tions tions
§ Observat. 2 {181
23 ler 5155 1441 47 1441 47 3| 84|87
25 28 5690 1464 31 1440,33 36 4 la63 | 944 | 496
Le programme s'arréte 5 lago | 417 | 182 | 337
27 3& 6227 2218 53 car débordement de
matrice C. =y
6 |379 §239| 23983 |692
29 4e 4763 1971 35 1971 35 .
7 303 | 590 | 809 | 544 |9sa | 8 W
31 58 7297 2613 54 2562 58 pra—|
8 1189 | 60 | 657 | 403 | 499 | 365 [698
74 1a so- L/
Tution
. 9 900 | 114 | 584 | 481 [ 623 |408 |843 [381 %
33 62 7832 2934 74 2934 | optimale 75
du cas des
réels est 10 {697 | 757 | 265 | 773 | 249 | 536 (977 | 32 |402 ¥
entiére
11 |120 | 102 | 533 | 281 | 883 | 767 |652 | 12 | 201 | 95 /|
35 78 4369 2067 33 2067 33 1 )
12 763 [719| 448 | 213 [ 241 | 529 | 0 |245 | 461 | 564 232%
37 88 5904 1070 42 1051 44 =
3 & 7499 o £ e & IAA représente la valeur initialisée pour gérer les nombres au
41 108 6976 2588 38 2140,50 70 Bt
N représente le nombre des villes,
Dans les exemples suivants, les lignes "ID:" représentent les F  représente la valeur de la fonction objectif & la phase d'initia-

€léments de la matrice triangulaire des distarices, écrits ligne par ligne. lisation, valeur dun-cycle (1, 2, 2,..., n, 1).

Nans Vlaxemnle cicaprds {TAA = 23 N =12} 1a matrice des distances

e PROCG.NBRE = Programme en nombre
associée est :

N° ITER = Numéro d'itération,

FCT.OBJ. = Fonction objectif.
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Dans la suite d'essais schématisés dans les tableaux précédents,

nous avons obtenu les cas suivants :

1°) Solution optimale obtenue sans utiliser le passage en 'réels".

2°) Solution optimale obtenue apris usage du programme en "réels'

3°) Solution sous-optimale : la solution optimale obtenue aprés

passage en ''réels' ne correspond pas & un n-cycle,

4°) Solution intermédiaire : quand la matrice des contraintes se

déborde, nous avons prévu l'arrét du programme,

D'apres la représentation graphique, nous constatons que la valeur
de la fonction objectif décroit assez vite dés le départ et, de moins en

moins vite quand elle s'approche de l'optimum.

Les listings de la bibliotheque des sous-programmes et du pro-
gramme principal peuvent etre obtenus sur demande adressée 2 :
1'Université de NANCY I
U.E.R, Sciences Mathématiques

Monsieur le Professeur LEGRAS !
Case Officielle 140

54037 NANCY CEDEX,




CONCLUSION

Pour éviter L'encombrement de la mémoirve de l'ordinateur, rencon—
tré dans la méthode de LITTLE, nous avons essoyé de limiter le nombre de
contraintes de sous-cycles utilisées dans le programme. Pour cela nous
avons introduit un critére qui permet de savotr 4 quel moment il faut expli-

citer telle contrainte.

Le chotx de pivot égal & un permet d'avoir une golution intermé-
diaire entiére 4 chaque itération. St on est obligé d'arréter le programme
avant d'arriver 4 l'optimum, on aura au moins une golution sous-omptimale
qui est la dermiére solution entiére donmnée par 1'algorithme.

A chaque itération, notre algorithme conduit & une valeur de la
fonction objectif inférieure ou égale & la valeur de l'itération précédente.
Nous obtenons toujours au moins une solution sous-optimale. L'algorithme
permet, dans certains cas, de démontrer, de plus que l'on a obtenu une
solution optimale. Dans le cas contraire, on obtient une minorante de L'
optimum de la fonction objectif (sauf dans le cas o2 le traitement dotit
&tre interrompu en cours de calcul) : cette minorante est alors obtenue

comme minimum du probléme lindaive en solution nom entiére.

Il faut noter que notre probléme est un probléme de programmation
linéaire en variables booléennes pour lequel on n'a pas, en général, de
critéres simples caractérisant l'optimum. La solution obtenue en nombre
péelle” domme ume borme inférieure 4 toute solution du méme probléme

tratté en variables entidres.

Le nombre d'itérations, donc le temps de caleul, pour arriver
d Lo eviubici sous opitinale dipend de la o
au départ, et aussi de la matrice des distances. Dans les résultats précé-
dents, nous avong fixé une fois pour toutes pour n-cycle de départ, le

n-cycle (1, 2, 3, vvuy, n, 1),
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51 a l'itération p, on arréte le programme pour wne raison
quelconque (temps de caleul trop long, ou débordement de la matrice C),
on a intérét d prendre la derniére solution entidre comme solution de
départ lorsqu'on relance de nowveau le programme.
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