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TABLE DES NOTATIONS UTILISEES

T : la tumeur (le volume cible)

ap : le nombre de points définis & l'intérieur et sur le contour de la tumeuw)

par le quadrillage effectué

AS : le nombre d'organes & protéger (organes sensibles)

oO. : le kigme organe & protéger

"o, : le nombre de points définis & l'intérieur et sur le contour de l'organe

o,. par le quadrillage effectué

m : le nombre de faisceaux

o; : le facteur de pondération du faisceau j

: a; : la dose unitaire délivrée au point i par le faisceau j

D : la dose totale délivrée en un point par tout l'ensemble des faisceaux

| Do : la dose seuil admissible & chaque point de la tumeur par tout l'ensem-

ble des faisceaux

Po, : la dose seuil admissible 4 chaque point de l'organe sensible o. par

tout l'ensemble des faisceaux

D : la dose seuil admissible 4 chaque point d'entrée de faisceau par tout

l'ensemble des faisceaux

ip : l'ensemble des indices des points de la tumeur

I : l'ensemble des indices des points de l'organe sensible O
° e 6 k
k

I, : l'ensemble des indices des points d'entrée des faisceaux

| Ep : l'ensemble des points de la tumeur

Ey : l'ensemble des points de l'organe sensible oO.
ic 5

| E* : l'ensemble des points de tous les organes sensibles

| r : le domaine irradié
°

Th : le domaine de la tumeur

a
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INTRODUCTION



La radiothérapie consiste a délivrer dans un volume de l'organisme

qui contient une lésion cancéreuse une dose de radiations ionisantes adéquate.

Parmi les différentes modalités, la radiothérapie externe transcutanée

représente le mode d'irradiation de loin le plus utilisé et nous n'envisagerons

dans ce travail que la radiothérapie externe transcutanée par Cobalt,

Liirradiation d'une tumeur située & quelque profondeur dans les tissus

ne peut pas en général étre correctement réalisée avec un seul faisceau, car,

d'une part la dose que celui-ci délivre aux tissus sains situés en avant de la

tumeur est supérieure a celle délivrée & la tumeur, et d'autre part le gradient

de la dose @ l'intérieur de la tumeur peut etre important si l1'épaisseur est

grande,

Liutilisation de plusieurs faisceaux convergents vers la tumeur réduit

la dose que les tissus sains recoivent. Le cas ob les axes des faisceaux sont

coplanaires est le plus fréquent,

Le but d'un plan de traitement radiothérapique est de réaliser l'irra-

diation homogéne de la tumeur en limitant au mieux les tissus en dehors de

celle-ci et la dose qui y est délivrée, compte tenu de la radiosensibilité propre

& chaque tissu ou organe intéressé,

La détermination manuelle des isodoses résultantes est longue et fasti-

dieuse et sans ordinateur, on se limite en général & une ou deux modalités de

traitement,

L'ordinateur permet de calculer de facon précise les doses A l'intérieur

d'un contour formé par l'intersection de plan des axes des faisceaux avec le

corps du patient, et de sommer rapidement les doses obtenues par chaque

faisceau,
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On peut essayer ainsi séquentiellement plusieurs combinaisons possi-

bles de champs et choisir la ''meilleure" d'entre-elles.

Une nouvelle étape consiste & faire réaliser par l'ordinateur certains

choix pour les arrangements des faisceaux et leurs pondérations. C'est le

processus de l'optimisation,

On fournit & l'ordinateur une série de contraintes spécifiant les valeurs

maximales et minimales des doses & différents emplacements & l'intérieur du

contour et celui-ci cherche la meilleure solution,

Les premiers essais sérieux appliquant l'optimisation aux plans de

traitement étaient celles de KLEPPER (13 }, GALLAGHER (8), HOPE et

ORR (12).

Le choix de la fonction 8 optimiser est variable. La plupart des auteurs

=. . 3 Z ‘ :
minimise la dose intégrale aux tissus gains,

KLEPPER (13), BAHR (1 ) et HODES (10) ont appliqué la technique de

programmation linéaire en utilisant comme fonction objectif la dose intégrale.

HOPE et ORR (12) ont calculé différents paramétres "score function"

et utilisé trois crittres pour l'optimisation, uniformité, dose tumorale et

dose intégrale,

BOURGAT et DUTREIX (5 ) ont choisi comme fonction objectif la

dose intégrale aux organes sensibles (minimale),

Le but de notre travail est d'étendre les méthodes précédentes, les

changements introduits portent en particulier sur le choix des points ot nous

a a

exprimons les contraintes, sur l'introduction de différentes fonctions objectifg,
;

entre lesquelles lesutilisateurs pourraient choisir la plus utile. De plus nous

aborderons l'optimisation non linéaire, faisant intervenir des modifications

dans |'emplacement des faisceaux,P

- Hl -

Tous ces développements passent nécessairement par le calcul de la

dose délivrée en un point par un faisceau et il a fallu choisir entre des formules

précises mais lourdes (méthode de Cunningham), ou des formules moins préci-

ses mais plus rapides, comme celles de Bourgat et Dutreix,

Dans ce travail ot le principal intéret porte sur les techniques d'opti-

misation, nous avons préféré utiliser les formules approchées de Bourgat et

Dutreix que nous avons étendues pour tenir compte de la correction d'obli-

quité et de la présence éventuelle de coins,

Il faut noter que les méthodes que nous développons sont valables quelqu

soit la formulation utilisée pour le calcul des doses,

Un programme mettant en oeuvre les techniques d'optimisation dévelop-

pées dans cette thése et utilisant la méthode de calcul de dose due 4 Cunningharn

sera prochainement disponible,

ae ree
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Lal POSITION DU PROBLEME

En radiothérapie externe, le patient est irradié par une source de

rayonnement qui est fixe ou mobile par rapport au malade.

Nous n'envisagerons dans ce travail que le cas le plus fréquent en pra-

tique ot la source est fixe pendant l'irradiation, et nous supposerons que les

axes des différents faisceaux sont concourants en un point qui est pris comme

origine d'un systéme d'axes cartésiens.

Pour calculer la dose émise par un faisceau repéré par l'indice j nous

introduisons un facteur de pondération w,, définit comme suit :

nous définissons d'abord ia "dose unitaire" qui correspond & une

irradiation de 100 rads au point ot l'axe du faisceau rencontre le domaine a

irradier (point d'entrée), Cette dose unitaire correspond alors 4 une irradiatio

4; émise par le faisceau d'indice j, regue au point M.. Le calcul de cette dose

unitaire en M, sera fait ultérieurement.

La dose effectivement délivrée en un point M, sera proportionnelle @ la

dose unitaire (le facteur de proportionnalité étant le nombre wy dit aussi facte

de pondération) ; elle aura donc pour valeur a . 7 En point d'entrée elle

vaudra 100 wis

Pour une source donnée, sy est une fonction de divers paramétres qui

sont la position de la source, les dimensions du champ et la distance du point

& la source.

Dans ce travail, nous commencerons par traiter le cas ol ces para-

mtres sont fixes, de sorte que d,, n'est plus une variable. Dans ce cas les
aj

seules variables que nous chercherons & déterminer sont les facteurs de pond:

rations w.. Cette détermination sera faite pour un grand nombre de positions
j



en général équiparties sur un cercle (exemple : sources de 20 en 20 degrés) -

ce traite i i " oe .ment sera dit traitement "lourd ou pour un nombre faible de post

tions (3 ou 4 positions, fixées & priori) - ce traitement sera dit "léger"

Un deuxiéme cas, plus général, consiste & rechercher une meilleure so-
lution de la fonction choisie en modifiant légerement les positions des sources
ainsi que les coordonnées du point de concours des axes. Cela sera uniquement
appliqué dans le cas du traitement "léger'. Nous admettrons que les faisceaux
restent concourants et que les dimensions des champs ne sont pas modifiées,

L'optimisation n'est plus linéaire et sera résolue par une méthode de quadrati-
sation (I.3 de ce chapitre),

1.2 PROBLEME LINEAIRE

Avant d'étudier les contraintes et les "fonctions objectifs" que nous
avons choisies dans ce travail, nous sommes amenés & préciser les définitions

Suivantes :

Dose totale

On appellera "dose totale" la dose délivrée en un point M. par l'ensem-
i

ble des faisceaux, Sa valeur est donc

m

Dad ass
Points de support de |' optimisation

C'est l'ensemble e. des points M, auxquels nous calculons la dose

(mile nombre de faisceaux) (1)

unitaire délivrée par chaque faisceau, ob

*

E_=Eo UE, UE,

0 EQU Ez

ot E* est l'ensemble des points de tous les organes sensibles ;

E,, est l'ensemble des points de la tumeur et E. est l'ensemble des points

d'intersection des axes des faisceaux avec le contour du sujet (c,).

Variables principales du probl@me

s 
évident

Ce sont les facteurs des pondérations Ws Wy eer we Il est évident

que chacune de ces variables est supérieure ou égale & zéro.

Les contraintes12,1

Les contraintes couramment utilisées, et auxquelles nous nous

limiterons sont des contraintes locales, qui font intervenir la dose totale reque

en un point M,, ces contraintes sont les suivantes :
i

i - la dose totale A chaque point de la tumeur doit etre supérieure ou

égale & une valeur seuil ;

ii - la dose totale A chaque point d'un organe sensible doit etre inférieure

ou égale a une valeur seuil, et de méme pour les autres organes Sen-

sibles, mais cette valeur seuil peut différer d'un organe a l'autre ;

iii - la dose totale & chaque point d'entrée doit etre inférieure ou égale

a une valeur seuil.

Les valeurs seuils imposées & la tumeur, a chaque organe et a chaque

point d'entrée sont des quantités données.

i itai i ar chaque faisceau jEn introduisant les doses unitaires ¢, délivrées p q reea J

en M,, ainsi que les w,, coefficients de pondérations, ies conisdiates pr
ecedente

i? j

s'explicitent en :

i - Tumeur

vi ie], (2)

D, est une valeur minimale.



ii - Organe sensible oO.

m

z z ; . 3

= jj Dy Vi tel, (3)
k k

D est une valeur maximale.

O

iii - Point d'entrée

m

> d..w, <D Vi iel (4)
ij oj e e

j=l

Dest une valeur maximale.
€

Représentation matricielle

Dans la suite de notre exposé, il sera commode d'utiliser des notations

matricielles, Nous introduisons ainsi:

- la matrice des éléments qi i formée de n lignes et m colonnes ow

1 est le nombre de variables

n estle nombre de points du support.

Il est commode de distinguer les lignes correspondant aux inégalités

des relations (2) qui formeront la sous-matrice Ay et les lignes correspondant

aux inégalités des relations (3) et (4) qui formeront la sous-matrice Ay.

- La sous-matrice B, des données (valeurs seuils) de la relation (2) et B
1 2

des relations (3) et (4).

~ La matrice 9 des inconnues.

1.2.2 Fonctions "objectif"! étudiées

Dans les applications réelles, les chercheurs ont été amenés &

utiliser diverses fonctions objectifs, Nous sommes ainsi conduit 4 préciser

l'emploi au choix, de trois fonctions objectifs.,

i - La somme des doses moyennes des organes sensibles.

ii - Le maximum de la dose délivrée en un point de la tumeur.

iii - Le maximum de la dose délivrée en un point des organes sensiblee

Bien entendu, nous n'optimisons que l'un ou l'autre de ces trois objecti

et des essais ultérieurs préciseront les cas d'emploi de chacuns d'eux,

1.2.2.1 Minimisation de la somme des doses moyennes des

Soit a (x, y) la dose unitaire délivrée au point (x, y)

par le faisceau j. La dose intégrale unitaire délivrée & l'organe O par le

faisceau j sera par définition

D. -ff d. (x dx dy.ix “Yh ; See vd shes dy

k

La dose totale, délivrée par l'ensemble des faisceaux sera

=x ow «D.C;
j J Jk

La dose moyenne pour un organe sera

mw, D.
» J Jk
j
——— = a o Bo

5. J oj jk

xot 5) = J dx dy, représente l'aire de la section de cet organe par le plan

de coupe,

La fonction objectif sera la somme des doses moyennes de chaque orga-

ne, c'est-a-dire



est d'introduire une nouvelle variable z, supérieure ou égale en chaque point

a la dose et & minimiser cette variable z.

Il y a donc d'une part, changement de la fonction objectif qui devient

Fea

et d'autre part, introduction de nouvelles contraintes

Ed. @ <z

en chaque point M, de la tumeur,

Ces nouvelles contraintes s'écriront :

= 4, w -z250
i.j j

L'introduction de la variable z et de ap nouvelles contraintes nous

oblige :

i-& ajouter & la matrice des contraintes une colonne relative A la

nouvelle variable z

ii - A ajouter Ry lignes relatives aux nouvelles contraintes.

La matrice A de contraintes sera donc de l'ordre[ (n+). (m+1)].

Tee édlémente de la col

- égaux a zéro pour l'ensemble de points de la tumeur ayant des contrain-

tes de type "supérieur ou égal" ;

- €égaux & -1 pour l'ensemble de points de la tumeur ayant les contraintes

de type “inférieur ou égal" ;

- égaux & zéro pour l'ensemble de points des organes sensibles et

celui de l'entrée.

Les éléments de cette nouvelle colonne sont donc :

a pati = pour i=l, 2,..., 0)

4 m= pour intl, ..., 2m,

4 nfl =0 pour i= antl ore (a, +n).

La matrice de contraintes A et le vecteur colonne de variables auront

les structures suivantes :

Lk 5
[ u lm f

: : © pour l'ensemble EL

a, a.m (9
7 T

a) a
: R pour l'ensemble E.,

4, rl aa ym 7

Son tl rl : 0

; 5g

: : pour (E"UE, |

° |



1.2,2,3 Minimisation du maximum de la dose délivrée en un

Il peut arriver, en cas de tumeur profonde ou lorsque

le nombre de faisceaux est faible qu'il n'y ait pas de selution réalisable, c'est-

a-dire compatible avec les contraintes.

On peut se demander comment modifier les contraintes ou certaines

d'entre elles, par exemple en diminuant la dose seuil & la tumeur ou en aug-

rmentant la dose seuil aux organes sensibles.

Dans notre probléme, nous avons choisi de modifier la limite supérieure

des doses aux organes sensibles ; la limite minimale 4 la tumeur reste sans

changement.

Pour atteindre ce but, nous minimisons le maximum de la dose délivrée

& l'organe sensible considéré.

Comme précédemment nous introduisons une variable auxiliaire Y

supérieure 4 la dose délivrée en chaque point et minimiser Y.

Done la fonction objectif devient

Fey.

Cas de plusieurs organes sensibles (3 organes)

Dans ce cas, nous avons fixé la dose seuil pour le seul organe o, et

cherchons & minimiser Y qui est délivrée aux organes sensibles Oo, et o,

Daw -¥s0 Vi ie (lL, UL )
jel “3 2

tandis que

y__A.s, =D Vi iel..
jai “I 3 3

Le vecteur colonne & ajouter & la matrice de contraintes A an éléments

La matrice A sera donc de l'ordre [un (m+ 1)] et la nouvelle colonne aura

Ps

comme éléments :

: domi OME he Ty

ii - dt 2 vi ie (I, U IK)
1 2

ii - ds ae vi ie ‘0,

iv ds mt) © Wi tel,

Dans le cas d'un seul organe sensible O,, ii et iii sont remplacés par
1

= +] Vi ie Il.
Gy sort , * o,

Le vecteur colonne des variables sera donc le m@me que dans le cas

précédent (critére d'homogénéité),

1.2.3 Méthode générale de résolution
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que

a rash (a)

(5)

Bien entendu, le nombre de variables p seray soit égal a m (critére

de dose moyenne), soit égal& m+l (critére d'homogénéité ou critére de seuil).

Le nombre de contraintes N sera soit égal & n (critére de dose moyenne

ou critére de seuil), soit égala nt ay (critére d'homogénéité).

En désignant par A la matrice de contraintes de dimensions (N X p) et

par AL et A, les deux sous-matrices de A contenant les éléments ai des inéga-

lités (a) et (b) respectivement, nous aurons comme forme matricielle du pro-

bléme linéaire

avec

X20

Introduction des variables d'écart

Pour mettre le probléme (5) sous forme standard, nous remplagons

toutes les contraintes de l'ensemble des points de la tumeur (contraintes de

type 2) par

-l-

P

- =b itl, 2)... 1
> 85%) ap i i= 2... np ety {a')

ot

= 0.
itp

De méme, nous remplagons toutes les contraintes de type < par

P

> a ete Fe LN (b')
Vd ping

ot

x, 20
itp +n,

peg

x, etx, sont des variables d'écart, affectées des coefficients nuls dar
itp itptn

la fonction objectif

Introduction des variables artificielles

Pour construire la matrice i ), nous remplagons le systéme (a’) par
P

74 - + 2b "
’ iy 7 “itp * *ientp Bp")

ot

>

%anep =?

Xuantp Gal, 2... no) sont les variables artificielles. Elles sont ajoutées

uniquement pour les contraintes de type "2" Chacune de ces variables est af-

fectée d'un coefficient unité dans la fonction auxiliaire pris comme objectif

de la premiére phase.

Les vecteurs-unités associés aux ap variables artificielles de systm

a") et aux (N - n_) variables d'écart de systéme (b') précédées du signe posi
T P P

(N)
T matrice uniié de sur de contraintes

tif constituent que le sy

probléme initial est donc finalement remplacé par le suivant

AX xB (6)

of



- Me

x B,

4 /X= . et B=

x

Bo
xX
e

- X_ sont les p variables principales du probleme (5)
T

-X et X sont deux sous-matrices de variable d'écart dont les coefficients
e e

sont respectivement de signes négatif et positif
c

- x° représentent une sous-matrice des variables artificielles.

x,X,xX* et B20Notons que X,, eo te’ e 2

i % ye.
La matrice A” s‘écrit:

~ NAt. (Z, 7 ) ;

“

ou

~ ‘

“ O'

\

{ -) 1

1

t

i -l ne

' 4
- ' Ss

A= A | ey N

a
'

‘

©i

‘

i

/
he A

YT ON

P ae

% .

Donec A est de dimension [:N, (p + an +N) ].

Le systéme d'équations (6) sera supposé non redondant et possédant

plus d'une solution c'est-a-dire
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Ne< (pn, +N)

cy
et r(A )=N,

Donc la base L du systéme (6) est la base de l'ensemble de N vecteurs,

d, linéairement indépendants, et les variables de base sont les variables asso-
J
rye 

: Lciées aux colonnes de la base L, elles constituent un sous-vecteur X

base L,

de la

Les autres variables (p t+ n,,) sont les variables hors base et constituent
H L

le sous-vecteur X complémentaire de X dans X,

Donc, notre probleme de programmation linéaire s'écrit alors :

ny. .

inimi F=C.X +minimiser Cc r 2. x

avec

A* xX =B

X20.

La solution du probléme (7) se fait en deux phases distinctes, La

premiére phase permet de chercher s'il existe des programmes de base, dans

laffirmative d'en calculer un, La deuxitme phase conduit, & partir du pro-

gramme déterminé par la phase 14 l'obtention d'un programme optimal.

1.3 TECHNIQUE D'AMELIORATION PAR QUADRATISATION

1.3.1

il s'agit de minimiser :
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; j

F=ec.xX

AX2 B ot A = (d,.).

< 4

Dans ce probléme les 4. dépendent des nouvelles variables x , y
o “o

repérant le centre de la tumeur ainsi que des angles 8 95. see On repérant

chaque faisceau. i

Nous avons donc deux groupes d'inconnues :

i - les coefficients de pondérations ©, qui interviennent linéairement ;
J

ii - les nouvelles variablesx ,y , 8, 95, ... 9
eo “‘o 1 2

La méthode que nous nous proposons, consiste & rechercher la distribu-

tion optimum pour un ensemble de valeurs xo Vg 8, 9 i On fixé, opti-7’ 2’ we

mum obtenu par optimisation linéaire sur les ¥,. Cet optimum 0 dépend de
j ;

' , 9, re)ah Vet S 9 m

Nous pouvons dire que Q est une fonction de plusieurs variables, Elle

est difficile A expliciter mathématiquement mais elle est en général une fonc-

tion non linéaire par rapport & ces variables supposées indépendantes.

Nous nous proposerons au paragraphe suivant de développer une métho-

de de quadratisation qui permet de résoudre ce probléme, en modifiant cer-

taines des variables pour améliorer (diminuer) l'optimum 9 (x) Y 9, 95.

T 0

4 nae r r
Ces méthodes sont des méthodes itératives : en X comme

nous approchons f (X) par un polyndme p (X) du second degré en Kye Xr e

+1
Nous cherchons alors x" qui maximise p (X). Les méthodes différent par le

choix de p (X).

~15-

1.3.2.1 Approximation par développement limité

Développons f (X) au voisinage de x” par son dévelop-

ement limité aux termes d'ordre 2 inclusivement :Pp

3
(xx) 42 'oexT) AL (k-x")¢0K-xTP 88)N le

B est le gradient de f calculé en x*

ot
2

A estile hessien, matrice carrée nx n de terme général SA- .
x.

et prenons comme polynime approchant : x

r t r lt r r

p(X)=f(X )+B(X-X)+F (K-X)A(X-X) (9)2

le maximum de p (X) aura pour coordonnées la solution de

A(X-X)+B=0 (10)

systéme linéaire de n équations & n inconnues, Cette solution xt correspon-

dra & un maximum si A est définie négative.

eV. gla : r r+
Les itérations successives, X , X , ...se feront donc 4 chaque

étape par résolution du systeme

r

A(X-X)+B=0 (11)

ou A et B dépendent de x".

Remarques : i) Sif (X) est un polynome du second degré, p (X) et f (X) sont

1
identiques et X° gera le tableau des coordonnées de l'optimum de f (X)

(solution stricte en une itération, quelque soit le tableau initial),

ii) La relation (11) entraine

-1
xl x? lal og (12)

ot B = (gradf) E
x 2 ;

A =matrice nxn de terme (7S) ..
ox, ax, r

i~°j x
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La relation (12) est identique & la relation liant deux itérés successifs

r+
x” et X""' obtenus en résolvant le systtme

a(x) _ 4

ex,

of
== (X)=0

ex

par linéarisation (méthode de Newton),

L'usage des crittres de caractérisation de l'optimum ot l'approche de

£ (X) par son développement limité & !'ordre 2 conduisent tous deux au meme

algorithme : la mise en ceuvre de la relation itérative (12).

1.3.2.2 Approxima:

Bolation

Nous cherchons un polynéme p(X) du second degré

emis Xe vse R Qui interpole f (X) sur un support d'interpolation "simple",

choisi pour faciliter les calculs,

Introduisons d'abord les tableaux suivants :

E : tableau de n éléments, ot 1'élément de rang i est égal 2 1 et ot tous les

autres sont nuls.

E; tableau de n éléments ot 1'élément de rang j (j # i) est égal

& 1 et ot tous les autres sont nuls,

” Lie support choisi est formé :

1°) | du tableau x” fee

2°) des n tableaux X* + h, 5 ; x; mS

ob i=l 2...n

3°) desntableanx X7-b Bix? xfo uss, ons 0
int 1X n

1

1, 2... del

h, est un parametre (pas choisi).

tableaux X* +h Eth Eo: x7). thy yx thee
A SE Tj 2 gy VTA a

|

—————

-47 -

r

Pour alléger l'écriture nous prenons comme origine le tableau X
" et

comme variable auxiliaire X' = X - X', Les nouvelles coordonnées du 
support

r

d'interpolation s'obtiendront en faisant x" = 0 dans les formules précédentes.

Le polyndme d'interpolation p (X') s'écrira alors =

= 1 2 tg
X')eat bxtts cx] + aR:piusst 2. (yaa oe ra

1sjsi-l

Nous écrirons que p (X') = f (X') lorsque X’ prend successiv
ement les

valeurs du support choisi, Un calcul élémentaire conduit aux rés
ultats suivants

a= (X")

2 r -£(x?-h E)bb? oe [£(x" +h, BE) ( if J]
(3)

ce, =
enh - a E x") +£(x" -b, E)]ac [i(k +h, BE) -2£(0) ( Ey

i
r r r

2 —! Yh EB thE) -£(X7+h B)-£(K th, B)+£(X)]
a= Gop, EEG eR BT } ik a

ij

jl est commode d'introduire :

i tableau B, dont les éléments sont b, by S35 bis

le tableau carré symétrique A, ob les éléments de la diagonale
 princi-

; et tout élément sur la iéme ligne et jitmepale sont cy fos eee c.

d...colonne est ij

On peut alors écrire

r t ro oilt x x’) A(X- x")
p(X) =£(K )HB(K-X)+Z (K- : A

Le maximum de p (X) aura pour coordennées ja solution de

A(X-X)+B=0.
1

x’, x7"), _. se feront donc & chaque étape
Les itérations successives ...

pour la résolution du systéme linéaire.

A(X -X")+B=0
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rtl
x peut donc s'écrire

rtdxTHoxt lal B (14)

ot A et B se calculent& partir de X" par les relations (13).

Remarque : lorsque h, pas d'interpolation, tend vers 0,

2
at actb, 4 >) d,, —> ( )i ax, |y ij ax, 8x, yr

B est un tableau approchant (grad f) #

A est un tableau approchant le hessien de { calculé en X".

Il y a donc une parenté certaine entre les méthodes décrites en I,3.2,1

et 1.3.2.2, parenté qui justifie que nous ayons introduit les memes relations

A et B dans ces deux paragraphes.

1.3.2.3

La convergence de la suite itérative définie par (14)

est en général excellente lorsque le nombre de variables est faible et que le

tableau initial X° n'est pas trop éloigné de la solution X", mais elle est d'autant

plus difficile & obtenir que X° est plus éloigné de X*, cettedifficulté étant aggrawe

lorsque le nombre de variables augmente.

Pour parer a cet inconvénient, nous avons modifié les méthodes de qua-

dratisation pour les transformer en ''méthodes de montée" plus sQres,

Cette adaptation est déduite des propriétés suivantes :

Ma droite X* xX, joignant le tableau X" (obtenu & I'itération précédente et
*

point de départ de l'itération en cours) & X,, tableau des coordonnées du maxi-

mum du polyndme approchant, est direction de montée,"'

-19 6

Nous ferons la démonstration dans le cas ot p (X) est le développement

de f (X - X*) limité aux termes du second ordre,

Ona alors:

p(X) = £(x")4+B* (x - x") +3 ox x) A. (x - x?)

et £(X) = p(X) FO (K- xT)?

*

Par définition, x. est solution de

A(x -X") + B20 (5)

Te
Supposons que X soit un "point" du segment XX", et posonsPP q Po: 8 zr’ et po

*

X= x" +4 (x) - x") avec O<AS1 (16)

p (X) devient, compte tenu de (15) et de (16)

2

Hot x) (Dy Ce oe) a. ot xy]p(X)=£(X") +0, B

to 7Remplagons B' par - (xy - X") . A, (compte tenu (15)), p (X) devient
2}

Yr, te r, e r h thot r co r
- - = = - xo -£OR) a OC KT) A RT - xT) (SD SORE xT) a OKT x")

soit

2 ig A
p (x)= £07). Bak; (= XT) A (xe =X"),

Or, 242° > 0 et) comme nous avone supposé la matrice A définie négative,
le terme 2

2a - a Yr yt
- KT x") a (x - x")

est positif ce qui entraine

r

p(X) >£(X).

La différence f (X) - p (X) est un infiniment petit du 3@me ordre end,

alors que la différence p (X) - f (X') est un infini petit de 2eme ordre ; lorsque

A tend vers 0, c'est donc cette dernitre qui donne son signe d'ou:

fE x +A (X-X")] o£ (x*)

pour A, positif assez petit.
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Cas ot p (X) est un polynome d'interpolation

Nous avons vu que le polynéme d'interpolation tendait vers le

polyndme formé par le développement limité lorsque le pas d'interpolation h

tend vers zéro.

Il est donc & prévoir que le théortme précédent restera valable lorsque

h est assez petit". Mais comme il n'est pas possible de caractériser cette

valeur limite, il faudra introduire une sécurité arretant le programme aprés

impression d'un message d'incident lorsque 4 devient inférieur & une valeur

fixée &, sans que nous ayons vérifié

£[ x7 +a (xP = x") j >t (x’),

ii- Cas ot A n'est pas définie négative

Nous savons que A est, soit le hessien de la fonction f (X), soit

un approchant de ce hessien ; si f (X) posséde un maximum en XTM, le hessien

sera défini négatif en ce point et il est naturel de penser que le hessien ou

son approchant sera défini négatif au voisinage de X", mais lorsque nous par-

tons d'un X° initial arbitraire, il n'y a aucune raison pour que, en ce point, le

hessien ou son approchant soit défini négatif et que la direction x - X" précé-

demment définie soit direction locale de montée,

Pour définir dans ce cas une direction locale de montée, nous opérerons

comme suit :

supposons que : par une technique que nous exposerons au paragraphe

suivant, nous ayons pu extraire de A, par suppression de lignes et de colonnes

une matrice A définie négative,

Désignons par :

X, = le tableau des éléments de X des lignes supprimées dans A et par Ry

lespace défini par les éléments de xX.

—

ne reentrant
</2] =

XK, = le tableau des éléments de X des lignes non supprimées dans A et par

R, l'espace correspondant,
2

Introduisons alors le tableau X'- X'* tel que :

i) les éléments correspondant aux lignes supprimées sont nuls

r

- X'* = 0).(x, 1 0)

ii) Les autres sont identiques & ceux de X, - x il est facile de démontrer

que

rt 3)(et x) a Oe x) = tc, Kt) ROK, - x (7)

nous nous contenterons de le vérifier sur un cas simple : prenons n= 5 et

supposons que les lignes et colonnes supprimées dans A sont les lignes et

colonnes d'indices 2 et 3, La relation (17) est explicitée ci-dessous ; nous

poserons X,- X) = 6X, dont les éléments sont :

68% 6X yy 8 Xe

le premier membre de (17) s'écrit :

a 92 430 44 As bx
0

a2 *22 923 %24 825

a. a a a a 0
23. 733 834 835[bx 0 0 bx, 5x.) 13

2 a x
14 724 7340 84g 75

415 725 735 O45 355

le second membre est :

[ex 8%, XS] Pay Ag Aas § :|

chacun de ces membres vaut :

|



~ 22 -

2 2 2
a, § + 61 8% + 244 Oxy + apg bX, +2 (a4 bx, 6x, +a, 6x 6x, + as, OX, 8x,).

On déduit de (22), puisque A est définie négative, que

t r - r
XxX - =(x, x). A. (X, X,)< 0

donc (18)

“xt x) A (x! x!7) <0

. : . Zs r
La restriction imposée a X' - X revient & bloquer ou immobiliser les

variables appartenant a Rp» d'ot le nom de "quadratisation partielle" ne mettant

en oeuvre que les variables appartenant a R,-

Détermination de R,

Cette détermination se fait par une extension de la décomposi-

tion de CHOLESKI : cette dernitre consiste 4 égaler la matrice -A au produit

t
5.5, d'une matrice S triangulaire inférieure par sa transposée :

s 0 Oo ..1 S11 55 $13 wre an Alo a3 dee

s s 0... 0 a
12 22 “Ta “7a "TM "12 322 aac

8 5 Boa. 0 0 .

8 oo 33 *33 “623 ag

l'intéret de cette décomposition est qu'il est possible de calculer, colonne par

colonne, les éléments de S, Supposons par exemple, que les éléments des deux

premiéres colonnes de S soient déja calculés, et cherchons ceux de la 3éme.

En identifiant aux deux membres le terme situé 3¢me ligne, 3@me colon-

t
ne et compte tenu de la structure de S et S nous obtenons :

So nie _
13 * °23 + 833 * 7 333

comme s,, et §,, ont été précédemment calculés, cette relation définit s,, par

2 2 2

833° ~ 933 7 813 7 Fag

Se
==
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Si le second membre est positif, nous prendrons :

= a a ae
S337 ¥ 7 %33 7 “13 7 723"

Une fois S53 calculé, on explicitera aux deux membres le terme en

4ieme ligne, 3@me colonne, soit :

+ =e.

$14 13 * 824 S23 + 834 533° 7 734

Si4’ 824 58159 823 appartiennent aux colonnes | et 2 et sont connus, 33 vient

d'etre calculé et est non nul, d'ot

_ 7834 7 *14 *13 7 S24 823
5s. =

34 833

et de proche en proche, on déterminera ainsi les éléments de la 3@me colonne

de S.

t

Or le produit S. S d'une matrice par 8a transposée est nécessairement

défini positif, La méthode de CHOLESKI ne permettra le calcul de S que siA

est défini négatif. Si ce n'est pas le cas, il y aura nécessairement des éléments

s.,, le second membre dont le calcul ne sera pas possible ; ceci se produit
ii

lorsque :

2 ae
8 aT fay Sik i= Ba'2y -

est négatif ou nul,

L'extension de la méthode de CHOLESKI que nous utiliserons, consis
te

t : “ig

& supprimer, dans les matrices S . Ss et A la ligne et la colonne de tout élément

5° égal & un nombre positif ou nul.
ii

Bien entendu, on ne tiendra plus compte, dans la suite, des éléments

s., supprimés ; c'est ainsi que nous avons gardé les 2 premieres lignes et
i

colonnes et supprimé 3¢me ligne et 3eme colonne, nous calculerons
 &,, Par

2 a ste 82

Ban” "44 “14 24
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formule dans laquelle n'interviendra pas le terme 834 de la colonne supprimée.

4 2 2
Si agg t 84+ 844, < 0, 844 > nous gardons 4éme ligne et

4é@me colonne et calculerons les éléments s__, 8 de la 4@me colonne45° 846 0°:

de S,

. 2
Le test de signe sur les 8,, nous permettra donc de déterminer :

¥
2

i) les lignes et colonnes & supprimer, les éléments correspondants (de

méme indice) de X forment x ;

ii) les lignes et colonnes de S, AA conserver., Ces lignes et colonnes défini-

ront deux matrices Set A j les éléments correspondants de X forment

x, et définissent l'espace R,.

Ces matrices vérifient, par construction la relation

-

§. ‘8-5

qui montre que A sera par construction une matrice définie négative,

Nous ferons une quadratisation partielle dans le seul sous-espace Ry

c'est-4-dire que nous approcherons f (X) en interpolant dans R par

lot r
r r st r YF= f£ (X = = - -Pi, (x) (X")+B (x, x, )+ 5 (x, X)A (x, X,).

Le maximum de ces polynémes aura pour scotdomcesTM! x et x; xy
sera direction de montée pour f (X) puisque A est une matrice définie négative,

c'est-a-dire que l'on pourra trouver } assez petit pour que

f xxtt )>¢£ (x?)

ot

+1
( x, = x (invariance de ces variables) (19)

r+1 r * r
Ky =X) +4 (KS - X))

é Ks sera solution de A . (x5 = x

utilisant la d€écomposition de Aen -S,

)+ B = 0 dont le calcul sera facilité en
t
S (méthode de CHOLESKI).
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Algorithme de quadratisation partielle

Il comporte 4 phases :

i) recherche de A, Sainsi que de R,.

¥ ‘
ii) Dans Ro quadratisation partielle et calcul de Xo, coordonnées du

maximum de Po (X,).

iii) Calcul de xr par les relations (19) ou nous faisons A =1

iv) Test de la condition

rel r
£(X"")>#£ (X°).

rt]
Si la relation est vérifiée, on prend X” ", valeur que nous venons de

calculer, comme valeur de départ pour l'itération suivante (retour en ii).

r+
Si la relation n'est pas vérifiée, on divise A par 2, On calcule X

par la relation (19) et on retourne en iv).

Remarques :

1°) La méthode de quadratisation partielle est plus sfire que la simple

quadratisation, mais ne garantit pas la convergence : il est possible par

soit vide,
2

exemple que, & une itération, R

Il faudra donc dans le programme, prévoir des sécurités portant

sur lea points suivants :

- Ro est non vide

- Lenombre de bipartitions de A (phase iv) ne dépasse pas un

nombre fixé,

- Le nombre d'itérations ne dépasse pas un nombre préalable-

ment fixé,

En cas d'incident, il y aura impression d'un message d'incident
.

et arrét du programme.
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o

2°) Au voisinage de la solution, on peut s'attendre & ce que x, soit

vide (A = A) et& ce que A =1. Ily a alors identité entre quadratisation

partielle et quadratisation simple,

3°) La technique de quadratisation partielle est valable quelque soit le

mode de détermination du polynéme approchant : développement limité

ou polyn6me d'interpolation quadratique,

Dans notre probléme particulier, nous nous proposons de chercher un

minimum def (X), ou défaut des valeurs décroissantes, améliorant les ré-

sultats,

La méthode mise en oeuvre est une méthode de quadratisation partielle

par interpolation, utilisant des programmes de bibliothéque (14). Ces program-

mes sont prévus pour la recherche d'un maximum, nous remplagons donc la

recherche du minimum de © (X) par la recherche du maximum de - 9 (X)} que

nous noterons F (X),

Depuis une vingtaine d'années, plusieurs auteurs se sont intéres-

Leh limnttentaati . 3 5

sés 4 l'optimisation de fonctions de plusieurs variables, lorsque les dérivées

de cette fonction ne sont pas accessibles.

ey

Gann Ee
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Parmi les premitres méthodes, la méthode de Hooke et Jeeves et

celle de Rosenbrock étaient les plus efficaces (7).

A l'exception de ces premitres méthodes, ces méthodes d'optimisation

se groupent en deux familles.

La premiére revient 4 utiliser les techniques conventionnelles du gra-

dient en approchant ce dernier par des différences (STEWART (30)} sous la

forme

£(X + a

af 8 ( b E) £)
ox. h,

i i

ou en forme modifiée (STEWART (30) et LILL (17))

hy £(X +h, E,) - £ (XhE)

3x. 2h,
i i

ot E. et h. sont définis précédemment,
i i

L'inconvénient de ces méthodes est de ne pouvoir faire appel & aucune

technique d'accélération de convergence.

La seconde famille revient & approcher la fonction objectif par un

polynome du second degré obtenu par interpolation (WINFIELD (32), FIACCO

et Mc CORMICK (6), et WINFIELD (33)) sous la forme

6 i t
P (X)sa+B X+5 X AX;

llidée de base est identique & celle que nous utilisons, mais aucun auteur ne

semble utiliser la simplification des formules dae & un choix convenable du

support d'interpolation.

Enfin, plusieurs auteurs signalent les difficultés qui peuvent apparaftre

lorsque la matrice du hessien ou de son approchant n'est pas définie négative

(si on cherche le maximum de f (X)). Ce que proposent FIACCO et

Mc CORMICK (6) est d'utiliser une factorisation de cette matrice (A) par la
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méthode de Choleski, sous la forme :

, t

; A=LDL

et ce que propose MIFFLIN (20)est d'utiliser une factorisation modifiée de

cette matrice, sous la forme

t
A=LDL-S

ot L est une matrice triangulaire inférieure dont les éléments de la diagonale

t v
sont tous égauxa1; L est sa transposée, D est une matrice diagonale et S

est une matrice non négative,

Aucun auteur ne semble proposer une technique analogue & la technique

de quadratisation partielle que nous avons exposé, technique qui s'est montrée

d'une grande efficacité dans plusieurs applications,g ‘PP

CHAPITRE I

CALCULS PREPARATOIRES A L'OPTIMISATION
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Dans ce chapitre, nous décrirons le calcul de la dose unitaire délivrée

aux points considérés (points du support d'optimisation).

La méthode utilisée est une méthode empirique qui étend celle proposée

par BOURGAT et Coll, (1974) pour tenir compte de ltobliquité.

Elle a l'avantage d'etre rapide mais reste approximative.

La méthode d'optimisation est indépendante du mode de calcul de l
a

dose, qui pourrait donc etre déterminé par toute autre méthode,

Nous décrirons aussi le role des coins et leur effet dans le probléme

d'optimisation linéaire, ainsi que dans le calcul de la dose.

Nous présenterons enfin une technique de quadrillage d'un organe
,

ainsi que le calcul de la dose moyenne,

1.1 CALCUL DES DOSES

Pour pouvoir effectuer le calcul de la dose en chaque point M. 
nous

avons besoin de connaitre :

- le domaine irradié ainsi que les contours du sujet, de la tumeur et des

organes sensibles par rapport A un systéme des axes cartésien
s

- les positions des sources

- les champs de chaque faisceau.

Nous avons besoin de plus, de déterminer les points d'intersection 
des

axes des faisceaux avec le contour du sujet, et choisir une formule de calcul

(on peut en effet, soit utiliser des formules rapides et approchées, ou des for-

mules plus lourdes mais plus précises),
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{1.1.1 Caractéristiques du traiteme:

t

On suppose dans tous les traitements prévus que les

_axes des faisceaux sont concourants et situés dans un plan, dit "plan de trai-

tement",

}

La section du corps & irradier par ce plan est le domaine d'irradiation"'

Pr. limité par un contour C ,
° °

| . .
Pour calculer la dose aux points de ce domaine nous serons amenés &

détinir 2

i- le contour Cy du domaine rT pratiquement le contour sera défini par

N points situés sur ce contour et relevés directement sur le corps &

irradier,

Le contour c, sera approché par le polygone ayant ces N points

pour sommets,

Nous supposons que le contour c. est de forme telle que toute

droite le coupe au plus en deux points,

ii - Les contours Co cy Cc, +.» limitant les domaines Tp mM r, -.. de

la tumeur T, des organes sensibles 0), O,,... Ces domaines sont con-

tenus dans ro Chacun de ces contours sera défini par un nombre fini de

points,

Les coordonnées de tous les points des contours cy Coe Cc. c,. oe

sont repérées par rapport 4 un systéme d'axes cartésiens dont l'origine

est le point O, point de concours des faisceaux.

Chaque source 5; est repérée

i- par langle polaire de OX et de l'axe O8,

du faisceau

ii - soit par Cae soit par Pe.

-3l-

Les champs de chaque faisceau

On appelle "champ" la section du faisceau par un plan perpendiculaire

A son axe, & une distance fixée de la source,

~ Si cette distance est égale & Ps, (Fig. 1.a) le champ est dit : 'défini

A la peau"; Ps, est la distance "source peau" (DSP).

~ Si cette distance est égale 2 Os, (Fig. 1,b) le champ est dit : "aéfini

a la tumeur" ; O 55 est la distance "source axe" (DSA).

La section habituellement rectangulaire est caractérisée par sa largeur

@ et sa longueur L,

Le champ s'introduit dans le calcul de dose par la quantité dite "champ

équivalent" quantité que nous noterons a, et qu'il est classique de prendre

el

e+L
égale a



| axe du faisceau

q/_P q

(a)

axe du faisceau

DSA

Figure 1



—a

Il.1.2 des axes des faisceaux et du contour du

Nous allons chercher pour chaque position de la source :

- l'intersection de l'axe du faisceau avec le contour Cc,

- langle entre la courbe et la perpendiculaire & l'axe du faisceau au point

d'intersection, ceci afin d'introduire une correction d'obliquité,

A - Recherche de l'intersection d'un axe OS d'un faisceau et du

contour C
—=——_ ©

On représente par OS un axe du faisceau (demi-droite) et

par S'OS la droite qui coupe Cy en deux points P' et P,

a

La méthode que nous utilisons pour chercher le point d'intersection de l'axe

OS d'un faisceau avec le contour consiste dans un premier temps a chercher

deux points successifs P. et Pia du contour tels que le segment P, Poa
 coupe

S'S entre P et Pia Dans un deuxitme temps nous cherchons si le point d'in-

tersection de S'S et de P, Poa est entre O et S ou non, Ultérieurement no
us

calculerons la distance "source peau'' (DSP) ou bien la distance "source axe"

(DSA).

iY,

s (source)

P,
i

Pp

9 \ it] _» x

Oo
Pp!

s! C
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Encadrement du point d'intersection par deux points du contour

discrétisé.

Pour une position de l'axe du faisceau, c'est-A-dire pour un angle 0,d

l'équation de OS s'écrit :

cos 9,-xsin@,=0.
y J J

Si dans le premier membre de cette équation nous remplagons x 
et y

par les coordonnées x,, y; d'un point a, = (,» y,) extérieur & la droite, la quan-
i

tité (y, cos @, - x, sin 9) prend une valeur C. non nulle, dont le signe caractérise
i j i i

la position du point par rapport a la droite,

Nous cherchons & tester siles 2 points consécutifs P. et Poy sont du
i i

meme coté ou de part et d'autre de OS.

On calculera pour chaque i 1 ieN

_ cos 0, - x, sin Q.
1 J i j

et on étudiera la valeur de r . C,,, ; on peut avoir les 3 cas suivants :

est situé sur l'axe et- si r, 2 la valeur zéro cela entraine que P, ou Pia
i i

on détermine celui des deux points qui est situé sur l'axe,

ji - si r, est positif, P, et Pin sont situés au méme cOté de l'axe du faisceauy
i i i

on recommence ce processus en augmentant i d'une unité,

jii- si r, est négatif cela veut dire que P, et Puy sont situés de part et d'autr
!

i

de l'axe. Ona “encadré" un des points P ou P'. On calcule alor
s les

coordonnées de ce point comme intersection de OS et de P, Po

Coordonnées du point d'intersection de S' Set P. Pin

L'équation de S'S est:

y cos @,- x sin @
J

L'équation de P, P, | est:
iit

*(Y, - Yagy) 7 ¥ Oy, 2 + 2 =0.
oa ag i)
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En résolvant ces deux équations, nous obtenons les coordonnées du

point d'intersection (P ou P')

itl

si =x.(si

On en déduit immédiatement OP ot OP = Vx" + y**

Intersection de la demi-droite avec le contour

Le point d'intersection sera le point P cherché si les coordonnées

de méine nom de ce point et du point S sont de meme signe.

Si OS n'est isi ' z 3) i susti. st pas voisin de y'y (94 7 oude 2"), il suffira de vérifier

que xX” et x, sont de méme signe,

J
Si isi z 3ni © est de voisin de 7 ou de 5", on fera le meme test sur les y* et y

8.
J

B- Calcul de l'angle de l'obliquité

Pour définir l'angle d'obliquité avec 1a m@me convention de

sens que HOPE et CAIN (Il) nous introduisons d'abord la demi-droite PQ dé-

duit 5 7 as
luite de PS par une rotation de 2° puis prenons comme angle d'obliquité l'an-

gle orienté

P= PP ay =
ot Pia est le point du contour qui suit P. (P est situé entre P_ et P _)

fz rt"

Il est commode de commencer par calculer a = PP ps défini par
=» —y rtl a pa
PP . PS

rtl
a= Arc cos es

IPP? il
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et d'en déduire

S (source)

$ (source)

- 7F

oO

(a) (b)

Convention du signe de l'angle de l'obliquité. (HOPE ET CAIN (

-~37-

II.1.3 Calcul de la dose en un point M

Nous allons d'abord calculer la dose unitaire avi délivrée en M

par un faisceau dont le champ est rectangulaire, en considérant que l'axe du

faisceau est perpendiculaire au contour C_ au point d'‘intersection P,
o

Il,1,3.1 Cas oh Mest situé sur l'axe du faisceau

La dose unitaire délivrée en un point H situé sur l'axe

du faisceau est mise sous la forme

ad =A.le" (20)

A est une constante qui dépend de l'appareil utilisé ; pour nos applications nous

la prendrons égale 4 10.

B dépend d'abord du champ du faisceau ; et on l'approche par:

Be +B at a?
= By * Bla FP,

ou a est lié aux dimensions du champ par

2@L

et+L
a=

et ot B, ainsi que By By By dépendent de la distance source peau, que nous

notons x, s

+ ,/2 @
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BOURGAT et Coll, (5 ) ont donné les valeurs numériques de Bo» Bp

B, pour x = 50, 60, 80, 100 qui apparaissent dans le tableau suivant :

x (en cm)

i 50 60 80 100

i By -0,1027 -0,0979 -0,087 -0, 082

’ 8, 0,0038 | 0,00405 | 0,00328 | 0,00299

8) -u.to"> | -a2,8.107° | -9,1.107> | -8,107°

On peut avoir besoin de valeurs de B pour d'autres valeurs de x, suivant

que l'on travaille en DSP constante, mais différente des valeurs précédentes, g

vant que l'on travaille en DSA constante : on approchera alors Poe 8 6, pour

50<x< 100 par une technique d'interpolation de Lagrange.

Les polynomes d'interpolation s'écrivent (15)
rn

By a py = [1 x x] [L,]

de méme 7 .

By (XQ)

: — & by)

B (x)up,(x)= [1 x x x] [L,]
Ls Ps 4 (&,)

6, (x,)
PRs

= 4

By (%)

By (x)
By (ele py x)=[1 x x x] [Ly] a

By (x,)

B (5)

r

fone
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on [ Ly ] est la matrice d'interpolation de Lagrange correspondant au support

non régulier (50, 60, 80, 100).

32 -50 25 -6
“1, 253, 2,125 -1, 16667 0,295

[Ug] =} 9,016 -0,02875 0, 0175 -0,00475

-6,7,10°° 125.1074 -8,3,107 25,107

Les formules de calcul sont les suivantes :

= +a + x? +a, x
Boe apt a xtay 3

= + xt. x? + -
Bre Yo ty ety % 43

6 +6 +6 a” + x
Bae Oot Oat oa e F bse:

Les valeurs des coefficients Gyr Br vee Yor % aes, At bo § “9

sont données dans le tableau ci-dessous :

<2 -2 3
a, | -7,44.10 Yq | 1684.10 8, | 1,085.10

= 74 =5
a, | -2, 0102.10 3 ¥, | 8991.20 6, | ~5,157.10

5 5 =
“1,244.1 7,075.10a, | 3:8425.10 yy | -h244.20 &

-7 8 “9
5, 45,10 6, | -3,0.10a, | 1,938.10 %, 3

On projetie M en H ous Vaxe du

la dose en M2 partir de la dose a en H (calculée précédemment) par l'une des

formules suivantes, selon que HM est inférieur ou supérieur 3 la demi-largeur

e du champ au niveau du point M ;
M/2
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i
t

i

i 1°) Calcul HM, SM et PH

On sait que OS a pour équation

y cos @-xsin@=0

‘

-siHM< &u/2

)

(le centre de la tumeur est l'origine),

on utilise la formule

| HM -o 4. gk oM/2
2

(21)

d 4}

M ay

- si HM2 ou /2 ;

on utilise la formule . 2
La longueur HM soit déterminée par

a(e - HM)
oe M/2 .

2 HM =| - sin@. X,,+ cos 9. Yyyl

et 
.

, 2
= = -¥SM (X, Xv) + (Y, mM)

2

qs H

2 _ (aM)

a est une constante positive qui permet dé tenir compte de la pénombre

d'ot

SH = (SM)

PH = SH - SP, ot SP est soit donné (si on travaille en DSP},

Nous avons pris @=1,5

S (source)

Donc

soit facile & calculer (si on travaille en DSA).

x +

S (source)

(Xq Yg)

Peau

Pp

}
H _» x

¢~ e/2 —_—>

G axe de faisceau' i

2°) Calcul de la demi-largeur du champ au niveau d'un point Brg /2)

Pour utiliser les formules précédentes, nous avons besoin de calcu}é

On désigne par :

HM, SM, PH, ainsi que ou /2"

On opére de la fagon suivante
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’

i
ep : la demi-largeur du champ défini A la peau ot & la tumeur ;

mt /2 : la demi-largeur du champ défini au niveau du point M,

Nous allons calculer &us/2 dans les deux cas suivants :

1°) Le champ est défini a la peau (travail en DSP) :

: *M/2 _ SH

l “gpe he

SH
donc Me/2 = SP . ei

2°) Le champ est défini A la tumeur (travail en DSA),

°M/2 _ SH

donc 2 = .2

source § (X., Yq)

M

Q

[25 P

oR
ou/2 H

Champ est défini & la peau

(travail en DSP)

source S (Xe ¥g)

@

[.. M/2 alt M |

e 
|- /2 > \

°

Champ est défini & la tumeur

(travail en DSA)
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Le contour du domaine irradié est rarement perpendiculaire &

liaxe du faisceau. Il est donc naturel de tenir compte de cette obliquité.

Les valeurs de la dose ne sont pas modifiées par l'’obliquité sur l'axe

du faisceau, mais elles le seront pour les autres rayons,

La figure (2-a) montre par exemple que l’atténuation en M sera plus

grande dans le cas de figure que si le contour avait été QP, Au contraire

(Figure (2-b)) elle sera moins grande en M.

On admet en général les formules des corrections suivantes

SP 2qa (corrigé) = a (sans correction) . (are

ou diy (sans correction) est déterminé d'aprés la formule utilisée en (II. 1.3. 2)

SP : est la distance source peau

h : sera déterminé par le calcul approché suivant,

On considére que les rayons voisins SH et SM sont sensiblement paral-

eles, ce qui conduit &

Ih} =P'Q=PQOtgP w |HMtg3|

nous obtiendrons une formule vraie en grandeur et signe en posant :

h=-HM tg £

ot Sest l'angle de l'obliquité égal & (BBY, PO) (voir II.1.2), comme on le cons-
tate sur les figures (2).

Sur la figure (2-a), qe (corrigé) doit @tre inférieur A aus (sans correc-

tion)

==> h eét positif (tg <0)

Par contre sur la figure (2-b), qs (corrigé) doit etre supérieur & de

(sans correction).

==> 4h est négatif (tg F > 0)
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Source Source

Ss Ss! 5 s'

a
h P

Pp he Q

Q %

h

P'! ¥

«| Le uJ ie
{a) (b)

Figure 2

IL. 2 USAGE DE COINS

|

11.2.1 Généralités sur les coins

Les coins permettent de déformer les isodoses, par exemple

pour obtenir une distribution plus homogéne dans la tumeur ou pour compenser

les effets d'obliquité.

Les figures (3.a) et (3. b) montrent l'effet d'un coin sur les lignes

isodoses : l'effet principal est une rotation des isodoses au voisinage de l'axe dé

-~ 45 -

faisceau ; au lieu d'avoir une famille d'isodoses perpendiculaire & cet axe,

nous obtenons des isodoses, sensiblement paralléles, et qui font avec la direc-

tion précédente un angle ¢. Cet angle qui est donc caractéristique de l'influence

du coin sera dit, par abréviation "angle de coin".P &

{b) - L'effet d'un coin sur les

isodoses

(a) - Courbes des isodoses

Modification du probléme en cas d'usage de coins11.2.2

Nous nous plagons dans le cas ot les utilisateurs ne disposent

que d'un nombre réduit de coins (par exemple 2 coins, l'un correspondant & une
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rotation des isodoses de 45; l'autre de 60°) et nous supposerons que pour

chaque faisceau il y aura deux phases du traitement, la premiére sans coin et

la seconde avec un coin préalablement choisi, Pour la premiére phase, nous

avons un coefficient de pondération wu. la dose délivrée sera d., ©, ; pendant

la seconde phase nous aurons un autre coefficient de pondération a’, la dose

unitaire calculée compte tenu du coin sera a® , et la dose délivrée sera d® on
ij 

od

La dose délivrée par le faisceau j sera au total

dw, + d¥ gF.
yj WJ

Nous voyons que sur le plan mathématique l'usage de coin se traduit

par le fait que dans toutes les formules de calcul de dose nous devons rempla-

cer d,. ©, par
yod i

du +d" of
JJ yo oJ

%
Ceci demande le calcul de nouveaux coefficients d.. (dont le calcul sera

1J
explicité au paragraphe suivant) et introduit de nouvelles inconnues, mais

la structure générale du probleme de programmation linéaire n'est pas modifiée,

en particulier le nombre de contraintes n'est pas changé.

Pour retrouver les notations déja utilisées nous posons :

w, ou a (selonle cas) = !
3 J J

*

d., ou d.. (selon le cas) = d!.
4 ty qj

Par exemple les contraintes 4 la tumeur s'écrivent :

2m

> ad! yg! oD Vi ieliy Op or * ‘fp
}.1

pee: avd

-47-

Position de coin en fonction de l'angle de l'obliquité ¥.
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11.2.3 Calcul de la dose délivrée en M en présence de coin

Nous avons vu que l'influence du coin n'intervenait pas en un

point de l'axe du faisceau ot

Pour un point M hors de l'axe nous utilisons la formule suivante

. 1

asa e POM)
ij ij

ob p : est le coefficient linéaire dlatténustion® (connu)
MM' sera approché par la formule

MM & &(MH tg ¥) avec 6-41"

@ sera choisi en fonction de l'angle de l'obliquité 8; par exemple : sur la
*

figure (4.a), d,, doit etre supérieur a d
M M

=> €--1 ($< 0)

Par contre sur la figure (4. b), a doit @tre inférieur 4 ay,

=> €=r1 (¥ > 0).

La figure (5) représente un exemple de distribution de doses pour un

seul faisceau dont l’axe est normal au contour d'abord sans coin, puis avec

coin de 45°, et met en évidence la déformation des isodoses, Les doses aux

différents points ont été calculées par les formules développées précédemment

On notera que la dose calculée est égale & 1104 la surface, et 4 105 a

profondeur voisine de 0,5 cm,

En réalité la dose & la surface est inférieure & 100 %, le maximum de!

dose ayant lieu & 0,5 cm de profondeur,

La méthode de calcul utilisée conduit donc 4 surestimer les doses d'au

moins 10 % au niveau du point d'entrée et d'environ 5 % au niveau du maximun

¢ pr est le coefficient d'atténuation dans l'eau (ou les tissus). Il est égala

0,0706 on? pour co"?
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FIGURE 5

Courbes d'isodoses d'un champ[10 cm. 10 cm] défini& la peau

[ DSP = 80 cm].

(a) sans coin

(b) avec coin de 45°
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il. 3 QUADRILLAGE ET CALCUL DE LA DOSE MOYENNE

11.3.1 Quadrillage

Il est évident que l'on ne peut pas calculer la dose en tous les

points du domaine irradié ou d'un organe déterminé ; il faut donc choisir un

nombre fini des points et il est naturel de les choisir régulitrement espacés,

Certains auteurs ont pris comme points de calcul les noeuds d'un

réseau maillé régulier couvrant tout le domaine ; l'inconvénient de cette tech-

nique est de nécessiter un réseau trés dense, si on veut faire intervenir de

fagon satisfaisante les contours des domaines jouant un r6le particulier (tumeur

organes sensibles), Nous avons préféré une méthode nous permettant de cou-

vrir un domaine par un quadrillage s'appuyant sur des points des contours,

aussi régulitrement que possible.

La technique utilisée est la suivante:

nous supposons le domaine limité par un contour connu, et nous supposerons

qu'une horizontale ou une verticale ne coupe ce contour qu'en 2 points au plus

Nous déterminons par programme deux horizontales dont la premiére

passe au point le plus bas a= (x). y,) ; la seconde passe par le point le plus

haut b= (x2) Y9) de ce contour,

Nous divisons l'espace entre les deux horizontales par des droites paral

léles & celles-ci et régulitrement espacées,

On déterminera enfin, sur chacune de ces droites les 2 points extremes

i = ; 8, =(x_, Pdu domaine, Em m,, Y,) et 8, = ( 8, %)

# Pour des contours ne répondant pas & cette condition (tete de fémur par

exemple) on peut développer une technique analogue en coordonnées polaires,
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La méthode utilisée pour chercher ces points est trés voisine de celle

utilisée pour chercher les points d'intersection de l'axe du faisceau avec le

contour (cf, II,1.2), Elle consiste & chercher 2 points successifs P, Py du
ii 1

1 coupe en une extrémité du domaine, la

1 et on continue la recherche pour que le segment PL. Pat

la coupe 4 l'autre extrémité entre P. Pl (PL et Pal sont deux points succes-

contour tel que le jsegment P, P.
ivi

droite entre P, P,
1 it

sifs du contour),

Pour chaque droite, une fois déterminée les deux extrémités du domaine,

on cherchera & déterminer un nombre fini de points régulitrement espacés sur

cette droite,

On note qu'on pourrait prendre toujours le méme nombre de points sur

chaque droite, ce qui simplifie la programmation, mais introduit des points qui

deviennent trés voisins lorsque la largeur r, 5, devient trés petite, comme l'in-

dique la figure (6.1), Pour ces raisons nous modifions le nombre de points en

fonction de la largeur tr 85, nous le rendrons proportionnel par exemple 4 cette

largeur, On obtient alors un partage un peu plus régulier, comme l'indique la

figure (6,ii), et on peut réduire le nombre de points sans réduire la qualité de

l‘approximation,

Dans l'algorithme que nous utilisons nous fixons d'abord le nombre de

points que nous désirons déterminer par le quadrillage (N), et nous choisissons

un pas h (en cm), puis on détermine le nombre de bandes = situées entre a et

b par la relation :

27%)
a = valeur entiére de ( 7 )

et on calcule le pas a par la relation

- 52 -

Figure 6

(ii)
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L'intersection de cette droite avec le contour donne les coordonnées

des deux extrémités ry et 8; qui ont la méme ordonnée y_ et d'abscisses dif-
nn

Z 1
férentes avec *, >, °

i i

On détermine le nombre d'intervalles sur la droite i par

x -x

Si i
n= i — {=E valeur entitrede ( h )

1

et le pas hy sur la droite par

i

Si n, est le nombre de points sur la droite i

donc n,=n +1,
1 a

Le nombre de points ainsi déterminé par le quadrillage du domaine

s‘obtient par la formule suivante :

n -l

Na

n= > n +2

iezl

Le terme ''2" correspond aux points a et b.

La donnée de hy (séparant deux droites entre a et b) et de h_ (séparant
x,

deux points successifs sur la droite d'indice i (i=1, 2, ... at) permet de

déterminer les coordonnées de tous les points de quadrillage.

Si le nombre déterminé de points par quadrillage (n) différe de plus

ou moins 10 % d'une valeur choisie N, on réalise par programme un ajustemen

deh en prenant comme nouveau pas h', ot

h'=ah

avec =ve a=
N

Puis, on recherche hy hy etna partir de h',

i
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11.3.2 D

Avant de définir la dose moyenne nous définissons d'abord la

dose intégrale.

On appellera "dose intégrale"' l'intégrale de la dose absorbée, étendue

& une surface donnée.

Soit d, (x, y) 1a dose unitaire délivrée au point (x, y) par le faisceau j.

La dose intégrale unitaire délivrée & l'organe O, par le faisceau j sera par

définition

Dut J 4, axaeS (x, y) dx dy

Kk

La dose totale délivrée& l‘organe O, par l'ensemble des faisceaux

sera

Done, la dose moyenne J, délivrée par l'ensemble des faisceaux

Morgane O, sera

= o,. Dd, (22:I”) jk )

ot 8,5 j dx dy, représente l'aire de la section de cet organe par le
plan de k coupe (l'aire du dornaine Th.

Dans la suite, nous nous intéressons & calculer Dy qui est

i a, (x, y)-dx dy

oa 2

J f ax dy
°
k

(23)

1.3.2.1

Nous ne pouvons pas en général calculer exactement

les intégrales (23). Nous pouvons obtenir une valeur approchée de ces intégra-

les de la maniére suivante :

on peut écrire

a. (x, ax ay=2 2 ff d. (x., ax di§, |, Gry) dx dy it, i Oe ¥,) a ay
k ie

ot

oH (x,, y,) : est la dose unitaire délivrée en un point My déterminé
i

par le quadrillage étudié.

ds est l'aire élémentaire qui entoure M. dans T
it ig k

ze ff d. (x, y)dxdyeEZ d (x, .red OMe eee 5 Ye) ie

ie

de meme

LD 0
0. aed ie
k

On a donc

D. = 24Bi (24)

Le calcul B,, demande le calcul des aires élémentaires 4. ).
j

11.3.2,2 ire élémentaire bin

On a remarqué dans l'algorithme de quadrillage d'un

organe que l'on détermine les 2 horizontales limitant le domaine étudié puis

que l'on divise en barides de meme longueur, h,, l'espace compris entre les

2 horizontales, Sur chaque droite entre a et b on détermine les deux points

extremes du domaine puis entre eux des points x;, espacés régulitrement d'une

distance h_.

*
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Pour calculer l'aire élémentaire 4. qui entoure le point M, de! ,
e knous divisons chaque bande par une droite située au milieu de cette amas,

nous obtenons ainsi une redistribution des bandes ayant by comme longueur,

ot r, 8, est situé au milieu de cette bande, Nous partageons ensuite chaque

bande enrectangles de nombre égal au nombre de points so situés sur la droite

i, et chacun de largeur hl comme l'indique la figure (7).

i

Donec le domaine étudié est décomposé en un ensemble de rectangles

4. de méme longueur h mais de largeurs différentes selon la bande ; on
y

peut distinguer trois cas :

i- As est strictement 4 l'intérieur du domaine re
i

Dans ce cas 4 est représentée par un rectangle de longueur h
a y

et de largeur hy dont l'aire est

i

=h wh,4 a y

ii - Un c6té de Ai est approché par un trapeze équivalent au rectangle
i

de longueur h_ et de largeur h dont l'aire est
y h h *;

4
ig 2

ili - Une extrémité de ai est située au point a ou b.

Dans ce cas, on remplace l'arc rbs par un arc de parabole

d'axe paralléle & ry comme l'indique la figure ci-dessous,

L'équation de la parabole approchée aux axes rx et ry est:
Figure 7
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Cet arc de parabole passe par les trois points :

rz(o,0), be (x. bh) et = (6, 0),
y

On a donc

O=0+0+y

2
hy =@ x +6 x,

2
O=as +B

En résolvant ce syst#me on obtient

et a= (-

Donc l'€quation de cette parabole est la suivante

h
—y 2

= é -

y x, (6 - x) As = 2)

Pour calculer l'aire élémentaire ore on cherche & déterminer les coordonnées

des points f et g.

h

L'ordonnée du point f ou du point g est a

On cherche donc les abscisses x, et x,

h h 2

2 Spy we)2 x, (6 - x)

2 (ox x) =x, (8 -x
2 ‘Xx,

x -5x4 2 (6 - x)

f 2 f2
6-6 - 2x, (6 - x,) 6+ fb ~ 2x, (6 -x,)

*, 2 g

On a donc



ig

£

x

h 2 h&- | ed - hax
x p 6 ~ *,

f

On pose >

n-J° Py (gx = 3) By — a, 8
1 x x (8 - x) % (8 - x,) 2 3 x

h x x
~—— VY th gy. Ss.
Zw oay bya FG I

et f' by hy

L=- ; des yi - x]

x

f

A. =I ¢+I
ig 1 2

h x x h
Ye th 2 8 _YA = - - - - =ie wm, (8 = %,) '%_ (2 3) x, (5 3) 2 (x x).

Cette formule est valable pour chacun des deux points a et b en substi-

tuant dans chaque cas par les paramétres correspondants,

Une fois tie déterminée et connaissant la dose unitaire d (x, y )A
p 

i

chaque point Mee on peut calculer la dose moyenne en utilisant les formules

(24 et 22), Les facteurs de pondératiors a, des faisceaux (j=1, 2,...) seront

déterminés par la phase de programmation linéaire,

Nous donnons ici un exemple d'un quadrillage du domaine r

limité par le contour C, de l'organe sensible 0, {poumon),
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Dans le tableau ci-dessous, nous trouvons les coordonnées du contour

(l'origine est le centre de la tumeur), en plus le pas choisih, les pas calculés

(h', BS et h,) et le nombre de points de quadrillage, La valeur N (nornbre de

points de référence) est égale A 22).

Dans le tableau qui le suit, nous trouvons les coordonnées des points

de quadrillage (T,, Ty) et l'aire élémentaire are

La figure (8) montre les positions des points de quadrillage pour cet

organe. Ces points sont ceux entourés par des petits cercles,

X| 4,2 6,2 8,6 11,1 13,5 15,5 16,0 16,5 16,8 16,5 16,0 15,0 13,6 11,1

Y| 6,1 7,1 7,1 6,4 5,6 3,7 2,7 1,2 6.0 -1,3 -3,7 -6,2 -8,7 -10,6

X| 8,6 7,7 3,7 3,5 3,7 5,0 8,6 8,9 8,6 6,2

Y) -,9 -12,3 -11,4 -9,9 -8,7 -6,0 -1,0 1,2 3,2 3,9

Pas choisi en cm] h 2,0

h' 2,697

Pas calculés

h 2,771
en cm ¥

hy | 2.983 3,326 3,118 3,034 3,767 3,020

n° de peut de %% 24

quadrillage 2
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Coordonnées des points des quadrillages Aire élémentaire

en cm en cm

Ty y Oy

7,700 ~12, 300 5, 928

3, 562 -9, 529 4,133

6,545 -9, 529 8,266

9,527 -9, 529 8,266

12,510 -9, 529 4,133

4,710 -6, 757 4,609

8,036 -6, 757 9,217

11, 362 -6, 757 9,217

14, 688 -6, 757 4,609

6, 533 -3, 986 4,320

9,651 -3, 986 8,640

12, 768 -3, 986 8,640

15, 886 -3, 986 4,320

8,452 -1,214 5,590

12, 486 -1,214 11,180

16, 520 -1, 214 5,590

8,846 1,557 5,220

12, 614 1,557 10, 441

16, 381 1,557 5,220

5,810 4,329 4,185

8,831 4,329 8,371

1,851 4,329 8,371

14,871 4,329 4,185

8, 600 7,100 8, 538



Figure 8

Quadrillage du domaine d'un organe (Poumon),
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Dans les deux premiers chapitres, nous avons étudié en détail les

techniques que nous proposons afin d'optimiser la dose délivrée 4 l'intérieur

du domaine rs

Nous nous proposons maintenant de mettre en oeuvre ces techniques

en commengant parla phase de programmation linéaire, Dans cette phase, nous

allons montrer les résultats obtenus pour les différents critéres d'optimisation

suivant la fonction objectif choisie dans les deux cas suivants : "traitement non

défini" et "traitement défini', Nous allons comparer entre deux critéres ot

les deux fonctions objectifs sont :

i - la somme de la dose moyenne par organe sensible (crittre de dose

moyenne),

ii - Le maximum de la dose délivrée en un point de la tumeur (critére

d'homogénéité),

Cette comparaison sera faite en calculant quelques paramétres

dépendant des facteurs de pondérations ®, (j=1, 2, ..., m).

Nous montrerons ensuite les résultats de la phase d'amélioration

par quadratisation dans le cas de "traitement défini" en prenant comme fonction

BR améliorer, (X), l'un ov l'autre des trois optimums obtenus pour les trois

critéres choisis dans la phase de programmation linéaire,

lll | PHASE DE PROGRAMMATION LINEAIRE
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En pratique, on peut distinguer les traitements "non définis" ot l'on

essaie de nombreuses positions de la source pour sélectionner les meilleures,

et les traitements "définis" ob les positions des sources sont préalablement

fixées et ot leur nombre est faible.

Dans le premier cas, nous essayons un grand nombre de faisceaux (18)

et le traitement se fait en absence de coin.

Dans le deuxiéme cas, nous fixons un nombre de faisceaux (3 ou 4)

d'angles donnés et le traitement se fait en l'absence ob en présence de coin,

La solution du probléme de programmation linéaire nous donne le

facteur de pondération de chaque faisceau. La connaissance de ces facteurs

nous permet de calculer la dose totale délivrée & chaque point du support de

l'optimisation,

Pour faciliter la comparaison des diverses irradiations obtenues, nous

introduirons des paramétres supplémentaires, ces paramétres seront non en

rads, mais en "pourcentage", qui conduisent 4 une interprétation plus commode;

les paramétres que nous introduisons sont les suivants :

i+ contribution en pourcentage de chaque faisceau au centre de la tumeur.

La contribution en "pourcent" d'un faisceau est définie par le rapport

de la dose délivrée en O par le faisceau considéré 4 la dose totale déli-

» vréeen O, étant multipliée par 100.

Par exemple :

la dose totale délivrée au centre O de la tumeur en absence et en pré-

sence de coin est respectivement

h ie

5, = rn)
1 21 0,j j

ra

+t 4€ %
ae (4... w td... w.)os OJ 3 Oj

3 =

ot d est la dose unitaire délivrée en O par le faisceau j,
O,j

Donc la contribution en pourcentage du faisceau jenOest:

qd... wy,

Cc, - Sel . 100 (sans coin)
J s

1

g a _. e
C= ——— . 100 (avec coin)

Notons qu'en absence de coin s est identique 4 5:

ii - Pondération en pourcentage de chaque faisceau A l'entrée ;

elle est définie par le rapport de la pondération de ce faisceaua la

somme des pondérations de l'ensemble de faisceaux,’ par exemple :

posons

et

m
&

Sy= D_ (w+ 0)
jzi fo3

cette pondération sera
w.

P= — . 100 (sans coin)
jo g*

2

ci

a *
Pp’ = — | joo (avec coin)

J 3

5.

Notons que en absence de coin s. est identique a S2°

La plupart des documents représentent les isodoses repérées non pas

par leur valeur réelle en rad, mais par repérage proportionnel & la valeur

réelle ; le facteur de proportionnalité est tel qu'une isodose choisie comme

référence ait le repére 100, Sait Ly la valeur en rad correspondant A cette

isodose, une isodose quelconque correspond & L sera repérée par L/L .100.
°
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Nous gardons Ly égal au seuil inférieur repéré & la tumeur de sorte que

l'isodose de repre 100 englobe la tumeur.

Pour que les documents que nous imprimons soient compatibles avec

cette convention, nous multiplions par le méme facteur 100/L_ les différentes
°

doses calculées comme suit:

ui - Ecart maximum en pourcentage au niveau de la tumeur :

il est gala (Ly - L) ‘ t

ot Ly est la valeur maximum de la dose délivrée en un point

de la tumeur,

iv - Dose moyenne en pourcentage par organe :

elle est égaleA J, 7
o

ou J est la dose moyenne en rad délivrée par l'ensemble de

faisceaux, soit & la tumeur, soit & un organe sensible.

v - Dose moyenne en pourcentage par la totalité des organes sensibles :

elle est égale a
n

QO
a 4
k Oo,

kel 100,

29 lg
*o,,

k=]

ou A est l'aire du domaine IT, de l'organe sensible O et J. est
OX k k "k

la dose moyenne pour cet organe,

; Ps Sates Be rege oe 2 eal § Apt: . - at #4vi Dosc msycnne ch pourcentage au niveau des points dleuicée

elle est égale &

=1_? 00
m ' L

°o

ot a; est la dose totale délivrée au point d'entrée M, par l'ensemble

de faisceaux,
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Ifi.l1.2 Exemple de traitement non défini

Cet exemple concerne un contour contenant une tumeur de

l'cesophase et trois volumes-sensibles (les deux poumons et la mo#tlle) comme

l'indique la figure (9).

Nous prenons 18 positions réguligrement espacées de 20° en 20°; le

champ est identique pour les dix huit faisceaux, et défini a la tumeur. Ses

dimensions sont 7 cm, 13 cm,

La distance de la source au centre de la tumeur (DSA) est constante

et égale& 80 cm.

Le tableau suivant définit les contraintes imposées sur la dose totale

délivrée en chaque point du support de l'optimisation de l'organe intéressé.

org. sens.| org. sens.|org. sens.

intsLocalisation Tumeur 7 °, ©, ay Z
d'entrée

(Poumon) (Poumon) | (moélle}

Dose pn > 6000 | S 2000 < 2000 = 4000 | S 3600
rads

Nous comparons les deux critéres d'optimisation "dose moyenne" et

"homogénéité", Les résultats sont portés dans les tableaux (1) et (2). Le

tableau (1) noue montre les

Nous remarquons sur ce tableau que les pondérations des quatre fais-

ceaux (20, 40, 160, 240°) sont nulles dans le premier cas, alors qu'il y a

sept faisceaux (0°, 20, 140°, 200, 220°, 260°, 280°) de pondérations nulles

dans le second cas,
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Ta te ke te, ig wa” ART Ree Re a

Figure 9

Contour d'oesophage contenant une tumeut Tet

3 organes sensibles Or eo et 9,

O est le point de concours de faisceaux,
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angles Homogénéité Dose moyenne

j sass
Cc, P. Cc. ee,

Jj J J J

1 0 8,7 9,8 0,0 0,0

2 20 0,0 0,0 0,0 0,0

3 40 0,0 0,0 19 2,3

4 60 21,8 14,8 20,8 16,8

5 80 Pe) 2,0 15,1 10,5

6 100 4,4 2,6 19,8 13,9

7 120 1,5 1,0 5,9 4,8

8 140 9,6 8,4 0,0 0,0

9 160 0,0 0,0 7,0 9,3

10 180 8,6 10,8 6,7 10,1

i 200 0,3 0,4 0,0 0,0

12 220 8,8 14,1 0,0 0,0

13) 240 0,0 0,0 4,7 7,2

14 260 8,0 8,3 0,0 0,0

15 280 8,9 9,4 0,0 0,0

16 300 4,9 6,2 8,0 12,0

17 320 5,8 6,6 1,2 1,6

18 340 5;3 b, 8,9 il,5

Tableau 1
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Sur le tableau (2) nous trouverons les valeurs des autres paramétres,

Nous pouvons noter que:

- l'écart maximum ainsi que la dose moyenne au niveau de la tumeur pour le

crittre d'homogénéité sont inférieurs aux valeurs correspondantes obtenues

dans le cas du critére de dose moyenne.

- Les doses moyennes au niveau des organes sensibles et des points dentrée

sont supérieures dans le cas du critére d'homogénéité aux valeurs obtenues

dans le cas du critére de la dose moyenne,

Les figures (10) et (11) nous montrent les courves des isodoses corres-

pondantes ; dans chaque figure nous représentons également les contours du

sujet, de la tumeur et des organes sensibles.

Les positions des isodoses sont calculées par interpolation linéaire

et les isodoses sont dessinées sur traceur de courbes en dimensions réelles.

Le pas choisi de mailles du réseau est 1,0 cm. Les isodoses sont indi-

quées en pourcent de la dose minimale délivrée & la tumeur (100 %} et tracées

& intervalle de 10 %. La dose maximale résultante est donc supérieure 4

100 %.
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Homogénéité Dose Moyenne

Ecart maximum en ''pourcent."
; 7,3 21,3

au niveau de la tumeur

Tumeur seuil

6000 rads 104, 7 110, 7

4 repére 100
a

a
° Poumon gauche

a 4 seuil 2000 rads 22,4 16,1
3

o a repére 33,3

o od Poumon droit

3 8 seuil 2000 rads 22,8 17,7

a 5 repere 33,3 
.

o 2
a

6 ~ moélle

seuil 4000 rads 37,8 17,0

repere 66,6

Dose moyenne en "pourcent,"

par la totalité des organes 22,8 16,8

sensibles

ray ray
Dose moyenne en "pourcent, 24,4 22,7

au niveau de points d'entrée

Tableau 2

fteth 87, tee epee pee

200 ake
1

Isodoses de traitement non défini

critére : somme des doses moyennes des organes sensibles

pas de maille : 1,0 cm,
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Figure ll

Isodoses de traitement non défini

Critére ; homogénéité

pas de maille :1,0 cm,
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II.1.3 Exemples de traitement défini

Nous nous proposons d'étudier les trois critéres choisis

i - Dose moyenne

ii - homogénéité

iii - seuil

et nous commengons d'abord par comparer les deux premiers en prenant com-

me exemple un contour de cou contenant une tumeur et un organe sensible

comme l'indique la figure (12).

Ensuite, nous étudierons le troisiéme critére en prenant comme

exemple le contour d'cesophage déja utilisé dans III,1.2.

*

1 ) Etude des deux critéres "dose moyenne! et "homogénéité".

La tumeur est irradiée par 3 faisceaux des angles 90°, 180° et 270°.

Le champ identique pour les 3 faisceaux est défini & la peau et ses dimensions

sont5 cm. 5cm,

La distance source peau (DSP) est égale & 60 cm,

Les valeurs seuil imposées sont indiquées dans le tableau ci-dessous :

. . Org. sensible points
Localisation Tumeur (moétle) dienteée

So > 6000 < 4000 S 6000
rads

et nous distinguons deux cas d'optimisation, sans coin puis avec coin.



AXE DE Y

ooo TT 7 oo” e.oo.
8.00 10.00 12.00 44.00 16.00 48.00 20.00

AXE de X

ie al

4.00 6.00

Figure 12

Contour de cou conténant une tumeur T

et un organe sensible 9,

nt de concours des axes,
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A - Optimisation en l'absence de coin

Homogénéité Dose moyenne

j angle Cc, P, Cc, P,

(en degrés) J q J J

1 90 43,1 35,9 45,2 3m, i?

2 180 21,1 18,5 19,6 17,2

3 270 35,8 45,6 315,13 45,1

Tableau 3 -

Homogénéité Dose moyenne

Ecart maximum en "pourcent"
. Ata wnat 9,8 9.9au niveau de la tumeur

i ® Tumeur seuil
BB. 6000 rads 107,5 107,5
be § repére 100

foe
o fo moélle .

6 2 4 | seuil 4000 rads 17,9 17,2
aga repere 66, 66

1" "Dose moyenne en pourcent, 80,7 80,6
au niveau de points d'entrée

Tableau 4
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B - Optimisation en présence de coin (coins de 60°)

_1g.o0
i

1y.00

tee oo ‘

1a,

Homogénéité Dose moyenne

c | c*]| p | c | c® |p
qj a eae j j j j j j J

(en de- avec avec avec

grés) coin coin coin

1 90 27,9 { 19,3 | 25,9 | 17,9 34,0] 13,7 | 28,3

2 180 26,4 | 15,3 | 25,7 | 14,9 16,4 0,0 14,3

3 270 0,0} 0,0 0,0 | 15,4 36,0 0,0 45,9

Tableau 5

Homogénéité Dose moyenne

Ecart maximum en "pour

“pourcent, '' au niveau de 4,3 6,9

la tumeur

o* Tumeur seuil

go 6000 rads 102, 2 104, 4
Ss otic repére 100
“OR d

fee
a fo Moé#lle seuil

og d 4000 rads 29,2 15,9
° repere 66, 66

tf. itDose moyenne en pourcent. 65,5 78,6

au niveau de points d'entrée

Tableau 6
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Figure 13

Isodoses pour trois faisceaux

Champ (5 X 5) ena” défini & la peau (DSP = 60 cm)

avec coin 60°

Critére d'homogénéité

Pas de maille 0,5 cm,
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2%) Etude du 3eme critére (critére de seuil)

On se propose maintenant de minimiser la dose maximale délivrée

en un point des organes sensibles,

Nous prenons comme exemple le contour d'cesophage précédemment

utilisé (III.1.2) en gardant les mémes dimensions des champs, ainsi que la

distance source axe (DST), mais en utilisant seulement 4 faisceaux d'angles

0°, 902 180° et 270°

Nous fixons la dose & la tumeur, & l'entrée et & l'organe sensible e,

(mo#lle) et nous cherchons & minimiser la dose seuil y délivrée aux organes

sensibles Oo, {poumon gauche) et °, (poumon droit), en l'absence puis en pré-

sence de coin de 45°.

Les doses seuil imposées & la tumeur, & l'entrée et & l'organe o; sont

indiquées dans le tableau ci-dessous.

1 02 O03
P :

Localisation | Tumeur (Poumon | ( ae (mo#lle) Points
gauche) droit) d'entrée

Dose en <¥ SY
=< ¢rads =n6000 Y est la fonction =u08 6000

objectif

1

A - Optimisation en l'absence de coin

Dans ce cas la valeur y cherchée est 4256 rads et repérée en pourcentage

70,9.

Les parameétres correspondants, apparaissent dans les deux tableaux

suivants,



anglej (degrés)3 1804 270 40,0 25,3 18,8 23,2Tableau 719,2 26,622,1 25,0Ecart maximum Dose moyenne en "pourcent,ry po par organeDose moyenneDose moyenneen "pourcent." | en "pourcent."en "pourcent, Tumeur seuil Poumon gauche Poumon droit {moélle) par la totalité | au niveau deau niveau de la 6000 rads seuil 4256 rads seuil 4256 rads| seuil 5000 rads | des organes pointstumeur repére 100 repére 70,9 repere 70,9 repére 83,3 sensibles d'entrée12 107,8 18,1 19,0 77,2 19,2 95,7Tableau 8



B-Optimisation en présence de coin (coin de 45°)La valeur y cherchée est 4162 rads, et reptre en "pourcentage 69, 36.Les paramétres correspondants apparaissent dans les deux tableaux suivants :. angle * caCc. Cc. P P.

7 (degrés) j j j j1 0 13,5 5,2 16,7 6,42 90 40,0 0,0 25,3 0,0 ‘Tableau 93 180 12,1 7,1 16,7 9,94 270 21,6 0,5 24,5 0,5D 1" " Dose moyenne Dose moyenneEcart maximum oper moyenne en “ouncent. pag oreane en "pourcent."'| en "pourcent,"en "pourcent,"' Tumeur seuil Poumon gauche | Poumon droit (moélle) par la totalité au niveau deau niveau de la 6000 rads seuil 4163 rads seuil 4162 rads | seuil 5000 rads des organes points d'entréetumeur repeére 100 repere 69,36 repére 69,36 repére 83,3 sensiblesil, 7 107, 8 18,2 19,0 77,1 19,3 95,6Tableau 10



nage

a ne

an ge

AKC UC Y,

st ope, pee bavate

sunese

inte

vung; yi

vastary vie

tutsn a
strum ¢ von

ee ee ue” ee” ee ee Re wee” ee

Isodoses pour quatre faisceaux

champ [7x13] ent défini & l'axe DSA (80 cm)

critére ; seuil

pas de maille :1,0 cm.



=~ 83 -

Ill.2 PHASE D'AMELIORATION PAR QUADRATISATION

La programmation linéaire nous a permis d'obtenir un optimum Q,

lorsque nous connaissons la géométrie des sources, c' est-a-dire les coordon-

nées xy y du contour de la tumeur, ainsi que les @, de chaque source,
° J

Nous nous proposons maintenant de modifier certaines de ces variables

xy vo 8 de fagon & améliorer les résultats déja obtenus.

La fonction 2 sera, au choix, l'une quelconque des trois fonctions ob-

jectifs précédemment définies et nous cherchons & diminuer 9.

Nous alions appliquer la méthode & l'exemple du cou, traité par program

mation linéaire au paragraphe (III.1.3). Les champs ne seront pas modifiés,

niles distances PS, : les 5 variables sont donc

ae et vs? centre de la tumeur

o 9,

tableau de ces cing variables sera noté :

9, : angles polaires des axes des faisceaux, Le

[x] =

Oo Oo oOow wn FY Oo
III.2.1 Q(X) est le minimum de la somme des doses moyennes des

°

La fonction Q (X) a comme valeur initiale 2 (XK ), obtenue

par programmation linéaire pour le tableau X° fixé pendant cette phase.



~/84 -

A - Traitement en l'absence de coinTraitement 

en l'absence de coin

fh

Nous avons choisi comme pas initiaux les valeurs suivantes :M

= 0,00 =0,01 h,=01 bh =0,1 h.=0,1,a hy 3 4 5 °

Le tableau (1) nous montre les valeurs des variables et de la fonction

Q (X) pendant les itérations successives,

rial 4 % *3 *4 *5 FOO

0 0,0 0,0 | 1,57080 | 3,14159 | 4, 71239 | 1030, 9897

1 0, 389814 | 0,0 | 1,28964 | 3,14159 | 4,49123 |- 988, 06958

2. |-0,353255 | 0,0 | 1,35464 | 3,14159 | 4,49123 | 993,22290

3 0, 0307382} 0,0 | 1,35464 | 3,14159 | 4,49122 | 770,53003

4 0,0776139 | 0,0 | 1,045 | 3.4158 | 4, 54150 | 684, 91968

5 (Pas de Programme de base)

| | 1

Tableau U

Nous remarquons que pour NT = 5, il n'y a pas de programme de base

dang la phase de programmation linéaire et on arréte le programme en ce

moment, Nous prenons donc la solution obtenue pour l'itération précédente

(pour NT = 4) et nous la considérons, la solution améliorée obtenue dlaprés

cette phase,

4 7Donc le tableau X" (4 : indice d'itération) est celui que nous conservons

et pour lequel nous déterminons les. paramétres S: PB ... et aussi que les

courbes des isodoses,

et les valeurs de cS et Pi G1, 2,
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Le tableau (12) montre les nouvelles positions des axes des faisceaux

. TMm) correspondantes,

Dans le tableau (13) nous mettons en évidence le gain obtenu par la

technique de quadratisation ; on constate que

. angle c. P
; (en degrés) j J

1 59,65 44,3 38,2

2 180,0 14,4 12,2

3 260,21 41,3 49,6

Tableau 12

phase de programmation phase d'amélioration

linéaire par quadratisation
Ecart maximum

en "pourcent, "

au nivean de la 9.9 8,2
tumeur

Tumeur

Bx | seuil Gooo 107,4 106, 0° & | sade re-

g | pare 100

Se
£ » a moélle

ems

o % g Seuil 4000 17,2 4
23 rads re-

BP pare 66,6

moyenne cn

ipourcent. on 80,6 80,3
niveau des points

d'entrée

Tableau 13

la dose moyenne en pourcentage par organe sensible est passée de 17,24 1,4,

Les courbes isodoses correspondant apparaissent dans la figure (15).
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Figure 15 Isodoses pour 3 faisceaux en absence de coin,

i - Phase de programmation linéaire pour le critére de dose

moyenne (figure du haut)

ii - Phase d'amélioration de cet optimum par quadratisation
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B - Traitement en présence de coin (coins de 60°)

Nous avons choisi comme pas initiaux les valeurs déja utilisées dans

le cas A,

Le tableau (14) nous montre 1’évolution des valeurs des variables et de

la fonction Q (X) pendant les itérations successives,

| Itération
j (NT) x x, x, X4 x, F (X)

0 0,0 0,0 1, 57080 3,14159 4, 71239 952,59912

1 -0, 404585 0,0 1,46597 3,14159 4, 63977 687, 94653

2 -0, 604288 0,0 1, 46454 3,14159 4, 32146 484, 3247]

3 (pas de programme de bage)
4 1

i Tableau 14

Les résultats correspondants & la deuxitme itération apparaissent

dans les tableaux suivants :

; angle G. c* P. p*
J (en degrés) J J J J

1 83,91 24,2 22,7 21,1 19,8
}

| 2 180, 0 12,0 0,0 10,5 0,0

3 247,60 0,0 41,2 0,0 48,7

Tabieau i5
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Phase de pro- | Phase d'amélio-

grammiation ration par qua-

linéaire dratisation

Ecart maximum en "pourcent,"

au niveau de la tumeur 6,9 8,4

Tumeur seuil

Dose moyen- 6000 rads 104, 3 105,7

ne en "pour- repere 100

cent," par

organe moélle

seuil 4000 rads 15,9 8,1

repeére 66,66

mt MDose moyenne aa pSuscent. 78,6 83,1

au niveau des points d'entrée

Tableau 16

Dans le tableau (16), on constate que la dose moyenne en pourcen-

tage par organe sensible est passée pour la motile de 15,94 8,1.

Se -89-

11.2.2 9 (X) est le minimum de la dose maximale délivrée en un

A - Traitement en l'absence de coin

Nous avons choisi comme pas initiaux les valeurs suivantes :

= 0,1 h_, = 0, h, = 0,1 h, = A h_ =0,1.

Le tableau (17) nous montre l'évolution des valeurs des variables et

de la fonction @ (X) pendant les itérations successives.

Itération x *, *, LA x, F (xX)

0 0,0 0,90 1, 57080 3,14159 4, 71239 6586, 7148

1 0, 7918 98 0,0 1,57079 3,14159 4, 71239 6404, 0039

2 0, 724399) 0,121749 |1,57079 3,14135 4, 71239 6363, 3477

3 0,689598| 0,347974)1, 35331 3,14135 4,71239 6349, 0781

(pas de programme de base)

1 { |

Tableau 17.

Les résultats correspondants a la troisiéme itération apparaissent

dans les tableaux suivants :

: angie C

: (en degrés) i Pi

1 77, 54 16,3 10,9

2 179,99 41,2 43,6

3 270.0 42,5 45,5 Tableau 18
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Dans le tableau (19) on constate que l'écart maximum en "pourcent," |

au niveau de la tumeur est passé de 9,84 5,8. | AXE DE YLa figure (16) nous montre les courbes isodoses correspondantes.
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| Figure 16 Isodoses pour 3 faisceaux en absence de coin.

i - Phase de programmation linéaire pour le critére d'homogénéité
(figure du haut)

ii - Phase d'amélioration de cet optimum par quadratisation
l (fieure du has)
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B- Traitement en présence de coin (coin de 60°)

Nous avons choisi comme pas initiaux les valeurs suivantes :

h, = 0,2 h, = 0,1 h,=0,1 h0 4 = 9 478 5b= 02
2

= 0,1,

Le tableau (20) nous montre l'évolution des valeurs des variables et de la

fonction Q (X) pendant les itérations successives,

itération

(NT) 4 *2 ac) *4 *5 F (x)

0 0,0 0,0 1, 57080 3,14159 4, 71239 6256, 3828

1 0,252017| 0, 560031] 1,57079 3,14159 4, 71239 6228, 9883

z. 0,168249] 0, 644284) 1,57079 3, 21454 4, 71239 6224, 8594

3 0,14541] | 0,576261] 1,57079 3, 21454 4, 707044 | 6224, 3594

4 0, 145613 | 0, 557057] 1,57078 3, 21453 4, 66000 6224, 0469

Optimum obtenu
t 1

Tableau 20

Les résultats correspondants 4 la quatritme itération apparaissent

dans les deux tableaux suivants,

: angle Cc, & P, Pp
J (en degrés) j J J J

1 90,0 24,3 2,0 19,3 1,6

2 184, 18 41,0 0,0 36,0 0,0

3 267, 00 9,0 23,7 11,9 31,3

L 1 a

Tableau 21
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Phase de pro- Phase d'amélio-

grammation ration par

linéaire gquadratisation

Ecart maximum en "pourcent, "!
7 4,3 3,8au niveau de la tumeur

Tumeur seuil

6000 rads 102, 2 101, 8
Dose moyen- repere 100

ne en "pour-

cent,'' par

organe Moélle seuil :

4000 rads 29,2 15,1

repére 66, 664

tt wtDose moyenne en "pourcent, 65,5 78,3

au niveau des points d'entrée

Tableau 22

Dans le tableau (22) on constate que l'écart maximum en "pourcent, "!

au niveau de la tumeur est passé de 4,34 3,8,
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II, 2.3 a (X) est le minimum de la dose inaxirmale délivrée en un

A - Traitement en l'absence de coin

Nous avons choisi comme pas initiaux les valeurs suivantes :

h, = 0,1.
h, = 0,1 h, = 0,1 h, = 0,1 h, =0,1

4 5

Le tableau (23) nous montre les valeurs des variables et de la fonction
x

Q(X) pendant les itérations successives,

hal x a, ts x4 %, F (X)

(

0 0,0 obo 1,57080 3,14159 4, 71239 1541, 1060

1 0, 365912 0,0 1,57079 3,14159 4, 34319 1498, 7617

2 0, 0524940 0,0 1,48825 3,14159 4, 34319 1169, 5896

3 -0, 0136151 0,0 1, 48825 3,14159 4,16304 1102, 4712

4 0, 0409248 0,0 1,49405 3,14717 4,16304 1026, 2964

(Pas de programme de base)

}

Tableau 23

Les résultats correspondants & la quatritme itération apparaissent

dans les tableaux suivants :

i angle CG, P,

. (en degrés) , 2

1 85,60 37,8 32,5

2 180, 32 15,1 13,6

3 238,52 47,1 53,9

Tableau 24
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Phase de pro- Phase d'amélio-

grammation ration par

linéaire quadratisation

Ecart maximum en "pourcent, '!

: 9,9 13,4
au niveau de la tumeur

Tumeur seuil

Dose moyenne| 6000 rads 107,5 109, 4

en "pourcent!'| repére 100

par organe

Moélie seuil

4000 rads 17,2 N,6

repére 66,66

tl iDose moyenne en "pourcent. 80, 6 82,3

au niveau des points d'entrée

Tableau 25

Dans le tableau (23), on constate que la valeur seuil de l'organe

sensible est passée de 1541, 1060 4 1026, 2964 et par conséquent nous

trouvons que la dose moyenne en "pourcent,"' délivrée & cet organe

est passée de 17,24 11,6 comme l'indique le tableau (25).
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B - Traitement en présence de coin (coins de 60°)

Nous avons choisi comme pas initiaux les valeurs suivantes :

= 0,02
ny

h, = 0,02 h
2 3

= 0,02
4

h, = 0,02
Re = 0,02,

Le tableau (26) nous montre l'évolution des valeurs des variables et

de la fonction 9 (X) pendant les itérations successives,

Itération .(NT) x x, x, x4 X, F (X)

0 0,0 0,0 1, 57080 3,14159 4, 71239 1464,1780

1 -0, 465253 0,0 1,37779 3,15415 4,71239 | 954,85889

2 -0, 844074 0,0 1,37779 3,16753 4, 71239 i 914, 56372

3 -0, 602605 0,0 1,37779 3,16752 4, 71239 , 900, 78809

4 -0, 627763 0,0 1,37779 3,16752 4, 71238 899,07593

5 -0, 681654 0,0 1,37779 3,16752 4, 71238 896, 58350

6 -0, 714721 0,0 1,33712 3,16752 4, 71238 882, 66040

7 -0, 651988 0,0 1,33712 3,16752 4, 71238 881, 45630

8 -0, 648041 0,0 1, 33711 3,16751 4, 71238 881, 44824

Optimum obtenu
L

Tableau 26

Les résultats correspondants 4 la huititme itération apparaissent dans

les deux tableaux suivants :

. angle ES *
5 C Pp Pa (en degrés) c; j j j

1 76. 61 0,0 48,2 0,0 41,2

2 181, 48 17,5 0,0 14,8 0,0

3 270, 0 30,2 4,1 38,7 5,2
7

Tableau 27
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Phase de pro- | Phase d'amélio-

grammation ration par

linéaire quadratisation

Ecart maximum en "pourcent.”
. 6,9 9,8

au niveau de la tumeur

Tumeur seuil

6000 rads 104,3 105, 9
Dose moyen-

" repere 100
ne en "pour-

cent, '' par
Mo#lle seuil

organe

4000 rads 15,9 _ 10,3

repére 66,6

Dose moyenne en "pourcent, "'
y P 78,6 84,8

au niveau des points d'entrée

Tableau 28

Dans le tableau (26), on constate que la valeur seuil de l'organe

sensible est passée de 1464,17808 881, 44824 et par conséquent nous

trouvons que la dose moyenne en pourcentage délivrée & cet organe

est passée de 15,98 10,3 comme l'indique le tableau (28).
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CONCLUSION

——

Les techniques d'optimisation proposées dans ce mémoire nous ont

permis de construire un programme de distribution des doses, selon le critére

d'optimisation choisi, dans un plan coupant le corps irradié,

Nous avons constaté que la phase de quadratisation, ‘ayant comme fonc-

tion objectif l'un ou l'autre des trois optimums obtenus d'aprés la phase de

programmation linéaire, permet d'améliorer le résultat et nous avons compa-

ré ce dernier au résultat obtenu dans la phase linéaire,

Les techniques exposées dans ce travail paraissent é@tre un outil

satisfaisant.
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