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PRESENTATION DE L'OBJET DU TRAVAIL

Seuls quelques trés “grands codes" de calcul par Eléments

Finis donnent actuellement la possibilité d'effectuer des

évaluations du comportement mécanique de coques de forme

absolument quelconque.

Dans la plupart d'entre eux, on sait créer des surfaces a

partir des modéles analytiques les plus courants (cylindres,

sphéres, Cénes, etc ....), mais on se trouve confronté 4 des grandes

difficultés si la surface 4 représenter et la coque 4 calculer ne se

rapprochent pas de ces surfaces classiques.

It faut alors faire appel 4 de véritables systémes de

Conception Assistée par Ordinateur (C.A.O) pour modéliser ces

surfaces quelconques puis interfacer le logiciel de C.A.O. 4 un

logiciel de calcul par Elément Finis pour récupérer les fichiers

représentatifs de la surface créée et calculer mécaniquement la

coque qu'elle représente.

Cette possibilité est donnée grace 4 l'association de logiciels

puissants tels que CATIA-CAEDDS, EUCLID-IS UNISURF-ANSYS ou

EUCLID-IS UNISURF- SYSTUS, etc.... Malheureusement ces logiciels

trés onéreux nécessitent des moyens informatiques trés lourds

qui ne sont pas A la portée de tous les bureaux d'études.

L'objectif principal de cette étude est d'essayer de

réaliser sur un petit systéme informatique ce qui

actuellement ne se fait que sur de gros et trés gros

systémes.

Ce travail a voulu démontrer qu'un sujet aussi délicat et

difficile que celui de calculer le comportement mécanique de

coques de formes quelconques pouvait étre abordé dans un

premier temps avec des moyens informatiques réduits de coit

trés limité. Il faut cependant rester réaliste. Il est hors de

question de concurrencer avec un micro ordinateur et un tel

logiciel les moyens les plus puissants et les plus modernes



rencontrés par exemple chez les “avionneurs” et les constructeurs

automobiles.

L'objectif majeur de ce travail était surtout de maitriser les

connaissances nécessaires 4 la réalisation de grands codes en vue

de mieux utiliser ceux-ci et de mettre éventuellement 4 la

disposition d'entreprises et de bureaux d'études plus modestes

des moyens plus appropriés.

Le deuxiéme but poursuivi dans cette étude est un objectif

de formation. On rencontre trés rarement des personnes capables

de maitriser, non seulement l'utilisation, mais aussi la conception

4 la fois de syst8mes de C.A.O. et de codes de calcul par Elément

Finis.

La véritable Conception Assistée par Ordinateur passe par la

maitrise de ces deux concepts trop souvent séparés au niveau de

la formation de futurs enseignants et de responsables de

recherche.
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INTRODUCTION GENERALE

L'interfagage d'un programme de Conception Assistée par

Ordinateur de surfaces de formes quelconques 4 un logiciel de

calcul par Eléments Finis a été rendu possible parce que ces deux

programmes ont été entitrement maftrisés et réalisés par l'auteur.

Son originalité réside dans le fait que cet ensemble

fonctionne aujourd'hui sur un micro-ordinateur de type AT

(cf. ANNEXE C) ce qui paraissait totalement impensable il y a

quelques années.

Les piéces qu'il est nécessaire de calculer mécaniquement

aujourd'hui au moyen des codes les plus modernes de calcul par

Eléments Finis ne sont plus de forme simple.

Pendant trés longtemps, la forme des piéces mé€caniques

était principalement tracée 4 la régle et au compas. Leur surface

résultait d'une somme “booléenne” de volumes dit “analytiques"

traduisibles par des expressions mathématiques élémentaires

parallélépipédes, cylindres, cénes, sphéres, tores, etc.....

Ces surfaces analytiques classiques ne sont plus suffisantes

maintenant pour traduire des formes plus complexes résultant

d'une optimisation de leurs propriétés ou de leur comportement

dans leur utilisation (impératifs esthétiques ou déduits de lois

physiques aéro ou hydrodynamique, meilleure résistance,

économie de matiére, etc ...).

Les industriels sont amenés @ créer de nouvelles formes plus

générales et répondant mieux aux besoins dans des domaines trés

divers qui vont des carrosseries de voitures, aux carénes de

bateaux, aux cellules et ailes d’avion et d'engins spatiaux, en

passant par des piéces mécaniques plus simples comme des aubes

de turbines ou des cames.

La représentation de telles surfaces a été trés longtemps

laissée aux soins de professionnels hautement qualifiés : maitres-

modeleurs, compagnons mouleurs, ajusteurs en matrices.



Quand on a voulu qualifier de telles surfaces, il a été difficile

de choisir des expressions : surfaces gauches, tordues, ou 4

courbure variable en France ou sculptured surfaces, twisted

surfaces, free-form surfaces, space-curved chez les Anglo-Saxons.

En réalité, la seule caractéristique commune 4 toutes ces

formes est de ne disposer d'aucune définition mathématique

préalable, méme partielle et d'avoir d'abord été réalisées par

approximations successives puis terminées 4 la main, chaque

retouche étant décidée en fonction de résultats d'expériences.

Ii n'est pas besoin d'insister sur les raisons qui imposent

d'employer une représentation mathématique pour les surfaces

qui définissent ces objets.

Leur réalisation précise et concréte a entrainé le

développement de moyens nouveaux. La commande numérique

de machines outils a nécessité la premiére, que toute forme soit

d'abord représentée mathématiquement.

Liidée qui a été a l'origine de ce travail est d'utiliser

les méthodes pratiques de génération de surfaces avec

des machines & commande numérique pour représenter

des coques quelconques qui pourront ensuite étre

calculées par Eléments Finis.

Dans le cas de surfaces gauches, il existe deux types de

probléme a résoudre : La représentation mathématique d'une

forme déja élaborée et la conception directe d'une surface a créer.

Dans le premier cas, il est fortement fait appel 4

l'interpolation (faire passer exactement une surface par un

ensemble de points mesurés), alors que dans te second, il S‘agit

plutét d'approximation (faire passer au mieux une surface par un

ensemble de points donnés). Dans les faits, cette deuxiéme

méthode permet aussi comme la premiére de faire passer une

surface exactement par des points choisis 4 priori.

L'expérience monire que ces deux iypes de solution sont

utilisées conjointement ce qui complique la compréhension d'un

exposé sur les différentes méthodes de représentation numérique
de surfaces gauches qui emploient plus ou moins traduction et

conception. La classification n'est pas aussi simple qu'on peut le

penser.

Le programme qui est développé dans notre travail doit

pouvoir étre mis a la disposition de bureaux d'études modestes. Il

est alors extrémement important de réaliser une bonne liaison

entre l'utilisateur (technicien, styliste, ingénieur) et des

mathématiques forcément complexes pour répondre a ce

probléme.

Afin de rester 4 la portée de non spécialistes, un tel systéme

ne doit pas demander a son utilisateur une connaissance trop

approfondie des mathématiques. Nous mettons donc I'accent, plus

sur la traduction de formes existantes que sur la création de

formes. Les surfaces a traduire existent physiquement mais leur

formulation mathématique est totalement inconnue.

Si l'on veut exprimer numériquement une forme €élaborée

par des moyens classiques, c'est a dire principalement manuels,

on pense naturellement 4 mesurer les coordonnées de points

situés sur sa surface, plus ou moins distants les uns des autres

selon le degré de complexité de l'objet 4 reproduire. Si ces

sutfaces sont "“turbulentes", il est nécessaire d'ajouter des

conditions supplémentaires : points de passage obligés, tangentes

aux points mesurés, courbure, etc ....

Les surfaces A créer sont des surfaces 4 _ réaliser

matériellement. Leur définition est connue sous forme

mathématique de facon explicite ou implicite.

Nous opposerons dans l'exposé qui suivra la traduction et la

conception pour s‘intésser essentiellement 4 la traduction

mathématique d'une surface physique.

SURFACE MATHEMATIQUE

THEORIQUE

TRADUCTION

SURFACE PHYSIQUE

CONCRETE
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Cependant, pour faciliter la compréhension au lecteur, nous

serons amenés dans la premiére partie de notre travail a exposer

également quelques méthodes dites de conception car la

formulation mathématique est similaire et s'appuie sur des

concepts du méme ordre.

Bien que les premiers travaux concernant cette

représentation mathématique firent usage d'un référentiel

cartésien,G. FAYART 1961 [17] et INABA 1967 [20], l'observation

qu'une rotation transforme naturellement une solution

cartésienne en représentation paramétrique et quelques manques

de souplesse relatifs & chacune des méthodes ont conduit

normalement 4 l'adoption de la définition paramétrique.

Les systémes couramment employés ont généralisé

usage de surface définies par des fonctions

polynomiales paramétriques a4 coefficients vectoriels

avec des paramétres variant dans S'intervalle (0,1).

Il est important en effet que la définition des formes soit

indépendante du référentiel. L'introduction de fonctions a

coefficients vectoriels, pouvu qu'elles remplissent certaines

conditions analytiques, permet de définir des surfaces dont la

forme propre reste invariable lorsque l'ensemble des vecteurs

subit en bloc une série de translations et de rotations.

L'utilisation de fonctions polynomiales se montre bien

adaptée aux moyens informatiques modernes et le paramétrage

permet une bonne application des conditions aux limites.

Dans le plupart des cas, une méthode de segmentation a été

adoptée afin qu'une modification locale n'affecte pas la totalité de

la surface ainsi décrite.

La premiére partie de notre travail rappelera briévement les

méthodes de J. FERGUSON 1964 [18], S.A. COONS 1967 [14] et

R.RIESENFELD 1673 [27].

Nous insisterons sur ila minhode de BEZIER 1970 {6}

1977 [7-8] et celle des B-SPLINES de DE BOOR 1978 [10] qui nous

permettront de construire les surfaces voulues. Les polynémes de

BEZIER utilisés dans la méthode de BEZIER entrainent une

interaction globale sur l'ensemble de la surface dés qu'un péle est

modifié. Au contraire, l'utilisation des B-SPLINES permet des

modifications purement locales.

ef
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La définition mathématique de ces surfaces étant maitrisée

et ces derniéres étant reconstituées & partir de la seule

connaissance de quelques points de mesure, nous pourrons

aborder l'étude de son comportement mécanique au moyen d'un

code de calcul par élément finis.

La deuxiéme partie de notre travail explicitera la

récupération des fichiers de définition de la surface reconstituée,

la préparation de ceux-ci en vue “d'attaquer" le programme de

calcul par éléments finis et précisera l'interfagage entre le code

générateur de surfaces et le programme de calcul par éléments

finis.

Cette partie concernera également la construction du

programme de calcul des coques de forme quelconque. Nous

avons choisi d'utiliser des éléments isoparamétriques volumiques

dégénérés dont la section moyenne a 4, 9 et 16 noeuds, et de nous

limiter, pour des raisons matérielles a l'étude du comportement

de coques "“facettisées".

Sans étre trop complexes et par conséquent trop lourds* en

besoin informatique, ces éléments finis peuvent cependant

rendre compte avec une précision raisonnable du comportement

mécanique de coques d'épaisseur donnée. Us s'adaptent d'autre

part assez bien au découpage engendré sur la surface par

l'évolution du paramétrage utilisé pour la définition de celle-ci.

Sans étre d'une originalité majeure, la réalisation de ce

véritable code de C.A.O. aura permis de miaitriser toutes les

facettes d'un programme complet en vue d'utiliser plus

intelligemment et plus efficacemment tout code de calcul

industriel. Elle démontrera surtout la possibilité de traiter avec

une informatique légére un probléme abordable il y a peu de

temps encore, avec des moyens lourds seulement.

on“ ‘ te Se Wf at om ome rt i ~ em on
Ou peui Gecrre scnematiquemeint, a ta page suivante

Fensemble du travail :
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PREMIERE PARTIE

MODELISATION DES SURFACES

QUELCONQUES

INTRODUCTION

Le développement de représentations numériques de

qualité des surfaces quelconques 4 l'aide d'un ordinateur fait

Vobjet d'une attention constante des industriels, en particulier en

construction aéronautique, aérospatiale, navale, automobile,

nucléaire etc... Pour représenter ces surfaces il faut effectuer une

approximation qui permette de les modéliser de fagon adéquate.

Cependant, l'expérience montre qu'il faut tenir compte de

deux aspects trés importants dans la représentation d'une

surface A l'aide de l'informatique :

- D'une part, le modéle de ta surface que l'on veut

représenter doit étre facile 4 construire et a modifier, ce qui

implique une convivialité constante entre Vutilisateur et

l‘ordinateur.

- d'autre part, la traduction de ce modéle de surface 4 l'aide

de Vordinateur doit conduire non seulement 4 une représentation

par un dessin sur l'écran, mais aussi et surtout a des résultats

analytiques qui permettront la restitution et la fabrication du

modéle.

Il n'est pas inutile de dire que ces deux points sont en

permanence d'actualité dans le monde industriel.

Pour représenter de telles surfaces, on peut s'apercevoir

trés rapidement qu'une approximation par des polygones plans

(ou facettes) ne convient plus, car pour obtenir une bonne

approximation il serait nécessaire de découper la surface en

"morceaux" trés petits et de ce fait le nombre de polygones a

traiter deviendrait prohibitif. C'est pourquoi la solution

d'approximation d'une surface par des "carreaux" (portion

élémentaire de surface définie par les équations des

quatre “courbes” frontitres) a été développée dans le monde

industriel. L'un des précurseurs est PIERRE BEZIER (P.BEZIER

[6,7,8] Ingénieur chez RENAULT). Ses travaux serviront de base a

cette premidre partie de notre travail.

15

Avant d'exposer la méthode pour des surfaces quelconques,

il sera préférable de se pencher d'abord sur le cas de courbes

dans l'espace. La représentation mathématique demande en effet

des connaissances théoriques de haut niveau.

On exige par exemple des courbes frontiéres certaines

qualités :

- un bon comportement des dérivées premiéres (points de

raccords des carreaux) et des dérivées secondes (courbure des

surfaces).

- une grande facilité de modification de l'allure des surfaces

et une facilité de calcul car cette méthode est destinée

essentiellement 4a une utilisation interactive.

Le chapitre I aborde ces principes et décrit sommairement la

représentation des surfaces quelconques en utilisant les

méthodes de J. FERGUSON, S. COONS et R. RIESENFELD.

Le chapitre II reprend de fagon plus détaillée la

représentation des surfaces quelconques en utilisant la méthode

de P. BEZIER. Cette méthode qui engendra le systeme UNISURF,

permet d'utiliser le découpage des surfaces en “carreaux", avec

l'avantage important que les fonctions utilisées ont la propriété

de se préter 4 une bonne approximation d'un contour polygonal.

Cette méthode est basée sur les paramétrées polynomiales de

BERNSTEIN et elle permet des modifications trés faciles des

courbes, donc des surfaces approchées.

Le chapitre III expose la théorie des B-SPLINES et

l'algorithme de COX DE BOOR.

Le chapitre IV expose la méthode utilisée pour résoudre

concrétement le probléme de la restitution d'une surface

quelconque a partir de la seule connaissance d'un nombre limité

de points mesurés.

Le chapitre V présente quelques exemples traités et montre

l'intérét des deux types de représentation.
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CHAPITRE I

RAPPELS SUR LES METHODES

DE J. FERGUSON, S. COONS ET R.RIESENFELD

L'intérét de ces rappels réside dans I'écriture des formules

analytiques fondamentales pour des carreaux paramétriques

réguliers appartenant 4 des surfaces quelconques de l'espace de

dimension trois. Les formes sont A coefficients vectoriels et de

degré bi-cubique. L'accent est mis sur certaines de leurs

propriétés.

I-1.METHODE DE J. FERGUSON [18]

I-1-l.Interpolations de courbes tridimensionnelles

Il existe trois modes de définition analytique de courbes

tridimensionnelles

* La définition polynomiale explicite

* La définition paramétrique projetable sur les axes

* La définition paramétrique vectorielle,

La derniére méthode qui présente de multiples avantages a

trés vite pris le pas sur les autres.

En effet, l'utilisation de polynémes de degré élevé entraine

des difficultés de résolution, des erreurs de chute et des

oscillations au voisinage des extrémités [32].

L'utilisation d'un paramétre unique pour définir toutes les

ndeurs (coordonnées des points, tangentes, etc...) représente

n premier pas intéressant qui a été largement amélioré par

l'introduction de coefficients vectoriels interprétables.

La définition paramétrique vectorielle a l'avantage d'avoir

des coefficients vectoriels ayant une signification physique et

jouant un réle primordial dans la construction géométrique de la

courbe.:
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J. FERGUSON en avril 1964 [18] a été le premier 4 proposer

un polynéme & coefficients vectoriels du troisitme degré pour

interpoler des segments de courbe tridimensionnelle a partir de

quelques points caractéristiques (position de l'origine et de

l'extrémité, direction des tangentes en ces points par exemple).

Le degré choisi était intuitivement issu des constatations de

la résistance des matériaux appliquée aux poutres. La

déformation d'une régle (spline) qui respecte de telles

contraintes est représentée par un polynédme du troisiéme degré.

J. FERGUSON propose la définition paramétrique suivante :

= 22,

P(u) = Yau avec ue(0, 1] 1-1

i=o |!

-a+au+awia,u
0 1 2 3

Si cette courbe paramétrique passe par deux points,

extrémités respectivement de #0) et de Bl) et si l'on connait

en ces deux points les valeurs des dérivées dP(0)/du et

dP (1)/du, alors on posséde quatre conditions nécessaires et
suffisantes pour déterminer les quatre coefficients de

'expresssion (I-1).

En effet :

ay = P(O)
a = £©)

2 Bit) _ _ dP _ dPa, = 3[P-P@] - 2 Fo) - a

a, = 2lP(o)-P@] + $2) + Sw
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La cubique paramétrique vectorielle peut alors étre

représentée matriciellement par

[ Po) |

1 0 0 9 |) Ba)
a > 37) 0 O 1 0|\ ap _
P(u)=[1 uu Ta 4 A =3 SECO 1-2

2.2 4 "| |
qa

dP
a0)

P(1)

P(0) Paty
d 10]

y

° x
z

Figure I - 1

Le segment de courbe [figure I-1] représenté par

l'expression (I-2), a donc P(0) et P(1) respectivement comme

origine et comme extrémité et de plus la tangente en ces points

est respectivement paralléle 4 dP (by/du et dP (1)/du, et est
orientée dans le méme sens que ces vecteurs.

On’ peut raccorder deux segments d'une méme courbe trés

facilement grace a cette représentation. En effet la position de

l'origine de I'arc suivant et la tangente en ce point sont les

imémes grandeurs A Vextrémité de l'arc précédent. De proche en

proche, on peut ainsi déterminer une suite d'arcs de cubiques

joignant entre eux des points P, Py we P® liés

tangentiellement en leurs points communs. Ceci ne marche

cependant trés bien, que si les arcs sont de forme et de longueur

semblable et réguliére.
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I-1-2. Interpolation de surfaces

On peut toujours définir sur une surface deux réseaux de

courbes caractéristiques principales : l'un lié aux lignes de

courbures, l'autre issu des lignes géodesiques [32]. Ceci montre

qu'il n' y a pas de paramétrage intrinséque global sur une

surface. Les auteurs des diverses méthodes présentées ci-aprés

vont utiliser des représentations trés différentes.

Liidée de base est de définir des “carreaux" de surface au

moyen de quatre courbes distinctes telles que définies

précédemment et se coupant deux a deux en des points appelés

sommets. Chaque paire d’arcs n‘ayant aucun point commun a_ le

méme paramétre d'évolution. Chaque arc étant tracé sur la

surface, le paramétrage de la surface et celui des arcs de courbes

correspondent.

Comme pour les courbes, la présence de deux réseaux sur la

surface incite en effet 4 utiliser deux paramétres indépendants u

et v pour leur représentation. Un carreau de surface peut alors

étre défini paramétriquement par une fonction polynomiale

vectorielle de ces deux paramétres sous la forme suivante :

Meo
3

Biu,v) = a 2 a,j ul v!

=0

sa forme matricielle est :

4 oo a, Boo Ao 1
a a a a Vv

Bru, v) = ft a G2 u°] 10 11 12 “13 4

450 ao, 450 a, Vv
a, 4,. a@,, a v°
30 31 32 33

L'expression analytique du carreau peut étre alors majitrisée

si l'on connait i6 informations sur cet éiément de surtace qui

permettront de déterminer complétement les 16 coefficients de

la forme bilinéaire vectorielle cubique extrapolée précédemment

proposée
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Pour définir une surface, J. FERGUSON propose un carreau

(Fig. 1-2) limité par quatre arcs de courbes, respectivement

représentés par P (u,0), Bu), B(0,v) et P(i,v); chaque

sommet, soit #F (0,0), F (1,0), B(0,1) et PI) , porte deux

vecteurs dérivées partielles, JP /au et dP/av.

A partir de la connaissance des sommets et des dérivées

partielles en ces points, on peut écrire :
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5

> >

B=P(0,0) + ¥ (0, 0)
4

4 ~

F= P(,0) + © 4,0)

J=P0,) + # (0,1)

L= P(t) + Fat) 1-3
>

c= P(0,0) + £0,0)

G= P(,0) + 24,0)

N=P(0,) + © (0,1)

Ces données ne constituent que 12 informations. J.FERGUSON

propose alors d'introduire quatre grandeurs complémentaires et

de définir un carreau 4 partir de la connaissance en chaque

sommet non pas deux vecteurs, mais de trois vecteurs liés 4 la

fonction P (u,v) et 4 ses dérivées premiéres et seconde mixte.

Les extrémités des vecteurs dP (u,0)/av et dP (u,1)/av
permettent de déterminer la génératrice courante joignant

P(u,0) 4 P(u,1). Ces extrémités sont respectivement situées sur

les courbes CG et NO qui sont déterminées par les vecteurs

Cb, Gh, NM et OR.

Les vecteurs P(u,6) S(u) et P(u,!) T(u) permettent de

déterminer la génératrice P(u,8) P(u,l), et le "“Carreau" AEIK
est ainsi déterminé quand en chaque coin, on a défini trois

vecteurs tels que Ah, at et Gb.
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En observant que :

4

CD = =~ (0)28!
avec Q(0)= P(0,0) + © (0,0)

le vecteur CD peut étre calculé de la maniére suivante :

-

4 ap
cb = £ (0,0) + oe (0, 0) -4

et

5 7

OD =P (0, 0)+® (0,0) +2 (0, 0+ 22, 0) 1-5

Si l'on porte CBI équipollent 4 AB, ona :

3~> = > >

OD =A +AC+CBi + BID

et comme nous avons

> >

A =P (0,0)
>

ca &AC = ay (0, 0)

> a ap
CBi = AB= 5y (0; 9)

Onadonc :

+

~ °P

BiD = oF (0,0)

On observe que :

> ~ 4 3

OD =A + AB + BD

d'ot :

> 3=> ~

BD = OD- A - AB

Compte tenu des relations (I-4) et (I-5), nous pouvons écrire

alors :

»

5

_ P -BD= (0,0) + ZF 00, 0) 1-6

Ainsi, les points B, D, J, M et F, H, L, R définissent

respectivement les licux de points y(v) et x(v) tels que P(o,v),

y(v), P(1,v) et X(v) déterminent une génératrice de la surface

AEIK qui coupe la génératrice P(u,0) P(u,l) au point P(u,v).

Cette méthode vectorielle trés intéressante présente

cependant l'inconvénient de donner des conditions

surabondantes et non nécessaires [32]. Ceci est une géne sérieuse

pour des carreaux de forme quelconque. Elle fonctionne

cependant trés bien si la surface 4 définir est découpée en

carreaux de dimensions voisines et de forme similaire et

réguliére.

I-2 . METHODE DE S. A. COONS [12,13,14]

Le probléme posé par le Professeur S.A. COONS peut se

formuler ainsi : comment peut-on définir 4 partir d'un réseau de

courbes ‘sur une surface (la forme de chacun des carreaux étant

ainsi limitée), en assurant de l'un 4 l'autre un raccordement

tangentiel et méme parfois une continuité de courbure ? Pour

résoudre ce probléme, S.A. COONS propose une méthode qui

permet d'assurer une interpolation "surfacique” de carreaux dont

on connait uniquement les contours, c’'est-a-dire les

isoparamétriques: F(u,0), Fu), F (0,¥) et F(1,y).



Figure I - 3

Un carreau est limité par quatre arcs de courbes

paramétriques (fig.1-3) distincts se coupant deux 4 deux aux

sommets. Chaque paire d'arcs n'ayant aucun point commun a le

méme paramétre de variation ( u ou v ).

Les quatre limites d'un carreau (fig.I-4) sont respectivement

définies par les fonctions connues :

L. = (u, 0) =P (u, 0) L. =S (0,v) =P (0,v)
1-7

L=S(u,1) =P(u, 1) L,=S(,v)= Pv)

ol u, Vv sont deux paramétres indépendants qui varient

dans l'intervalle [0,1].

Seu,y) représente I'équation de ta surface réelle et Bou,v)
celle de la surface approchée.
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_— L2=S(u,1}=P(u,1}

pP(1,1)

‘ Fo, 1) =
a ;

& Rov) Pw) &
o %9 P io.v) A

du <

Mi o
P(0,0)7®a_L1=S(u,0)=P(u,0) %

“oP —
Fy l0.0) P10)

Figure I - 4

L'objectif est de pouvoir définir un point M quelconque de

ce carreau au moyen des 8 données précédentes (quatre

sommets et quatre courbes limites). L'idée de COONS, que l'on va

retrouver dans de nombreuses autres méthodes, est de

considérer le point M comme un barycentre de l'ensemble des 8

quantités connues pondérées par des fonctions remplissant un

certain nombre de conditions.

1-2-1. Formule non corrigée du carreau de Coons

Pour définir un carreau de surface, S.A. COONS propose de

pondérer par deux fonctions Fg et Fy les expressions basées sur

les équations des courbes frontieres et sur les sommets

Buu,v) =F ,(u) B(O, v) + F, BC, v) + F ,(v) P(u, 0)

+ F(v) Buu,1) - F,(u) F,(v) BOO, 0)

— F,(u) F,(v) Boo, 1) - F,(v) F,(u) Ba, 0)

~ Fu) F(v) Ba, 1) 1-8

Les deux fonctions d'interpolation Faget Fy sont des

polynémes de degré trois vérifiant Fj(j) = 5); (symbole de

Kronecker)

28-32+1Fo(t)
te [ 0,1 J.

32-268F,(t)
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Ces fonctions d'interpolation sont représentées sur la figure (I-5).

1

Figure I - 5

et onadonc :

F,(0) =1 Fo(1) =0

F,(0) Fy (1) =1 1-9

dFo(0)/dt = dFo(t)/dt = dFy(O)/dt =dF (1)/dt = 0

Lorsque l'on fixe le paramétre u et que l'on fait varier le

paramétre v, le point correspondant se déplace le long d'une

courbe tracée sur la surface. Inversement, si l'on fixe le

paramétre v et que l'on fait varier le paramétre u, on obtient

une autre courbe. En restreignant les positions possibles pour u

et v a des intervalles discrets, on obtiendra des portions de

surfaces délimitées chaque fois par quatre segments de courbes.

Avec l'utilisation de la notation de l'indice muet, la forme

générale (1-8) peut s'écrire :

Bru, v) =F (u) PC, v) +F, (v) P(u,j) - F(u) F (v) Pii,j) t-10
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ou sous forme matricielle

0 Piu,1) Bru, 1) [ont

Buu, v)=-{-1 F,(u) F(v)}] Pov) B(0,0) Pro, 1) Ivo

Ba,v) Bao) Ba, 1) |{FTM
L-tl

=-[F()]' [P,,] [Fo]

Cette formule restitue la surface avec une certaine

approximation,

I-2-2. Expression de dérivées premiéres en u et vy.

Les expressions des dérivées premiéres selon les directions

u et v sur le carreau de la surface permettent de corriger

l'erreur faite dans la formule (I-8). Pour résoudre ce probléme,

on introduit tout d'abord quelques notations complémentaires:

* B(u,v) représente une approximation d'’ordre 0 de la
surface. Les fonctions de pondération peuvent s'écrire avec le

symbole Fj.

* G(u,v) représente la correction de la surface d’ordre 1. On
utilise des fonctions de pondération Gj.

5? : : ‘
*Ryn(u,v) représente une approximation d'ordre n de la

surface. Ici, nous nous limitons 4 lordre 1.

Ona:

Si n=0 R g (u,v)

Si n= 1 R 1 (u,¥)

P(u,v)

Ptu,y) + Q(u,y)

* S(u,v) représente une fonction définissant la surface
réelle.
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En évaluant les dérivées successives de la formule (I-10) on

obtient alors aisément les relations suivantes :

aR oF oF
u,v) = su) Bii,v) + Fv) Hu, i) - sew FW) BGI)

of ap oF ory
> (u,v) =F(u) SHi.v) + ay) B(u,j) - F(u) =) Bi, j)

an, aP (OF, oF . iTae (u, y= tu) ay th ye Fo, 1)- sya MPD

1-12

Si nous imposons les conditions aux limites des fonctions de

pondération F,(j) = dij et dF P(j)/dtP = 0 sur les expressions

(I-12) ces fonctions deviennent sur l'arc P(0,0) P(,0) :

Fe (u.0) = Fu, 0)

aR, ap
wt 0) = F,(u) SH, 0)

Cette derniére dérivée qui donne les directions des

tangentes dans le plan tangent en un point de l'arc, apparait

comme le barycentre des deux vecteurs tangents aux points

P(0,0) et B (1,0) selon la direction v. Elle est donc insuffisante
puisque la surface réelle a sur les points de l'arc une autre

valeur de dérivée.

Compte tenu de cette remarque, nous pouvons conclure que

la formule (I-10) est satisfaisante uniquement pour assurer une

continuité d'ordre 0. (fonction continue avec sa dérivée premiére

connue presque partont)

L'obligation de proportionnalité des dérivées partielles aux

limites du carreau contraint 4 ne juxtaposer que des carreaux de

dimensions et de formes semblables (comme FERGUSON) et dont

les arétés se situent dans le prolongement l'une de l'autre.
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D'autre part

aA
OAL _ _

Suave) = 0 1-13

Cette formule ne rend compte d’aucune torsion aux sommets

du carreau, torsion 4 prendre au sens physique du terme.

Pour assurer une continuité d'ordre plus grand que 0, il faut

donc introduire des termes correctifs qui permettent de

remédier & ce défaut afin d'obtenir une définition plus fine de la

surface.

L'idée de S.A. COONS consiste 4 proposer alors un terme plus

général en utilisant la nouvelle approximation de la surface

d'ordre 1 :

Ri(u.v) = Buy) + Qu,v) 1-14

avec

2

acu, v) = G,(u) iy, v) + G(v) Bru, j) - Gu) G (v) 26 4i,j)

ot i,j=Ooul

Gi et Gj représentent les fonctions de pondération qui

peuvent s'écrire sous la forme suivantes :

Gri) = 0 si m#t

G, (i) = 5 symbole de Kronecker

Les termes de la matrice carrée 3*3 Pij de la relation (I-11)

sont en fait des termes connus de la surface. Avec les remarques

faites ci-dessus, on peut les remplacer par leur expression en

2 ; =
fonction.de S. On obtient une matrice Rg :
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Compte tenu de ces expressions, nous pouvons écrire les

0 S(u, 0) §(u, 1) autres termes de Ja matrice [Rij] :

[R,] = | 8(0,v) S(0, 0) 5(0, 1)

Sav) $0) 84,1) | 0 = 8uo) Sup = BSuo) Buy

S(0,v) (0, 0) (0, 1) Kio, 0) Bio, 4
qui permet d'écrire la représentation matricielle du carreau aa we

opie [Aj=| Sav) 8t.0) S49 9 SH0) Ft)

t & a8 & a a
[Ryay)] = - [FC] [ 8} CFC] 1-15 S0,v) $40.0) 5901) 35X09) 55570 9D

| & & $ a f
Cette expression assure la continuité d'un carreau 4 l'autre, ut" Y) du 9%) Sit 2) 2840) 289

chaque carreau présentant un méplat en ses sommets, du fait de

la nullité des dérivées mixtes en ces points. 1-18

De maniére analogue, pour le eeneau approximé a Nordre 1, | L'écriture des carreaux de COONS suppose connu un certain

la formule de R1(u,¥) de l'expression (I-13) peut s'écrire sous la nombre de données. Dans la pratique, ces données ne sont pas

forme matricielle suivante : | toujours accessibles et l'application concréte est trés difficile.

ac v) | = CF (u)] [ R,| [ Fv)] 1-16 ‘, En effet, la méthode de S.A. COONS permet d'effectuer un
1 

. .
raccordement de degré quelconque entre des carreaux successifs

aii dont on connait seulement les lignes limites. Elle nécessite
cependant des calculs trés longs et volumineux.

[Fy(t) Ho = £ - 4, Folt), Fi(t) Golt) Gilt) ] En conclusion, la méthode de COONS sert 4 définir

‘ directement les points internes des carreaux dont on connait
: seulement l'expression de tignes-limites. Son automatisme est

a@ 3 ! indiscutable, mais elle a l'inconvénient d'annuler les vecteurs
0 Biu,0) = Bau, 1) Su,0) Cu, 1) |

1 torsion au coin des carreaux (relation I-13)

Bio,v) Bo,0) Bo, 1) 0 0

A Ba,v) Bq,0) Ba,1) 0 0 ;

[ l= Fel 7° 28 ; 1-3. METHODE DE R. RIESENFELD [27,28]

5y v) 0 0 =, 0) (0, 1) i;
a vom <a Depuis les travaux de RIESENFELD, au début des années

Q a r 1970, les splines ont connu un développement important, leur

dull v) 0 0 Su th Saw 1) utilisation s‘étant systématisée en C.A.O. Nous allons décrire
sommaircment cette méthode qui permet de représenter

courbes et surfaces.

1-17
On a vu précédemment en 1-1, qu'en constituant une ligne

par juxtaposition de cubiques (splines), toute modification de

l'une entraine de proche en proche celle de toutes les autres, ce

qui a de ffacheuses conséquences. RIESENFELD a proposé une
cm =

en P(i,j) et les termes en d?Q(u,v)/dudv . solution pour remédier 4 ces difficultés.

Dans cette matrice, certains termes sont connus directement

par rapport 4 I'équation réelle de la surface, ce sontles termes



I-3-1. Approximation des courbes tridimensionnelles

Pour définir le point courant d'une courbe tridimensionnelle

quelconque, RIESENFELD propose I'expression suivante :

SR (yu) 1-19
t LmMsB m(U) =

I=0

ou

Ri,m(u) représentent des fonctions polynomiales de degré

m d'un paramétre u, dites fonctions de RIESENFELD qui

pondérent les vecteurs du polygone caractéristique. La forme

générale de R; _(u) donnée par RIESENFELD est :

i (u+m-i-j)”ay f i)
Tempest 18

. m-1

R, (u) =(m +1) ¥ (-
, jo

oi i varie par valeurs entiers dans l'intervalle (0,m].

A titre d'exemple, dans le cas ot m = 5, ces fonctions sont :

Ro 5=(1/120) (- ud +5 uf - 10 ud + 10 u2-5u+)

R 4 ,5=(1/120) (5u5 - 20 u4+ 20 u3 + 20 u2 - 50 u+ 26)

Ro 5=(1/120) (- 10 u5 + 30 u4 - 60 u2 + 66)

R3.5=(1/120) (10 u5 - 20 u4 - 20 u3 + 20 u2 + 50 u +26)

Rg 5=(1/120) ( -5 ud + 5 u4 + 10 ue + 10 u2 + 5 u + 1)

Rs 5=(1/120) us

Les coefficients si sont des vecteurs dont l’origine est un
méme point quelconque et les extrémités sont représentées par

ew
des points Sg, S}....

Un arc de courbe [Figure I-6], engendré par la variation de u

dans J'intervalle [0,1], est alors défini par un polygone

caractéristique dont les sommets sont les points Sj.

On peut écrire :
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B(u) = Ry 5(u) S, + Ry. s, +R. S, +R, s,

+ Ry. S, + IRE S.

Le polygone de I'arc suivant C' de méme degré a pour

. atsommets les points S$ ; tels que s‘, = Si41-

Son expression analytique est :

BP’ (u) = R, 5(u) S, +R, 5, +R, 5.3 +R, s,

+ R,, 5, +R 3

Les deux arcs ont en leur point commun une continuité de

rang m-1, On observe que lorsque u prend Ja valeur 1, la

fonction Rg s'annule ainsi que toutes ses dérivées. On en conclut

. my . . a

que le point Sq n'exerce aucune influence au point P(1), pas plus

sur ses coordonnées, que sur la pente, la courbure, etc ....

Symétriquement, lorsque u est nul, la fonction Rg et ses

sete 7 ‘ a 1
dérivées sont égales a 0, et le point Ss ne jove aucun rdle par

Tapport au point P(6).



Pour définir n arcs de courbes de degré m, il suffit de m+ n

sommets.

L’introduction des fonctions de RIESENFELD limite la zone

d'influence de chaque expression analytique sur quelques arcs

de courbe seulement. On peut ainsi obtenir des influences locales

ce qui est tout l'intérét de la méthode de RIESENFELD.

1-3-2. Approximation de surfaces

La représentation d'une surface tridimensionnelle avec la

méthode de RIESENFELD consiste 4 proposer la définition d'un

carreau élémentaire 4 partir d'un réseau de [(m+1) (n+1)] points

(Fig 1-7).

° S oimfen
oO

°

Sg
oO @~ e+i,ftj

7s ° oO e
Ss e+m,f

e,f+n °

° Oo

6

Set

Figure I - 7.

Ces points sont les extrémités des vecteurs :

e+it+j

i et j varient par valeurs entitres de 0 4 m et de 0 4 n.
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Un point quelconque P du carreau C peut alors s'exprimer

par :

Bcu,v) = 2 ¥ Sits Ry nt) Ry, v) 1-21
1=0 | =0

On voit comme pour les courbes, que le déplacement d'un

point S induit une modification du carreau exprimé par la

relation précédente, mais reste sans influence sur certains des

carreaux adjacents.

Les carreaux ont entre eux, une continuité d'ordre (m-1)

dans le sens des u et d'ordre (n-1) dans les sens des v.

Compte tenu de ces expressions, nous avons alors ((p+1)

qt1)} conditions, il reste donc a donner {(p+m)(q+n)-(p+1)(q+1)}

conditions pour déterminer les {(p+m)(qt+n)} sommets du réseau.

Celles-ci peuvent étre constituées par des dérivées partielles

et mixtes aux points limites des carreaux, ou des coordonnées

cartésiennes de points internes aux surfaces auxquels on a

attribué au préalable des coordonnées paramétriques.



CHAPITRE II

LES SURFACES DE BEZIER

ET LE SYSTEME UNISURF

Le souci premier de M. Pierre BEZIER lors de l'élaboration du

systeme UNISURF fut de concevoir un systéme utilisable par tous.

Chacun, technicien, styliste, fondeur, aérodynamicien, ingénieur,

etc ..... , devait pouvoir apporter son savoir et son savoir faire. Ce

systéme est donc défini & partir d'éléments simples dont la

manipulation est aisée.

Le syst8me UNISURF a été congu principalement en vue de

son emploi par des non-mathématiciens, et afin d'obtenir un

temps de réponse aussi bref que possible, ce qui est indispensable

si l'on veut procéder par approximations successives.[6].

En partant de lidée de J. FERGUSON, !a caractéristique

fondamentale de la définition des courbes et des surfaces par

BEZIER est d'étre fondée également sur l'emploi des fonctions

polynomiales paramétriques 4 coefficients vectoriels. La méthode

de BEZIER est une méthode globale.

Avant d'aborder le principe de la définition des surfaces

selon BEZIER, on peut lire avec profit en ANNEXE A-1 le mode de

représentation des courbes grace 4 cette méthode. Les grandes

idées seront ainsi assimilées et permettront d'aborder avec profit

ce chapitre.

Il-1. DESCRIPTION DES SURFACES

Dans le systtme UNISURF, une surface S de l'espace affine

Bary
euclidien E & trois dimensions ost lensemblo les points P (u,v) dc

E définis par le lieu géométrique d'une courbe qui subit en

méme temps une déformation et un déplacement. Un

carreau de surface peut ainsi étre considéré comme généré par le

déplacement et 1a déformation d'une courbe initiale, appelée

génératrice.

Sap

eiiwl:

shot
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La définition du point courant de cette génératrice Gy(u)

peut se mettre sous la forme suivante quand u = 0 (cf. Annexe 1)

n

Gu) = G+ % Fin) 30 avec ue(Q, 1]

ot fj,n(u) représentent les fonctions polynomiales de BEZIER

Le déplacement est défini par les trajectoires appelées

directrices (figure JI-1) .des sommets Ai dus polygone
caractéristique en fonction du paramétre v [32]

diractrice

Figure II-1

Les trajectoires, ou directrices, peuvent étre aussi définies

a eee ~

par des polynémes de BEZIER, en utilisant des vecteurs aj. Dans

ces conditions, un point P appartenant 4 la surface est défini par :

OM + MP. oi M (Ai) représente un point de la directrice,
: . > :

trajectoire du sommet Ao,t et P oun point, appartenant a la
surface. Ce point est construit comme étant ie point de ia courbe

UNISURE correspondant au polygone formé des vecteurs Sj,
4 os at

fonction de v, notés aj(y) :



oP = of + MB = OA, +A,M+ MP

, 
. 

.

=O, + Yo mY 4, + ~ fF, ,(u) &,(v)
l=1 1-23

ot Gim(v) désigne la famille des polynémes de BEZIER du

paramétre u.pour u = 0.

>

Le vecteur aj(v) peut étre déterminé de la fagon suivante :

i 1-24

+

En remplagant aj(v) de l'expression (I-23) par l'expression

(1-24), la position d'un point de la surface S$ devient

OP =B (u,v) = 4, 25 9, mY) 4, + y f, (ua,
j=0 "~~i=

m n

+. x (Faia ~ Fi) Dy mY) FC)
J-25

En ordonnant par rapport aux puissances croissantes des

paramétres u et v, cette expression peut s’écrire sous la forme

biparamétrique suivante :

B (u, v) = ss > B july!
l=0 n=0 | 1-26

od les bij représentent les coefficients vectoriels des ul w.

En utilisant l'écriture matricielle la relation devient :

Puy) = [ul] bij lmn (vit 1-27
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avec

[u] = [1, u, u¥, ..... uk, . ae un j

[v] = [l, vy, vyu.... 7 vTM ] et

Doo Do, bo

B, 11 5,

ase 5
b = j]
[Bile 7

Deo we Di bes db,

Boa. b wD
Lomo cI mn | 1-28

~

La matrice [bij] représente la caractéristique de la surface.

L'isoparamétrique v= 0 est caractérisée par la premiére colonne.

II-2 EXPRESSION PLUS APPROPRIEE ET PLUS UTILISABLE

DE LA FORME POLYNOMIALE (BASE DE BERNSTEIN)

Comme pour la définition d'une courbe, la représentation

d'une surface par la méthode de BEZIER peut €tre mise sous une

forme plus avantageuse en utilisant les fonctions polynomiales

paramétrées de BERNSTEIN.

Liidée de BEZIER consiste A exploiter la relation ((7).ANNEXE

A-1} qui permet d'utiliser les sommets du réseau caractéristique

Sij {ie [0,m] et je [0,n]} selon les deux paramétres
indépendant s ue [0,1] et v € [0,1].

Selon la relation {(9) ANNEXE-A-1} le point courant Tv) des

directrices Dj avec i€ [0,m ] peut s'exprimer par la relation :

Tw-= 2D $5 By)

j=0 1-29



. oo. oD =>
Le point courant de la génératrice Gy(v) ayant Ti(v) comme

sommet s'exprime par :

B (u,v) = x T (v) By im (U) «30
=0 

s

Tenant compte des relations (I-29) et (I-30), nous pouvons

alors écrire l'expression d'un point courant B (u,v) de la surface
par:

n

Y 8,5 By nu) By.)
0 |=0 1-31

MaPB (u,v) =

Dans cette formule les Bi,m(u) et Bj,n(v) représentent les

fonctions polynomiales de BERNSTEIN ou les fonctions mélanges

ou pondérantes selon les directions des paramétres u et v,

respectivement.

. — F .

Pour déterminer les vecteurs bij (relation I-26) en fonction

des vecteurs Si (relation I-31), nous allons observer que
l'expression II-10 peut se mettre sous la forme suivante :

$4. Sop we 3.

8S S.

Pcu,v)= [By q(4] | 3 2s : | {B, ,)]

So Sm 3

1-32

or [ Bim@)] = [ul] [ Ma ]
1-33

et [ Bjnfv)] = [Ma ]tw]!

Les matrices [Ma] et [Mp] ont pour éléments les coefficients

des polynémes de BERNSTEIN.

En remplagant Bi,m(u) et Bj,n(v) de l'expression (1-32) par les

expressions (I-33), nous avons alors :

B (u, v) Lu limg[8, Jem, (vl 1-34
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Cette expression A la méme forme que (I-26), nous pouvons

donc l'écrire sous la forme suivante :

P (u, v) ={u'}[6, tv d
1-35

Les relations (I-34) et (I-35) sont équivalentes, nous pouvons

alors conclure que : ,

[51] = [M, ] [51,] [Mg] 1-36

. >

Tenant compte de cette expression, les vecteurs bij sont des

.

_

fonctions que l'on peut obtenir a partir des vecteurs Sjj, points de

contréle du carreau de surface.

II-3. DETERMINATION DU RESEAU CARACTERISTIQUE

Les contraintes relatives 4 l'approximation des surfaces sont

les mémes que celles imposées aux courbes (points de passage,

pente, courbure, torsion). Divers algorithmes ont été imaginés

pour définir les surfaces 4 partir des expressions précédentes et

les contraintes sur les surfaces.

Reprenons l'étape effectuée pour une courbe dans l'ANNEXE

A-1. Pour déterminer les deux valeurs des paramétres u et v d'un

point d'une surface, nous pouvons mettre en oeuvre une méthode

systématique utilisant la méthode des moindres carrés. De

nombreuses démarches de ce type ont été effectuées, et dans le

paragraphe suivant, nous allons utiliser les résultats obtenus pour

une courbe.

La méthode proposée par P. BEZIER, travaille directement sur

une surface et permet de satisfaire aux conditions de

taccordement tangentiel entre surfaces voisines avec une certaine

souplesse.

L'algorithme comprend alors les étapes suivantes que nous

avons tiré de BEZIER {6]



Un carreau de surface de l'espace est défini dans le systtme

UNISURF par une représentation paramétrique régulitre a deux

paramétres indépendants u et v:

. 6B tyl

» ueM3Bu, v) =
7 0 1-37

BEZIER part d'une collection de points P par lesquels on veut

faire passer une surface constituée de carreaux juxtaposés. Il en

extrait vingt-cinq points proches les uns des autres désignés par

Pig:

a

1-2,j42 ae
1+2,j+2

eS

Pays eet

} >
Fat

id

Q R

a

— >

Fz, Fea
—> i

FIGURE II-3

Bhaja Biiyjegr een Beja

8 8 8
1-2-1" Ietjet le2J-1

*

1-2,}42? Bi iayaze 7a Biroiee 1-38
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On définit alors les vecteurs

ayy = Pua ~ Boi
avec ke [i-2,i+ 2]

et le [j-2,j+2]

kt kt kl-4 1-39

Puis on calcule alors les valeurs des paramétres u et v

correspondant 4 chaque intersection par les formules suivantes

(voir ANNEXE A-1-2-1)

YK arm

oul
et

1-40

Il

Buln
Yu = Te

X [ral
ne]-1

Ce paramétrage qui est a rapprocher de la méthode de la

ligne brisée {voir relation 13 en ANNEXE A-I}, conduit ensuite a la

résolution du systéme d'équations (I-37).

La mise en oeuvre de cet algorithme sera faite au chapitre IV.

=

Il-2-2. Evaluation des coefficients vectoriels bj,j

Aprés avoir évalué les valeurs des paramétres u et v

correspondant 4 chaque point donné ou mesuré, le report dans

lVéquation (I-37) donne une équation algébrique reliant les

coordonnées du point mesuré aux vecteurs du polynédme

caractéristique bij par l'intermédiaire des uj, vj.



L'ensemble des conditions conduit 4 un systéme qui 4 la

forme suivante :

{Pu,vy} = [A] {5,,} pal

La matrice [A] est organisée de telle sorte que les lignes se

présentent sous la forme :

m m n n
[1 Up UT UM UV, VEUpony pee YY | 1-42

Io

On aura obtenu l'expression analytique pour n'importe quel

. a : >
point de la surface si !’on connait les vecteurs bjj..

Il faudra donc résoudre le systéme (I-41) ci-dessus pour

P ~ . eas .
accéder aux bjj. On pourra ensuite multiplier le nombre de points

calculés pour avoir une représentation fine et précise de cette

surface.

La méthode de résolution de ce systéme, utilisant la

triangularisation de GAUSS avec pivot partiel est rappelée au

Chapitre IV.

1I-2-3. Calcul de tous les points de la surface

Pour calculer tous les points de la surface, la formule (II-16)

permet d'obtenir les coordonnées X, Y, et Z du vecteur P

Pour l'abscisse X :

+buvtbuved..... +b uv'+b. u
{1 12 tn

2 2.2
+b,,u°v +b, ue ve + becuase +b. uv

bcc ees +b ou +b ou
mo m 1 m2

—— +b ouTMyr 1-43
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On peut exprimer I'abscisse X(u,v) sous la forme :

1

Xuv) = (B)| } 1-44

avec

(B)=( Bg, Boy Doo Bo Pio May Bip Dy, Pio Day)

L'abscisse X s'exprime donc sous la forme d'un polynéme des

paramétres u et v.

Le calcul de Y(u,v) et Z(u,v) est similaire au calcul de X(u,v)

ci-dessus.

La représentation de cette surface sera faite grace au

programme V.A.O. (Visualisation Assisté par Ordinateur). Cette

VA.O. a été développéc par Robert MICHELIN, Ingénicur

E.C.P.collaborant avec le laboratoire, qui a bien voulu le mettre a

notre disposition.



CHAPITRE III

METHODE DES B - SPLINES DE C. DE BOOR

De la méme fagon que BEZIER a eu I'idée d'extrapoler et

d'améliorer les résultats de FERGUSON, cette méthode des

B-splines est une extension de la théorie de RIESENFELD.

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes attachés a

représenter les surfaces quelconques tridimensionnelles en

utilisant la méthode de P. BEZIER qui est fondée sur les fonctions

paramétrées polynomiales dans la base de BERNSTEIN. De ce fait,

elles doivent supporter les limitations de cette base.

Il faut préciser notamment que :

- D'une part, le nombre de sommets du polygone de BEZIER

détermine l'ordre du polynéme qui définit la surface de BEZIER

correspondante.

- D'autre part , la base de BERNSTEIN posséde une nature

globale. Cela signifie que tout changement dans la localisation de

n'importe quel point de mesure de la surface sera ressentie dans

toute la surface.

Dans ce chapitre, nous allons représenter une surface

quelconque tridimensionnelle en utilisant une autre méthode,

appelée B-SPLINES, qui utilise l'algorithme de C. DE BOOR. La

méthode des B-SPLINES a une nature généralement non globale.

Chaque sommet du polygone générateur de la courbe et de la

surface est associé & une fonction de base unique. De ce fait,

chaque sommet influence la forme de la courbe et de la surface

dans un intervalle limité des valeurs indépendantes des

paramétres u et v, intervalle dans lequel la fonction de base

associéc est différenie de zero.

Le fondement des B-Splines réside dans la recherche

d'une solution optimale au probléme d'interpolation de

courbes a partir d'un ensemble de données

échantillonnées.
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Bien que les polynomiales se prétent aisément au calcul et se

manient facilement, il n'est généralement pas possible de définir

une courbe satisfaisante simplement a l'aide de polynomiales X(d)

et Y(u), ot X(u) et Y(u) fournissent respectivement les

coordonnées x et y d'un point d'une courbe dans le plan pour

toute valeur du paramétre u.

Au lieu de cela, il est usuel de diviser la courbe en un certain

nombre de segments, dont chacun est défini par des polynomiales

particuligres, et de connecter de tels segments pour former une

courbe composée.

Ainsi, comme le paramétre u varie entre une valeur initiale

minimale, soit Umin, et une valeur finale maximale, soit Umax, afin

de définir une courbe, certaines valeurs particuliéres de u, dites

“valeurs nodales", correspondent aux points de jonction entre

segments polynomiaux.

La suite des valeurs nodales doit étre croissante, c'est-a-dire

que :

s UrinalUn, Si. SUSU SS URURy S$...

Il faut observer que certaines valeurs nodales peuvent €tre

extérieures 4 l'intervalle qui correspond 4 la courbe. Pour une

description plus en détail voir [5].

La collection des valeurs nodales Up, ... Uj , ... Up,» Ufinal Est

appelée suite nodale, ou vecteur nodal.

Ainsi, les fonctions paramétriques X(u) et Y(u) sont toutes

deux composantes d'éléments polynomiaux, le premier

recouvrant I'intervalle compris entre uj et la valeur située

immédiatement & sa droite, le deuxiéme depuis celle-ci jusqu'a la

suivante située A sa droite, et ainsi de suite. Habituellement, X(u)

et Y(u) doivent remplir des conditions de continuité aux points

nodaux: si les dérivées de rang 0 jusqu’A k sont partout continues,

et en particulier aux points nodaux. On dit que X et Y sont

continus jusau'é Vordre k, ce que Ton exprime par le symbole ck.

Historiquement, la méthode des B-SPLINES s'appuie sur la

théorie mathématique des fonctions splines. Elle fut suggérée par

LJ. SCHOENBERG (1946 ) [31], vinrent en suite les travaux de M. G.

COX (1971) [15], de CARL DE BOOR (1972) [10-11] puis ceux de

R. F. RIESENFELD ( 973) [27-28].



IlI-1. DEFINITION DES COURBES.

La définition des courbes des B-SPLINES est semblable 4 celle

des courbes de BEZIER. La différence fondamentale réside dans la

définition des fonctions mélanges. Le point courant d'une courbe

B-SPLINE tridimensionnelle peut étre défini 4 partir de

M3S(u) = B, B, (UY) 1-45
u °

Dans cette formule, les P¥ sont les (m+1) sommets du
polygone, les Bj,(u) sont des fonctions mélanges d'ordre k ou

fonctions pondérantes ou fonctions B-SPLINES du paramétre u

différentes de celles de BERNSTEIN.

Ces derniéres sont définies de la maniére suivante :

Soit une suite doublement infinie et croissante de nombres

réels,

Pour tout entier k > 1, on pose:

[(e-u)""" pour szu

3,uy=(s-u),9,80) = s-u), la 1-46
pour s(u

On appelie différence divisée d'ordre k sur les points

the es Cad lex ressonconstruite a partir desk+1 points donnés tj
(pour tout i variant de 1 a max), d'une fonction f . définie par :

Flus..--stkar | = det A/ det B

et
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Une des propriétés des différences divisées sert de base a

tous les algorithmes de calcul : elle est rappelée pour mémoire :

f ltt. s ther! = (fly ee teal Flt. te 1 tee -

avec ty # tay

La B-SPLINE Mix(u) est définie comme la différence divisée

d'ordre k sur les points Uj, Uist, +--+» Wiak, de gx(s,u)

fonction de s pour u fixé :

M,,(W)=9,( 4, Uiyye ee » UYU) 1-47

La B-spline normalisée Bj ,(u) est alors définie de la

maniére suivante :

Byx(u) = ( uy - ui) Mix(u)

Bk (Upsets oo Ute oY) = BeCUE > UeK-au) 1-48

Si k > let sim est une suite telle que (k-1) noeuds uj

consécutifs au plus puissent coincider, Mj, et Bj, telles que

définies en 1-47 et 1-48 sont des fonctions continues bien

définies.

Nous supposerons que cette hypothése est toujours réalisée

dans la suite (sauf éventuellement pour les noeuds placés aux

extrémités d'un intervalle fini)

Si tel n'était pas le cas, Mj, et Bj, n'auraient de sens que

pour u # uj; a cause de la discontinuité pour s = u de la dérivée

( k-Leme

: k-4

(is) 9,054)



S'il en était ainsi, nous imposerions arbitrairement que Mik

et Bix soient continus 4 droite, soit :

“1

(4.4 7 4) u)Su SuM i) [+1

41) | 1-49
0 ailleurs

et par suite

1 uj,susu,,,

m= 1-50

0 ailleurs

Notons que ces définitions impliquent que si :

uj=Ui > Mir) = Byrd) = 0.

On démontre alors l'identité suivante : (m > 1)

: u-—u ui -uU
M u =—___!M u +k ads

1) i ee bet a Ta es uae

De méme, on a:

u-wu u -uU

B, (u) = _B (uy+—U*& __B (uy) t-Lk 7 _ ) 52

Wik Uy NK! Wi yy Pbk

et l'on en déduit que pour uj <u < ujy_p, By y(u) et Mj y(u)

sont > 0 et que Bj ,(u) et Mj ,(u) sont nulles ailleurs, donc le

support de Bj ,(uj) ct Mj y(u) est i'intervalle (uj,u;,,]

(Figure III-1).

51

Bia Bie
—— —_

Yi Ua GY Uist Use

B-Spline d'ordre 1 © B-Spline d'ordre 2

Ae
YoUi4t Yeo Yi+3 Uj Uist Uso U43 Ung

B-Spline d'ordre 3 B-Spline d'ordre 4

FIGURE III - 1

L'ordre k de la courbe est reflétée dans le vecteur noeud

parce qu'il faut spécifier des noeuds de multiplicité k aux deux

extrémités du vecteur. Par exemple, si l'on considére un polygone

de 5 sommets (m = 4) alors une courbe B-spline d'ordre k = 3

utilisera le vecteur noeud suivant [00012333].

Les valeurs des u; indiquent également I'intervalle dans

lequel peut varier le paramétre u. Contrairement aux courbes de

BEZIER oi u variait toujours dans l'intervalle [0,1] ; avec les

B-SPLINES, le paramétre u peut varier dans T'intervalle [a,b] ot a

et b sont respectivement les valeurs minimales et maximales des

éléments du vecteur noeud. Par exemple, le vecteur noeud

[0012344] indique que le paramétre u varie de 0 a 4.

Lorsque TM est doublement infinie, on note Sy(7) l'espace des

B-Splines de degré k ayant comme noeuds les points dex. Une

fonction B-Spline de degré k définie sur intervalle [a,b] est de

classe C k-1 et sa restriction 4 chaque sous intervalle [uj;, uj44]

est un polynédme de degré k. Tout Sj, appartient a l'ensemble
ak

S,,(m ; a,b) de ces fonctions. Elle se représente de maniére unique

sous fa forme suivante:

Su = Y BBY, Y 1-53



Lorsque 1% est finie et que l'on a:

A= Up < Uy < cece ecceseeee < Um =D

Ii est commode d'introduire deux noeuds de multiplicité k+1

4 chaque extrémité, ce qui donne les 2 k + m + 1 noeuds suivants :

Uj = U, =...Uy, = Uy = a

ul = uy (k+1sisk+m-1)

1 ar) _al _
Um kame =Uny Un = b

S,( 1; a, b ) est l'espace des fonctions de Ck-![a,b] dont la

restriction & (uj,uj,1) est un polynéme de degré < k. Si Sx
. \ => .

appartient 4 l'ensemble S,(m ; a,b) de ces fonctions. Elle peut

s‘écrire alors de la maniére unique suivante :

k+m-1

§,(u) = x B Bie (U) avec [asus<b] 1-54

Le support de la fon ction B-spline Bj yy1 est l'intervalle

[ulj,ulj,442].(voir la figure III-2)

VWI-1-1. Propriétés des B-Splines [11]

Soit une suite strictement croissante de noeuds, la définition

des B-Splines de classe 1 est

Bj,1(u) = 1 pour uj< u < ujy

= 0 ailleurs

ei pour k < i, ia définition des B-Splines est donnée par la

relation récurrente :

B. (u) = ——__!_-B (u) + —Htk "og (u)
Lk u urm | k-1 = f+1,k-1

ek-1 Fy tee iad
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B-SPLINES DE DEGRE 2 SUR L'INTERVALLE [0,4]

Suite des noeuds : x = ( 0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 4, 4)

5 _,

S2 (x) = ¥ Pj Bj.3 (x) (6 fonctions de base)
j=0



Compte tenu de ces définitions, nous pouvons démontrer les
propriétés suivantes :

1. ‘Bix (u) = 0 pour ué [uj, uj,,]. Cet intervalle constitue
le support de la B-Spline.

2. Chaque intervalle [uy , Upyy] est recouvert par k support

de B-Splines et sur cet intervalle la somme des B-Splines est

égale a 1.

r

Z B,,(u)= 1 pour uefu,,u,]
l=r-m+1

3. Les B-Splines sont des fonctions polynomiales par

morceaux de degré au plus égales 4 k- 1. Si les noeuds sont tous

distincts ce sont des fonctions de classe Ck-2,

4. De fagon générale, lorsque r noeuds sont confondus
(1< r< k-1) multiplicité du noeud est r), la B-Spline est de classe
Ck-r-l, Lorsque k = 1, il apparaft une discontinuité du graphe de
la B-spline.

5. Les B-Splines permettent d'obtenir les dérivées

successives de

§.(u) = 2 B Bigs 1(4)

Pour obtenir les dérivées successives de cette relation, nous

nous donnons tout d'abord une suite

m= (uy

et une suite
+00

(P,)
l=-0

de poinis formant un poiygone P_ infini, auxquels on associe
la courbe paramétrée :

§. (imu = > B Bia Ue (a, b]
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Chaque coordonnée est donc une fonction Spline de degré k,

c'est A dire un élément de S;(m). Nous nous donnons les 2k + n +

1 noeuds

T = (Ug, +--+ Ug, Wy Uy. +e oy Un-ds Un «+ Up} et un

polygone P- = -{Pg, Py, ....+-++ Peen-1} On leur associe

arc paramétré :

ki+n-1

S.(P eu) = 2 PB Be Y) avec ue [a,b]

=~

Chaque coordonnée de cet arc est un élément de S$,(73a,b).

Compte tenu de ces expressions, nous pouvons dire que Sk
est la courbe Spline de degré k associée A la subdivision TM et au

polygone Spline P*. Il résulte immédiatement de ces

expressions et des propriétés des B-splines que le point

skp, TM ; u), que l'on écrira souvent S,(u) ou S_(p,u) pour
simplifier, est le barycentre des sommets Pi du polygone

affecté des masses positives Bj ,i1(u).

Les. résultats des dérivées successives de cette relation

s‘obtiennent trés simplement.

Si

S,(u) = » BP, B 1 (Y)

pour 1<n < k-l

n

8) (u) =k (k-1) 0... (n+) DP, By gener Y) 1-55

avec

fo = P. et pour i21

wm (rt = Pr)
(Ui aketet ~ ui)



Par conséquent x € Rc tT)

a

5, « 8, (x) pour O<nsk-~1

Ceci montre que cette relation est A un coefficient prés, la
courbe Spline de degré k-n associée au polygone Spline

in, 1
Pos {Pr}, ; avec | fini ou infini,

a

Compte tenu de ces expressions, nous pouvons écrire que &
est la courbe de B-Spline de degré k associée aux subdivisions

(ui) et P= (Phien).

III-1-2. Construction géométrique du point courant
et des dérivées en ce point

; L'algorithme de C. DE BOOR - COX permet de déterminer le
point courant :

Spy) = DB, Bia
1 k

Lorsque u € [Up, Unyi], cela consiste A déterminer une suite

. 5 a
de points dont le dernier est Sj(u). Successivement, on fait les

opérations suivantes :

a). On pose Pio = P; pour n-k< i <n

b). Pourl<j<k et n-k+j <i <n, on fait

=>

Pi(u) = 2 Piya) + (1-2) Phagate)

avec 2 =(u- uy) / (ujyKejsr - 4)

c). $a) = Pry (v). 156
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Le ,calcul nécessite I'évaluation de k(k-1)/2 combinaisons

linéaires. Il est stable numériquement, mais cofiteux en nombre

d'opérations. Géométriquement, chaque point Pj est sur le
segment [Pj.1,j.1,) Pi,j-1]. Plus généralement, lorsque u € Cun,

Un+1 ], 1a définition du point courant S® (psu). S'obtient par
application de l'algorithme ci-dessus au polygone p". On obtient,

pour 0<n<k-l

a). Ptig = Pin pour m-kin< i <m

b). Pag = Pigeamu) + (1-2) Pherj-iTM(u)

avec A = (u-u,)/ (UigKetej-n > Yi) 1-57

pour 1<j<k-n et m-k+n+j<i<m

c). Sg (pu) =k (CK - 1)... (K+ mel) Pras®yen Cu)

1-2. DEFINITION DES SURFACES.

La définition des surfaces quelconques par des B-SPLINES est

semblable a celle des surfaces de BEZIER. La différence

fondamentale réside dans la définition des fonctions mélanges ou

fonctions pondérantes.

Les surfaces représentées par des B-SPLINES se définissent

par une généralisation de de la théorie sur les courbes en passant

par l'intermédiaire du produit tensoriel. Un point est défini par la

relation suivante :

Ms MeSiu,v) = , B B,,@) By) 1-58

0 j=0"

Dans cette formuie, ies Py soni ies (inti) (+i) sommucis du

polygone et les Bj,x(u) et Bji(v) sont respectivement les

fonctions mélanges ou fonctions pondérantes de base associées

aux deux variables indépendantes u et v. Ces derniéres sont

définies par la relation I - 52 ci-dessus.

La procédure de construction des surfaces peut se décrire de

la maniére suivante :



Lorsque l'on fixe u et que l'on fait varier v, le point

correspondant se déplace le long d'une courbe tracée sur la

surface. Inversement, si l'on fixe v et que l'on fait varier u, on

obtient une autre courbe. En restreignant les positions possibles

pour u et v a des intervalles discrets, on obtiendra des portions

de surfaces délimitées chaque fois par quatre segments de

courbes. Une surface donnée peut donc étre approchée par un

ensemble de “carreaux" qui en se raccordant donneront une

approximation de la surface d'autant meilleure que les intervalles

choisis pour les variations des paramétres u et v seront petits.

Les carreaux ont entre eux, une continuité d'ordre m dans le

sens des u et n dans le sens des v.

Notre généralisation va s'établir de la fagon suivante : une

sutface sera constituée par une somme pondérée de fonctions de

base, utilisant comme facteurs de pondération les x, les y et les z

des coordonnées d'un ensemble topologiquement assimilable &

des rectangles de points de définition ; on appelle cela le filet ou

le réseau de définition auprés duquel la surface doit passer.

Puisque les points de définition sont disposés suivant une

topologie rectangulaire, Pi, la surface peut étre exprimée par la
double ‘sommation ci-dessus.

CONSTRUCTION GEOMETRIQUE DU POINT COURANT ET DES

DERIVEES EN CE POINT

La détermination d'un point courant (u,v) d'une surface
représentée par des B-SPLINES se fait en utilisant l'algorithme de

C. DE BOOR suivant Ia direction u puis v ow l'inverse. Cette surface

étant définie par :

m

S$.) (PuV)= y coe BL Bina) 1-59
[=m -

Lorsque (u,v) € [ U,Up4y ] * [ vg, Vonq], on utilise

lalgoritime de C.DE BOOR pour évaluer la surface S(psu,v).

f 39

Tout d'abord, on décompose la relation I-59 selon les deux

formes suivantes :

5 (p; u,v) = > Bi(v) By,
f=m-k

m—-k {ism

a

B v= > PB
J=n-l

Puis on applique l'algorithme de C. DE BOOR :

pourO<n<k-!l et O< m <I]

a). Pour toute valeur de ( i,j ), on pose :

Bi (v) = B i pour r-k+nsisr et

s-l+nsj<s

b). Pour t<i<I-m et s-I+m<j<s, on fait

B (vy) = % Br, @)+(1-x) PM)

ou

n

c). Savy NAA) ce. (i-m+1)B (wv)
f~m, k

C'est cet algorithme qui sera programmé au chapitre IV.



CHAPITRE IV

DESCRIPTION DES PROGRAMMES

IV-I. METHODE DE BEZIER

IV-I-1. Généralités sur le programme

Le but de ce chapitre est de présenter le programme sur

micro-ordinateur qui modélisera des surfaces quelconques en

utilisant la méthode de BEZIER. Ces surfaces seront ensuite

visualisées au moyen de la V.A.O. (Visualisation Assistée par

Ordinateur) aimablement mis a4 notre disposition par Robert

MICHELIN.

Le -programme est basé sur une suite logique d'appel de

routines qui exécutent chacune une opération du processus de

résolution du probléme. Ce probléme consiste, comme on I'a vu

précédemment 4 déterminer le réseau des lieux du polygone

caractéristique de BEZIER dans la base des fonctions mélange ou

pondérante de BERNSTEIN 4 partir d'un certain nombre de points

réels mesurés sur la surface modélisée.

Ce programme est écrit en FORTRAN. On trouvera le listing en

ANNEXE A-3. Il correspond a l'organigramme simplifié de la page

suivante et utilise les notations ci-dessous :

- Le degré du polynome d'approximation selon les

directions u et v est respectivement indiqué par les variables NPU

et NPV, variant de 2 4 5.

- Le découpage selon les directions u et v est précisé grace

aux variables NT et NS.

- Les coordonnées des points mesurés sont indexées dans

un tableau ((PT(I,J), J=1,3), I = 1,NPT ) avec NPT (nombre de

points)=(NPU+1) (NPV + 1).

- La matrice de connectivité de chaque sous carreau

permettant d'effectuer le maillage qui sera utile pour appliquer le

programme de calcul par Elément Finis est écrite price a la
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ORGANIGRAMME SIMPLIFIE

DU PROGRAMME DE MODELISATION

DES SURFACES PAR BEZIER

ENTREE DE «— Nn

NPU ET NPV
DEBUT

¢___sisi2e < nuU<5

QM2 < NV<S5

ENTREE DUDECOUPAGE | OU!
NT ETNS

v

ENTREE DES COORDONNEES

DES POINTS MESURES

PARAMETRAGE

u et Vv

Y

CONSTRUCTION DE LA MATRICE

[A]

v

TRIANGULARISATION DE LA MATRICE

[A] ET RESOLUTION DU SYSTEME

v
CALCUL DE P( u,v} POURLA

halen. ine bo. - = oe Ss See v

CALCUL DE LA MATRICE DE

CONNECTIVITE NOD(I.J)

| MAILLAGE

V. A .O b

ELEMENTS

FIN - FINIS
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variable (NOD (1,J), J = 1,4), I=1,NEL) dans le cas d'éléments a

quatre noeuds) avec NEL (nombre d’éléments) = NT*NS. Cette

matrice est générée automatiquement par un sous programme
appelé AUTO. On a visualisé la surface grice au programme de

visualisation assistée par ordinateur.

Les systémes de numérotation locale et globale des points

sont donnés dans la figure IV-1 :

(NT+1)(NS+1)
<

Numéro du point Numéro de sous carreau

FIGURE IV - 1

Dans les paragraphes suivants, nous allons décrire plus en

détail cette procédure afin de faciliter la compréhension du

programme .

IV-I-2, Relevé des points réels de la surface. Degré

des polynémes d'approximation.

Nous allons commencer fa description de ce programme par

quelques considérations générales de programmation.

Tout d’abord, le programme est écrit en double précision, ce

qui évite ainsi en grande partie les erreurs de chute. Ensuite, on

surdimensionne tous les tableaux afin de restituer des surfaces

avec différentes précisions. Enfin, notons la présence d'une zone

COMMON qui permet l'utilisation de modules séparés plus simples

a écrire et plus faciles & compiler tout en gardant des variables

communes. Ceci est absolument nécessaire en particulier

lorsqu'on travaille sur micro-ordinateur.
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Au début du programme, on lit les valeurs de NPU et NPV

qui entraine les degrés des polynédmes de BERNSTEIN. Ces valeurs

ont été volontairement limitées 4 5 (NPU < 5 et NPV < 5) et

leur produit = (NPU + 1)(NPV + 1) a 36. En effet, il est inutile de

prendre des degrés trop grands, car cela introduit beaucoup de

calculs et nous n'avons 4 notre disposition qu'un micro-ordinateur

a vitesse relativement lente (AT 286 & 8 MHz). Il aurait besoin de

beaucoup trop de temps pour résoudre de tels problémes. Les

points réels mesurés sur la surface sont ensuite rangés dans un

tableau PT (36,3) (on se limite donc 4 36 points au maximum). Le

tableau ainsi obtenu va permettre de calculer les paramétres u et

v intermédiaires par le programme suivant .

IV-I-3. Calcul des paramétres u et v

i

Ce sous programme permet de calculer {fa valeur des

paramétres u et v associés 4 chaque point du réseau. Les valeurs

des coordonnées x, y et z sont rangées dans trois tableaux de

dimension ( k * £ ).

Dans le cas représenté sur le dessin ci-dessus, k = £, on a des

tableaux carrés, raais la méthode est générale et l'on peut traiter

es ae

Pour calculer la valeur des paramétres u et v (qui varient

entre 0 et 1) associés aux points mesurés, on effectue une double

itération.a partir de leurs coordonnées.



Le calcul des paramétres u et v est un simple calcul de
Proportionnalité et ceux-ci sont obtenus en effectuant le rapport

de la longueur du sous-arc (jusqu'au point courant) sur la
longueur totale de l'arc.

Par une simple proportionnalité, on obtient A partir de

chacun des trois tableaux de coordonnées des points mesurés,

deux tableaux de méme dimension contenant les valeurs des
paramétres u et v.

IV-I-4, Construction de la matrice [A] (BEZIER)

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que le calcul

des paramétres u et v était associé & chaque point du réseau sur
la surface.

La matrice [A] définie dans I-20 peut étre évaluée pour

l'ensemble des points du réseau.

Le terme générique de cette matrice s'écrit sous la forme

suivante :

et contient NPT = (m + 1) (n + 1) termes par ligne.

La construction de la matrice [A] est effectuée en trois

étapes qui correspondent aux trois valeurs particuligres de
u {0, 0'< u<I,L.

L'algorithme est le suivant :

Dans une premiére étape, on effectue le calcul pour u=0:

On écrit alors les k premiéres lignes correspondant a toutes

les valeurs du paramétre v. Pour chaque ligne de la matrice, on

écrit la valeur “1” a la premiére colonne, puis on écrit la valeur
"O" a partir de la deuxiéme colonne jusqu'a NPT colonne. Ensuite,
a partir de la colonne k+2 et avec un pas de (k+1), on écrit vki en
itérant sur j pour les valeurs numériques dev en multipliant par

v a chaque itération sur j avec pour but d'accroitre le degré de v
de 1 4 chaque fois.
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La deuxiéme étape correspond a la valeur u=1:

Avec le méme principe que précédemment, la construction

des k derniéres lignes de la matrice [A] avec u = 1 peut étre

effectuée pour chaque valeur de v.

Tout d'abord, on écrit la valeur "1" a partir de premiére

colonne jusqu'a la (m+1)®me colonne. Ensuite, a partir de la colonne

(m+2) et un pas de (m+1), on écrit v*j en itérant sur j pour

chaque valeur numérique de v en multipliant 4 chaque fois par v,

pour incrémenter son degré.

La troisigme étape correspond a la valeur O<u<1:

Pour écrire toutes les lignes intermédiaires, c’est le méme

principe qui est appliqué, le premier terme prend 4 la valeur "1".

Puis on effectue pour la premiére des lignes une itération sur les

valeurs intermédiaires de v. On continue avec les puissances de v

a partir du (k+2)*TMe terme et tous les (k+l) placés en

incrémentant sur les puissances de v par itération. Enfin, on

compléte le tableau par une itération sur les m termes compris

entre deux puissances successives de v.

IV-I-5 Triangularisation de la matrice [A] et

résolution du probléme

La matrice [A] 4 p lignes et q colonnes est reliée au vecteur

colonne de coordonnées {C} par la relation ci-dessous

{AJ {b} = {C} 1-60

La résolution consiste A déterminer les inconnues (b} par

utilisation de la méthode de GAUSS avec pivot partiel. Cette

méthode s'effectue en deux étapes :

1V-I-5-1. Triangularisation

La triangularisation consiste & transformer le systéme

d'équation (I-60) en un systéme triangulaire supérieur «

[o\S }{b}={C'} 1-61



Pour effectuer la triangularisation par la méthode de GAUSS A

pivot partiel, il suffit de placer sur la diagonale les termes les plus
importants, en intervertissant éventuellement des lignes.

La description de cette méthode et son algorithme seront
donnés en ANNEXE A-2.

Aprés triangularisation, on obtient une matrice triangulaire

supérieure :

| A,, A, 1q ] b, Cc,

0 A’ A’ b 1
as 2q 2 C,

2 2 b 2
0 0 A, Ada - LL Cc,

0 0 OAT AT I lp
$s sq 8 ct

i $s

q-1 |} b q-!
| 0 0 0 0... Aig |b 74 Cy

1-62

Ou

Cov at Ten = £0}O\ A I{ bp =1c¢

soit

can) w om go

Naame
fl fs Ce, a

1-63

as |
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IV-1I-5-2 Résolution du syst®me_ triangulaire ou

substitution arriére

Pour calculer les variables inconnues bp, by-1 ......... be 4 partir

de la derniére ligne, la résolution d'équation (I-63) s'effectue de

la maniére suivante :

1-64

En pratique te programme travaille directement sur les

matrices [A] et {C} toutes deux modifiées par la triangularisation.

bq = Cq/Aqa

P= qr], G- 2, secscsceesee 1

ba = Av! (Ci- 2% Aq bj) 1-65



IV-2. METHODE DE B-SPLINE

IV-2-1. Généralités sur le programme

Dans le paragraphe précédent, nous nous sommes attachés a

analyser le programme de calcul des surfaces quelconques

tridimensionnelles en utilisant la méthode de BEZIER qui est

fondée sur les fonctions paramétrées polynomiales dans la base

de BERNSTEIN.

Dans ce paragraphe, nous allons construire le programme de

teprésentation d'une surface quelconque tridimensionnelle en

utilisant la méthode des B-SPLINES qui utilise l'algorithme de

Carl DE BOOR. Cette surface sera ensuite visualisée au moyen de

la V.A.O.

Ce programme est également écrit en FORTRAN-77. On

trouvera le listing en ANNEXE A-4. Il correspond 4

l'organigramme simplifié de la page suivante et utilise les

notations ci-dessous :

- Le nombre d'ordre qui caractérise l'échantillonnage selon

les directions u et v est représenté par les variables NCU et NCV.

- Le découpage selon les directions u et v est précisé grace

aux variables NOU et NOV.

- Le nombre de sommets du polynéme selon les directions u

et v est représenté par les variables NPU et NPV, variant de 2 a 5.

- Les coordonnées des points mesurés sont indexées dans

un tableau ((PT(I,J), J =1,3), I=1, NPT) avec NPT

(nombre de point) = (NPU + 1) (NPV + 1).

- Le vecteur noeud selon les directions u et v_ est

respectivement indiqué par les variables (NIU(I), I=1,NPU+NCU

+1) et (NIV(I) , I= 1, NPV+NCV+1).

- La matrice de connectivité de chaque sous carreau

permettant d'effectuer le maillage qui sera également utile pour

appliquer le programme de calcul par Elément Finis est écrite

grace a la variable ((NOD (I,J), J = 1, 4 ), I= 1,NEL) avec

. NEL=NOU*NOV. Cette matrice est générée automatiquement par le

programme de V.A.O.

Les systemes de numérotation locale et globale des points

sont donnés dans la figure IV-1 (page 62).

some
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IV-2-2. Relevé des points réels de la surface. Degré

des polynémes utilisés.

Comme pour le programme correspondant 4 la méthode de

BEZIER, le programme est écrit en double précision, ce qui permet

d'éviter les erreurs de chute. Une zone COMMON permet

l'utilisation de modules séparés plus simples 4 écrire et plus

faciles 4 compiler tout en gardant des variables communes. Ceci

est absolument nécessaire en particulier lorsqu'on travaille sur

micro-ordinateur.

Au début du programme, on lit les valeurs d'ordre NCU et

NCV, puis les valeurs NPU et NPV des degrés des polynémes

de B-SPLINE. Ces degrés ont été volontairement limités a 5

(NPU < 5 et NPV < 5) et leur produit = (NPU +1) (NPV + 1) 4 36.

Les points réels mesurés sur la surface sont ensuite rangés dans

un tableau PT (36,3) (on se limite donc 4 36 points au maximum).

IV-2-3. Calcul des vecteurs noeuds NIU(I) et NIV(I)

Ce sous programme permet de calculer des vecteurs noeuds

(NIU(D,1=1,NPU+NCU+1) et (NIV(I),IFI,NPV+NCV+1) associés a

chaque valeur de uj et vj.

Le vecteur noeud se calcule de la maniére suivante:

Selon la direction u :

[NY = Q si i<NCU

NIU, = i-NCU+1 si NCUsi <NCU+NPU+1

[, = NPU-NCU+2 si i>NPU
A titre d’exemple, les vecteurs noeuds, pour (NCU = 2, 3 et 4),

et NPU = 3 sont :

Nombre _de sommets. ordre vecteur noeud b

NPU = 3 2 001233 3

3 001 222 2

4 00001111 1

ou : b est la valeur maximale des éléments du vecteur noeud.

Cette valeur est donnée par la relation b = NPU-NCU+2

Le vecteur noeud selon la direction vj se calcule de maniére
1

analogue
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ORGANIGRAMME SIMPLIFIE

DU PROGRAMME DE MODELISATION

DES SURFACES PAR B-SPLINE

DEBUT }—>) NCUETNCV
ENTREE DE

t
ENTREE DU DECOUPAGE

NOU ET NOV

v
ENTREE DE NON
NPU ET NPV *

q
2 ¢NPUS5?

2 <NPV<S5?

ENTREE DES COORDONNEES |_,OUI_ 4

DES POINTS MESURES

}
- CALCUL DES VECTEURS NOEUDS

NIU(I) ET NIV(I)

i
CALCUL DES FONCTIONS MELANGES

B,x(u) ET By Xv)

y
CALCUL DE L'ALGORITHME

C. DE BOOR

¥
CALCUL DE S(u,v) POUR LA

VISUALISATION DE LA SURFACE

sume aecerencas eed Freee cossecence os

CALCUL DE LA MATRICE DE

CONNECTIVITE NOD(I,J)

MAILLAGE

V.A.O.N

ELEMENTS FINIS

FIN
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CHAPITRE V

QUELQUES EXEMPLES TRAITES



728

ot onda

3

aun

EXEMPLES DE-REPRESE) ON DES SURFACES:

vo 2nse aievib zelqe Q

Dats. les <chapiteescTineki Gl, nous: inous: ; samepatsactés a
représenter les surfaces quelconques tridimensionnelles en

utilisant la méthode de BEZIER et la méthode des B-SPLINES qui

"SOM Tespecti¥ ertfent AoIses edt Was Honctions polyamides daivs

Jes bagesitte BERNSTEIN ef Gui Ralgorithine dé‘C: DE BOOROY 22h

PAGOHITIM CU BALE

Dans ce chapitre, nous allons donner des exemples de

oi medélisation, de strfacesiquelconques en utidisanttsces:ideux

méthodes A pasgtitzshbrespectivement @idwss:7éseaucondes

(NPU+1)*(NPV+1) points mesurés (9 & 36 points) et des

2 palyndmesinde <dégrésc2, 23)ndobwdi Iutilisation de -polyiémes de

degrés d'approximation différents apporte une précision plus*ow

moins grande.

5,08 1,6,

Le réseau des (NPUH1)(NPVSI5 Poirits! .mesurés. ieSt un
réseau de points distribués:.selon ls..directidns. 1 et vii.Ng? sont

Ssqgor 8

sexemples. ecb

SAV

1). Visualisation d'une méme surface par les deux méthodes
cameq pes igofonetionssnspondérantes.). dev “degré/ i croissant
(fig. .VA,VB,VC) sacs. GeEwest

1-1. Les Cfigares cOytiparatives,°WAl, VBI; VC1,0.inontrent

l'influence duOdegré deg. fonctions, ipondérafités: utilisées! Sur la

représentation defjla surfact,{par lai sAgthode dé, BEZIER, fet avec
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1-2.L'observation simultanée des figures VAI- VA2,
VB1-VB2, VC1-VC2, montre la représentation d'une méme

ourface pandesadesxpméthodes sdeitBEZIERIET cBSPLAINES avec des

fonctions pomdérantesidersegré croissahtoinvob jes onany Srgeb

ay
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2).Sur un exemple, on montre le caractére global de la

représentation de BEZIER et le caractére local de la

représentation par les B-SPLINES.

3).La validation de la représentation par les polynémes de

BEZIER sera faite par comparaison avec des résultats obtenus

par ailleurs sur un ordinateur de grande capacité.[23]

4).La représentation d'’exemples divers sans ou avec

raccordement de carreaux en utilisant la méthode BEZIER.

V-1. LA VISUALISATION D'UNE MEME SURFACE AVEC

DES FONCTIONS PONDERANTES DE DEGRE 3, 4 OU 5 PAR

LES DEUX METHODES

Les ensembles de points mesurés (16, 25 ou 36) sur la

surface & représenté& sont donnés ci-dessous.

1, NPU = NPV = 3. Les coordonnées des seize points mesurés

sont:

0,0,0 1,0,2 2,0,1 4,0,0

0,1,2 1,1,2 2,1,2 4,1,0

0,3,0 1,3,2 2,3,0 4,3,2

0,4,0 1,4,0.5 2,4,2.5 4,4,0

La représentation de la surface par chaque méthode et avec

des polynémes de degré trois est donnée dans les figures VAL.et

VA2.

2. NPU = NPV = 4. Les coordonnées des vingt cing points

mesurés sont :

0,0,0 1,0,2 2,0,1 3,0,0 4,0,0
0,1,2 1,1,2 2,1,2 3,11 4,1,0

0,2,1 1,2,2 2,2,1 3,2,0 4,2,1
0,3,0 1,3,2 2,3,0 3,3,0 4,3,2
0,4,0 1,4,0.5 2,4,2.5 3,4,2 4,4,0

La représentation de la surface par chaque méthode avec de

degré quatre est donnée dans les figures VBI et VB2.



4. NPU = NPV = 5. Les coordonnées des trente six points

mesurés sont :

0,0,0 1,0,2 2,0,1 2.5,0,1 3,0,0 4,0,0

0,1,2 1,1,2 21,2 2.5,1,1 3,1,1 4,1,0

0,2,1 1,2,2 2,2,1 2.5,2,2 3,2,0 4,2,1

0,3,0 1,3,2 2,3,0 2.5,3,0 3,3,0 4,3,2

0,3.5,0 1,3.5,2 2,3.5,0 2.5,3.5,0 3,3.5,0 4,3.5,2

0,4,0 1,4,0.5 2,4,2.5 2.5,4,2.2 3,4,2 4,4,0

La représentation de la surface par chaque méthode et avec

des polynémes de degré cing est donnée dans les figures VCl.et

VC2.

On fait suivre ces surfaces des tableaux des points calculés

dans chacun des cas qui montrent la précision obtenue dans

chacun des cas.
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Le tableau comparatif ci-dessous montre les cotes z de quelques

points calculés d'une méme surface par les deux méthodes de

BEZIER et B-SPLINES

rT Be

LARAMAO = zoon= 1.35

Tableau V-1-3

DEGRE 3

Numéro des points METHODE "

BEZIER (Fig V-A-1) B-SPLINE (Fig (V-A-2)
10 1.1508 1.1510
31 1.2400 1.2400
52 1.3089 1.3087
B 1.3586 1.3586 vf
94 1.3827 1,3826 i
115 1.4091 1.4091 j ~COQUE TRIDIM, de 400 elenents, 441 points, 1600 segnents

136 1.4133 1.4132 Figure VA! SURFACE DE BEZIER DE DEGRE 3
157 1.4057 1,4055
178 1.3881 1.3881 LARAHAG! Zoon= 1.95
199 1.3623 1.3623 |
220 1.3125 1.3308)
241 1.2931 13132 |
262 1.2532 1.2653
283 1.2122 1.2222
304 LATI7 L718
325 1.1336 1.1336
346 1,0995 1,0996
367 1.0712 1.0713
388 1.0508 1.0508 PSY KY
409 1.0396 1.0396 YX \A y
430 1.0395 1.0395 Vey al

\A/ a
VI —

i \ ; a

MY -“

1 COQUE TRIDIM. de 400 elements, 441 noints, 1600 segnents



ir 76

LARAMAQ = zoon= 1.35

‘Numéro des points METHODE

BEZIER (Fig V-B-1)__| B-SPLINE (Fig (V-B-2)

10 0.9665 0.9665 |
31 1.0969 1.0970 sal
52 1.1909 1.1909
B 1.2531 1.2531
94 1.2870 1.2868
115 1,2999 1.2998
136 1.2932 1.2931
157 1.2721 1.2721 aca

178 1.2409 1.2408
199 1.2035 1.2035
20 1.1639 1.1640 TARAKRO Zoon= 1.35
241 1.1263 1.1263
262 1.0941 1.0942
283 1.0713 1.0714
304 1.0615 1.0616
325 1.0683 1.0680
346 1.0951 1.0951
367 1.1454 3.1454

388 1.2224 1.2224
409 1.3294 1.3294
430 1.4695 1.4695

Tableau V-1-4
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DEGRE 5

Numéro des points METHODE

BEZIER (Fig V-C-1) _| B-SPLINE (Fig (V-C-2)

10 1.0243 1.0244
31 1.1142 1.1372)
52 1.1679 12049 |
B 1.1899 ima |
94 1.1847 1.2309
115 1.1572 1.2019
136 1.1125 1.1531
157 1.0557 1.091
178 0.9924 1.0216 |

199 0.9279 ossu_|
220 0.8679 0.8855 |
241 0.8180 0.8308
262 0.7841 0.7928
283 0.7720 0.7775
304 0.7873 0.79054
325 0.8359 0.8376
346 0.9237 0.9244
367 1.0560 1.0563
388 1.2388 1.2389
409 14774 14774
430 L772 L777

Tableau V-1-5

77

COQUE TRIDIM, de 406 elenents, 441 points, 1600 segnents
——<__

Figure VC1 SURFACE DE BEZIER DE DEGRE 5

Ji [CARAHAO” zoon= 1.35

COQUE TRIDIH. de 400 elenents, 441 points, 1600 segnents

SURFACE DE B-SPLINE DE DEGRE 5Figure
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Les tableaux des quelques points calculés et I'influence du
degré des fonctions pondérantes utilisées sur la représentation
de la surface par chaque méthode v-2. LES CARACTERES GLOBAL DE LA

REPRESENTATION DE BEZIER ET LOCAL DE LA

NTATION PAR LES B-SPLINES1 - METHODE DE BEZIER REPRESE!

Numéro des DEGRE Pour montrer les caractéres global’ et local des deux
points - représentations, nous donnons ici un exemple identique a celui

: 4 2 i représenté dans la figure VB avec modification d'un péle.1 0.0000 0.0000 0.0000 Lo

2 0.2779 0.3565 0.4298 . La représentation de la surface pour chaque méthode est
3 0.513 9.6318 0.7371 donnée dans la figure V-2
4 0.7076 0.8345 0.9456 1.
5 0.864 0.9728 1.0752 1 La modification, du point central mesuré sur la surface réelle

6 0.9844 1.0547 1.1426 permet de montrervles figures VB1, VB2 et les tableaux VB11,

7 1.0710 1.0878 1.1613 ‘ VB22, le caractére global de la représentation Par la méthode de

8 1.1261 1.0795 1.1423 ~~ BEZIER et le caractére local de la représentation par la méthode

9 1.1520 1.0368 1.0940 des B-SPLINES.

7 fost EES SE Les nouvelles coordonnées sont:
12 1.0766 0.7685 0.8381 Lo.

0,00 1,0,2 —-2,0,1 3,0,0 4,0,0
Tableau V-1-1

0,1,2 1,1,2 2,1,2 3,1,1 4,1,0

2.- METHODE DE B-SPLINE 02,1 1,2,2 222 © 3,2,0 42,1

Numéro des DEGRE 03,0 1,3,2 2,3,0 3,3,0 4,3,2points te
3 4 5 ; 4 0,4,0 1,4,0.5 2,4,2.5 3,4,2 4,4,0

1 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.2779 0.3565 0.4298

3 0.5130 0.6318 0.7371 t Les nouvelles représentations 4 comparer avec celles de la
4 0.7076 0.8344 0.9457 7 figure VB sont données dans les figures V-2.-A et. V-2-B
5 0.864 0.9728 1.0753
6 0.9843 1.0547 1.1427 t
i 1.0711 1.0880 1.1614
8 1.1261 1.0794 1.1424
9 1.1520 1.0367 1.0944
10 1.1510 0.9665 1.0244
11 1.1251 0.8750 0.9376
12 1.0767 0.7685 0.8382

Tableau V-1-2
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LARAMAD zoom= 1.35

SEE EE KS
EEL GEIS FEES

LEE
YLT FRY

Figure ¥-2-4

Css

SAN

LARAMAD

COQUE TRIDIM. de 400 elements, 441 points, 1600 segnents

Figure ¥-2-B
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DEGRE 4

Numéro des points METHODE

V-BIL

Numéro des points METHODE

SPLINE (sans changement) | SPLINE(avee changement

de pole

Ty
cl

1.2531

2998

1

di

V-B 22
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V-3. COMPARAISON ENTRE LES RESULTATS OBTENUS PAR

LA METHODE DE BEZIER SUR MICRO-ORDINATEUR ET CEUX

OBTENUS PAR AILLEURS SUR UN ORDINATEUR DE GRANDE
CAPACITE

Pour valider le programme des surfaces complexes
représentées par les polyndmes de BEZIER, nous donnons ci-aprés
la représentation obtenue avec un trés gros logiciel sur un gros
ordinateur.

Dans cette représentation, nous choisissons d'utiliser le réseau
de seize points mesurés suivante :

0,0,0 1,0,2 2,0,0 3,0,0

0,1,2 1,1,1 2,1,1 3,1,1

0,2,0 12,1 2,2,1 3,2,0

0,3,0 1,3,0 2,3,2 3,3,0

La représentation de la surface obtenue par ailleurs [23] est
donnée dans la figure V-3-A et la représentation de la surface
que nous avons obtenue est rappelée avec la figure V-3-B.

V-g-A BIS

82 bis
J

Up ETUDE DES SURFACES
cePan EXEMPLE DES SURFACES DE BEZIER OE DEGRE 3

[LARAKNO zocor 1.30

COQUE TRIDIM. de 400 clenents, 441 points. 1600_segnents

Dimensions X= 3.08 YR 3.08 a 1.04
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V-4, EXEMPLES DIVERS, SANS,.OU, AVE 'ORDE!DE CARREAUX P *ANEOU, AREC BAGG BDEMENT

. Nous traitons io<quelques exemples cde lay représentation 5
d'une surface quelconque en utilisant la méthode de BEZIER sans

ou avec raccordement Me xcarreaur..£ 132.9% ve.9,Aa%e 9,80.8.8

Dans un premier temps, nous zeprésentons une surfage aver og, |
un seul carreau de degré cing. Les coordonnées des trente six

points mesurés sont :9¢.0,0! EGELOGL — C8.5,0,01 0.0.0!

0,0,0 100.7 2,050 BD QansfyOyO, oo 5s00 nh ob nuttermozsng?

01,0 ire: Lab Qlisi'i2 A Bezividsl. Onon4,k

» GUéup oy

0,2,0 = 1,2,0 2,2,2 3,2,2 42,0 ~ 5,2,0
gaining 28b asdnnebioos aol enemino isis ot

03,0 1,30 2,32 3,32 4,3,0

04,0 1,4,0 2,9,8,4,0e¢623,4,06.5 4.4.0: 2 95,4,00%>

0,5,0 1,5,0 ¢.0,2,5,0¢0).03,5100 9 )4,5,0: 6 25,5,0000 0 ogy

La représentation de da) surface sest année dans: la figure V-4-A, st

Nous allons iconstruire;cmaintenany deyx vexemples dey->-:, |
surface avec raccordement de carreaux. oo

£1.9,06 SCLO, 867.802 O.£1.08 SOT. oF
1. Pour le premier exemple, nous choisissons d'utiliser un

polynéme de 2Barngteiandes dege6btais. 201 unsties omSixund ot

Pour le premier carreau, les coordonnées des points
mesurés sont: £1 .0,0¢ SCL2,S87.8,08 OELROS ¢£

“10,00 GF1980,6.67 ehO0,050803% -1049,20 seg al

-8.66,5,0 9 8.66,5,06% 1-866:5, 18:33 ARW665.2en2..

"518.66,0 2.0528.66,6:675 AS R66x19:33 — eFe66, OES |
0,10,0 1 1,0,10,6.62rr.0820;18.83 — 0/40;20 -SB0TT Ef

RW gy

Posh nousinrsetc
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Pour le deuxitme carreau, les coordonnées des points

mesurés sont :

_0,10,0 0,10,6.67 0,10,13.33 0,10,20

5,8.66,0 5,8.66,6.67 — 5,8.66,13.33 5,8.66,20

8.66,5,0 8.66,5,6.67 — 8.66,5,13.33 8.66,5,20

10,0,0 10,0,6.67 —10,0,13.33 10,0,20

La représentation de la surface est donnée dans la figure V-4-B

2. Pour le deuxiéme exemple, nous choisissons d'utiliser un

polynéme de Bernstein de degré quatre .

Pour le premier carreau, les coordonnées des points

mesurés sont :

0,0,-5 0,3.5355,-3.5355 0,5,0 0,3.5355,3.5355 —0,0,5

5,0,-7 5,4.9497,-4.9497 5,7,0 5,4.9497,4.9497 —5,0,7

10,0,-9 — 10,6.364,-6.364 10,9,0 10,6.364,6.364 10,0,9

15,0,11 15,7.7782,-7.7782 15,11,0 15,7.7782,7.7782 15,0,11

20,0,-13 20,9.192,-9.192 20,13,0 20,9.192,9.192 20,0,13

Pour le deuxigme carreau, les coordonnées des points

mesurés sont :

20,0,-13 20,9.192,-9.192 20,13,0 20,9.192,9.192 20,0,13

23,0,-10 23,7.071,-7.071 — 23,10,0 23,7.071,7.071 23,0,10

26,0,-6 26,4.2426,-4.2426 26,6,0 26,4.2426,4.2426 26,0,6

29,0,-8 29,5.6569,-5.6569 29,8,0 29,5.6569,5.6569 — 29,0,8

31,0,-11 31,7.7782,-7.7182 31,11,0 31,7.7782,7.7782 — 31,0,11

La représentation de la surface est donnée dans la figure V-4-C
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COQUE TRIDIN, de 450 clenents,
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DEUXIEME PARTIE

CALCUL PAR ELEMENTS FINIS
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DEUXIEME PARTIE

CALCUL PAR ELEMENT FINIS

INTRODUCTION

Dans la premiére partie, nous nous sommes attachés 4
modéliser une surface quelconque A trois dimensions qui a été
définie par une représentation paramétrique réguligre A deux
paramétres uU ety {u ety € [0,1]} en utilisant le systéme UNISUREF
ou la méthode des B-SPLINES.

Le second objectif recherché dans ce travail est le calcul
d'une telle structure modelisée par cette surface. II s'agit
d'évaluer les déplacements, les rotations, les contraintes et les
déformations d'un point quelconque de [a coque construite sur
cette surface en utilisant la méthode des éléments finis qui est
communément utilisée aujourd'hui pour l'analyse des structures
dans de nombreux secteurs de Vindustrie : aérospatiale, nucléaire,
construction navale, mécanique, génie civil, ete...

L'objectif retenu ici n'est pas de construire un programme de
calcul par élément finis des plus performants et universel, mais
de montrer la faisabilité sur un micro-ordinateur d'un systéme
complet de C.A.O orienté vers l'étude du comportement
mécanique de coques ayant une forme quelconque.

Nous avons choisi d'utiliser des élément finis relativement
simples, mais suffisamment représentatifs du phénoméne
physique. En conséquence, nous avons écarté les éléments de
plaque et coque basés uniquement sur 'hypothése de Kirchoff
(sans cisaillement transverse). Nous avons préféré utiliser des
éléments isoparamétriques de volume dégénérés qui permettent
@'introduire le cisaillement transverse.

L'utilisation des éléments de volume 4 vingt noeuds dans
leur forme originale, pose certains problémes. Pour ZIENKIEWICZ
[35,1977], deux difficultés principales se présentent :
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Tout d’abord, la conservation de trois degrés de liberté en

chacun des vingt noeuds, entraine Vobtention | de termes a

rigidité trés grands pour les déplacements relatifs le ong —
cétés correspondant a I'épaisseur de la coque. Ceci peut alo

conduire A des systémes d'équations mal conditionnés aa,
dimension de l'élément beaucoup plus petite que les deux autres),

a des difficultés numériques et 4 une précision trés mauvaise.

En second lieu, l'utilisation de plusieurs noeuds dans

l'épaisseur de la coque sur des normales 4 la surface moyenne

en ignorant une hypothése fondamentale sur les coques, en ene

un trés grand nombre de degrés de liberté et des temp

calcul prohibtifs.

Pour tenter d'éliminer ces difficultés, AHMAD [2,3] a modine

'élément isoparamétrique de volume 4 20 noeuds en introduisan

les simplications suivantes :

*La premiére simplification consiste a considérer une

variation linéaire des déplacements suivant : epaisseur, oe

permet de supprimer quatre noeuds intermédiaires et conduit
x

la définition d'un élément A trois dimensions 4 16 noeuds et 48

DDL (fig. [Tf-1).

Cette hypothése permet d’éviter l'emploi de degrés de liberté

surabondants dans l'épaisseur de la coque.

* La deuxiéme simplification consiste, d'aprés I'hypothése Ou= 0

(ou trés inferieure A Oy et Gy) de la théorie des coques, 4 négliger
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Z

dans I'énergie de déformation les termes dépendant de ©z. Ceci

permet aprés intégration dans I'épaisseur, la définition d'un

élément de coque 4 8 noeuds avec 5 DDL par noeud : u, v, w, a,

et B dans un triédre local lié a la surface moyenne (fig. II-2). On

obtient ainsi un modéle de coque avec cisaillement transverse. En
effet, les normales 4 la surface moyenne de la coque restent
droites mais ne restent pas normales & la fibre moyenne au cours
de la déformation 4 cause de la présence du cisaillement, et ne
changent pas de longueur durant la déformation.

>* La troisiéme simplification consiste 4 utiliser une hypothése

de comportement uniaxial dans la direction ¥. Ceci revient A

supposer les phénoménes de membrane et de flexion découplés.et
permet de considérer uniquement les phénoménes de flexion
(uj = vj = 0). En utilisant les mémes noeuds pour définir la

geometric et les déplacements, on obtient ainsi un élément
isoparamétrique de plaque en flexion 4 8 noeuds avec 3 DDL par

noeud : w, O, et B (fig. II-3). Ce type d'élément servira de base 2

cette deuxiéme partie du travail .

FIGURE II - 3.

Les deux premiéres simplifications de la formulation et les

caractéres de généralité des éléments isoparamétriques de

volume A partir des hypothéses des théories des coques

conduisent & des éléments trés intéressants. Ils permettent en

effet 4 priori le calcul des structures de formes quelconques et

d'épaisseurs variables, la prise en compte de renforts éventuels,

la liaison de structures minces et massives etc,...

La derniére simplification a été introduite ici pour des

raisons liées au matériel utilisé : n'ayant a notre disposition qu'un

micro-ordinateur, nous avons réduit & trois le nombre de degrés

de liberté par noeud afin de rester dans des temps raisonnables

de résolution. Ceci a pour conséquence que le comportement de la

coque A étudier peut étre représenté par le comportement d'un

assemblage d’éléments plans (coques 4 facettes planes) et non

celui d'une coque courbe. La coque courbe est ici remplacée par

une coque en “carapace de tortue”

Le chapitre I rappelle la forme discrétisée des Equations qui

régissent ces problémes.

Le chapitre If décrit de fagon détaillée les éléments finis

utilisés (expressions de la géométrie de I'élément et du champ de

déplacement)

Le chapitre {II indique tous les calculs complémentaires 4

effectuer pour préparer I'évaluation des matrices de raideur

élémentaires : dérivées sur l'élément de référence, fonctions
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d'interpolation, matrice du jacobien, coefficients de pondération
affectés a la valeur de la fonction en chaque point de Gauss, la loi
de comportement utilisée.

Le chapitre IV décrit l'organisation du programme de calcul
par élément finis.

; Le chapitre V, donne quelques exemples des surfaces
représentées dans la premiére partie traitées par éléments finis.
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CHAPITRE I

FORME DISCRETISEE DES EQUATIONS ET

PRINCIPE DU CALCUL DE LA MATRICE

DE RAIDEUR ELEMENTAIRE

I-[ RAPPEL SUR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS [9]

FORMULATION ENERGETIQUE DES EQUATIONS GENERALES DE

LA STATIQUE DES SOLIDES DEFORMABLES ELASTIQUE.

Soit un corps solide déformable schématisé (fig. II-4) de domaine

ro fut oe.
V limité par la surface S (normale extérieure unitaire nj).

Les notations utilisées sont les suivantes :

uj; Tteprésente les composantes des déplacements d'un

point uj; [x,y,z].

Oj; sont les composantes du tenseur des contraintes.

€jj sont les composantes du tenseur des déformations.

f; sont les composantes des forces de volume.

; sont les composantes des forces de surfaces imposées

(conditions aux limites).
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On _appellera wg l'énergie de déformation ou Ug:

t2Uy=2Wy= | 5, ,¢, dV =f {o} {e}dV 1-1

On appellera we te travail des forces extérieures
conservatives de surface et de volume :

2W, =] f,u,dVv + J, 9,u,ds

= f {f} {ubav 4 [ {9} {ubas 11-2

Le principe d'Hamilton donne alors :

8 {oy {e}dV=5f ff} {upavesl co" {ures 11-3
v v 3

Parmi tous les déplacements cinématiquement admissibles
du systéme déformable, la solution réelle résulte de l'équation
ci-dessus.

On n’a pas toujours des forces de surface ov volumiques qui
dérivent d'une fonction de force. Dans ce cas, le principe résultant
est celui du travail virtuel.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un corps
déformable soit en équilibre est que le travail des forces
extérieures soit égal au travail de déformation pour tout champ
de déplacements virtuels cinématiquement admissible {Su}.

f {of {8c} dV =f {ft} {au} dv +f fo}' {arts
ou

dU, = 5 Wr

J, 9, 86, dV =| pf, du,dVv +] 6, du, ds 1-4
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Si l'on prend des sous-domaines ou Eléments finis, ces

grandeurs vont se calculer sur chaque élément et s'additionner.
Si, on ak éléments, :

(kK). (k) (HaskK) s(k = dv2 fore av =D Jef bu, td J, % i k

La recherche d'une fonction de déplacement u continue -

remplacée par la recherche d'un vecteur Up, valeur approchée de

u aux noeuds du maillage.

Sur chaque élément v,, la fonction continue uj est remplacte

par son interpolée uj*; la valeur interpolée a Vintérieur d'un

élément ne dépend que de uj : aux noeuds de cet élément.

On peut écrire :

{ u fk) } [Ne] {ax }

et {8ulk) pal Ny 1{8 qx }it

1 .
La définition des déformations Ey = 2 (uj, j + Uj, i)

donne { €(k) } [Bh ] € qx }

don «(8 (K) } = [Be] LS ay }

la loi de comportement élastique s’écrit :

fo} =([D](€®} =[DITB ){ ay }

En reportant ces diverses relations dans (ir -4) :

t

Hoh (B) (0) 81,av,l ¢a3]()= [2h 0 (N} av, |[244}
kk

+{ Sf cov tw,9, {54,3
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Posons :

t

[K] = » | (Bl, (D1 (Bl av,

t

(f] = a {f} IN] dv
k

t

(= Xf {IN as,

Cette définition nous donne simultanément I'assemblage.

Le principe d'Hamilton est équivalent a -

{ [kl {a,} -([f] “To }{ da, } - 0

ws

(F]

et l'équilibre du corps déformable est donnée par l'équation
classique :

[K]{q} = [F] II-5

La résolution consiste & déterminer le vecteur {q} des
déplacements inconnus d'un point quelconque d'une structure
sollicité de fagon statique.

I-2 PRINCIPE DE CALCUL DE LA MATRICE DE RAIDEUR
ELEMENTAIRE

Les €quations discrétisées régissant le comportement
Statique élastique de toute structure discrétisée également,
peuvent s'écrire sous la forme suivante :

{F} =[K]{q} IL-6

OU {F} est le vecteur des forces ponctuelles extérieures
appliquées ou la discrétisation des forces réparties de volume ou
de surface.

{q} représente les composantes w, o etB de déplacements
de tous les noeuds de l'ensemble de la structure.

et ({K] est la matrice de raideur globale de Ja structure
élastique.

Woe gehen wentomtet icair i bonemyltiednlp jicbprntt ge -
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La matrice de raideur globale résulte donc de l'assemblage

des matrices de raideur élémentaires évaluées par :

(Ki = |, (Bl (cl (Bl, dv, 11-7
k

[C] est la matrice de comportement élastique du matériau

La loi de comportement relie contraintes et déformations de

la maniére suivante :

Oy ey

Oy ey

Oxy = {c] Yxy 11 - 8

Sy2 |

Oz x Yzx

avec

rc 0 7

C,, C., 2

0Co ©.» 8 a

[c]=| 0 0 C,, 0 0 11-9

0 0 0 C,, 0

pO G 8 9 ©. |

[B] est représentatif du taux de déformations compte tenu

d'une hypothése de pondération liant le déplacement d'un point

quelconque de l'élément aux déplacement de ses noeuds

({E*} = [Bk] (qk).
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Dans notre travail, nous montrerons au chapitre II qu’ en un
point M de I'élément, de coordonnées x, y, z, et de composantes de

déplacement w, B, eta, le vecteur de déplacement {u} peut

s'exprimer relativement aux déplacements des noeuds u; de
rélément, par I'intermédiaire de fonctions d'interpolation N; de

degrés plus ou moins élevés selon la “richesse” des éléments finis
utilisés.

Nous montrerons au chapitre If que pour le type d'élément
choisi, et en utilisant des fonctions d'interpolation Nj, Le
déplacement d'un point quelconque de I'élément s'écrit de la
fagon suivante :

II-10

Ces fonctions Nj seront explicitées pour des éléments de

coque 4 surface moyenne 4 quatre, neuf et seize noeuds.

[Blk sera alors directement déduit du déplacement et des

grace aux Icis deo la mécanique des milieux continus.
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fF ou
ey ox

ov

| ¥ ("|
ay yps He =[DIIN] 4 ©,

Wal | ow, ow Lo, |
oz Oy

‘ex ou OW
lat ox]

avec

d
za ",

0 zu

a a
[D] = 0 2 ~in

a
oO -1

oy.

a
oe I O

et

0, 0, 0, N,, No. JN, 0, O,..08. , O

(N] =| 0, 9, 0, 0, O,.... , 0, Ny N,, iN,

Saree , 0NN, .. N, 0, 0, .... , 0, 0, O,

n ost le nombre de noeuds par élément et de ce fait le

matrice d'interpolation des déformations est la suivante :

[B(x,y.z]k = (D] [N(x y,z)] W-ti

Cette matrice sera explicitée au chapitre III.
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CHAPITRE II

PREPARATION DES ELEMENTS FINIS UTILISES.

Trois types d’éléments isoparamétriques ont été introduits

dans ce travail:

1. Elément linéaire (quatre noeuds).

2, Elément quadratique complet (neuf noeuds).

3. Elément cubique complet (seize noeuds)

II-1. EXPRESSION DE LA GEOMETRIE DE L'ELEMENT

x

La coque est discrétisée 4 l'aide d'éléments de volume tels

que E'.

Pour systématiser l'évaluation des intégrales donnant la

raideur élémentaire, nous allons faire appel A un élément de

référence sur lequel les calculs seront facilités.

On approxime la géométrie de l'élément réel E' de coque en

considérant un élément E dit de référence défini a partir des

coordonnées cartésiennes d'un certain nombre de points i de E!

et de fonctions d'interpolation Nj permettant de déterminer tout

autre point de l'élément 4 partir de celles-ci.

Clément considéré £,

Points de E' permettant

de définir E,

Interpolation entre ces points.

FIGURE II - 6.

Grice A une transformation géométrique, nous remplagons la

dééfinition analytique de chaque élément réel par la définition

analytique plus simple de son élément de référence.

La ‘géométrie de l'élément de référence E est défini alors de

la maniére suivante :

NPE

X = ¥ NC Eno)x,
l=1

NPE

y= DN Condy 11-12

NPE

z= » N, (61, 5) Z|
I=1

ou

E, net€ — sont les de coordonnées curvilignes variant

entre -1 et +1 sur les faces respectives de l'élément. ;

X;, yj et z sont les coordonnées cartésiennes des points 1.

NPE est le nombre de noeud de l’élément.

Ni(é,n,6) représentent les fonctions d'interpolation, fonction

des coordonnées § 7 et C d'un point de l’élément de référence E.
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Ces fonctions prennent la valeur 1 au noeud i, la valeur @
pour tous les autres noeuds. Elles sont telles qu'elles assurent la
compatibilité avec les éléments voisins. Elles permettent de
passer des coordonnées intrinséques &, n, ¢ aux coordonnées
x, y, Z.

Les équations (II-12) peuvent s'écrire sous la forme
condensée suivante:

NPE

y} = DN(E 0.6) y, 11-13

: G

; Les relations (II-13) définissent, pour l'élément E de
référence, la transformation correspondante entre les
coordonnées cartésiennes x, y, z et les coordonnées curviglines

Sno. -

(B)

FIGURE Il - 7.

Nous utiliserons des éléments finis isoparamétriques. Ce sont

des éléments tels que les fonctions d'interpolation servent 4 la

fois 4 définir les déplacements d'un point quelconque en fonction

des déplacement des noeuds, et a écrire la transformation qui

permet de passer d'un élément de référence a l'élément réel. Tout

est alors ramené sur I'élément de référence.

Pour notre application, nous pouvons considérer que la

structure est discrétisée de maniére satisfaisante avec des

éléments dont les sections dans l'épaisseur sont générées par une

droite.
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L'approximation géométrique de l'élément de référence E

peut alors étre définie 4 l'aide des coordonnées cartésiennes de

points isup Ctiing, appartenant respectivement aux faces
supérieures et inférieures de l'élément, de la maniére suivante :

| NPP 146 ‘ NPE '+ XN eM | 11-14

: : i,
I !
sup inf

ol les points isup, ling et i ont respectivement les

coordonnées curvilignes suivantes :

Eup (Sy Mp + 1);

Hine Gp M1);

I (by Mp0),

Compte tenu de la formule précédente, nous pouvons écrire

les fonctions d'interpolation Nj (E,n,C) sous la forme suivante :

No Gad =N Ga) SF

N, (Eng) = Ni (Bn) Se

ou Ni(&,1) représente ies fonctions d'interpolation des

coordonnées €, 7 d'un point i appartenant a la surface moyenne de

l'élément de référence.

Ces fonctions d'interpolation seront données au chapitre III.

e 7 103

La relation (I-14) peut alors s'écrire :

i‘ x Xx, [*)

NPE C NPE

= DN, (60) yy tS XN, (0) y, - | 11-15
f=1 l=1

: | ie,

La surface moyenne de l'élément de référence peut étre

définie par I’équation (11-15) si ¢ = 0 et elle s'écrit :

x x,

NPE

i = YN (0) 1% 11-16
l=1

z z

ol xj, Yj et 2; représentent les coordonnées cartésiennes du

point i appartenant 4 la surface moyenne de l'élément réel.

II-2, EXPRESSION DU CHAMP DE DEPLACEMENT

Pour écrire le champ de déplacement, on utilise l'hypothése

suivante :

Toute normale 4 la surface moyenne reste droite aprés

déformation, mais n'est plus forcément normale 4 Ia surface

moyenne déformée (hypothéses cinématiques de Hencky-

Mindlin) [24].

Compte tenu de cette hypothése, le déplacement d'un point
: 

Vasda A Aquelconque M d'élément peut s'cxprimer & Vaide du déplacement

des points igyp etijnf, appartenant respectivement aux faces

supérieures et inférieures de l'élément par un procédé et des

relations analogues 4 ceux utilisés pour l'expression de la

géométrie de Il'élément. Nous aurons ainsi un élément

isoparamétique.
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ol uj, Vj et wi représentent les composantes du déplacement

des noeuds i.

Ni(&.1) représentent les fonctions d'interpolation des

coordonnées § n d'un point i appartenant & la surface moyenne

de l'élément. Avec le méme processus que celui utilisé pour la

définition de géométrique (II-15), on obtient pour le champ du

déplacement.:

: ef
Ll Saceal-f Faceo | -v} _

Jwo lw] lw

Considérons au niveau du noeud i, un repére local

orthonormé V4j, V2j et V3j; of V3j est le vecteur unitaire normal

4 la surface moyenne, Vj; et V2; représentent les deux vecteurs
x

tangents 4 cette surface moyenne.

z; est l'épaisseur de la coque au point i.
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Soient Oj et Bj les valeurs algébriques des rotations de la

normale 4 la surface moyenne V3; autour des vecteurs V1j et Vi.

Nous supposons que les rotations oj et Bj sont suffisamment

petites pour que l'on puisse écrire dans le repére local, les

relations suivantes :

ijf fe

(uj, vi, Wi} tisup et (uj, vi, Wil 'iinr Teprésentent les

composantes du déplacement des points igyy et ijpg dams le repére

local V1j, V2i, V3i-

Dans le repére global, nous avons :

on les view représentent la composante suivant l'axe k du

repére global, du vecteur vij (cosinus directeurs).
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D'aprés la relation (II-19), nous avons alors :

| !

[1 uy Voy May
B,

Vv —<iVv =2Z -y! v!
| 1 | 22 12

| :w w | I
{ | v, Vox V4

sup Inf

global

Les relations (If-18) peuvent alors s'‘écrire sous la forme

suivante:

u 41] B,

Vv: - TN (& 1) 4¥ ii'Sn Enjz,[-v! vi fl-20~ e Marita a (0) if or Mt

w we *

Cette relation permet d'exprimer le déplacement d'un point

quelconque de l'élément de référence E 4 l'aide des trois

composantes du déplacement des noeuds i, et des deux rotations

de la normale 4 la surface moyenne en ces mémes noeuds i.

Dans ce travail, utilisant des éléments de plaque plane nous

considérons que le calcul du déplacement d'un point quelconque

de l'élément peut s'exprimer a l'aide d'une composante du

déplacement des noeuds i, et des deux rotations de la normale a

la surface moyenne en ces mémes noeuds i.

Ce -type d’élément correspond au cas d'une plaque plane pour

laquelle les phénoménes de membrane et de flexion sont

supposés découplés, ce qui nous permet de _ considérer

uniquement les phénoménes de flexion (uj = vj = 0). On aboutit

ainsi 4 un élément isoparamétrique de plaque en flexion 4 NPE

noeuds avec trois DDL par noeud (wi, &j, Bj).
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Compte tenu de I'expression (II-20), avec uj= vij= O nous

pouvons approximer le champ de déplacement au moyen de la

forme matricielle suivante:

u 0 z,N, 0 "|

NPEiy $= 0 0 -ZN, | 11-21
i=t

le N, 0 0 la, |

Le déplacement d'un point quelconque de 1'élément

s'exprime donc a l'aide d'une composante du déplacement du

noeud i, et des deux rotations de la normale 4 la surface moyenne

en ce méme noeud i.

wj, Oj et Bj sont les trois déplacements généralisés (degrés de

liberté) du noeud i.
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CHAPITRE III

PREPARATION DU CALCUL AUTOMATIQUE DE
CHAQUE MATRICE DE RAIDEUR ELEMENTAIRE SUR

L'ELEMENT DE REFERENCE

La .matrice de rigidité élémentaire doit étre calculée en axes
globaux pour pouvoir effectuer l'assemblage ultérieurement.
Cette matrice est donnée par la relation (H-7) sur l'élément réel :

[K] =], (B, (% y,z)} [c] [B, (X%y,2)] dxdydz

et sur l'élément de référence par

+7 +1 41

[Kl=J J { (8, Gno)] (C][B, (En, QHetldldédndt 11-22
-1 -1 -1

of on aura tenu compte de la transformation de [B], dans le
passage sur l'élément de référence .

[B(x.y.2)] = (D) [NQwy.2)]

III-1. EXPRESSION DES DERIVEES SUR L'ELEMENT DE
REFERENCE

Pour intégrer le changement de variables, nous devons
calculer les dérivées nécessaires sur l'élément de référence grace
au Jacobien J de la transformation donnée par — (II-13).

ie
i" = (W] = 11-23

x] le
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ot

ax OY
a& 0& 0&

. _ fax OY az
ee ee

ax OY ae
we

NPEQN PEN, NPFON |

bes * x “Oe v | [2 at “1
NPEON PEON |

= (Fa) (Zar)

Finalement :

t on) ; oN, [* y, 41
a ao Ee | |

IX, Yo 25

py-[ 2 Me Ns |ay’ dn’ am | : :

oN, oN, Nn B
TE ae 2 Senora ‘Hix, Yn 2a

A partir des relations précédentes, on obtient les dérivées

des déplacements :



==

—_—_----- Q<az

_——_—__,ay=

a<

i=

Q*

yy<

ae ese
x|2x<i]<

q

Me

W

= (Jl!

= [J]

tu) e Se Sle— Y ot Ks

a
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= (u)

= (wl!

mm {2, Bi}

at

on {7-21 %}

Q

Sz
a

alee)
wy=.

Pai3

Q

H| Zz,

7"=
v

w wZz. | Zz
Qy van)

oO

oO

o

Qo

0

0

ant
3

an'
om

ant
a J

ou {yy-l est l'inverse de la matrice Jacobienne [J] et 2; est

l'épaisseur de 1'élément.
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IH-2. EXPRESSION DE LA MATRICE DE RIGIDITE
ELEMENTAIRE SUR L'ELEMENT DE REFERENCE

; Sur l'élément réel l'expression By (6,7, ) devient sur
lélément de référence :

~

ave 0 0

ee re
t

j a 0 0

[B(&n,O] =[ty] j 0 aw 0 | 11-25

4 0 oO a
t

- “lo 0 a

pe 8 Fe
avec

Qo Q Co So — Qo { — So So[L,] =

0 1 0 0 oO O 0 0 -1

1 0 0 0 0 1 0 06 0

[C] représente la matrice de comportement du matériau
€lastique isotrope. Cette matrice sera donnée au paragraphe
(III-5)

J représente la matrice du jacobien.
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IH-3. CALCUL DE LA MATRICE DE RAIDEUR
ELEMENTAIRE

Le calcul de S'intégrale définissant la raideur est faite en

utilisant la méthode de Gauss. Dans cette méthode, l'intégrale

peut étre évaluée exactement en utilisant la formule de

discrétisation classique.

NPG NPG NPG

[K]l= > > Ss www iB) CCiBll J] 11-26
{=1 Jet K=1

ou NPG représente le nombre des points Gauss dans les

directions &, n et ¢ respectivement.

On donne ci-dessous, le schéma du nombre de _ points

d'intégration de Gauss utilisé dans chaque élément selon les

directions & 7 et €¢, respectivement.

Nombre de points d'integration
ELEMENT Direction § Direction " Direction

2 2 2

3 3 2

@ ®@ !
4 4 2

ee

bp a a d

Wy, Wy et WK représentent les coefficients de pondération

(ou poids) affectés 4 la valeur de la fonction en chaque point de

Gauss.
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On donne ci-dessous, 1a position des points d'intégration de
Gauss et les coefficients de pondération correspondants.

TYPE NOMBRE DE POINTS

En WWW yD'ELEMENT | POINTS DINTEGR,

i LINEAIRE 2°*2 + 0.57735027 {.00000000

+ 0.77459667 0.55555555
2. QUADRATIQUE 3° 3 :

0.00000000 0,88888888

+ 0.86113631 0.34785485
3.CUBIQUE 4° 4 :

+ 0.33998104 0.65214516

IIl-4. FONCTIONS D'INTERPOLATION

Les fonctions d'interpolation linéaire, quadratique et cubique
de type lagrange sont utilisées pour définir la position
géométrique et le déplacement d'un point quelconque de
élément

L'expression de ces fonctions peut s'écrire sous la forme
suivante :

IIt-4-1. Elément linéaire (4 noeuds par élément)

Dans cette étude, l'élément et la numérotation de ces noeuds
sont rappelés ci-dessous :

Le déplacement A chaque noeud a trois composantes (w, a, B).

Les douze composantes aux noeuds de 1'élément sont regroupées
pour former le vecteur {q} (voir équation II-1-6).

(q}t = (wy, w2, w3, w4, 01, 02, 03 a4, By, B2, B3, B4)t

Pan ee 115

FIGURE II - 10

Les fonctions d'interpolation correspondant a la

transformation élément réel - élément de référence sont les

suivantes :

Ny, =14(1-§)(1-1)

N2=14(1+8)(1-0)

N3=14(1-§)(1-1)

N4=1/4(1+6)(1+)

Les Nj sont des fonctions d'interpolation de Serendip ou de

Lagrange du noeud i.

IIli-4-2. Elément quadratique complet de Lagrange

(9 noeuds par élément)

On rappelle ci-dessous, l'élément et la numérotation de ses

noeuds :

Les vingt sept composantes aux noeuds de l'élément sont

regroupées pour former le vecteur (q} (voir équation II-6).

{Q}t= (wy, W2, cee WO, OL], O12) vressrecserees a9, By, Ba, -Bo }t
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TN

7 8 9

4 6

g

1 2 3

FIGURE II -11.

Les fonctions d'interpolation correspondant a
transformation élément réel - élément

suivantes :

la

de référence sont les

Ny, =1/4(1-E)C1-1)& y

Nz =-1/2(1-§2)(1-)

N3=-1/4(1+E)(1-n) Eq

Nqg=-12(1+6)(1-n2)E

N5 =(1-§2)(1-12)

No=U2(1+E) (1-2) E

N7=-1/4(1-§) (1 +n) Gq

Ng=1/2(1-€2)(1+n)q

No=1/4(1+6)(l+ny§q

Les Nj sont les fonctions d'interpolation quadratique de

Lagrange du noeud i.
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IlI-4-3. Elément cubique complet de Lagrange

(16 noeuds par élément)

On _rappelle ci-dessous, l'élément et la numérotation de ses

noeuds :

Les quarante huit composantes aux noeuds de l'élément sont

regroupées pour former le vecteur {q} (voir équation II-6)

(qt = ( wy, WO, W166) CLs Os ceererees 016, By, Ba,....-B16 }

Les fonctions d'interpolation correspondant a la

transformation élément réel- élément de référence sont les

suivantes :

Ny, = 1/256(1-&)(1-9&€2)(1-n)( 1-92)

No = - 9/256(1-62)(1-3§)(1-n) (1-92)

N3 =- 9/256(1-&2)(1+36)(i-N)Ci-9 12)

Nq = 1/256(1+&)(1-9§%)(1-n (1-907)

N5 = - 9/256(1-&)(1-9§2)( 1-92 )( 1-3)
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No = 81/256 (1-€2)(1-3&)(1-n2)(1-30)

N7 = 81/256 (1-€2)(1+38)(1-2)(1-3n)

Ng =-9/256(1+8)(1-9§2)(1-y2)(1-3n)

Nog = - 9/256 (1-§)(1-9€2)(1-92)(1+3n)

N10 = 81/256 (1 -&)(1-3€)(1-2)(1+3n)

Nyy = 81/256 (1 -§2)(1+3€)(1-92)(1430)

Ni2 = - 9/256(1+§)(1-9§2)(1-92)(14+37)

N13 = 17256 (1-§)(1-9§€2)(14 n)( 1-92)

N14 =- 9/256(1-§2)(1-3€)(1+n) (1-92)

N15 =-9/256(1-€2)(14+38)(1+n) (1-92)

Ni6 = 1/256(1+§)(1-9§€2)(1+ )(1-9n2)

Les Nj sont les fonctions d'interpolation cubique de Lagrange
du noeud i.

III-5. EXPRESSION DE LA LOI DE COMPORTE

UTILISEE MENT

Le tenseur des contraintes O jj en un point d'un solide

élastique est représenté par la matrice des composantes du
tenseur des contraintes

SYM 6
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Cette matrice est symétrique et comporte donc six

composantes indépendantes. Cet état de contrainte peut €étre

représenté par un vecteur 4 six composantes,

[o Jt =[ O11 O22 633 O12 923 913 ]

De la méme fagon, l'état de déformation en un point d'un

solide élastique est représenté par la matrice des composantes du

tenseur des déformations

fi fy by

[ €. ] = En oo
ij

SYM Ex

Cette matrice est également symétrique et comporte six

composantes indépendantes. Cet état de déformation peut

également étre représenté par un vecteur & six composantes

Le Jt=[ €y, €22 €33 €12 €23 13 |

La loi de comportement relie contraintes et déformations de

la fagon suivante :

O=CE II-27

Pour un matériau isotrope élastique en contraintes planes, la

loi de Hooke donne une matrice C liant contraintes et

déformations sous la forme ci-aprés :
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vo _B" te te. 29 0 0

vo vyt 7 0 0 0

v v

jo» Too 1 0 0 0
__EQ-») I-v Tv 45

1 = 0 0 0 Ese)G+ 20) BG) 0 0

0 0 0 9 teen.
2-v)

0 0 0 0 9 1220.
2(1-v)

Pour les éléments utilisés ici nous avons pris comme
hypothése que : Les contraintes normales 033 agissant sur des
surfaces paralléles 4 Ja surface moyenne sont petites et
négligeables devant toutes les autres contraintes (Deuxieme
hypothése de Kirchoff-Love).

; Compte tenu de cette hypothése, nous pouvons interpréter
trés simplement en écrivant

033 =0

En .un point quelconque M, la relation entre les composantes
du tenseur des contraintes et du tenseur des déformations peut
alors s'écrire sous la forme suivante :

{Ol}= (Cl) (el)

soit :

f E vE 7
{11 tow fave 0 0 0 é

1oO E 1
22 0 0 e

t-v? ‘ 22

o! = q 4
12 G 0 oli toy tl-28

1

So3 ie
S YM G 0

{

1s [L G Ys
ou .

G=E2(1+v)
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CHAPITRE IV

ORGANISATION DU PROGRAMME

Le but de ce chapitre est de présenter le programme de

calcul par élément finis pour déterminer les déplacements d'un

point quelconque de la surface réelle. La construction de ce

programme nous permet de mettre en oeuvre la méthode des

éléments finis sur micro-ordinateur. Ce programme est écrit en

FORTRAN 77. On trouvera le listing en ANNEXE B-2. Pour la

compréhension, on trouvera un organigramme simplifié 4 la page

suivante.

Les données du probléme sont les suivantes :

* Module d'élasticité E

* Coefficient de poisson v

* Epaisseur de l'élément T

* Les composantes des forces extérieures appliquées F

Les inconnues 4 déterminer sont le déplacement w et les

rotations a et B en chaque noeud.

IV-1. VARIABLES UTILISEES

On peut utiliser trois types d'éléments dans ce code : des

quadrilatéres 4 quatre, neuf et seize noeuds. Le type d’élément est

spécifié par la variable NPE (nombre de noeuds par élément).

* Le nombre total d’éléments du maillage est indiqué par

la variable NEL (nombre d'éléments).

- * Le nombre total de noeuds du maillage est précisé par

la variable NPT (nombre de points).

* La matrice de connectivité de chaque élément est

indiquée par la variable NOD(I,J) (tous les noeuds J de !'élément I).

* Les coordonnées globales de chaque direction sont

indiquées par les variables X(I),Y(I) et Z(I), respectivement.
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ORGANIGRAMME SIMPLIFIE i

DU PROGRAMME DE CALCUL PAR ELEMENTS FINIS ©

NTAIREENTREE DU NOMBRE D'ELEMENTS CALCUL DE LA MATRICE DE RAIDEUR ELEME|
DEBUT |} ‘SELON U ET V (NEU ET NEV) POIDS DES POINTS GAUSS, DES FONCTIONS SF (I)

COMPRENANT LE CALCUL DES COORDONNEES ET

v i ET LEUR DERIVEES DSF(1)
ENTREE DU NOMBRE DE NOEUDS |_, NON

PAR ELEMENT (NPE ) ] ¥
ASSEMBLAGE DES MATRICES ELEMENTAIRES

ese 2 ue) 8 POUR OBTENIR LA MATRICE EN AXES
GLOBAUX GR (|, J)

ENTREE DES CARACTERISTIQUES_, y

DU MATERIAU (EET p) OUI b

¥ INTRODUCTION DES CONDITIONS AUX LIMITES
CALCUL DU MODULE SUR LES VARIABLES DES PREMIER ET
DE GISAILLEMENT (G) SECOND MEMBRES

4
aut vee [7 TRIANGULARISATION ET

- RESOLUTION DU PROBLEME

: 7
CALCUL DE LA MATRICE DE CONNECTIVITE CALCUL

NOD (1,J) ET DU NOMBRE TOTAL D'ELEMENTS ( NEL)
efits DES CONTRAINTES

; b

VISUALISATION RESULTATS

DU MAILLAGE V.A.O.N

| %

FIN
ENTREE DES CONDITIONS AUX LIMITES

CORRESPONDANT AUX DDL IMPOSES

{ NDC ,IBF (1) ET VBF (1) }

4
i

ENTREE DES CHARGES EXTERIEURES

{ NSF, ISF (1) ET VSF (1) }

v

CALCUL DE LA DEMI

LARGEUR DE BANDE :

a
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La matrice de connectivité {NOD(I,J)} et le nombre total
de noeuds du maillage ( NPT ) sont générés automatiquement par
le sous programme AUTO, qui demande d'entrer :

* Le nombre d'éléments selon les directions u (variable
NEU) et v (variable NEV), respectivement.

Ce sous programme AUTO peut étre utilisé pour discrétiser le
domaine rectangulaire par éléments rectangulaires linéaires
(quatre noeuds), quadratiques (neuf noeuds) et cubiques (seize
noeuds).

Les systémes de numeérotation globale et locale des noeuds
sont donnés dans la figure suivante :

1. Pour les éléments linéaires & quatre noeuds :

#"

— (NEU + 1)(NEV + 1)

8

7 8 9

O/ G
4

1 2 3 4 5

6Numéro du noeud (NEU41) -

0 y Numéro de I'élément

Figure IV - 1

2.

3.
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Pour les éléments quadratiques complets 4 neuf noeuds :

AV
>>

NEU +1)(NEV +1)

NEV +1)

23 24 25

haa 14
2

1 2 3 4 5 6

> 10 Mt
Z Numéro du nocud (NEU +1) .

° y Numéro de |'élément

FIGURE IV - 2.

FIGURE IV - 3.
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IV-2, APPLICATION DES CONDITIONS AUX LIMITES

L'imposition de conditions aux limites entraine la
modification des termes de la matrice [K] et du vecteur {(F}

correspondant aux DDL bloqués qj. Ceci a pour conséquence de

réduire le nombre des inconnues du systéme. On considére
léquation sous la forme matricielle suivante :

. K,, K, bee see bee eee : | | FY

|K,, Ko 5 sree KE F, i
; : wd 1l~29

| |
Kat Kae Kin Lana! [FJ

Supposons que q2 = soit imposé. La matrice est alors
modifiée de la fagon suivante :

Ka2 =1,F2=@ et Koj = Kj2 = 0 pouri=2(i=1,3,. sees)

A
w

Qo A
oo a

a
oo 2 aScS -

w

—_—--—-—_——
Ut nl

eo

nt n3 Paes winston «IN

ob F\i)=Fi- «a Kj2 avec i=1, 3, 4,5,

rutbee ~ 127

Dans le cas général, si qx = @ est imposé, nous avons donc :

Ky = 1; Fez

Fy =F - a Ki,

ou i =1,2, ....,k-1, k+l,...... 1 i=k

L'introduction des conditions aux limites est effectuée dans le

sous programme COND. qui demande -:

1. Le-nombre de DDL connus ou imposés (variable NDC)

2. Les numéros de ces DDL connus {variable (IBF(I), I = 1,.NDC)}

3. Le vecteur des valeurs correspondantes des DDL connus

{variable (VBF(), I=1,NDC)}.

Les DDL connus correspondent aux composantes du

déplacement w et des rotations & et B connus.

IV-3. CHARGES EXTERIEURES

Le programme a besoin de connaitre les sollicitations

extérieures agissant sur le systéme. Il faut alors entrer ces

grandeurs connues différentes de zéro et donner :

1, Le nombre de variables du second membre non nulles

(forces appliquées) (Variable NSF)

2. Les numéros des variables du second membre non nulles

{variable (ISF (I), I = 1, NSF)).

3. Le vecteur des valeurs correspondant aux forces non

nulles {variable (VSF (I), I = 1, NSF)}.

Ces variables du second membre non nulles correspondent

aux forces ponctuelles extérieures appliquées ou la discrétisation

des forces réparties de volume ou de surface.
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IV-4. TRIANGULARISATION DE LA MATRICE [K] ET
RESOLUTION DU PROBLEME

La matrice élémentaire [K] A m lignes et n colonnes est reliée
au vecteur colonne des charges extérieures (F} par la relation

Il- 6.

La résolution consiste 4 déterminer les inconnues {q} par
utilisation de la méthode de GAUSS. Cette méthode s'effectue en
deux étapes ;

IV-4-1. Triangularisation

La triangularisation consiste A transformer le systéme
d'équation (II-6) en un systéme traingulaire supériur :

Co\Si{qn}=(F} 11-30

La triangularisation avec la méthode de GAUSS consiste a
éliminer successivement les inconnues {qi} ,b= 1, 2 00. n-1 dans
les Equations i+] a n.

La description de cette méthode sera donnée en ANNEXE B-1.

Aprés triangularisation, on obtient en effet une matrice
triangulaire supérieure :

[K,, Kio ve teeeee eee KK 7 q, (F, ;

° Koo WK q, Fi

0 0 Kis ea Bs K, 78} = Fe}

m8 8 Ka mn | (im fm
[0 =O 6 . cnt qn fn

129

soit

[o\S }{an}={F'} 11-31

IV-4-2. Résolution du syst®me triangulaire ou

substitution arriére

Le calcul des variables inconnues Qn, Qn-1 ----- q2z 4 partir de

la derniére ligne s'appelle substitution arriére. La résolution de

l'équation II-31 sera explicitée en ANNEXE B-1.
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CHAPITRE V

QUELQUES EXEMPLES TRAITES
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CHAPITRE V

EXEMPLES TRAITES

Dans les exemples illustrant la premiére partie, nous nous

sommes attachés 4 visualiser des surfaces tridimensionnelles

absolument quelconques en utilisant les deux méthodes

présentées.

On peut maintenant étudier leur comportement mécanique

linéaire sous l'influence de charges statiques ou a variation lente

avec utilisation de la méthode des éléments finis.

Nous traitons ci-aprés des exemples en utilisant des

éléments linéaires & quatre noeuds, quadratiques complets 4 neuf

noeuds et cubiques complets 4 seize noeuds.

1). On valide d'abord le programme d'éléments finis par

comparaison avec des résultats de la littérature :

1-1. plaque plane.

1-2. quart de cylindre.

2). On donne ensuite quelques exemples de déformées d'une

coque de forme quelconque.
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V-1 VALIDATION DU PROGRAMME

Pour valider le programme de calcul par éléments finis, nous
traitons ci-aprés la représentation obtenue dans \a
littérature.(26].

- Dans cette représentation, nous allons faire appel aux deux
éléments ci-dessous sur lesquels les calculs seront facilités.

- Plaque plane

- quart de cylindre.

V-1-1. Elément plaque plane.

On considére une plaque carrée simplement appuyée
(Figure V1) 4 un chargement uniforme avec les caractéristiques
des matériaux suivantes :

— longueur de la plaque (C ) = 10in

épaisseur de la plaque (t ) = 0.1 in

Module d'Young du matériau considéré ( E ) =106 Ib/in2

— le coefficient de Poisson v = 0.3

Compte tenu des symétries géométriques et du chargement,

nous pouvons traiter un quart de plaque pour résoudre le

probléme.

1 heer ERED TE _
133

Pour l'élément linéaire 4 quatre noeuds, on représente les

quatre éléments du maillage (figure V2).

Wi-a:2¢0

y msi
7 8 96

Le nombre de noeud par élément (NPE) = 4

Le nombre total des éléments (NEL) = 4

L'introduction des conditions aux limites correspondant aux DDL

(trois degrés de liberté par noeud) peut s'écrire:

- Le nombre de DDL connus ou imposés ( NDC ) = 15

- Les numéros de ces DDL connus :

(IBF) = (2,3,6,7,9,11,16,18,19,20,22,23,25,26,27)

- Le vecteur des valeurs corrépondantes des DDL connus gst
zéro.

Les charges extérieures peuvent s’écrire de la maniére

suivante :

- Le nombre de variables du second membre non _ nulles

(forces appliquées) (NSF) = 4

- Les numéros des variables du second membre non nulles

sont :

{ ISF } = { 1,4,10,13 }

- Le vecteur de valeurs correspondant aux torces non nuiles

est :

{ VSF } = { 156.25,312.50,312.50,625).
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La représentation des résultats obtenus lalittérature est
donnée dans le tableau V-1 et la représentation des résultats que
nous avons obtenus est rappelée avec la figure V3 ensuite par le
tableau V-2.

Pour I'élément quadratique complet 4 neuf noeuds, on
représente quatre éléments.

Le calcul de ce type d'élément est similaire au calcul
d'éléments linéaires a quatre noeuds et la ‘représentation des
résultats obtenus par littérature est donnée dans le tableau V-3
et la représentation des résultats que nous avons obtenus est
rappelée. avec la figure V4 ensuite par le tableau V-4.
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+ [DARAMAO

t ws

COQUE TRIDIN. de 4 elements, 9 points, 16 segments

Dimensions X= 5.48 Y= 4.00 2= a.08

LARAMAS

coef= 41.39

COQUE TRIDIM. de 4 elements, 9 points, 16 segnents
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Pour NPE =4 les valeurs obtenues par: :

1 LITTERATURE (Reddy) ;

N° du noeud Déplacement Rotation Rotation .

wit 10%) 9 (* 103) Bi_(* 10-3) Tt Bw
bt a ee,1 43,368 0 0 i a ae

2 30.838 10.019 0 i ae 19 ti

3 0 14.636 0

4 30.838 0 10.019 iy

5 20.963 | 7.0974 7.0974

6 0 10.460 0 PB

7 0 0 14.636 he

8 0 0 10.460 :
9 0 0 0

COQUE TRIDIM. de 4 elenents, 25 points, 36 segments

Tableau V-1 Dimensions X= 5.90 Y= 5.08 Zs @.a@

2- ABBAS

N° du noeud Déplacement Rotation Rotation’ | CARRRO

wit 103) (#103) Bi 103)
1 44.83 0 0 {

2 31.61 10.69 0 {

3 0 14.84 0 |

4 32.64 0 10.62

5 21.51 8.22 8.24

6 0 10.53 0

7 0 0 13.84 |

8 0 0 11.42 |
9 0 0 0

|

Tableau V-2 | Wy, = 0.043441
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LARAMAD

ee

At

Ol

*

COQUE TRIDIN. de 4 clenents, 49 points, 64 segments

Dimensions K= 9.08 = 65.08 «7= 8.20

LARANAQ <=
coefs 14.14

COQUE TAIDIN. cde 4 elenents, 49 points, 64 segnents

n° noeud

27

- GQBVOVSAoVgBQHaDdD+aa

«500244 2886463449D-03

- CIBHVAABGQUGAOBVD+0@

- B2aReaRQBoQaBaBAD+2a

+ 61063520530287484D-03

- G0Q00HBRDRRUBbAAD+aa

- GGbURQRBAnBgBeoaD+0R

~«3949461276521784D-03,

-HOQVAAAVAGIHAAWAAD+aa

75

- QBOAIAGADaGRgH0aD+00

W6EA2279492420-Q7

+ 1636308941654911D~O3

7 S194537 487224352 10-04

- ONGangaRAgQBbBeOD+aR

- Q2V0VAABOAGHA2VOD+aB

45268D-03

6125595D-04

+12827947 6783D-03
« O2eoaDo20GGGg00RaD+a0
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RESULTATS

Plaques 4 noeuds

4 points de GAUSS

. QOWHAHOSQGHGUBOD+B9

-A2oanBunVaABAgamDdD+ao

- PQVDHVAGAARGeAeAoDd+BB

-85028363463555094D-02

+ 6266448202760514D-02

-O@G0ngRoaagBagaan+Bu

« QGYAHOBOAZODOOHOOGD+0O

- G@oaanag90A00908+B0

- BIOGAAOHBOOABBWAD+HH

Plaques 9 noeuds

. DGACLOOHPOAGOAGD+aG

- GUAZAOOAOIGBVOVBO+Ha

- GWO0AgGoNAgBuAnoD+a0

- OoBgR0RRG0sONR0OD+a0

- QOSOBVGOANAADACOD+40

649052278087 8S8O03D-08

~.4531835583525158D-a83

«L472 488996 O22) 4

343721483 1O02622D-04

~.9244685557473771D-05

4389755547509 25:

+ SL94SBB 525089 S1LED-OL

- G8QRAR09R0000000D+2a

+ 32930309774939720-O1.

+2209421299844216D~-O1

»LP4IBS44AGL7 SD-O

+ GODOHGOHAAOZANGOD+00

. Q2BGRG9NGaet@oaeD+4a

- QHLAGOOHRABADVBAD+HQ

9 points de GAUSS

= 22447071 33449369D-O1

7305514: SO35D-O1.

» 125059307 04396S4D-81,

- AAWAAAAovegRQnAgD+ag

Plaques 16 noeuds - 16 points de GAUSS
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- QHUGHHBHOOBIVOVAD+0B Y . goagouvaaageuoDOD+20t ssl
PD-Q4 § .ANBHHOBBAAAGAABAD+0B

«272457 626690S542D-84 3 .QWVAAMBDOOSOHOAOD+2B

BD-O4 , .AdangseaegagaaagD+ag

WLGS7ASPPLIL

+. 8374760470021

POWZ24934 1B8959D- 04

187392419681D-4

~1549086956869416D-94

. GOVOAHVOSOVAOGOHED+2G

ag gouasnovgoaneuvaD+0a
{7 cowagsaava0eaneD+9

. ODDGABVIATOVGSOOD+OO .246095708423G1270-US

SM7 265.

-B25LL71L917219794D-O2

« 7B41527044664479D-G2

+68869754795190857D-02

-GOAGIGSOGAGAGAGAD+ OB

+ 1381692599803696D-O1

Validation

REDDY

Déflexion ABBAS 4 noeuds
Analytique 4 pts de

maximum . Gauss

4 noeuds 9 _noeuds 16_noeuds

Noeud n° 1| 0.04434 | 0.0438973 | 0.043441 | 0.035351 | 0.043368
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V-1-2, Elément quart de cylindre

Pour réaliser cet exemple, on considére un cylindre soumis a
une charge concentrée en son centre.avec les caractéristiques des
matériaux suivantes :

en appui
Wy =0

x 20

FIGURE V5

Rayon R=7.5 cm

1/2 largeur L=7.5 cm

Epaisseur t=0.75 cm

Module d'Young E = 2.1*107 N/em2

Coefficient de Poisson v= 0.3

Charge concentrée en AF = (0, 0, - 250)

Compte tenu des symétries géométriques et du chargement,
seul un quart de coque est pris en compte dans les calculs.

Le calcul d'éléments de quart de cylindre est similaire au
calcul d'éléments plaque plane ci-dessus.

Les résultats obtenus sur chaque type d'élément par ailleurs
{ 36] sont donnés respectivement dans les tableaux V-5, V-6, et

les résultats que nous avons obtenus sont rappelés avec les

tableaux V-8,V-9

LARAMAD

Dimensions X=

COQUE TRIDIN. de 4 elicnents, 9 points, 16 segnents

5.30 Y= 7.50 z= 2.20

LAFAMAD

chef

W, = ~ 0.0225

COQUE TRIDIW. de 4 elements, 9 points, i6 segments



LARANAG

COQUE TRIDIN, de 4 elenents, 25 points, 36 seanents

Dimensions 5.30 7.50 “= 2.20

Wy = - 0.0245

COQUE TRIDIM, de 4 elements, 25 points, 36 sear
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RESULTATS

4 éléments 4 4 noeuds - 4 points de GAUSS

27

- GAGAVAZG9VOBOHAD+OR

6175484491787721D-04

387724632841 505D~-04

- G@HOCHVVAGAAAAZAAD+ AB

27 L2G6F986114165D-04

+ 7054642414491 116D-04

- GQBOAAABVAGABABAD+ BB

~. 25399601 92107951D~83

98549424347 24485D~-03

4 éléments 4 9 noeuds - 9 points

75

. QADAGAOHOABGDAGD+0B

«2044678 7901L235

LS69194882870581D-O4

onli? 22911 B8S94D-05

: SHS4449463G05930-85

32314547E0-BS

SL57B207061D-04

y 89636277 5D-04

265691941 106699SD-84

- BHBLGAGNGOSGAGABD+OG

~ 78447 11L2614673D-a5

- 431804521551 71592D-86

-.1L735762 7ASIBSSD-AS

~ 615 @5

- 8a

.3827290297123469888D-85

~ GALT 23567611 8549D-085

«3129406445309104D-85

= ABSIGZEAGIAGE7 410-86

- ONOUDABABAQHORBOD+a2

»4988526824739627D-05

«3407812920160260D-05

266359D-84

ASS14D-85

» 5829707 7222046603D-0.

- 5265984857352 702D-04

. OBOVABWVHSAGABAAED+B0

«5179708 1L20993157D-84

- 28425002957 19852D-04

- A2AGAVHAVAGAGBVGD+aG

+ 1411939970952859D-04

2558728307 447479D:

- DAASHVOABAGAGABOD +a

98491962758D-85

AGSS9214602D-86

874 6202864569D-85

17S425161358D-05

- 89725654 204686403D

«1750425936290866D:

~ 21461526

~ 44870139597 87787D-87

- GHWDAABVOGBOOGVAD+0B

eLLBLAG6154044799D

~ LO478137 50246328 1D

~. 2009 52089128049D

~.E232Z979140 597D-@5

- OBOBWBHAVNHHHHBOD+-GO

—.2443171498352467D-85

«2847 4240593S2527D-86

=. S241455599011540D~-96

~ AWSEF9SUP1LOOS46OL46D-05

- AVOVAAGBHABGOAAAD+GQ

~. PIPISC5BAPIG7TSLID-BS

~.7846841736S05638D-25

-. 19535393246482974D-O5

»LIS2BB9459729898D-86

- QUAGABEHBBBoQID+HH

~.2250186133451497D-O1

71828866549 2546026D-1

- QABVADABUBOABOWOD+BO

~. 108969956533 eD-B1

~. 7698020612 1665S8D-B2

. GOGBVVAAALOGBHWBSAD+OG

~.39Q2111935567123930-B2

P7PZELPTFS4IAAID-BS

- JHBVAZBBOQUeG9ONAD+0e

de GAUSS

«L6928 25041604D-81

~.1978768804527667D-O1

~,1038486879374475D-O1

. FUQWLMAGAOVSOBWBAN+OB

4 1737261685578 2250-01

©1158998934131539D-O1

291B1769062306D-02

- 431615171 7480S8SD-02

. QUADBABAGAZAAACUAD+HB

«7ST LSASSL AAD-O2

7960176987 99QD—-B2

. 9580192544276982D-5

- 79989371681 36400D-83

« GUODWISASSSAAUID+BO

2178628861457520-03

40533012864240D-O3

6665489997623 5010-85

1148248719931 55GD-02

. BVBUABVBSUAAVAAAD+OB

~ .1981295692227772D-84

~.4266861614957437D-84

«80792991 76469247D-95

776464448880 13210-85

~ .G4567829544825040-05
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COQUE TRIDIN. de 4 elenents, 49 points, 64 seonents

Dimensions x= 5.36 Ys 7.50 Zs 2.28

LARAMAD

coef= v.30

— +

oe : *
Se ; + ay"A a + y * a

ON + —

(Sy . *

es +
a \ .¢

Ww, = 0.09034

COQUE TRIDIM. de 4 elenents, 49 points, 64 seguents
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RESULTATS

4 éléments 4 16 noeuds - 16 points de GAUSS

147

- 2008020000080000D+-08

~.12175992236013158D-05

145465469788S9335D-a5

1@152414698155323D-05

11371664694385320-05

793563386959 14090-G6

587547 1027012644D-04

« GAAVWDV9GAV90@0aD+UR

+ 8092317871691 542D-06
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VALIDATION DU PROGRAMME

DOR ABBAS

4 Eléments

4 noeuds

4 points GAUSS - 0.022502

4 éléments

9 noeuds . 0.02 4.

9 points de GAUSS 8 ~ 0.024505

4 éléments

16 noeuds - 0.090

16 points de GAUSS no3 ~ 0.090341
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V-2. EXEMPLES DIVERS D'UNE COQUES DE FORME

QUELCONQUE

Nous traitons ici deux exemples du calcul par éléments

finis d'une forme quelconque en utilisant les trois types

d‘éléments :

x

- éléments linéaires 4 quatre noeuds,

- éléments quadratiques complets 4 neuf noeuds

- éléments cubiques complets 4 seize noeuds.

Pour le premier exemple, nous choisissons de rappeler un

exemple de la représentation de surface quelconque dans la

premiére partie (figures: VA1). Une charge conantrec est
Sppl'quee av centre de \a Surface,

A partir de cet exemple de la surface, nous faisons une

simplification souhaitable pour permettre d'utiliser des éléments

finis relativement simples, mais suffisamment représentatifs du

phénoméne physique. Les résultats des simplifications peuvent se

visualiser avec la V.A.O.N. pour chacun cas de type d'éléments.

qui sont respectivement donnés par les figures V-2-1, V-2-2 et

V-2-3. :

Pour le deuxigme exemple, nous allons traiter une autre type

de la coque mais absolument quelconque. Pour représenter cette

coque, nous choisissons d'utiliser la méthode de BEZIER de

degré 2.

Les coordonnées des points mesurés sont :

0,0,0 1,0,1 2,0,0

0,1,1 1,1,2 2,0,1

0,2,0 1,2,1 2,2,0

La visualisation de chaque type d'éléments est

respectivement donnée dans les figures V-2-4A, V-2-5A, et

V-2-6.A
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1s LARANAD

Les caractéristiques mécaniques des matériaux sont

Module d'Young E = 2.1*107 N/cm2

Coefficient de Poisson v=03

Epaisseur de l'élément t= 0.3 cm

Les résultats obtenus avec ces trois types d'éléments sont
respectivement donnés dans les figures V-2-4B, V-2-5B, V-2-6B.

COQUE TRIDIM. de 36 elements, 49 points, 144 segnents

oe Dimensions X= 4,88 Ys 4 134 Z= 1.43

ARAL LARANAD
via ga) coef= 43.05

COOUE TRIDIM. de 36 elenents, 49 points, 144 segments
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TARANAD
i

Am, A?
6 “oy, * ata oi

: se NL yt
Baa = 2g By —
at a 28, Lo I ———27 "28,
to ‘ds } r 2 on 8 :

Y ae et fa “4 vs “Si 2B “10 “12 a so We 2= 30 15 N Bs 0 zs 16 10 2 a

a J. q ot 4? A He
kt s

f gi Zo oS Lg ts f ot
a ‘4 = a / a

/ — ~ “a Zé a

COQUE TRIDIM. de 9 elenents, 49 points, $1 segments sake g COQUE TRIDIM, de 4 elenents, 49 points, 64 segments
Dimensions X= 4.00 Y= 4.0a Z= 1.43 Dimensions X= 4.00 Y= 4.0@ I= 1.45

= area — ~~ ‘TARANAD
LARARAD tans coef= 7.44
coef= 9559

* eonue TRIDIM. de 9 elements, 49 points, 81 segnents CNUUE TRIDIM. de 4 elements, 49 points, 64 segnents.
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coef=

Dimensions X=

COQUE TRIDIN. de 36 elenents, 49 points, 144 seanents

2.00 y= 2.08 ze 1.a@

2.75
“Ganiaaial

st902

LARAKAC

LARAMAD

coef=

Dimensions X=

4

a rb.

Al 4. AL ig — Ag 27

FO 5S,

/ \

COQUE TRIDIM. de 9 elements, 49 points, 81 segnents

2.08 Y= 2.08 Ze 1.88

3.62

COQUE TRIDIN. de 36 elements, 49 points, 144 segments
Wo5* -0,08532

ee

COQUE TRIDIN, de 9 elements, 49 points, $1 segnents
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coef=

COQUE TRIDIN. de 4 elenents, 49 points, 64 seonents
Dimensions X= 2.88 Y= 2.08 z= 1.08

3.28

fa

. Wyg=- 0.06093

COQUE TRIDIM. de 4 elenents, 49 points, 64 seonents
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CONCLUSION GENERALE

Nous avons dans ce travail “trades” une surface en
utilisant deux méthodes différentes et complémentaires

pour l'analyse linéaire des structures coques de forme

absolument quelconque L : Ba

La premigre partie de ce travail nous a permis de

confirmer le fait que:

- D'une part, la construction de surfaces complexes par la

méthode de BEZIER dans la base des polyndmes de BERNSTEIN

entraine une intéraction globale sur l'ensemble du carreau

ds qu'un ‘péle est modifié, et par 1a méthode des B-SPLINES,

définies a partir d'un ensemble de données échantillonnées,

entraine une modification locale pour la méme variation d'un

pole.

- D'autre part, l'observation montre que les surfaces

obtenues par les deux méthodes avec l'utilisation des fonctions

pondérantes de degré croissant apporte une bonne

approximation.

- Et que la validation relative & des résultats obtenus par

ailleurs sur un ordinateur de grande capacité montre qu'un

simple micro-ordinateur de type AT a des possibilités trés

performantes.

Pour la deuxiéme partie de ce travail, basée sur les

concepts d’éléments isoparamétriques de volume, nous avons

constitué les éléments de coque tridimensionnelle 4 trois

degrés de liberté par noeud, qui rendent compte du

cisaillement transverse, tout en conservant des

encombrements mémoires raisonnables, ce qui est nécessaire

étant donné les limitations d'ordre matériel. Ceci permet

d’ effectuer un programme de caicul par éléments finis sur un

micro-ordinateur pour calculer leur comportement mécanique

linéaire de structures de forme absolument quelconque.
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A-1. LES COURBES DE BEZIER

A-2, TRIANGULARISATION AVEC PIVOT PARTIEL

A-3. LE LISTING DES PROGRAMMES
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A - I. LES COURBES DE BEZIER

BEZIER et son équipe ont repris l'idée de FERGUSON avec

ses coefficients vectoriels aj ayant une signification géométrique.

Mais au lieu d'associer & ces vecteurs de simples puissances de u,

ils eurent l'idée d'utiliser des fonctions de ce méme paramétre.

Une courbe C de l'espace affine euclidien E 4 trois

dimensions est défini dans le systéme UNISURF par une

représentation paramétrique vectorielle réguliére a un

paramétre u :

P(u) = y a, fy 9 avec ue([0, 1]
i=0 ,

Q1)

ol les Ci sont des vecteurs de R2 of R3 repérés dans un
référentiel orthonormé d’ordre 2.00 3. Leur extrémité est appelée

point de contréle, m est le degré d'approximation et fim(u)
représentent les fonctions de BEZIER. .

Pour valider cette forme analytique, M. BEZIER impose un

certain nombre de conditions de telle sorte que le polygone

Ae: a > : 3
caractéristique formé par les vecteurs aj placés bout a bout, dans

l'ordre des indices, donne immédiatement l'allure générale de la

courbe.

Ces conditions qui permettront de déduire les fonctions

appropriées fim proposées par BEZIER, sont les suivantes :

* A l'origine de la courbe qui correspond 4 u= 0, BEZIER

impose que :

- La position soit donnée par :

a= F, ,, (0) = 0 pour i # 0;



- La direction de la tangente par :

4,> Bn (=0 sauf pour i=0:

die 5 4- La dérivée seconde ne dépende que de ay et 2, soit

Fy ml) = 0 sauf pour i= 1 et i= 2.

- Et d'une facon générale, la dérivée kitme ne dépende que

TET > = > 7 oF
des k -vecteurs significatifs O41, 2, . Qk, ce qui impose

£° (0) = Q pour i= k+l, k+2,.,m

* A lextémité qui correspond 4 u = 1, BEZIER impose que :

- La position soit donnée par la somme des vecteurs :

be + 4a, + ieees + By => fy mt) =1, Vi;

- La direction de 1a tangente dépende :

dem at nl) =0 sauf pour i=m

- La dérivée seconde ne dépende que de Om et Om-1,

soit Mm =0 sauf pour i-m eti=m- 1

- Et d'une facgon générale la dérivée Kitme en u = 1 ne

: > 9 > A.
dépende que des vecteurs Om, Om-15-Xm-k41 , Ce qui impose :

(k) _ ,
f tml) =0 pourism~k

De fagon concréte, on peut résumer ainsi les principales

propriétés des courbes de BEZIER

Propriété 1 : un arc de courbe passe par le premier et le
4 > SS au.

dernier point O&9 et Om. En général la courbe ne passe pas par les

autres points.

159

Propriété 2 : la courbe est tangente aux cdétés du polygone

en ses points extrémes.

Propriété 3 : chaque point de contréle exerce une attraction

sur la portion de courbe qui se trouve prés de lui. Cette attraction

est proportionnelle au coefficient fi,n(u).

Propriété 4 : une courbe de BEZIER est toujours contenue 4

lintérieur du contour polygonal convexe extréme déterminé par

l'ensemble des points de mesure.

Propriété 5 : le contréle de la courbe est global. Le moindre

changement dans la position de l'un des points de mesure

provoque une altération compléte de la courbe.

Propriété 6 : une courbe de BEZIER est indépendante du

systéme d'axes auquel elle est rapportée.

Remarque : la définition (1) et les propriétés 1, 2, 3 et 5

découlent directement des propriétés d'un barycentre dont les

poids sont variables. Elles donnent une méthode d'obtention des

points de la courbe a partir de la connaissance des péles. En effet,

chaque point de l'arc de paramétre u (O<u<1) est le barycentre du

systéme des points ai pondérés par les coefficients fim(u).

Si m = 3, ces propriétés peuvent étre représentées

géométriquement de la fagon suivante :

et

Pu) = a, + 3, #, (4) +3, f, ,(u) + @,f, (u)



_ Ces conditions permettent d'obtenir les familles des
fonctions fi,m(u).

BEZIER propose de les déterminer directement par

Vexpression :

m
_ k K-1 &-1 Ok

Fig (Y) 2 Xn u avec x,,= (-1) CC,

qui respecte les conditions ci-dessus.

A titre d'exemple, les fonctions de BEZIER, pour m = 5 sont :

f a ,(u) =1

fg (uy=u> - 5u* + 10u° - 10u? + 5u

f, ,u)= -4u° + 15u* - 20u° + 10?

ft, ,(u)=6u - 15u* + 10u°

tf, , (w= -4u° + 5u‘

5

fo ,(u)=u
(3)

La figure A-2, représente les fonctions correspondant A cet

exemple
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On peut aussi montrer que ces fonctions peuvent étre

engendrées & partir de la fonction génératrice suivante :

(<u) a'| eu)” = 4]
f, (uw
im (i-1)! dul! (4)

ou s‘écrire :

f,_(u) = 5 (-1) a |
hmv Zo j-(i-1)!(j-i)! (n-j )!

(5)

Parmi les propriétés des fonctions de BEZIER, on peut

retenir que :

f,_(u) - f (uy) = Clu (4 - uy" = Bw)
im I+1,m m i,m

(6)

Ces derniéres fonctions Bj,m(u) introduites ci-dessus, sont

appelées fonctions de BERNSTEIN ou fonctions mélanges.

L'une des propriétés les plus importantes des fonctions de
prop p p

m

BERNSTEIN (condition de CAUCHY) est ¥ Bi,m(u) = 1. Elle
{=

permet d'assurer la conservation de I'arc lors de translations et de

rotations.

A-I-1. Expression plus appropriée et plus utilisable

de la forme polynomiale (polynémes de BERNSTEIN)

Afin de montrer comment !a modification d'un polygone

caractéristique entraine la déformation correspondante de la

courbe, BEZIER a donné une autre forme polynomiale utilisant les

polynémes de BERNSTEIN.

On peut introduire ces fonctions de BERNSTEIN en

‘ NS _ _>

reprenant I'expression (1) od l'on exprime les vecteurs @j en

fonction des composantes Si donnant les sommets du polygone
caractéristique.



Figure A - 3

Nous avons (Fig. A-3) : 4% = 5, - 5,

avec @ ,=5 (vecteur nul )

Les relations (1) deviennent :

M3Biu) = ; fm (4) Gq,
" ao

M3 tam (u)(S, - §,)
i=0 

(7)

En développant selon les Sj, on obtient :

p 5 8(u) = f,_(u) ~ f (u)\=0 I ( I,m f+1m ) (8)

et l'on voit apparaftre les polynémes de BERNSTEIN définis

en (6) ainsi, la construction d'un point courant P(u) est
représenté par l'expression :

Bu) = YB, (ww,

Iso 9)
ou

B, (u) = Cyul(i-u)”
avec

c! mi

m~ 7iCm-i)!
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La courbe réelle est obtenue par pondération du polygone

caractéristique.

A titre d'exemple, on donne ci-dessous les fonctions de

BERNSTEIN de degré m(52 m2 2):

Pourm=2 Bog2 = (1 - u)?

Biz =2u(1-u)

Bo2 = u2

Pourm=3 Bo3 =1-3u+3u2-03

Bi3 = 3u-6uU+3

B23 = 3u? -3 u3

B33 = w

Pourm=4 Bo4a 1-4u+6u2-4 0 + u!

Byg = 4u-12u?2+ 12 8 -4u4

Bog = 6u? - 12 ud + 6 ul

B34 = 4u3 -3 u4

Baq = uf

Pourm=5 Bos 1-5u+¢ 10 u2 -10 ud +5 uf- ud

Bis = 5 u- 20 u? + 30 u3- 20 u4+ 5S US

Brg = 10 u2 - 30 ud + 30 ut _ 10 oS

B35 = 10 u3 - 20 uf + 10 u5

Bas = 5ut-S uF

Bss = us
(10)

Leur représentation est donnée figure A - 4.



Fonctions de

Bernstein n=Z_
Foretions de

Bernstein n=3

a?

Bt

Fonct fons de

Bernsteln ned

Sa
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La formulation utilisant les fonctions de BERNSTEIN est

bien adaptée & la modification d'une courbe. En effet, si le sommet

S, est déplacé de la quantité AS, la nouvelle courbe a pour

expression

Bgu) = Buu) + By (uy as, (11)

La déformation est portée par le vecteur AS, d’amplitude

modulée par la fonction de BERNSTEIN associée By,m(U).

A-1-2.Détermination d'un polygone caractéristique

La forme des courbes de BEZIER de degré m est déterminée

par son polygone caractéristique. Lorsqu'un certain nombre de

points de la courbe est connu, on peut penser que l'expérience et

‘intuition doivent permettre de reconstituer directement le

polygone caratéristique, mais il est plus raisonnable de disposer

de méthodes algorithmiques pour établir une solution

approximative. Généralement, les contraintes imposées a un arc

de courbe sont de passer par un certain nombre de points ou du

moins au plus prés de ceux-ci ; il peut également y avoir des

conditions de tangence, etc.

Compte tenu de ces conditions, nous allons donner dans le

paragraphe suivant, un apergu des méthodes utilisées en C.A.O

pour construire le polygone caractéristique 4 partir de points

connus (éventuellement mesurés) d'une courbe.

A-I-2-1. Paramétrage

La premiére étape consiste 4 paramétrer la courbe dans le

domaine 0,1 et A attribuer 4 chaque point une valeur du

paramétre.

Le probléme est de définir une courbe de degré m passant,

avec une tolérance imposée, par certains points donnés Po, ....

Pj, cscsseeePm-

1. Méthode simplifiée

Une méthode simple est de constituer avec les valeurs des

paramétres, une progression arithmétique de raison 1/m

comprise entre 0 et 1.

po=0 Pi =im .......... Pn= 1.



FIGURE A -5.

Cette méthode ne peut s'appliquer raisonnablement que

dans le cas d'un arc 4 courbure réguliére variant relativement

peu et avec des points 4 peu prés également espacés.

2. Méthode de ta ligne brisée

On commence par relier les points dans l'ordre indicé par

une ligne brisée formée de segments Gj.

La longueur totale de la ligne brisée est donnée par :

\=4 (12)
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La valeur du paramétre attribuée & un point Pj peut étre

calculée par :

i

2% 1a
u(P)) = r i

Cette méthode peut donner de bons résultats si la courbure

ne varie pas beaucoup, mais elle ne permet pas par contre de

s'autoriser l'utilisation de points irréguligrement espacés.

3. Méthode des arcs de courbes

BEZIER a pensé remplacer les segments de la méthode de la

ligne brisée par des arcs de cercle ou de parabole. Mais de tels

choix ont un intérét limité et n'apportent pas une précision trés

supérieure A la méthode de la ligne brisée.

4, Méthode projective

La suite de points donnés constitue le polygone

caractéristique. On trace la courbe ayant pour polygone

caractéristique la ligne brisée, puis on attribue & chacun des

sommets la méme valeur du paramétre que celle de sa projection

sur la courbe.

Cette méthode plus générale demande par contre un temps

de calcul plus élevé car elle n'est pas trés simple 4 programmer.



A-1-2-2. Détermination des sommets du _ polygone

caractéristique

Une courbe C de l'espace est définie par son polygone

caractéristique qui peut s‘écrire sous la forme :

M3Pu) =4, + @f,_ (u)[i,m
{ (14)

En ordonnant par rapport aux puissances croissantes du

paramétre u, cette expression peut aussi s'écrire sous la forme

Suivante :

Bu) = 5: Bu!
1=0 (15)

Pour déterminer les sommets du polygone caractéristique,

on affecte la valeur du paramétre correspondant 4 chaque point

d'indice j, 0 < j <m. On dispose alors de (m+ | ) équations de fa

forme suivante :

Bru ~3Bul(4) = by, a6)

Ces équations constituent un systéme linéaire 4 m

: . =
inconnues vectorielles bj

Si n et m ont la méme valeur, la solution est immédiate.

Si n < m, on se raméne facilement au cas précédent en

: af >
attribuant une valeur nulle aux coefficients bj de rang compris

entre ( n+l ) et m

Sin > m, il n'y a pas de solution exacte, et on peut employer

par exemple la méthode des moindres carrés. On attribue un

poids a chaque point pour déterminer sa distance par rapport 4 la

courbe proposée.

Ce dernier cas est celui qui est le plus rencontré en

pratique (dans l'industrie aéronautique par exemple). On définit

alors une tolérance de la courbe approchée, par rapport 4 la

solution exacte.
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A-2 TRIANGULARISATION AVEC PIVOT

PARTIEL

La triangularisation par la méthode de GAUSS 4 pivot partiel

consiste a placer sur la diagonale les termes les plus importants,

en intervertissant éventuellement les lignes.

Cette. méthode applique les résultats suivants basés sur

l'utilisation des matrices orthogonales symétriques :

Soient U et V deux matrices colonnes et Q la matrice du

systéme linéaire qui les relie.

V=QU.

Si Q est symétrique orthogonale Q = Qt = Q-! et de plus :

V=QU =|] Vi< 1Qi TU

U=Qtv => Ull< JQ UViE = Ql ivi

dot = WU = IVI

Appliquons ce rappel 4 notre probléme.

La matrice [A] & p lignes et q colonnes est reliée au vecteur

colonne de coordonnées {C} par la relation ci-dessous

[A] {b} = {C} A-2-1

La résolution consiste & déterminer les inconnues {b} avec

une: précision plus ou moins grande Achaque étape de

résolution, l’équilibre Ab-C met en évidence un résidu R :

R=Ab-C A-2-2

Si on applique le résultat ci-dessus 4 l'équation A-2-2, on

obtient alors:

[Ri =| Ab
b-

C || = || Q (A b-C) || et toute matrice qui

minimise || A FC |], minimise donc || Q (A b - C) Jj.



La méthode consiste donc 4a multiplier R par des matrices
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De plus, on normera

orthogonales Qj, Qa, wee Qm qui transforment la matrice A en

une matrice triangulaire supérieure, fournissant alors un systéme

dont la solution est immédiate par substitution arriére .
JA b - cl= [Set

ot Cj est le terme général de la matrice colonne :
.

On cherche donc 4 construire des matrices orthogonales Qj

telles que l'on fasse apparattre 4 chaque étape des zéros dans le i

triangle inférieur correspondant a la ligne i.

QiA =A

0: =A Cm = Qm Qi g AS

2 Ay = A2

i eee 
.

qui elle aussi a été modifiée par les calculs.

ou 
. ' : 144 .

x x x x oo Les matrices Qj; peuvent s‘obtenir par les itérations
successives suivantes :

Oo x KX KX ee x

A. = i 7 La. premiére itération consiste & trouver la matrice Qi

' ‘ 7 8 Epes symétrique orthogonale telle que : Qi A= At

O XxX KX Kee x], On part d'une matrice de la forme Q1 = 1-B W Wt ot W est une
matrice colonne, Bh un paramétre et I est la matrice identité.

KX KX KM XM nee x On écrira que Q; doit satisfaire 4 deux conditions pour nous

Oo. x xX x permettre de déterminer les paramétres inconnus Bet W.

A, = a 0 z * -- x Qiest une matrice orthogonale.

: Q:1V=0-B WW)YV
0 OO K KX ..ee x

a) lére condition : Q; est une matrice orthogonale, donc

ae Q1 Qt = Q? =1
et pour m iterations :

Q,? =1-2—B WW+B2 WW Ww

xX KX K Koa. x

O KX K Kose x En égalisant les deux termes et en posant le scalaire Wtw

0 0 xX Kua, x égal ad:
An = — e

: Qi2=1-2B W Wt+ dB2 W We

0 0 0 DO ae. 0 La condition d'orthogonalité normée donne : Q,? =
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soit

Ww w(-2£8 + dB2) = 0

d'ot

d.B = 2

soit

B Wtew =2.

b) 28me condition : Q; V.= (1- 8B WW V

Imposons que fh Wt V = 1. On obtient alors Q,;V = V-W, ce

qui permet de déterminer les éléments Wj en fonction des Vi,

éléments de V:

Wi; = Vi Viz 1

Il ne reste plus maintenant qu‘a déterminer B et Wy,

On écrit donc que :

Wt W = Wy? +... Wm? = Ve2 + Vo? +..0¢ Vin?

soit :

wwe> vi +Wi- ve ,
I=1

WEV = WyV1 tou Win Vin = WIV, + V9? tecceet Vin?

soit :

t mo 2
WV = 2 Yi +WiV, - V,

Les deux égalités B WtW-=2.e:8 WtV - 1 entrainent

donc l'écriture d'un systéme de deux équations 4 deux inconnues

B et Wy qui se résolvent trés simplement :

BWEW =2.

BWV =1.

M3 <
Nm

+ ==~ | < na It ~|

(,
En -éliminant B, on obtient une équation du second degré en

Wi:

u _

+ WV, - VMa < — — —_~ | ~~uN1it

m

2 2 2 _
W, - 2W,V,+ Vi - uv = 0

Le discriminant A'= & V;,? est toujours positif.On peut donc

expliciter les solutions W1 et B :

et

En résumé, on a donc parfaitement déterminé la matrice Q)

par ses éléments caractéristiques suivants :

Qi=I-B Ww A-2-3

1

P= m2 m2
XV; Vv, + VY,
l= 4 l=4 A-2-4

: e/]Svea viv vW = ate a \ + 4? 2? ' m

A-2-5

Les! éléments de V: Vy, V2,-.-¢-> Vm, sont les éléments
de la premiére colonne de la matrice A.



La (i+1)¢TMe jtération consiste a calculer la matrice Qij41 qui
permet d'obtenir une matrice de la forme Aiate= Qis1 Ai.

Dans l'itération précédente, on a obtenu une matrice A; de la

forme :

aT NESS SNS

ce

%e

2
4 é é é é é é e é é 4

*.,

%e
7,0

te
¢

%.
. eam neann

On cherche donc une matrice orthogonale Qi41 qui par

multiplication avec la matrice A; transforme la sous matrice B3

en Bo! telle que :

xX x X ea x

1K XK Kae. x

B, = ¢ i: :. t

x x x xX

x x KX. x

1 0 KX Xow.B= x x

et surtout sans toucher 4 la zone de Ai contenant les zéros, ce

qui impose 4 Qi41 la condition suivante :

I 0

Oi " E “|
En agissant comme la premiére itération, on choisit

qi+1 = I-B W WT. Dans ces conditions, Qis1 est symétrique et
orthogonale.
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En effet, en prenant le carré de Qj, on obtient :

2 I 0 ik 0 |
Q =‘ lo rs Wiad

I 0

- 0 qi, 1

or Ona =I 4 cause du choix de la forme et des propriétés de

Qin, On peut calculer Ait:

By B,

0 9,,18, A-2-6

La mise en oeuvre de cette méthode est indiquée ci-dessous

MISE EN OEUVRE

En utilisant les notations suivantes :

B (variable Bet), X Vj2 (variable SIG) sont des variables

simples qui permettent de calculer W

Pour m variant de 0 4 n+l A est une matrice qui se présente

sous la forme d'un tableau rectangulaire de m (n+2) éléments.

Initialement, les n+l premiéres colonnes contiennent A et la

dernigre contient C. A la i®TM€ itération, les n+l premiéres

colonnes contiennent Aj et la derniére Qi Q....QC.

IJ sont les indices de ligne et colonne de A

W(m) est une colonne de m éléments contenant W

Dans cette méthode de triangularisation, on adopte une

méthode avec pivot partiel pour lequel on cherche la plus grande

valeur afin d'éviter les erreurs de chute importantes dans le

calcul numérique. Une fois trouvée, on intervertit les lignes de

maniére & ramener le pivot le plus grand sur la diagonale.

Ensuite, on calcule les éléments caractéristiques de la méthode de



triangularisation (B et Wi) et on procéde au calcul matriciel

ensuite pour recalculer les termes de la nouvelle matrice que l'on

reconstruit. On compléte cette reconstruction en annulant tous les

termes situés sous la diagonale.

L'algorithme de calcul se présente ainsi :

Début

pour i = 0 jusqu’d n,avec un pas pas de 1 faire

début

m

Ly,
Calcul de : 1 Pp ew

2

pour j = 1 jusqua’d n+1 avec pas de 1 faire

début

Calcul dans AI de la nouvelle colonne J de Aj

transfert de AI dans A

fin

fin

Résolution du systéme triangulaire supérieur .

fin.
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B-1, TRIANGULARISATION AVEC LA METHODE

DE GAUSS

La résolution consiste a déterminer les inconnues {q} par

Vutilisation de la méthode de GAUSS. Cette méthode est constituée
de deux étapes :

B-1-1. TRIANGULARISATION

La triangularisation consiste a transformer le systéme

d'équations (II-6) en un systéme triangulaire supérieur de la
forme suivante :

Co\S {an} ={ Ft B-1

On peut écrire l'équation d’équilibre (11-6) sous Ja forme
générale suivante :

La triangularisation consiste 4 éliminer successivement les

inconnues qj, i = 1,2 n-1 dans les équations i+! & n.

On élimine la variable q, du systéme B-2, par l'utilisation de

Ja premiére équation sous la forme

- -4 = RT (Fy Kip Gg eee Ky In) B-3

185

On reporte de cette expression de qj dans les équations 2,

, nous obtenons alors :

K, Ki Ks [* F, |

K K | K, |
24 _ 2h ~—21f

9 Koa Ki Mie Kon K, in Fe K,

a["}

K K : Kar
0 K o-oo, K - kK |: | Fowl

ne Ky an Kota Gn a!

ou

K, Ke q, [*]
|

A A A

9 Kee Koal | i

ie |

H0 seniery mes K n

avec

L'indice supérieur 1 montre la premiére étape de l'opération.

Aprés élimination des termes sous la diagonale des colonnes

1, 2, .n-1, mous obtenons alors
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La construction des matrices [K!], {K2], dans la matrice
originale [K] peut s'évaluer par la forme algorithmique suivante :

F | M =1,2, ........ 00 n-1
i=m+t, M+2, ......... n

Fi, |
C = Kim/K-1mm

| FisFi-C Fm B-5
1

Kae F | jamtt, m2, ......... n
i 2

Kee22 Kij = Kij - © Kmj

Pour un systéme symétrique l'indice j varie de i a nm et Kjj = Kj.

Aprés la derniére intération, le systéme final triangulaire se
présente sous la forme suivante :

B-1-2. RESOLUTION DU SYSTEME TRIANGULAIRE

SUPERIEUR

Ls Kio a Sar LensclsascloMcl# Oi «ATES Te K fn ] q, F La résolution du systéme (B-5), pour calculer les variables
inconnues Qn; Gn-] ---+0-+> q2 4 partir de la derniére ligne,

0 K' { q, EI s'appelle substitution arriére. La procédure est la suivante :
22 K, 2

4
F

2 2 q, F° Ga = +

0 0 Ko 5 Kon = 3 B-4 s!
: on

0 0 KT nt q 1

; : : ¢ Wo = hin A
n-1 : , 

-tn-

0 0 0 Oe. an Jaq, poo!

j
. F.-S..q,-S$ (re $.q

1 2 “139 73 innLo\Si{an} = {Fat} | 0p 83 st)

oi Fo-1 est le vecteur transformé des forces extérieures
aprés la derniére itération.
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ImPCICT INTeGensat ion)

Commo NODE /REL 1701 180,16)
CormOn/PatNT 7FK (78,358.25 .PTCC
OIMENSION CHCS,5)

3

FALE ASSIGNATION DES FORAYS

ASSIGN 9aa TO teMr

FORmAT( 3023, 16)

werTECe ty

FoRMr(ir. CALCUL FAR LA RETIODE +,
vex. DES ELEMENTS FINIS 134

848 LECTURE EY IMPRESSION DES ELEMENTS.

waite; #2)

(FORMAT(St," ENTREZ LE HOMBRE TOTAL BD” ELEPENT SELON
Dt. LES DIRECTIONS WET V, RESPECTIVEMENT“READ(S.a) WEL HEV

RITE 6)
FORMAT (SK ENTREZ L°° INOTRATEUR DE HOMERE DES NOKUNS FanDH,” ELEMENT NPE (4.9 UU Le KOEUDS > weREAD #1) "NPE,

TEUNPENE.4) GO TO 30
werteneuel

wr zereveL

per entaanT2

NELANEUENEY

werrecs.75)

FORAAT(SI.” ENTREZ LES CARACTERISTIOUES OES HATER IaUA

warTe ce 88)

FORMATUSE." MODULE 0° ELASTICLTE ee
READE. t ET

MeITE CS .05)

FORNAT(S2," COEFFICIENT oF FOLSSON ws
READ(E, 4) XN

a

EPAISSEUR D’ ELEMENT Tea
oe

cn3.5)=60

OFEN(2,FILE= RODSUR.PAL ,ACCESS® SEOUENTIAL“, STATUS*'OLO')
READLZ.#) NCE,MEULNEV NT INS.NTS

CLOSE(2.StATUS= VEER)

NVANTSENT +L

deen

OPEN(7,FILE= nOOSUR.DE@ .ACCESS* SEQUENTIAL STATIIS@ OLD")
eno rea) Nec

0 1

0 176 aci!ta
READE?» 8) TFET OA

cLose(7, statuses KEEP)

131

OPEN( 14,FILE= naDSUR.PTETM ACCESS*” SEOUENTIAL’ .STATUS®-OL0')
READ(4,3) NOC,

E14, MTD PTE End det)
CLOSE (14, STATUS=" KEEP

OPEN 1454 TLE COOL DEF* ACCESS="SEOUENTIAL“ FORM: FORRATTED:«
-STATUS= new"

WRITE LO.) eT

00 1498 Ket ante

00 1438 TH1.NT2

SRUTECAASIPRT) (Fe Ld Ind 31

CLOSE (14. Staruse veer

E08 RAPFEL SOUSFROGRATRE: AUTO FOUR CALCULER LES FUINTS

DE CoMecTIVITE

OFEN(22,FILE="COOUE..LMN! JACCESSTM” SECUNIA. \rontte EORMAITED: «

1978

roy

191

AtUS= NEM
“cout RutacneTe ere MEU. Nev,
wet fevz20) MEL

0 1978

WRITE(22, 1900) NEE, (NODE L,J).J=1 .NPED
FORMAT(104,7615)

OPEN(24.F (LE= MODSUR.NAT” \ACCESS= SEGUENT IAL’ \FORI® FORNATIEE:
0 STATUS® MEW}

WRITE (24,2080) ET, 2M, TH.GL
FORMATISK,«EL3.4)

bo 2108 11,3

WaUTE(24.2130) (CM11,3),3=1,51
ommAT (3H,3E13.4)

CLOSE(24, Srarume neer” >

smite (#2700)

FoRnat(19x." VISUALISATION DES ELEMENTS man

4 FERMETURE DES FICHIERS

Lose (22, STATUS="KEEF)

21M BU PROGRARRE

exo

SUBROUTINE AUTOCHEC NEE WNT NS)

(rPLICIT REA1B(A-H.0-2),

WeLICIT INTEGERS CL-¥)
CORRON/NODE LOO 8,16)

Ye WeE.6t.A) 60 10 300

Lat

fared recent

NeVeLTELENS

Naxtewesst

Nevboney 1

ReCONEZLUNYYA HTN

Nose

hover. t=, an
neaoc 2-2

Noo, S y= tTeLoL

HOD ¢eNyVietupE 81
MODUS ANY Le CTTEL=1)oNEvi+ ITeLer

NODE .6)=NOD EL S}-1

NODA, 7 }=NNo EE 5)=2
NOD A weNV Lei

co 101130

TF (eE.GT.9) Go TO 930

rece?

NeRionTes

Nees tTeLenT

woot. 3)=tTeLe

NODC L,4)=NNYE+ (NPE-6)

woo
NODC 41-001. 31-1

{$O0(157)=6O0 (1,3) -1TEL

NOD(LlareNvYLeL

MOO(L #1 oNYYES

60 1

TF(WE.GT.16) GO TO 1138

rrevez

NODC 1, 13ysaNSeS.
ROO ts Lapezensea

MODEL 13)-MODEL AL +L

NODC 16)-BODEL ASL

60 101238

Srey FON) 6010 ban



16 (HFE.EQ.4) FO=@

rivat

DO L158 122.NT

beaCiokbengek
Do 1148 J=1,

$148 NED(L. J }aNGO(HN, dD }ANYY

1is@ ANAL -

11460 fF {HS.EO.1) GO TO 1708

DO £190 NI=Z,NS

DO 1178 T=1,KPE

KIS I TEL.

Teet eG.4.0R. 1.60.8) Khel sKo
LL7@ NOONE, FPRNODEMI-1. ED KE

HN

L*(PTEL-LLANEY LAK GENS

aM

GO 1198 NIaZ.NT

La(NJ~2) SNStNT

eh |MPE 
|

ee cone eROD Cr, J) HHYVA4 LI TEL=2) ENEY. +KOENS
41 ‘
1198 Wt

12@@ RET

ia3e 1€(NT-€0.1) GO TO 1300
fNeL

ba {278 I=Z.NT

Let h-Lyenset

68 2 tee AOD Re J) +SENYYE +ZEMEY I ¢KO8 (NS-2)
Az s

278 at,

isaa 1F(NS.EQ.1) GO TO 1400
CO 1398 NIaZ,NS

dd 1348 b=1,NFE

Kisd

1340 NODCNT, T)NOO(NE-2, 1) KE
Pen!

pO 1397@ WJ=2.NT

L=(Hd-1)4NS¢NE

et NPE 
_

eR me teed DeMOD (RJ )SSENYY LYZENEVL AKON (NS 25
a3 ’
1399 HNL

1480 RETURN

END

COCRAUOCESNSSATUTcoRseneeEECeNEGEROCCOURURCUEGEESESERECeaeetecaseaneaeteet

4 ARE FERMET LE CALCUL ET L‘ASSEMELAGE DES MATRICES
4 ELENENTASRES FOUR OBTEHIR LA HATRICE DE. RIGIDITE EN AXES GLOGALX
€ 

Far 1} HARADA APBAS
e TUTEUR © PROF .C.BONTHOUX
& CUFLAQL.FOR

soneanee SSUCOTEReeUNTAeee Ces eOEDE Nee ESEANENETOESHE CITRIC OSes ECSEEETEODoOnecancann
IMPLICIT REAL SB(A-H.O-7)
IMPLICIT INTEGER T-N)
COMMON /NDEUO/NEL NPE NPC
COMMON COORD? x ¢ 288) ¥( 2081, 2¢200)
CORMON/ PAréH/ DDL ROE NDC NSF NEG
COMRON/RAIDS /ELER( 14,3) ,ELHR(48. 404
LOMMON/ T8/ ISF (260), VSF (200), [BE ZOG1 VBE (2001
COBHON/ TL /NRAX .NCHAL
DIMENS [ON NODT 138,14) .GR( 400,75} .GF (400)
DIMENSION CH(5,5),F (45)

806 ASSIGNATION DES FORMATS

ASSIGN 988 TO IFHT
980 9 FORMAT(3023.6)

onan Ce00ste LECTURES DES CONDITIONS AUX LIMITES

WALTE( 4, 108)
16% FORMAT(LOX,' ENTREZ LE NOMBRE DE DO. COnNUS NOC a AehREADE, 3) NDC

WRITECS, 2B)
$24 FORMAT(LOX,* ENTREZ LES NUMEROS DES ODL COMMU ails

: 104," (IBF( 0). f=1, NOC) wash
READ(G,U) TIBEC I} at NOC)
WRETEIS ay

143 ENTREZ LE VECTEUR DES VALEURS CORRESPONDANTES ‘./,. 1BXx BES DOL COMMUE « (VERC D191 .NOC) atREADE, 6) (VBE CT) fe1, NDC}

€ sateres CREATION DU FICHIER DES CONDITIONS AUX LIMITES
c

OPEN (1 .FILE® AORSUR.COM .ACCESS*! SEQUENTIAL” .EORM# FORMATTED! .
: STATUS" NEW)
WRITECI.144) HDC

144 FORMATION, 16)

WRETE( E1491 (IBF CTY Ter NOC)
145 FORMAT(Sx. 2013

WAITECL, IFAT! (VOEET) Im NOC)
CLOSE L,STATUS="KEEP*)

WRITE(1, 160}

(eG FORMATIIOX,’ ENTREZ LE MOMERE DE VARIABLES 6U SECOND °,/,: OX," HEMBRE NON MULLES NSF 1 o>
READCE, 6) NSE

WRITECS, bea)

180 FORMATCIOX,” ENTREZ LES NUMEROS DES VARIABLES SECONUATRES whe: OX.) HON RRLLES CUSFCLI ILE) oaREAD(OE! GISELE. TH .NSF)

WALTE( 6, 208)

FOG FORMAT (OX, ” ENTKEZ LE VECTEUR DES VALEURS CORRESPONDANTES
: 

SS 9

. 1On." GOK FORCES NON MULLES (VSECEDTRLNSF) 1 oyREAD Gb) IUSFI RI fsi.NSe)

F0=3,0 
=© S80bseeet OUVERTURE DU FICHIER DES CARACTERISTIQUES Dil MATERIALc

OFEN(4,.FILE= WODSUR.MAT ACCESS © SEQUENTIAL .STATUETM OLD}READ(4,9) ET, XN, TH, GL
DO 2278 Ivt.5

2278 REAO(4A.£) (CMCI, Sd, J=1,5)
c

© ‘harasses OUVERTURE DU FICHIER DES COORDONNEE Ss.c

OFEN(S FILE COQUE.DEP ACCESS* SEQUENTIAL’ .sYaTUS# nosREAD(4, 0) KFT

00 298 1<1,HeC

READ(G,0) ACL), YEN Lely
27@ CONTINUE

c

£ 04840080 OUVERTURE OU FICKIER BES ELEMENTS

OPEN(7.F ILE =’ COQUE.Len » ACCESS=" SEQUENT IAL «STATUS©"OLa'yREADI7, 0) NEL
BO 295 1s) WEL

295 REAG(T, 6) NPE, (NOOCI 0), 01, NEE)
c

© Sbfe08eae LECTURE UU NOMBRE TOTAL Db EOuATIONS (NEG)c

ADUL=3

NEG=NPC INDE

REM ENDOL

e

C Statens CALCUL DE LA DENT LARGEUR OE BANDE
c

NB=( FABS(NOD( EJ) ~NODLT shO} +1 ONDOL
od TF(NOB.LT.NR) NIEONB.

C8e0ebsee TNIALISATION DE LA MATRICE DE RAKDEUR GLOBALE
ET DU VECTEUR FORCEononw

DO 36@ t#1,NED

OF (1) =0.8

DO 3a Jai ,noB

268 GRE, 2) =0.28

c

BRMAL=5e0

NCHAX~ 18a

+ DO 356 Net NEL

DO 448 fal NPE

NI =NOD(N, 1)

ELERCT, LP]x(NL)

ELEA(T 2h eZ(NEd

ELEMUESTMYINED
440 CONTINUE



C e4eedess2 catcur ne LA KATRICE OF RAtoeUR ELEM 
E

KEMENTALRE CGNPREBANT LECALCUL DES COORUONMEES €f PuUrDS GES PUINTS GAUSS,
DES FONCTIONS SF EY Leurs OERIVEES DSFnaa

CALL RALGG( CH. TH)

ASSEMBLAGE DES HATRICES ELEMENTALRE FOUR ORTENIR
LA MATRICE EN AXES GLOBAUK

c

C seteera

«BO S35 Tab we

NAS (NODIN, L}-1) SNDOL
LO S8@ 13=1,NUDL

NRENR4+ 1

Le (3-2) eNDDL ers .
GF (NR) ©GF (NR) +F (LD

DO 358 Jel, WEE
NCL =(NOD(M, J} - 2) ENDOL
00 558 JJ=1,NDDL

M=(J-1) sNDOL ESI

NCONRL ¢U0+1-NR

LF(NC) 350,55@, 450
ASO GR(HR NC )*GRONR NC }HELMR (Lt)
358 CONTINUE

c

C sesseeeaa INTRODUCTION DES CONDITIONS AUX LIMITES suR. LES VARIABLES DES PREMIER ET SECOND REMBRES

Rese

CF (NSF .EQ.@} GO TO 700

00 688 f=1, NSF
NI@ISF(1)

GF ON] J =GF (M1 )4VSFCE)
688 CONT 1 NUE
780 IF (NDC.EG.@) Go to Bee

CALL COND(GR,GF)

ann eteereee CREATION DU FICHIER MATRICE DE KATDEUR TENANT COMPTE DES7 

CONDITIONS AUX LIMITES

°

BOG OPEN(B, FILE = "MONSUR.KSL’ ,ACCESS=° SEQUENT 1Al.” ,FORH= FORMATTED: .. STATUS=’ NEW" }

WRITE(G,818} NEG

B18 FORMAT(3K, £6)

bO 828 1=1,NEO

B2@ 0 WRITECG, IFT) (GRCL,3).J=1, NDB}
c

C cesabesee CREATION DU FICHIER DES SECONDS MEMBRES
c

OPEN(12.F ILE**MODSUR.FRC’ ACCESS=" SEQUENTIAL’ .FORH= | FORMATTED .5 STATUS#" NEW" J

WRITE(1Z.9) NEG

WRITECLZ,LFMT) (GEC), 1=1.6EG)

C shee CREATION DU FICHIER DES PARAMETRES DU FROBLENEc

OFEN( 14, FILE="MODSUR.FAC’ ACCESS=
4 STATUS=" NEW" I

WRITE(14,H4@) NDB.NEG.NDDL MFC .NEL
e4a FORMAT(SX, 346)

SEQUENTIAL” .FORMs* FORMATTED +

c

C seetestge CERMETURE DES FICHIERS
c

CLOSE(14.STATUS="FEEP +

185

PUNTO COHR TET TOS CHEER OEE E SHEET SAELOC ORE HE EHSETUSTUREIRSAO HEC OE TLE Sease as

e

‘ CE SOUSFROGRAMHE ETABLIT LA HATRICE DE RAIDEUR DES ELEMENIS
a ISOPARAMETRIGUES EF CURIOUES +

t

COCERASTONEROTTESINRe Hace CR OETATEATTLEANTRT HE TOTANTUTERTRESO SHOES EOE E ATESnanan
SUBRGUT INE RATOG(CM.TH)
TMPLICIT REAL SE(A-H,O-7)

IMPLICIT INTEGERG4(1-N)

COMMON /NOEUD/NEL NPE NPC

COMMON /RA IDS /ELEM( 16.3) £LMA(46, 48)
COMMON /VECT /VTL3 42)

DIMENSION GA(4,45.WT (4,6) ,05F(5,141,SF (16), 8B(5.48),
. CR(S,95),GI13.3),G2003,3).00($,49) CE (48.5) RTC 14)

DO i J=t,4

WTCE,J)=@.8

4 GA(1,3)=8.0

GAC 1 ,2)=-8.57739027

GA(2,2)=8.37735827

GAUL, 3)=-@, 77459647

GAC 3, 3198, 774599687

GAIL, 4)=-@. 861134631

GA(2,4)=-B. 33978104

GALS, 4) 98. 33798104

GA(4,4)=58.841134631

WTA, BI a2

WTCL,ZPAk

WT(2,2}91.8

WIEL,39"8. 39599835

W1(2,3)=8. 6eBb8e8q

WT(3,3)98,55555555

WI(1,4}90.34785495

WT(2,4)TM@. 45214515

WT(3,4}68. 69214515

WT (4,4) <0. 347035485

IF(NFE.NE.4) 60 TO 28

NFG=2

Go Ta 3@

160 IF(WFE.NE.9) GO TO 28

NFB =

so Ta 3a

20 {F(NPE.NE.16) GO TO 3a
APG=4

3@ 0 CONTINUE

aord

WonLes,

NN=NPEENODL

c

{ $edussebs LANCERENT DE L INTEGRATION PAR LE METHOME bu GAUSS
c

OO 250 NI=1, neg

DU 250 NJ=t HEG

DO 250 N¥=L.NPGL

XT=GAINT NPG)

ETAsGA(NJ NPG}

LET=GA(NK.NEGL |

TFINFE ME .41 GO 10 60

CALI FFORM4( 4! Ef, 227, SF DSFY

Gu TO BA

oe IF(NFE.NE.7) GO TO 70

CALL FFORM9( 41 ETS. ZET,SF,05F)

GO TO ea

io IF(NFE.HE.16) GO 10 6a

CALL FFORML&(A1 ETA, ZET,SF DSF)

a CONT (NUE

CALL JACORISF DSF .5ET),GI.GJ1,ELEMI

CUNSDE TOW ONT NEG) OWT ONS NPG I EWT (NE NPGL |
FTHZET a.

DU 9d hos NEE

2128.8

bO 85 [41,3

bl AS Je1,z

6S ATRIEOCTOTHEVT CI a)

Rite belt

98 CONTINUE

CALL TRANS(GI G11. SF .OSF,RT.6B)

OG 108 1=1,5

80 18 J#1,NN

DOC T.J)=8.8

DO 148@ k=t.5

BDC E,Jy=DOtT 2 U4CM Tk eRe TY

186 CONT ENUE

00 158 b+1.NN

pO 198 LaL.s

i506 EE( 1 2)*B8(t. 5}

DO 200 FeL.NN

CO 200 J=1,NH

ELMAL EJ )20.8

ba 24 K=1,5

208 ELMREC JPZELARC EJ) CEE CE) FUO(E I) 1CON

258 CONF LNUE
a

71a BO 728 I=1,NN

DO 72@ J=1,NN

720 ELMAR (J, PPSELHR( TJ)

a

teeters Fite OU SOUSFROGKAMME

c

abe RE TURTL

END
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FGbeeveeecedenorriceseronretsy
‘

4

‘ FROGRONOE TE LANGA TOOT ION BF CALUUL PAR ELEMENTS Fitts’ 
(4S Cogees 5k FORM QUEL CONDLEa 
FA UMADA REGED

’ 
TUTEU a PROF, C. SUNTHOUS‘4

©
Orrsptosacteret

CUrLAGZ.F
AEEODSEGHEEI 

ESO eneECetsORREEHONOOE

VAPLIELT REAL €8 A-HO- Sy
TAFLICI1 (HTEGER 94 t1-Nr

SIMENSION GLR( 400,751 SUF 1400)

C4008 ASSIGNATION UES FORMATS

ASSIGN 908 TO LEM
WSO FORME I CGOIG Ian
u

Herare sae

PMA reTS

OPENT6.FILE® HUNT AC ALCESS®° SEQUENT LAL «STATus= OD")RLADI 6.65 MUO.NECT HOUL NEL NUE
Loubeé STAIUSs |} EEE 1

By SD I=1 Hor

AF El Ae

bu 35 vse
a3 GLACE tye.
&

OFENIE,FILE® RODSUR.I'S( VACKESS© SEQUENT LAL sSTATUS=' OLA")READ(E.¢} NEUT

BO 2d tei MET
73 READS. Ob (GLRCILT1.J=1,NOE)
CLOSE (G SfAIUs= EER )

SFT00800 KAPPEL DES FORCES EXTERTEURES BPPLLOUEES
ET OUVERTURE OU FICHIERocean

CREN(IZ,FELE= MODGUR.FRC ACCESS= SEQUENTIAL sSTATUS="DLD' yREAOC1Z.9) NEGT

READILY, 8) (GLEET) Tet meat)
CLOSE (12, STATUSa KEE}

& Fe0ge@ RESOLUTION GY PROD EME,
c

CALE RESO (EIA, NIU GLIC, GIF NREYUE NEA GT

COLL SUBS (GLE GLE NUE NET pri Cb

OPEN, 96.1 H.Ba AUSUR FH AGCESS+ SEQUENTIAL \FoRHE FORMATTEDrf, S1ATUGH KEW &
WAIT Wa o2uy net

Da) FORMATS LON Tay

URTIRISe IeML) reLE OED, Late are
¢

DREGE? FtLE= BUDSIR.IS2 \ALLESS= SROUENTTAL FURIE PURMATIEY

: slaldoe GPa —
WRLTEIS7.@) NEUT

fo 370é GE

S27 WREIERY ERAT HULA EL abode Dy
ie

Coatbetse FERMEFURE DES FICHIERS
L

CLOSES? STAIUS= REEF 4

COUSE( Ts StAtUs REE Y

(terranes FIN OU PeOGRet

GND

PUEDE REGUL CREO] UNE tat Fee EM EME

LHPLICUC REM BAH. fett

Liat dt tHveGeR 4 cL ue

DIMENS LUM GLA IGG, 752 .GLE eed

Hs sHCOT= I

80 S60 NE Let HL

Pies ae iy.

be (MUTSHE LY 6 |

AST aNE IVIHUBS 1

IE(LST.GIHEGT) LST#HERT

In) 486 NROPNPIVOE LST

NEANEO-NEIVEL

Ne stele OMEGT=1

TF(PEV,EQ.8,8) GO TO 46

FACTSGUR(NFIV NU TPEW

4a CONTINUE

GO 204 NEOL eNRO.LST

$COL*NCOL-HAGS af
= HF Le

a GERINRE, TOOL THOR RCRD, LCOLY-FAACTAGLRRHLV. COL
468 GLE (RROD 6GLF (NAO -FACTIGLF ENP IV}

sag CONTINUE

RETURN

END

SUSROUTINE SUBSIULR GLE INDE NEN. HRS MUMT

IDPLIEET REAL OGCA-H.O-2)

ATELY INTEGERS) 1 Ny

ULNEHG 10rd GR (AGS, 757 GLE. eT

DY SoH Hess HE

bei Vane Q- trad

PIVEULRIBEEY, IE

IePIv ME.B.8! GLE UST (YU rSGLF HPI 17 PTY
co) CONT TUE

LS Tene ty-net+1

TR(LST.LT 25 LSTat

HPTSNE IV 1

DO 1d@ J=LST MPT

WROSNFT-J9LST

HEOLSNF EV+ RAOe L

FACTSGLR (NAO, HEOL!

BUF (WROD =GLF ENRO1-FACTIGLF SNFIVI

188 LONTLNUE

6M CONTINUE

1 (GLACT. LSE. 8.81 GH TO Tat

DEF EUSGLE LESS bts

UERUUANE OO ee aaeetrecsennseseees

‘

'

‘

*

‘

+

197

ANNEXE C

MATERIEL UTILISE

MICRO-ORDINATEUR VICTOR 286 TYPE AT

Microprocesseur Intel 286 & 8 MHz

Coprocesseur ee

émoi ive 640 Ko

foe 20 Mo Temps d'accés 40ms.
i les.Ecran graphique Type Hercu

Imprimante EPSON FX 800 ( 240 cps )
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