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PRESENTATION DE L'OBJET DU TRAVAIL

Seuls quelques trés "grands codes” de calcul par Eléments
Finis donnent actuellement la possibilité d'effectuer des
évaluations du comportement mécanique de coques de forme
absolument quelconque.

Dans la plupart d'entre eux, on sait créer des surfaces a
partir des modeles analytiques les plus courants (cylindres,
sphéres, ¢ones, etc ....), mais on se trouve confronté i des grandes
difficultés si la surface a représenter et la coque a calculer ne se
rapprochent pas de ces surfaces classiques.

Il faut alors faire appel 2 de véritables systémes de
Conception Assistée par Ordinateur (C.A.OQ) pour modéliser ces
surfaces quelconques puis interfacer le logiciel de C.A.0. a un
logiciel de calcul par Elément Finis pour récupérer les fichiers
représentatifs de la surface créée et calculer mécaniquement Ia
coque qu'elle représente.

Cette possibilité est donnée grice a I'association de logiciels
puissants tels que CATIA-CAEDDS, EUCLID-IS UNISURF-ANSYS ou
EUCLID-IS UNISURF- SYSTUS, etc.... Malheureusement ces logiciels
trés onéreux nécessitent des moyens informatiques trés lourds
qui ne sont pas & la portée de tous les bureaux d'études.

L'objectif principal de cette étude est d'essayer de
réaliser sur un petit systéme informatique ce qui
actuellement ne se fait que sur de gros et trés gros
systémes.

Ce travaill a voulu démontrer quun sujet auss1 délicat et
difficile que celui de calculer le comportement mécanique de
coques de formes quelconques pouvait étre abordé dans un
premier temps avec des moyens informatiques réduits de codt
trés limité. Il faut cependant rester réaliste. Il est hors de
question de concurrencer avec un micro ordinateur et un tel
logiciel les moyens les plus puissants et les plus modernes




rencontrés par exemple chez les "avionneurs” et les constructeurs
automobiles.

L'objectif majeur de ce travail était surtout de maitriser les
connaissances nécessaires a la réalisation de grands codes en vue
de mieux utiliser ceux-ci et de mettre éventuellement & la
disposition d'entreprises et de bureaux d'études plus modestes
des moyens plus appropriés.

Le deuxidme but poursuivi dans cette étude est un objectif
de formation. On rencontre trés rarement des personnes capables
de maitriser, non seulement l'utilisation, mais aussi la conception
3 la fois de systtmes de C.A.O. et de codes de calcul par Elément
Finis.

La véritable Conception Assistée par Ordinateur passe par la
maitrise de ces deux concepts trop souvent séparés au niveau de
la formation de futurs enseignants et de responsables de
recherche.
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INTRODUCTION GENERALE

L'interfagage d'un programme de Conception Assistée par
Ordinateur de surfaces de formes quelconques a un logiciel de
calcul par Eléments Finis a été rendu possible parce que ces deux
programmes ont été entidrement maftrisés et réalisés par l'auteur.

Son originalité réside dans le fait que cet ensemble
fonctionne aujourd'hui sur un micro-ordinateur de type AT
(cf. ANNEXE C) ce qui paraissait totalement impensable il y a
quelques années.

Les pieces qu'il est nécessaire de calculer mécaniquement
aujourd'hui au moyen des codes les plus modernes de calcul par
Eléments Finis ne sont plus de forme simple.

Pendant trés longtemps, la forme des piéces mécaniques
était principalement tracée 2 la régle et au compas. Leur surface
résultait d'une somme "booléenne” de volumes dit “"analytiques”
traduisibles par des expressions mathématiques élémentaires
parallélépipédes, cylindres, cdnes, sphéres, tores, etc.....

Ces surfaces analytiques classiques ne sont plus suffisantes
maintenant pour traduire des formes plus complexes résultant
d'une optimisation de leurs propriétés ou de leur comportement
dans leur utilisation (impératifs esthétiques ou déduits de lois
physiques aéro ou hydrodynamique, meilleure résistance,
économie de matigre, etc ...).

Les industriels sont amenés & créer de nouvelles formes plus
générales et répondant mieux aux besoins dans des domaines tres
divers qui vont des carrosseries de voitures, aux carénes de
bateaux, aux celiules et ailes d'avion et d'engins spatiaux, en
passant par des pidces mécaniques plus simples comme des aubes
de turbines ou des cames.

La représentation de telles surfaces a été trés longtemps
laissée aux soins de professionnels hautement qualifiés : maitres-
modeleurs, compagnons mouleurs, ajusteurs en matrices.




Quand on a voulu qualifier de telles surfaces, il a été difficile
de choisir des expressions : surfaces gauches, tordues, ou a
courbure variable en France ou sculptured surfaces, twisted
surfaces, free-form surfaces, space-curved chez les Anglo-Saxons.

En réalité, la seule caractéristique commune 2 toutes ces
formes est de ne disposer d'aucune définition mathématique
préalable, méme particlle et d'avoir d'abord été réalisées par
approximations successives puis terminées 2 la main, chaque
retouche étant décidée en fonction de résultats d'expériences.

Il n'est pas besoin d'insister sur les raisons qui imposent
d’employer une représentation mathématique pour les surfaces
qui définissent ces objets.

Leur réalisation précise et concréte a entrainé le
développement de moyens nouveaux. La commande numérique
de machines outils a nécessité la premitre, que toute forme soit
d'abord représentée mathématiquement.

L'idée qui a été A l'origine de ce travail est d'utiliser
les méthodes pratiques de génération de surfaces avec
des machines 4 commande numérique pour représenter
des coques quelconques qui pourront ensuite étre
calculées par Eléments Finis.

Dans le cas de surfaces gauches, il existe deux types de
probléme 2 résoudre : La représentation mathématique d'une
forme déja élaborée et la conception directe d'une surface a créer.

Dans le premier cas, il est fortement fait appel 2
l'interpolation (faire passer exactement une surface par un
ensemble de points mesurés), alors que dans le second, il s'agit
plutét d'approximation (faire passer au mieux une surface par un
ensemble de points donnés). Dans les faits, cette deuxidme
méthode permet aussi comme la premiére de faire passer une
surface exactement par des points choisis A priori.

L'expérience monire que ces deux iypes de solution sont
utilisées conjointement ce qui complique la compréhension d'un
exposé sur les différentes méthodes de représentation numérique
de surfaces gauches qui emploient plus ou moins traduction et
conception. La classification n'est pas aussi simple qu'on peut le
penser.

Le programme qui est développé dans notre travail doit
pouvoir étre mis 2 la disposition de bureaux d'études modestes. Il
est alors extrémement important de réaliser une bonne liaison
entre l'utilisateur (technicien, styliste, ingénieur) et des
mathématiques forcément complexes pour répondre & ce
probléme.

Afin de rester 2 la portée de non spécialistes, un tel systtme
ne doit pas demander A son utilisateur une connaissance trop
approfondie des mathématiques. Nous mettons donc l'accent, plus
sur la traduction de formes existantes que sur la création de
formes. Les surfaces a traduire existent physiquement mais leur
formulation mathématique est totalement inconnue.

Si l'on veut exprimer numériquement une forme élaborée
par des moyens classiques, c'est 2 dire principalement manuels,
on pense naturellement 2 mesurer les coordonnées de points
situés sur sa surface, plus ou moins distants les uns des autres
selon le degré de complexité de l'objet a reproduire. Si ces
surfaces sont “turbulentes", il est nécessaire d'ajouter des
conditions supplémentaires : points de passage obligés, tangentes

aux points mesurés, courbure, etc ...

Les surfaces A créer sont des surfaces a réaliser
matériellement. Leur définition est connue sous forme
mathématique de fagon explicite ou implicite.

Nous opposerons dans l'exposé qui suivra la traduction et la
conception pour s'intésser essentiellement A la traduction
mathématique d'une surface physique.

SURFACE MATHEMATIQUE
THEORIQUE

TRADUCTION

SURFACE PHYSIQUE
CONCRETE
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Cependant, pour faciliter la compréhension au lecteur, nous
serons amenés dans la premitre partie de notre travail a exposer
également quelques méthodes dites de conception car la
formulation mathématique est similaire et s'appuie sur des
concepts' du méme ordre.

Bien que les premiers travaux concernant cetie
représentation mathématique firent usage d'un référentiel
cartésien,G. FAYART 1961 [17] et INABA 1967 [20], I'observation
qu'une rotation transforme naturellement une solution
cartésienne en représentation paramétrique et quelques manques
de souplesse relatifs a chacune des méthodes ont conduit
normalement i I'adoption de la définition paramétrique.

Les systémes couramment employés ont généralisé
I'usage de surface définies par des fonctions
polynomiales paramétriques a coefficients vectoriels
avec des parambdtres variant dans l'intervalle [0,1].

Il est important en effet que la définition des formes soit
indépendante duv référentiel. L'introduction de fonctions 2
coefficients vectoriels, pouvu qu'elles remplissent certaines
conditions analytiques, permet de définir des surfaces dont la
forme propre reste invariable lorsque l'ensemble des vecteurs
subit en bloc une série de translations et de rotations.

L'utilisation de fonctions polynomiales se montre bien
adaptée aux moyens informatiques modernes et le paramétrage
permet une bonne application des conditions aux limites.

Dans le plupart des cas, une méthode de segmentation a été
adoptée afin qu'une modification locale n'affecte pas la totalité de
la surface ainsi décrite.

La premiére partie de notre travail rappelera brigvement les
méthodes de J. FERGUSON 1964 [18], S.A. COONS 1967 {14] et
R.RIESENFELD 1673 [27].

Nous insisierons sur ia méikode de BEZIER 1870 [6]
1977 {7-8] et celle des B-SPLINES de DE BOOR 1978 [10] qui nous
permettront de construire les surfaces voulues. Les polyndmes de
BEZIER utilisés dans la méthode de BEZIER entrafnent une
interaction globale sur l'ensemble de la surface dés qu'un pdle est
modifié. Au contraire, l'utilisation des B-SPLINES permet des
modifications purement locales.

3%
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La définition mathématique de ces surfaces étant maitrisée
et ces derniéres étant reconstituées a partir de la seule
connaissance de quelques points de mesure, nous pourrons
aborder l'étude de son comportement mécanique au moyen d'un

code de calcul par élément finis.

La deuxidme partie de notre travail explicitera la
récupération des fichiers de définition de la surface reconstituée,
la préparation de ceux-ci en vue "d'attaquer” le programme de
calcul par éléments finis et précisera l'interfagage entre le code
générateur de surfaces et le programme de calcul par éléments
finis.

Cette partie concernera également la construction du
programme de calcul des coques de forme quelconque. Nous
avons choisi d'utiliser des éléments isoparamétriques volumiques
dégénérés dont la section moyenne a 4, 9 et 16 noeuds, et de nous
limiter, pour des raisons matérielles 2 I'Stude du comportement
de coques "facettisées”.

Sans étre trop complexes et par conséquent trop lourds' en
besoin informatique, ces éléments finis  peuvent cependant
rendre compte avec une précision raisonnable du comportement
mécanique de coques d'épaisseur donnée. Ils s'adaptent d'autre
part assez bien au découpage engendré sur la surface par
'évolution du paramétrage utilisé pour la définition de celle-ci.

Sans étre d'une originalité majeure, la réalisation de ce
véritable code de C.A.O. aura permis de maitriser toutes les
facettes d'un programme complet en vue d'utiliser plus
intelligemment et plus efficacemment tout code de calcul
industriel. Elle démontrera surtout la possibilité de traiter avec
une informatique légére un probléme abordable il y a peu de
temps encore, avec des moyens lourds seulement.

~ . 12 N = 1 B e 2 1 - e tacmamda
Un  peul aeerne SClléllluuunmGn , 4 1da pagc suivaiid
I'ensemble du travail :
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PREMIERE PARTIE

MODELISATION DES SURFACES
QUELCONQUES

INTRODUCTION

Le développement de représentations numériques de
qualité des surfaces quelconques a l'aide d'un ordinateur fait
I'objet d'une attention constante des industriels, en particulier en
construction aéronautique, aérospatiale, navale, automobile,
nucléaire etc... Pour représenter ces surfaces il faut effectuer une
approximation qui permette de les modéliser de fagon adéquate.

Cependant, l'expérience montre qu'il faut tenir compte de
deux aspects trés importants dans la représentation d'une
surface A l'aide de l'informatique :

- D'une part, le modéle de la surface que l'on veut
représenter doit étre facile 2 construire et & modifier, ce qui
implique une convivialité constante entre I'utilisateur et
l'ordinateur.

- dautre part, la traduction de ce modele de surface & l'aide
de l'ordinateur doit conduire non seulement 3 une représentation
par un dessin sur l'écran, mais aussi et surtout a des résultats
analytiques qui permettront la restitution et la fabrication du
modéele.

Il n'est pas inutile de dire que ces deux points sont en
permanence d'actualité dans le monde industriel.

Pour représenter de telles surfaces, on peut s'apercevoir
trés rapidement qu'une approximation par des polygones plans
(ou facettes) ne convient plus, car pour obtenir une bonne
approximation il serait nécessaire de découper la surface en
"morceaux” trés petits et de ce fait le nombre de polygones 2
traiter deviendrait prohibitif. C'est pourquoi la solution
d'approximation d'une surface par des "carreaux” (portion
¢lémentaire de surface définie par les équations des
quatre "courbes" frontiéres) a été développée dans le monde
industriel, L'un des précurseurs est PIERRE BEZIER (P.BEZIER
(6,7,8] Ingénieur chez RENAULT). Ses travaux serviront de base a
cette premidre partie de notre travail.
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Avant d'exposer la méthode pour des surfaces quelconques,
il sera préférable de se pencher d'abord sur le cas de courbes
dans l'espace. La représentation mathématique demande en effet
des connaissances théoriques de haut niveau.

On exige par exemple des courbes frontidres certaines
qualités :

- un bon comportement des dérivées premitres (points de
raccords des carreaux) et des dérivées secondes (courbure des
surfaces).

- une grande facilité de modification de I'allure des surfaces
et une facilité de calcul car cette méthode est destinée

essentiellement a une utilisation interactive.

Le chapitre 1 aborde ces principes et décrit sommairement la
représentation des surfaces quelconques en utilisant les
méthodes de J. FERGUSON, S. COONS et R. RIESENFELD.

Le chapitre II reprend de fagon plus détaillée la
représentation des surfaces quelconques en utilisant la méthode
de P. BEZIER. Cette méthode qui engendra le systtme UNISURF,
permet d'utiliser le découpage des surfaces en "carreaux”, avec
l'avantage important que les fonctions utilisées ont la propriété
de se préter 2 une bonne approximation d'un contour polygonal.
Cette méthode est basée sur les paramétrées polynomiales de
BERNSTEIN et clle permet des modifications trés faciles des
courbes, donc des surfaces approchées.

Le chapitre III expose la théorie des B-SPLINES et
I'algorithme de COX DE BOOR.

Le chapitre IV expose la méthode utilisée pour résoudre
concrétement le probleme de la restitution d'une surface
quelconque 2 partir de la seule connaissance d'un nombre limité
de points mesurés.

Le chapitre V présente quelques exemples traités et montre
l'intérét des deux types de représentation.




16

CHAPITRE 1

RAPPELS SUR LES METHODES
DE J. FERGUSON, S. COONS ET R.RIESENFELD

L'intérét de ces rappels réside dans l'écriture des formules
analytiques fondamentales pour des carreaux paramétriques
réguliers appartenant i des surfaces quelconques de I'espace de
dimension trois. Les formes sont 2 coefficients vectoriels et de
degré bi-cubique. L'accent est mis sur certaines de leurs
propriétés.

I-1.METHODE DE J. FERGUSON [18]
I-1-1.Interpolations de courbes tridimensionnelles

Il existe trois modes de définition analytique de courbes
tridimensionnelles

* La définition polynomiale explicite
* La définition paramétrique projetable sur les axes
* La définition paramétrique vectorielle,

La dernire méthode qui présente de multiples avantages a
trés vite pris le pas sur les autres.

En effet, l'utilisation de polyndmes de degré élevé entraine
des difficultés de résolution, des erreurs de chute et des
oscillations au voisinage des extrémités [32].

L'utilisation d'un paramétre unique pour définir toutes les
grandeurs (coordonndes des points, tangentes, etc..} représente
un premier pas intéressant qui a été largement amélioré par
I'introduction de coefficients vectoriels interprétables.

La définition paramétrique vectorielle a l'avantage d'avoir
des coefficients vectoriels ayant une signification physique et
jouant un rdle primordial dans la construction géométrique de la
courbe."
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J. FERGUSON en avril 1964 [18] a été le premier & proposer
un polyndéme 2a coefficients vectoriels du troisieme degré pour
interpoler des segments de courbe tridimensionnelle & partir de
quelques points caractéristiques (position de l'origine et de
l'extrémité, direction des tangentes en ces points par exemple).

Le degré choisi était intuitivement issu des constatations de
la résistance des matériaux appliquée aux poutres. La
déformation d'une régle (spline) qui respecte de telles
contraintes est représentée par un polyndme du troisiéme degré.

J. FERGUSON propose la définition paramétrique suivante :

= 3,
|
P(u = Ealu avec uel0,1] f-1
I=0
_ - - 9 3
= ao +a1u +82u +aau

Si cette courbe paramétrique passe par deux points,
extrémités respectivement de _l;(O) et de T‘(l) et si l'on connait
en ces deux points les valeurs des dérivées d_Is(O)/du et

d_i’(l)/du, alors on posséde quatre conditions nécessaires et
suffisantes pour déterminer les quatre coefficients de
I'expresssion (I-1).

En effet :
4, = P (0
a, = ¥
> - 3lp dpP dp
a =3F0-PO] - 2880 - &
a =2Po-p0l+ Lo + Lo
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La cubique paramétrique vectorielle peut alors &tre
représentée matriciellement par

[ﬁ(o)]
100 0B
= ,» a7l 0 0 1 ojp l B
Pw=0 v o ] 5 5 5 I%F(O)I F=2
2 -2 1 1 ldp J
rml
dp
= g0)
P(1)
dP
(o) i
y
°I—>x
Z
Figure [ - 1

Le segment de courbe [figure I-1] représenté par

I'expression (I-2), a donc P(0) et P(1) respectivement comme
origine et comme extrémité et de plus la tangente en ces points

est respectivement parallele 2 dPO)du et dP(l)/du, et est
orientée dans le méme sens que ces vecteurs.

On’ peut raccorder deux segments d'une méme courbe trés
facilement grice 2 cette représentation. En effet la position de
l'origine de l'arc suivant et la tangente en ce point sont les
inémes grandeurs 4 lextrémité de l'arc précédent. De proche en
proche, on peut ainsi déterminer une suite d'arcs de cubiques
joignant entre eux des points P, P, ... P® 1liés
tangentiellement en leurs points communs. Ceci ne marche
cependant trés bien, que si les arcs sont de forme et de longueur

semblable et régulitre.
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I-1-2. Interpolation de surfaces

On peut toujours définir sur une surface deux réseaux de
courbes caractéristiques principales : l'un lié aux lignes de
courbures, l'autre issu des lignes géodesiques {32]. Ceci montre
qu'il n' y a pas de paramétrage intrinséque global sur une
surface. Les auteurs des diverses méthodes présentées ci-aprés
vont utiliser des représentations trés différentes.

L'idée de base est de définir des "carreaux” de surface au
moyen .de quatre courbes distinctes telles que définies
précédemment et se coupant deux A deux en des points appelés
sommets. Chaque paire d’arcs n'ayant aucun point commun a le
méme paramétre d'évolution. Chaque arc étant tracé sur la
surface, le paramétrage de la surface et celui des arcs de courbes
correspondent.

Comme pour les courbes, la présence de deux réseaux sur la
surface incite en effet a utiliser deux parametres indépendants u
et v pour leur représentation. Un carreau de surface peut alors
étre défini paramétriquement par une fonction polynomiale

vectorielle de ces deux paramétres sous la forme suivante :

3 3
Puv = 3 4 u'v

sa forme matricielle est :

8o By 8oy Fps )14
g &4 &3 _ 4 v
Buvi=[0 u o? W10 't 12 18 r
80 8y 3y ||V
4, 4, 18 ] ve

30 31 32 33

L'expression analytique du carreau peut étre alors maitrisée
si I'on connait 16 informations sur cet €iément de surface qui
permettront de déterminer complétement les 16 coefficients de
la forme bilinéaire vectorielle cubique extrapolée précédemment
proposée :
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Pour définir une surface, J. FERGUSON propose un carreau
(Fig. 1-2) limité par quatre arcs de courbes, respectivement

représentés par _i'(u,O), ?(u,l), ?(O,V) et'—i’(l,v); chaque
sommet, Soit ?(0,0), ?(1,0), ?(O,l) et _i’(l,l) , porte deux
vecteurs dérivées partielles, JP/ou et 9Pfov.

Figure I - 2.

A partir de la connaissance des sommets et des dérivées
partielles en ces points, on peut écrire :
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ml
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S~~~
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Ces données ne constituent que 12 informations. JFERGUSON
propose alors d'introduire quatre grandeurs complémentaires et
de définir un carreau 2 partir de la connaissance en chaque
sommet non pas deux vecteurs, mais de trois vecteurs liés a la

fonction ?(u,v) et & ses dérivées premitres et seconde mixte.

Les extrémités des vecteurs ﬁ(u,O)/av et a_i’(u,l)/av
permettent de déterminer la génératrice courante joignant
P(u,0) a P(u,1). Ces extrémités sont respectivement situées sur
les courbes CG et NO qui sont déterminées par les vecteurs

(_Ji), (-}_i{, NM et OR.

Les vecteurs Pm) S(u) et P(u,i) T(u) permettent de
déterminer la génératrice P(u,ﬁ) P(u,1), et le "Carreau® AEIK
est ainsi déterminé quand en chaque coin, on a défini trois

vecteurs tels que A—ﬁi At et Ch,

que A%
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En observant que :

-

CD===(0)

&S

-

avec 8(0)= ;(0,0) + a3‘1':(0,0)

le vecteur CD peut étre calculé de la maniére suivante :

5
P P -
CD =$5(0,0) + 5557 (0,0) I -4
et
- - =
g P P %P
OD=P(0,0)+'8—V(O,0)+'§E(0,0)+—a—u§‘—i(o,0) |1-5

Si l'on porte CB1 équipolient 2 .Aj} ona :
- — - - -
oD =A +AC+CBl + BID

et comme nous avons

- -

A =P (0,0)

o ®

AC = -a—v—(O, 0)

- - a—ﬁ

CBt = AB= -aT(O, 0)
On a donc

-

- B aZP

B D W(O,O)

On observe que :

- - — -
ObD=A + AB + BD

- -

- -
BD = OD- A - AB

Compte tenu des relations (I-4) et (I-5), nous pouvons écrire
alors :

S P a°p
BD = 57(0,0) + m(0,0) -6

Ainsi, les points B, D, J, M et F, H, L, R définissent
respectivement les lieux de points y(v) et x(v) tels que P(o,v),
y(v), P(1,v) et X(v) déterminent une génératrice de la surface
AEIK qui coupe la génératrice P(u,0) P(u,1) au point P(u,v).

Cette méthode vectorielle trés intéressante présente
cependant l'inconvénient de donner des conditions
surabondantes et non nécessaires [32]. Ceci est une géne sérieuse
pour des carreaux de forme quelconque. Elle fonctionne
cependant trés bien si la surface A définir est découpée en
carreaux de dimensions voisines et de forme similaire et
réguliére.

12 . METHODE DE S. A. COONS [12,13,14]

Le probléme posé par le Professeur S.A, COONS peut se
formuler ainsi : comment peut-on définir & partir d'un réseau de
courbes "sur une surface (la forme de chacun des carreaux étant
ainsi limitée), en assurant de l'un a l'autre un raccordement
tangentiel et méme parfois une continuité de courbure ? Pour
résoudre ce probleéme, S.A. COONS propose une méthode qui
permet d'assurer une interpolation "surfacique” de carreaux dont
on connait uniquement les contours, c'est-a-dire les

isoparamétriques: T}(u,O), —li(u,l), 75(0,v) et _P%(l,v).
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Figure I - 3

Un carreau est limité par quatre arcs de courbes
paramétriques (fig.I-3) distincts se coupant deux 2 deux aux
sommets. Chaque paire d'arcs n'ayant aucun point commun a le
méme paramétre de variation ( u ou v ).

Les quatre limites d'un carreau (fig.I-4) sont respectivement
définies par les fonctions connues :

L-S@0=Pu0  L,=S©v)=P0,V)

L=S(uh =P L, =S0,v)=Pav)

ot u, v sont deux paramétres indépendants qui varient
dans lintervalle [0,1].

Tru v) représente U'équation de la surface réelle et ?(ll;v)

o 8, V) ICPICSTi

celle de- la surface approchée.
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P(0,1)

L2=S(u,1}=P(u,1)
=3 P(1,1)

=P1,v)

L4=S(1,v)

P (0,05 _L1=5(u,0)=P(u,0)

ap
5(0.0) P(1.0)

Figure I - 4

L'objectif est de pouvoir définir un point M quelconque de
ce carreau au moyen des 8 données précédentes (quatre
sommets et quatre courbes limites). L'idée de COONS, que I'on va
retrouver dans de nombreuses autres méthodes, est de

_ considérer le point M comme un barycentre de l'ensemble des 8
quantités connues pondérées par des fonctions remplissant un

certain nombre de conditions.

1-2-1. Formule non corrigée du carreau de Coons

Pour définir un carreau de surface, S.A. COONS propose de
pondérer par deux fonctions Fg et Fi les expressions basées sur
les équations des courbes frontieres et sur les sommets

Pu,v)= F(u) B, v)+F Pd v)+F (v) B, 0)

+ F(v) Bu, 1) - FWF ()P, 0)
- F (W F )P0, 1) - F(v)F(u P10
- Fu F ) B, 1) -8

Les deux fonctions d'interpolation Fget Fy sont des
polyndmes de degré trois vérifiant  F;(j) =6ij (symbole de
Kronecker)

Fo(t) = 283-32 +1
te [ 0,1 ].
32-28

1}

Fy(t)
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Ces fonctions d'interpolation sont représentées sur la figure (I-5).

9

Figure I -5

et on a donc
Fo(0) =1 Fo(l) =0
Fi(0) Fi()=1 19
dFq(0)/dt = dFo(1)/dt = dF1(0)/dt =dFy(1)/dt = 0

Lorsque l'on fixe le paramétre u et que l'on fait varier le
paramétre v, le point correspondant se déplace le long d'une
courbe tracée sur la surface. Inversement, si l'on fixe le
paramétre v et que l'on fait varier le paramétre u, on obtient
une autre courbe. En restreignant les positions possibles pour u
et v a des intervalles discrets, on obtiendra des portions de
surfaces délimitées chaque fois par quatre segments de courbes.

Avec l'utilisation de la notation de l'indice muet, la forme
générale (I-8) peut s'écrire :

B, v) =F () B, v) + F, (W B i) -F(WF W P@j) 1-10

27
ou sous forme matricielle

0 Pun Punf-1
B v)=-{-1 Fu FW}| Fov) Bo0,0 Po,1 iFO(V)J

Ba,v) Bd,0) Bg 1) JIFMW
I-11

=;[Fl(“)]t [P [Fi0)]

Cette formule restitue la surface avec une certaine
approximation,

1-2-2. Expression de dérivées premiéres en u et v.

Les expressions des dérivées premidres selon les directions
u et v sur le carreau de la surface permettent de corriger
I'erreur faite dans la formule (I-8). Pour résoudre ce probléme,
on introduit tout d'abord quelques notations complémentaires:

=“_l-;(u,v) représente une approximation d'ordre 0 de la
surface. Les fonctions de pondération peuvent s'écrire avec le
symbole Fj.

*a(u,v) représente la correction de la surface d'ordre 1. On
utilise des fonctions de pondération G;j.

57 2 . .
* R (u,v) représente une approximation d'ordre n de la
surface. Ici, nous nous limitons a l'ordre 1.

Ona:

Si n=0 R (u,v)
Si n=1 R I(Ugv)

P(u,v)
P(u,v) + Q(u,y)

*?(u,v) représente une fonction définissant la surface
réelle.
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En évaluant les dérivées successives de la formule (I-10) on
obtient alors aisément les relations suivantes :

aR, oF . B .. OoF Bl i
S5 V) = 55w B(i,v) + Fl(v) (U i) - =W F;v) @i,§)

Ry B By oy B
W(u,y):Fl(u) SV 5V (u]) - Fw) 55(v) (N))

aZ)ﬁo oF, o Fi o oF dF, ;I
m(u,v) = =) 50 v) + 'Sv_(v)ﬁ(“'i)"ﬁ(“)m‘(")p("l)
I-12

Si nous imposons les conditions aux limites des fonctions de
pondération  Fi(j) = djj et dFP(j)/dtP = 0 sur les expressions
(I-12) ces fonctions deviennent sur I'arc P(0,0) P(1,0) :

R
-—a—uﬁ(u.O) = %—?{u. 0)

R
U, 0) = F(u) %g(i, 0)

Cette dernidre dérivée qui donne les directions des
tangentes dans le plan tangent en un point de l'arc, apparait

comme le barycentre des deux vecteurs tangents aux points

?(0,0) et _13(1,0) selon la direction v. Elle est donc insuffisante
puisque la surface réelle a sur les points de l'arc une autre
valeur de dérivée.

Compte tenu de celte remarque, nous pouvons conclure que
la formule (I-10) est satisfaisante uniquement pour assurer une
continuité d'ordre 0. (fonction continue avec sa dérivée premiére
connue presque partont)

L'obligation de proportionnalité des dérivées partielles aux
limites du carreau contraint i ne juxtaposer que des carreaux de
dimensions et de formes semblables (comme FERGUSON) et dont
les arétés se situent dans le prolongement l'une de l'autre.
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D'autre part

2,
aﬁo

ou ov

@j) = 0 1-13

Cette formule ne rend compte d’aucune torsion aux sommets
du carreau, torsion 4 prendre au sens physique du terme.

Pour assurer une continuité d'ordre plus grand que 0, il faut
donc introduire des termes correctifs qui permettent de
remédier ‘2 ce défaut afin d'obtenir une définition plus fine de la
surface.

L'idée de S.A. COONS consiste 4 proposer alors un terme plus
général en utilisant la nouvelle approximation de la surface
d'ordre 1 :

R v = Puv + &uv I-14

avec

2
&u, v - G, (u) 3—3'(" V) + G(v) g—?—(u, i)-G(w G, si%(i, i)

a

ol i,j=0oul

Gi et Gj représentent les fonctions de pondération qui
peuvent s'écrire sous la forme suivantes :

G'(G) =0 si mzt

G1,(i) = 8, symbole de Kronecxer

Les termes de la matrice carrée 3*3 Pjj de la relation (I-11)

sont en fait des termes connus de la surface. Avec les remarques
faites ci-dessus, on peut les remplacer par leur expression en

’ . L
fonction.de S. On obtient une matrice Rg :
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0 3(u,0) 8(u, 1)
[R] = |80.v) 50,0 80,1
3, v) 3(1,0) 831, 1)

qui permet d'écrire la représentation matricielle du carreau
d'ordre 0.

[Rw] = - [Fgw] [ B [Fiw)] 1-15

Cette expression assure la continuité d'un carreau a l'autre,
chaque carreau présentant un méplat en ses sommets, du fait de
la nullité des dérivées mixtes en ces points.

De maniére analogue, pour le carreau approximé a l'ordre 1,

la formule de Rq(u,v) de l'expression (I-13) peut s'écrire sous la
forme matricielle suivante :

(A w)] =- [F]] ] [Fv)] 116

[Fi) ' = [ -1, Fo(t)y Fi(t)y Goft)y Gq(t) ]

0 Puwo P %{u, 0) %(u, D
Bo,v) B,00 B, 0 0
B Bo,vy PO P 0 0
[RJ- Be ke ¥4
E(O, V) 0 0 -aTaT(O, 0) WO A 1)
2 2:
_-g%a, v 0 0 ;3(1,0) ;g,a, 1)
1-17

Dans cette matrice, certains termes sont connus directement
par tapport 2 l'équation réelle de la surface, ce sontles termes

en P(i,j) et les termes en B?Q(u,v)/auav :
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Compte tenu de ces expressions, nous pouvons écrire les
autres termes de la matrice [Rij] :

o 8(u, 0) 3(u, 1) %(u,o) 5§v(u, 1) ]

3@,v) 5(0,0) 30, 1) -g%(0,0) %?(0,1)

8¢0,v)  3(1,0) 83,1 %%(1, 0) g%(t D

[R]

2 2
g%(o, v) %%(0,0) g%(o, 1) %W(O,O) a—?ﬁv‘(o' 1)

4 ) ]
} g%(m v) —3%(1, 0) %%(1, 1) a?; ?ﬁt 0) a?: asv“' 9 |
118

L'écriture des carreaux de COONS suppose connu un certain
nombre de données. Dans la pratique, ces données ne sont pas
toujours accessibles et l'application concréte est trés difficile.

En effet, la méthode de S.A. COONS permet d'effectuer un
raccordement de degré quelconque entre des carreaux successifs
dont on connait seulement les lignes limites. Elle nécessite
cependant des calculs trés longs et volumineux.

En conclusion, la méthode de COONS sert a définir
directement les points internes des carreaux dont on connait
seulement l'expression de lignes-limites. Son automatisme est
indiscutable, mais elle a l'inconvénient d'annuler les vecteurs
torsion au coin des carreaux (relation I-13)

1-3. METHODE DE R. RIESENFELD [27,28]

Depuis les travaux de RIESENFELD, au début des années
1970, les splines ont connu un développement important, leur
utilisation s'étant systématisée en C.A.O. Nous allons décrire

sommaircment cette méthode gqui permet de représenter

courbes et surfaces.

On a vu précédemment en 1-1, qu'en constituant une ligne
par juxtaposition de cubiques (splines), toute modification de
l'une entraine de proche en proche celle de toutes les autres, ce
qui a de ficheuses conséquences. RIESENFELD a proposé une

solution pour remédier a ces difficultés.
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1-3-1. Approximation des courbes tridimensionnelles

Pour définir le point courant d'une courbe tridimensionnelle
quelconque, RIESENFELD propose I'expression suivante :

NgE!

Pmu) = § R . i-19

0

ol

Rim(u) représentent des fonctions polynomiales de degré
m d'un paramétre u, dites fonctions de RIESENFELD qui
pondérent les vecteurs du polygone caractéristique. La forme
générale de R; (u) donnée par RIESENFELD est :

I (u+m—i—j)m
Y TmeTeT

R, (W =(m+1) :")::<-

ob i varie par valeurs entiers dans l'intervalle [0,m].

A titre d'exemple, dans le cas ol m = 5, ces fonctions sont :
Rg,5=(1/120) (- uS + 5ué -10ud + 10 U2 -5u+ 1)
R4 5=(1/120) (5us - 20 ud+ 20 ud + 20 u2 - 50 u+ 26)
Ra, 5=(1/120) (- 10 u® + 30 u4 - 60 u2 + 66)
R3,5=(1/120) (10 us - 20 ut - 20 u3 + 20 u2 + 50 u +26)
Ra,5=(1/120) ( -5 uS +5ut + 10 ud + 10u2 +5u+1)

Rs 5=(1/120) us

Les coefficients ?i sont des vecteurs dont l'origine est un
méme point quelconque et les extrémités sont représentées par

PR
des points Sg, Sy1....

Un arc de courbe [Figure I-6], engendré par la variation de u
dans lintervalle [0,1], est alors défini par un polygone
caractéristique dont les sommets sont les points S;.

On peut écrire :

33

B (u)= R, 5(U) 50 + R 3, + R, 32 % By 53

By 34 + Ry g Ss

Le polygone de l'arc suivant C' de méme degré a pour
. i
sommets les points S tels que S_?; = Sis1-
Son expression analytique est :

B ()= R, s(W 8, + R, s §2 + R, 923 + R, 8,

+R .8 + R .Y

Figure I - 6

Les deux arcs ont en leur point commun une continuité de
rang m-1. On observe que lorsque u prend Ja valeur 1, la
fonction R s'annule ainsi que toutes ses dérivées. On en conclut

Lo . .
que le point Sg n'exerce aucune influence au point P(_i), pas plus
sur ses coordonnées, que sur la pente, la courbure, etc ...

Symétriquement, lorsque u est nul, la fonction Rg et ses
. . - 2
dérivées sont égales a 0, et le point S5 ne joue aucun réle par

rapport au point P(—ﬁ).
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Pour définir n arcs de courbes de degré m, il suffit de m + n
sommets.

L'introduction des fonctions de RIESENFELD limite la zone
d'influence de chaque expression analytique sur quelques arcs
de courbe seulement. On peut ainsi obtenir des influences locales
ce qui est tout l'intérét de la méthode de RIESENFELD.

I-3-2. Approximation de surfaces

La représentation d'une surface tridimensionnelle avec la
méthode de RIESENFELD consiste A proposer la définition d'un

carreau élémentaire i partir d'un réseau de [(m+1) (n+1)] points
(Fig 1-7).

®s e+m,f+n
o
(o)
o 05 ¢4 f+]
- o o °
S e+m,f
e, f+n o
o O
o
Se.
Figure I - 7.

Ces points sont les extrémités des vecteurs :

3

e+l t+]

i et j varient par valeurs entitres de 0 4 m et de 0 a n.
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Un point quelconque P du carreau C peut alors s'exprimer
par :

2 so+|f+] RI m(u) Rln(v) 1-21
0j=0 ' g '

NoE]

Bu,v) =

On voit comme pour les courbes, que le déplacement d'un
point S induit une modification du carreau exprimé par la
relation précédente, mais reste sans influence sur certains des
carreaux adjacents.

Les carreaux ont entre eux, une continuité d'ordre (m-1)
dans le sens des u et d'ordre (n-1) dans les sens des v.

Compte tenu de ces expressions, nous avons alors {(p+1)
g+1)}) conditions, il reste donc 2 donner {(p+m)(q+n)-(p+1)q+1))
conditions pour déterminer les {(p+m)(q+n)} sommets du réseau.

Celles-ci peuvent étre constituées par des dérivées partielles
et mixtes aux points limites des carreaux, ou des coordonnées
cartésiennes de points internes aux surfaces auxquels on a
attribué au préalable des coordonnées paramétriques.
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CHAPITRE 1II

LES SURFACES DE BEZIER
ET LE SYSTEME UNISURF

Le souci premier de M. Pierre BEZIER lors de I'élaboration du
systtme UNISURF fut de concevoir un systéme utilisable par tous.
Chacun, technicien, styliste, fondeur, aérodynamicien, ingénieur,
etc ... , devait pouvoir apporter son savoir et son savoir faire. Ce
systteme est donc défini 2 partir d'éléments simples dont la
manipulation est aisée.

Le systtme UNISURF a été congu principalement en vue de
son emploi par des non-mathématiciens, et afin d'obtenir un
temps de téponse aussi bref que possible, ce qui est indispensable
si I'on veut procéder par approximations successives.[6].

En partant de l'idée de J. FERGUSON, la caractéristique
fondamentale de la définition des courbes et des surfaces par
BEZIER est d'étre fondée également sur ['emploi des fonctions
polynomiales paramétriques & coefficients vectoriels. La méthode
de BEZIER est une méthode globale.

Avant d'aborder le principe de la définition des surfaces
selon BEZIER, on peut lire avec profit en ANNEXE A-1 le mode de
représentation des courbes grice A cette méthode. Les grandes
idées seront ainsi assimilées et permettront d'aborder avec profit
ce chapitre.

II-1. DESCRIPTION DES SURFACES

Dans le systtme UNISURF, une surface S de l'espace affiné
By

cuclidien E 4 trois dimcnsions cost l'cnscmble les points Plu,v) dc
E définis par le lieu géométrique d'une courbe qui subit en
méme temps une déformation et un déplacement. Un
carreau de surface peut ainsi étre considéré comme généré par le
déplacement et la déformation d'ume courbe initiale, appelée
génératrice.
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ey : c 2 . ~
La définition du point courant de cette génératrice Go(w)
peut se mettre sous la forme suivante quand u = 0 (cf. Annexe 1)~

Go(u) = G+ §1f1.n(")’?‘1(°) avec we(0,1]

ol fja(u) représentent les fonctions polynomiales dc BEZIER

Le déplacement est défini par les trajectoires appelées

directrices (figure II-1) .des sommets A—)ij du polygone
caractéristique en fonction du paramétre v [32]

e

SuPa

EIHVIH

sho

direchrice

S Figure II-1

Les trajectoires, ou directrices, pcuvent étre aussi définies

par des polynémes de BEZIER, en utilisant des vecteurs a_.; Dans
ces conditions, un point P appartenant a la surface est défini par :

OM + MP. od M(K)i,l) représente un point de la directrice,

. . o .
trajectoire du sommet Ag,g ct—f' un point, appartenant a la
surface. Ce point est construit comme ¢tant le point de ia courbe

UNISURF correspondant au polygone formé des vecteurs Tl)j,

3 e 2
fonction de v, notés aj(v) :
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OP = O + MP =OA, +A WM+ NP
m n
=3, + %9 ME, + X (w3

1 i=1 1-23

od gi,m(v) désigne la famille des polyndmes de BEZIER du
paramétre u.pour u = 0.

_’
Le vecteur aj(v) peut étre déterminé de la fagon suivante :

m
4 (v) =8 + E 9 m W (&), — &) 1-24

— I
En remplagant oj(v) de l'expression (I-23) par I'expression
(1-24), la position d'un point de la surface S devient

™3

OBP=Puv) =23, +
i

m
+l§1 jz (§|,|+1 - al,])gl,m(v)fj,n(u)

=1

n
g, WE, + X WE,
1 f=0 "

1-25
En ordonnant par rapport aux puissances croissantes des

paramétres u et v, cette expression peut s'écrire sous la forme
biparamétrique suivante :

Buv-= i > Bllu'v]
1=0 n=0 1-26

ol les bij représentent les coefficients vectoriels des u' vi.

En utilisant 1'écriture matricielle la relation devient :

Py) = [ullbijlmn [Vv] 1-27

39
avec
[ul = [1, u, w2, ...k ... . a")
[v) = [1, v, ¥, ...V, ... v ] et
b,, By, . b
b b b
10 11 in
...... b
B = B
[bli]mn -
B, ~ B, - B
B ... b . B
L mo mi mn 1-28

-
La matrice [bjj] représente la caractéristique de la surface.
L'isoparamétrique v= 0 est caractérisée par la premitre colonne.

II-2 EXPRESSION PLUS APPROPRIEE ET PLUS UTILISABLE
DE LA FORME POLYNOMIALE (BASE DE BERNSTEIN)

Comme pour la définition d'une courbe, la représentation
d'une surface par la méthode de BEZIER peut étre mise sous une
forme plus avantageuse en utilisant les fonctions polynomiales
paramétrées de BERNSTEIN.

L'idée de BEZIER consiste A exploiter la relation {(7).ANNEXE
A-1) qui permet d'utiliser les sommets du réseau caractéristique

§1 {ie [0,m] et je [0,n]} selon les deux paramétres
indépendant s u £ [0,1] et v € [0,1].

Selon la relation {(9) ANNEXE-A-1)} le point courant rF’i(v) des

directrices ﬁ'i avec i€ [ O,m ] peut s'exprimer par la relation :

T, (v = > gl.iBI.n(v)
j=0 -29
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. Lo —>
Le point courant de la génératrice Gy(v) ayant Ti(v) comme
sommet s'exprime par :

Bu,v = 1§ Tl(v) B, (W 30
=0 3

Tenant compte des relations (I-29) et (I-30), nous pouvons

alors écrire l'expression d'un point courant —l_’)(u,v) de la surface
par :
n

) gl,] B, (W B (v
0 j=0 131

INgE!

Bu,v) =
|

"

Dans cette formule les Bj m(u) et Bjn(v) représentent les
fonctions polynomiales de BERNSTEIN ou les fonctions mélanges
ou pondérantes selon les directions des paramétres u et v,
respectivement.

. = : .
Pour déterminer les vecteurs bij (relation I-26) en fonction

des vecteurs S-;j (relation 1-31), nous allons observer que
I'expression 11-10 peut se mettre sous la forme suivante :

8,, 3o oo 3,
8, 8, - 8, :
Puwv=[B, @]: + ... i [[B.]
8, Bp 3
I-32
or [Bimw] = [uw][Ma]
I-33

et [ BjnW] = [Mp1[v]!

Les matrices [Ma] et [Mp] ont pour éléments les coefficients
des polyndmes de BERNSTEIN.

En remplagant Bim(u) et Bjn(v) de l'expression (I-32) par les
expressions (I-33), nous avons alors

B (uv) =[ulj[MA][§|1][Me]["j]t 134
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Cette expression i la méme forme que (I-26), nous pouvons
donc 1'écrire sous la forme suivante :

Puv) ={u'}[5”]{vj}

I35

Les relations (I-34) et (I-35) sont équivalentes, nous pouvons
alors conclure que : ,

[Blﬂ\: [Ma] [gn] [Me] 1-36

. -
Tenant compte de cette expression, les vecteurs bij sont des

IS

. . % .
fonctions que l'on peut obtenir A partir des vecteurs Sjj, points de
contrble du carrean de surface.

II-3. DETERMINATION DU RESEAU CARACTERISTIQUE

Les contraintes relatives a l'approximation des surfaces sont
les mémes que celles imposées aux courbes (points de passage,
pente, courbure, torsion). Divers algorithmes ont €té imaginés
pour définir les surfaces 2 partir des expressions précédentes et
les contraintes sur les surfaces.

Reprenons I'étape effectuée pour une courbe dans I'ANNEXE
A-1. Pour déterminer les deux valeurs des paramétres u et v d'un
point d'une surface, nous pouvons mettre en oeuvre une méthode
systématique utilisant la méthode des moindres carrés. De
nombreuses démarches de ce type ont été effectuées, et dans le
paragraphe suivant, nous allons utiliser les résultats obtenus pour
une courbe.

La méthode proposée par P. BEZIER, travaille directement sur
une surface et permet de satisfaire aux conditions de
raccordement tangentiel entre surfaces voisines avec une certaine
souplesse.

L'algorithme comprend alors les étapes suivantes que nous
avons tiré de BEZIER {6}




II-2-1. Paramétrage

Un carreau de surface de l'espace est défini dans le systéme ,
UNISURF par une représentation paramétrique régulidre a deux L
parametres indépendants u et v:

LU N
Puv=3 X b uv
1=0 n= 1-37
BEZIER part d'une collection de points P par lesquels on veut
faire passer une surface constituée de carreaux juxtaposés. Il en
extrait vingt-cinq points proches les uns des autres désignés par
Pij: .
;’
j-2,j+2 F*“
—p . i+2,)+2
Hi+1 P 1
, +1,j+1
j N
a"if’ P—b
L
[
Q _’R
ai,j
— -
Pz, B2
3 i+2,j-
— i
FIGURE II-3
PI—2,1~2' pl-u-z' pl+2,]-2
B B B
LOTPRIRE Pl gjoar e Plez-1
isl-2,j+2‘ i51.1,j+2‘ isl+2,j+2 1-38
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On définit alors les vecteurs

B - P

k1 K i k-1,1

o)
il

avec keli-2,i+2]
et le[j-2j+2]

By, = pk,l - isk,|-1 -39

Puis on calcule alors les valeurs des paramétres u et v
correspondant 2 chaque intersection par les formules suivantes
(voir ANNEXE A-1-2-1)

M=

_ m:l—1|am']|
Ui = T2
m=l—1lam.j|
et
1-40
I
n=]—|ldl’n|
Vin T ez
L
n=] -1

Ce paramétrage qui est A rapprocher de la méthode de la
ligne brisée (voir relation 13 en ANNEXE A-1}, conduit ensuite & la
résolution du systéme d'équations (I-37).

La mise en oeuvre de cet algorithme sera faite au chapitre IV.

—
11-2-2.  Evaluation des coefficients vectoriels bj,;

Aprés avoir évalué les valeurs des paramétres u et v
correspondant 2 chaque point donné ou mesuré, le report dans
l'équation (1-37) donne une équation algébrique reliant les
coordonnées du point mesuré aux vecteurs du polyndéme
caractéristique bjj par lintermédiaire des uj, vj.
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L'ensemble des conditions conduit 3 un systtme qui 2 Ia
forme suivante :

{Buw} =[A] {B”} a0

La matrice [A] est organisée de telle sorte que les lignes se
présentent sous la forme :
m
[1, u Ul vy

.u"‘v], ...,v']‘,uv

n m.n
Lz O L U] 1-42

I U |

On aura obtenu l'expression analytique pour n'importe quel

. : . —
point de la surface si l'on connait les vecteurs bjj..

Il faudra donc résoudre le systéme (I-41) ci-dessus pour

— . o .
accéder aux bij. On pourra ensuite multiplier le nombre de points
calculés pour avoir une représentation fine et précise de cette
surface.

La méthode de résolution de ce systéme, utilisant Ia
triangularisation de GAUSS avec pivot partiel est rappelée au
Chapitre 1V.

II-.2-3. Calcul de tous les points de la surface

Pour calculer tous les points de la surface, la formule (II-16)
permet d'obtenir les coordonnées X, Y, et Z du vecteur P

Pour l'abscisse X :

Xu,v)= boo+ b v+ b, vie o+ b v+ b U

+b, uv +b uvi+.. .. +b uv'+b,  u
11 12 1n

2 2 .2
+b21u v +b22u Ve + ...+ b, Ut v

m
Vv +
1 bm2l'l

ST +bmnu’“v" 1-43

m

+ o +b_ u" +b
mo m

45

On peut exprimer l'abscisse X(u,v) sous la forme :

1

Xu,v) = (B)| |-44

avec

in mo

(B)=(byo Doy Bopeby, Byg By By by b b )

L'abscisse X s'exprime donc sous la forme d'un polyndme des
parameétres u et v.

Le calcul de Y(u,v) et Z(u,v) est similaire au calcul de X(u,v)
ci-dessus.

La représentation de cette surface sera faite grice au

programme V.A.O. (Visualisation Assisté par Ordinateur). Cette

Robert MICHELIN, Ingénicur

V.A.GC. a éié développée par
E.C.P.collaborant avec le laboratoire, qui a bien voulu le mettre a

notre disposition.
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CHAPITRE III

METHODE DES B - SPLINES DE C. DE BOOR

De la méme fagon que BEZIER a eu l'idée d'extrapoler et
d'améliorer les résultats de FERGUSON, cette méthode des
B-splines est une extension de la théorie de RIESENFELD.

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes attachés a
représenter les surfaces quelconques tridimensionnelles en
utilisant la méthode de P. BEZIER qui est fondée sur les fonctions
paramétrées polynomiales dans la base de BERNSTEIN. De ce fait,
elles doivent supporter les limitations de cette base.

Il faut préciser notamment que :

- D'une part, le nombre de sommets du polygone de BEZIER
détermine l'ordre du polyndéme qui définit la surface de BEZIER
correspondante.

- D'autre part , la base de BERNSTEIN posséde une nature
globale. Cela signifie que tout changement dans la localisation de
n'importe quel point de mesure de la surface sera ressentie dans
toute la surface.

Dans ce chapitre, nous allons représenter une surface
quelconque tridimensionnelle en utilisant une autre méthode,
appelée B-SPLINES, qui utilise l'algorithme de C. DE BOOR. La
méthode des B-SPLINES a une nature généralement non globale.
Chaque sommet du polygone générateur de la courbe et de la
surface ‘est associé A une fonction de base unique. De ce fait,
chaque sommet influence la forme de la courbe et de la surface
dans un intervalle limité des valeurs indépendantes des
paramétres u et v, intervalle dans lequel la fonction de base

associéec est différenic de zeio.

Le fondement des B-Splines réside dans la recherche
d'une solution optimale au probléme d'interpolation de
courbes a partir d'un ensemble de données
échantillonnées.
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Bien que les polynomiales se prétent aisément au calcul et se
manient facilement, il n'est généralement pas possible de définir
une courbe satisfaisante simplement A l'aide de polynomiales X(d)
et Y(u), ol X(u) et Y(u) fournissent respectivement les
coordonnées x et y d'un point d'une courbe dans le plan pour
toute valeur du paramétre u.

Au lieu de cela, il est usuel de diviser la courbe en un certain
nombre de segmsnts, dont chacun est défini par des polynomiales
particulidres, et de connecter de tels segments pour former une
courbe .composée.

Ainsi, comme le paramétre u varie entre une valeur initiale
minimale, soit upiy, et une valeur finale maximale, soit upy,y, afin
de définir une courbe, certaines valeurs particulieres de u, dites
"valeurs nodales", correspondent aux points de jonction entre
segments polynomiaux.

La suite des valeurs nodales doit étre croissante, c'est-a-dire
que :

<

utlnal

Uy € .. S U =U_ < .. S U=Ug, <.

Il faut observer que certaines valeurs nodales peuvent é&tre
extérieures 2 l'intervalle qui correspond 4 la courbe. Pour une
description plus en détail voir [5].

La collection des valeurs nodales ug, ... 4j, ... U], w.coy Ufinay €St
appelée suite nodale, ou vecteur nodal.

Ainsi, les fonctions paramétriques X(u) et Y(u) sont toutes
deux composantes d'éléments polynomiaux, le premier
recouvrant l'intervalle compris entre uj et la valeur située
immédiatement 2 sa droite, le deuxi®me depuis celle-ci jusqu'a la
suivante située A sa droite, et ainsi de suite. Habituellement, X(u)
et Y(u) doivent remplir des conditions de continuité aux points
nodaux; si les dérivées de rang O jusqu'a k somt partout continues,
et en particulier aux points nodaux. On dit que X et Y sont
continus jusqu'd Vordre k, ce que l'on exprime par le symhale ck.

Historiquement, la méthode des B-SPLINES s'appuie sur la
théorie mathématique des fonctions splines. Elle fut suggérée par
1.J. SCHOENBERG (1946 ) [31], vinrent en suite les travaux de M. G.
COX (1971) [15], de CARL DE BOOR (1972) [10-11] puis ceux de
R. F. RIESENFELD ( 973) [27-28].
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III-1. DEFINITION DES COURBES.

La définition des courbes des B-SPLINES est semblable a celle
des courbes de BEZIER. La différence fondamentale réside dans la
définition des fonctions mélanges. Le point courant d'une courbe
B-SPLINE tridimensionnelle peut étre défini i partir de

NgE]

S(u = P, B, (U) 1-45

0

Dans cette formule, les F’;sont les (m+1) sommets du
polygone, les Bjy(u) sont des fonctions mélanges d'ordre k ou

fonctions pondérantes ou fonctions B-SPLINES du paramétre u
différentes de celles de BERNSTEIN.

Ces derniéres sont définies de la maniére suivante :

Soit une suite doublement infinie et croissante de nombres
réels.

fizeteal

Pour tout entier k > 1, on pose :

k-1
[(s-w) pour s2u

9, (s, U)=(5—“)t_1=10 1-46

pour s(u

On appelle différence qiviséc d'ordre k sur les points
| ST Y l'e,(ngs(onconstruite a partir des k+1 points donnés t;
(pour tout i variant de 1 & max) ) d'une fonction f . définie par :

Flt, .o ooty | = det A/ det B
ol
it e
A= t‘ld'f_ti‘
Y g
1 st

et .
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1 (s s*

Une des propriétés des différences divisées sert de base 2
tous les algorithmes de calcul : elle est rappelée pour mémoire :

fl, .o teer] = (Flios oo kel - F[ U, -t b Wteer - )

avec 1) # g4

La B-SPLINE M (u) est définie comme la différence divisée
d'ordre k sur les points Ui, Uji1s .. Uipk, de gx(s,u)
fonction de s pour u fixé :

Ml,k(“)=9k(”|' Upqr oo , u|+k,u) 1-47

La B-spline normalisée B y(u) est alors définie de la
maniére suivante :

Bi,k(u) = ( Ui,k - U ) Mi,k(u)

gk(Wipts « o Uipk o8) = Br(Uf 5oy Ujygosl) 1-48

Si k >1et sim est une suite telle que (k-1) noeuds uj
consécutifs au plus puissent coincider, My et By telles que
définies en 1-47 et 1-48 sont des fonctions continues bien
définies.

Nous supposerons que cette hypothése est toujours réalisée
dans la suite (sauf éventuellement pour les noeuds placés aux
extrémités d'un intervalle fini)

Si tel n'était pas le cas, My et By n'auraient de sens que
pour u # u;a cause de la discontinuité pour s = u de la dérivée
( k-1)¢me

(;;ag) g,(siw
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S'il en était ainsi, nous imposerions arbitrairement que M; g
et B;x soient continus & droite, soit :

-1

M (u) = (u|+1 -y ) U susu,
i1 1 1-49
0 ailleurs
et par suite
1 UIS'USUH,
B,'1(U)=1 1-50
0 ailleurs
Notons que ces définitions impliquent que si :
uj = uyp = M@ = Bj;m = 0.
On démontre alors l'identité suivante : (m > 1)
: - u . -u
M (=——L M  (u+ K u {-51
Lk U,y Lk-1 ULy I+1,k—1()
De méme, on a :
B, (U)=— 1 B (u+—ttk g W) [-52
Lk ] = N
Upkoq—by bRt U~y ket

et l'on en déduit que pour u; < v < uj,y, B k(u) et M (u)
sont > O et que Bjy(u) et M; x(u) sont nulles ailleurs, donc le
suppori de B g(u) et M (u) est i'intervalle [uj,uj, ]
(Figure III-1),

51
: X
! 1Bl B2
—— —

Yi Uit U Uieq Yo
B-Spline d'ordre 1 « B-Spline d'ordre 2
U Uiq Ue2 Us3 Ui Up1 Yy Usa Uy
B-Spline d'ordre 3 B-Spline d'ordre 4

FIGURE IIT - 1

L'ordre k de la courbe est reflétée dans le vecteur noeud
parce qu'il faut spécifier des noeuds de multiplicité k aux deux
extrémités du vecteur. Par exemple, si l'on considére un polygone
de 5 sommets (m = 4) alors une courbe B-spline d'ordre k = 3
utilisera le vecteur noeud suivant [00012333].

Les valeurs des u; indiquent également l'intervalle dans
lequel peut varier le paramtre u. Contrairement aux courbes de
BEZIER ou u variait toujours dans l'intervalle [0,1] ; avec les
B-SPLINES, le paramétre u peut varier dans lintervalle [a,b] ol a
et b sont respectivement les valeurs minimales et maximales des
éléments du vecteur noeud. Par exemple, le vecteur noeud
[0012344] indique que le paramétre u varie de 0 a 4.

Lorsque T est doublement infinie, on note Sy(rm) l'espace des
B-Splines de degré k ayant comme noeuds les points de . Une
fonction B-Spline de degré k définie sur intervalle [a,b] est de
classe C k-1 et sa restriction 4 chaque sous intervalle [uj, uj,q]

est un polynéme de degré k. Tout S_Lappartient a l'ensemble

=
Sk(m ; a,b) de ces fonctions. Elle se représente de maniére unique
sous la forme suivante:

S (W = .Z BB 1-53
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Lorsque m est finie et que l'on a :

e R SUw =D B-SPLINES DE DEGRE 2 SUR L'INTERVALLE [0,4]
Il est commode d'introduire deux noeuds de multiplicité k+1

a chaqu; extrémité, ce qui donne les 2 k + m + ! noeuds suivants : Suite des noeuds : x = (0, 0,0, 1,23, 4,4, 4)

u, = u, =“”nuk = Uo = a

o o= (k+1<isk+m-1) . 5o .

I I-k S2(x) = X PjBj3 (%) (6 fonctions de base)
. i=0

1 _ - —— - =

Uom™ Yyomeq = =Ug o = Uy = b

Sk(m; a, b ) est I'espace des fonctions de Ck-1[a,b] dont la
restriction 2 (uj,uj,1) est un polyndme de degré < k. Si S_|)‘

. , = .
appartient A l'ensemble Sy(m ; a,b) de ces fonctions. Elle peut
s'écrire alors de la maniére unique suivante :

kK+m-1

Qk(u)= Eo i’l A () avec [asu<b] l-54 ;

Le support de la fonction B-spline Bj i, est l'intervalle
[uljul,y,1].(voir la figure II1-2)

I11-1-1.  Propriétés des B-Splines [11]

Fig 11 - 2

Soit une suite strictement croissante de noeuds, la définition
des B-Splines de classe 1 est

Bj1(w) = 1 pour U< u < ujq
=0 ailleurs

et pour k < 1, Ia définition des B-Splines est donnée par la
relation récurrente :

B (W)e—— B (u)+ ok
kW= k-1 u

B (u
= _ 141,k 1
l+k-1 | uI+k 141 *
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Compte tenu de ces définitions, nous pouvons démontrer les
propriétés suivantes :

1. 'Bi’k(u) = 0 pour u € [u, uj,]. Cet intervalle constitue
le support de la B-Spline.

2. Chaque intervalle [u; , up,1] est recouvert par k support
de B-Splines et sur cet intervalle la somme des B-Splines est
égale a 1.

r

> B, (=1 pour UE[u,,u'H]

I=r-m+1

3. Les B-Splines sont des fonctions polynomiales par
morceaux de degré au plus égales a4 k- 1. Si les noeuds sont tous
distincts ce sont des fonctions de classe Ck-2,

4. De fagon générale, lorsque r noeuds sont confondus
(1< r< k-1) multiplicité du noeud est r), la B-Spline est de classe
Ck-r-1, Lorsque k = r, il apparait une discontinuité du graphe de
la B-spline.

5. Les B-Splines permettent d'obtenir les dérivées
successives de

gk(u) = IE is| B i (W)

Pour obtenir les dérivées successives de cette relation, nous
nous donnons tout d'abord une suite

"=(ul):_w

et une suite
+ 00

(P))

l=-c

de poinis formant un poiygone P infini, auxquels on associe
la courbe paramétrée :

S, (pmu = Y Pl B i (W ue [a, bj

=— 00
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Chaque coordonnée est donc une fonction Spline de degré k,
c'est & dire un élément de Sy(m). Nous nous donnons les 2k + n +

1 noeuds

® o ={ug,..... ug, Uy, Uy« o« Up.1y Up . ..Up}et un
polygone P - =-{Pg, Py, ........Pyin.1} On leur associe
I'arc paramétré :

K+n-1
S, (pmiu) = Eo i5| B .1 (W) avec uefa,b]

_)
Chaque coordonnée de cet arc est un élément de Sy(w;a,b).

Compte tenu de ces expressions, nous pouvons dire que S_:{
est la courbe Spline de degré k associée i la subdivision 7 et au
polygone Spline P*. Il résulte immédiatement de ces
expressions et des propriétés des B-splines que le point

S_;(p, n ; u), que l'on écrira souvent Si(u) ou Sk(p,u) pour
simplifier, est le barycentre des sommets Pi du polygone
affecté des masses positives  Bj . q1(u).

Les résultats des dérivées successives de cette relation
s'obtiennent trés simplement.
Si

S (v = ; BB (W

pour 1 < n < k-1

8 W)=k k1) ... (k—n+1)2ﬁTBl'k_n“(u) I-55
J
avec
rP(IO) = Fi et pour i21
(-1 (-1
o0 (r" - )
I (Yysweren u;)
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Par conséquent S-;( £ S—;(n)
n
Ek € SK_n(n) pour O<n<k-1

Ceci montre que cette relation est A un coefficient pres, la
courbe Spline de degré k-n associée au polygone Spline

n‘ n
P" = {P,}'eI avec | fini ou infini

Compte tenu de ces expressions, nous pouvons écrire que §?<
est la courbe de B-Spline de degré k associée aux subdivisions

{uiyet P = (P icl}.
ITI-1-2. Construction géométrique du point courant
et des dérivées en ce point

) L'algorithme de C. DE BOOR - COX permet de déterminer le
point courant :

S,(pu) = |Z BBl @
=n-k ’

Lorsque u € [uy, up,], cela consiste A déterminer une suite

. . -
de points dont le dernier est Sy(u). Successivement, on fait les
opérations suivantes :

= =
a). Onpose Pjq =P pour nk< i <n

b). Pourl<j<k et n-k+j < i <n, on fait

PLiu) = & Pija@ + (1-4) Phyj(u)

avec A = (u-up)/ (Ui - w)

¢). k) = Pp (u). 156

e ﬂ,w.,.,,;‘
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Le  calcul nécessite 1'évaluation de k(k-1)/2 combinaisons
linaires. Il est stable numériquement, mais cofiteux en nombre

d'opérations. Géométriquement, chaque point F)i,j est sur le
segment [Pj.1j.1») Pij.1]. Plus généralement, lorsque u € [ up,

Un.1 1, la définition du point courant S7k(p;u). S'obtient par

application de l'algorithme ci-dessus au polygone p™. On obtient,
pour 0 < n < k-1

a). Pmg = P° pour mk+n< i < m

b. P = A Pijaqt + (1-31) Pigjq"(u)

avec A = (u-w)/ (Wiketjon - Yi) 1-57
pour 1<j<k-n et m-k+n+j<i<m

c). Shg(psw) =k (k-1)....(k-n+l) Py, (u)

I11-2. DEFINITION DES SURFACES.

La définition des surfaces quelconques par des B-SPLINES est
semblable 2 celle des surfaces de BEZIER. La différence
fondamentale réside dans la définition des fonctions mélanges ou
fonctions pondérantes.

Les surfaces représentées par des B-SPLINES se définissent
par une généralisation de de la théorie sur les courbes en passant
par lintermédiaire du produit tensoriel. Un point est défini par la
relation suivante :

Swv) = X X B, B B,V I-58

1=0 j=0

Dans cette formuie, ies i’T)iJ soni ies (w+i) (n+l) sonuncts du
polygone et les By (u) et Bj;(v) sont respectivement les
fonctions mélanges ou fonctions pondérantes de base assocides
aux deux variables indépendantes u et v. Ces dernidres sont
définies par la relation I - 52 ci-dessus.

La procédure de construction des surfaces peut se décrire de
la maniére suivante :




e
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Lorsque l'on fixe u et que l'on fait varier v, le point Tout d'abord, on décompose la relation I-59 selon les deux
correspondant se déplace le long d'une courbe tracée sur la formes suivantes :

surface. Inversement, si I'on fixe v et que l'on fait varier u, on
obtient une autre courbe. En restreignant les positions possibles
pour u et v & des intervalles discrets, on obtiendra des portions

5 Py v)= f‘: p|(v) Bl,k+1(u)

- . f=m-k
de surfaces délimitées chaque fois par quatre segments de
courbes. Une surface donnée peut donc étre approchée par un ot
ensemble de "carreaux" qui en se raccordant donneront une
approximation de la surface d'autant meilleure que les intervalles n
choisis pour les variations des paramétres u et v seront petits. F"l )= Y P, iBList v) m-k {(ism
J=n-1 " 3
Les carreaux ont entre eux, une continuité d'ordre m dans le
sens des u et n dans le sens des v. Puis on applique l'algorithme de C. DE BOOR :
Notre généralisation va s'établir de la fagon suivante : une pour 0 <n<k-l et 0< m <lI1
surface sera constituée par une somme pondérée de fonctions de .
base, utilisant comme facteurs de pondération les x, les y et les z a). Pour toute valeur de ( ij ), on pose :
des coordonnées d'un ensemble topologiquement assimilable 2 n
des rectangles de points de définition ; on appelle cela le filet ou B.(vy =B pour r-k+n<ic<r et
le réseau de définition auprés duquel la surface doit passer. ul il

Puisque les points de définition sont disposés suivant une i & 55
s—-l+ngj<
topologie rectangulaire, ?11 la surface peut étre exprimée par la
double ‘sommation ci-dessus.

b). Pour 1<gic<l-m et s-l+mc<j<s, on fait

CONSTRUCTION GEOMETRIQUE DU POINT COURANT ET DES

‘ . .
DERIVEES EN CE POINT B = x B, ,0+(-0 P,
La détermination d'un point courant _§(u,v) d'une surface ' ou
représentée par des B-SPLINES se fait en utilisant I'algorithme de VvV - Vv
C. DE BOOR suivant la direction u puis v ou l'inverse. Cette surface | X = el
| ‘ -V

étant définie par :

Skvl(p;u,v)= y ¥ i’”BLk”(u)B“H(v) 1-59

l=m-kj=n-1 n n
¢). S, (mv) =10-1) ... U-m+ P _ W)
Lorsque (u,v) € [ upup,y 1 *[ v, vg,1], on utilise

C'est cet algorithme qui sera programmé au chapitre IV,
l'algorithme de C.DE BOOR pour évaluer la surface _§(p;u,v). ‘
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CHAPITRE 1V

DESCRIPTION DES PROGRAMMES

IV-I. METHODE DE BEZIER
IV-I-1. Généralités sur le programme

Le but de ce chapitre est de présenter le programme sur
micro-ordinateur qui modélisera des surfaces quelconques en
utilisant la méthode de BEZIER. Ces surfaces seront ensuite
visualisées au moyen de la V.A.O. (Visualisation Assistée par
Ordinateur) aimablement mis 2 notre disposition par Robert
MICHELIN.

Le -programme est basé sur une suite logique d'appel de
routines qui exécutent chacune une opération du processus de
résolution du probléme. Ce probléme consiste, comme on l'a vu
précédemment a déterminer le réseau des lieux du polygone
caractéristique de BEZIER dans la base des fonctions mélange ou
pondérante de BERNSTEIN a partir d'un certain nombre de points
réels mesurés sur la surface modélisée.

Ce programme est écrit en FORTRAN., On trouvera le listing en
ANNEXE A-3. 1l correspond 2 l'organigramme simplifié de la page
suivante et utilise les notations ci-dessous :

- Le degré du polynome d'approximation selon les
directions u et v est respectivement indiqué par les variables NPU
et NPV, variant de 2 3 5.

- Le découpage selon les directions u et v est précisé grice
aux variables NT et NS.

- Les coordonnées des points mesurés sont indexées dans
un tableau ((PT(1,J), J=1,3), I = 1I,NPT ) avec NPT (nombre de
points)=(NPU+1) (NPV + 1).

- La matrice de connectivité de chaque sous carreau
permettant d'effectuer le maillage qui sera utile pour appliquer le
programme de calcul par Elément Finis est écrite grice a la
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ORGANIGRAMME SIMPLIFIE
DU PROGRAMME DE MODELISATION
DES SURFACES PAR BEZIER

DEBUT

ENTREE DE o NON
NPU ET NPV

MsSi 2 < NPU K5

W2 < NPV S

ENTREE DUDECOUPAGE | (OY!
NTETNS

]

ENTREE DES COORDONNEES
DES POINTS MESURES

v

PARAMETRAGE
uetv

v

CONSTRUCTION DE LA MATRICE
[A]

¥

TRIANGULARISATION DE LA MATRICE
[A] ET RESOLUTION DU SYSTEME

v

CALCUL DE P(uyv)POURLA
VISUALISATION DE LA SURFACE

CALCUL DE LA MATRICE DE
CONNECTIVITE NOD(l,J)

J’———» MAILLAGE

V.

A

0 !

ELEMENTS

m LS
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variable ((NOD (1,J), J = 1,4), I=1,NEL) dans le cas d'éléments 2
quatre noeuds) avec NEL (nombre d'éléments) = NT*NS. Cette
matrice est générée automatiquement par un sous programme
appelé AUTO. On a visualisé la surface grice au programme de
visualisation assistée par ordinateur.

Les systtmes de numérotation locale et globale des points
sont donnés dans la figure 1V-1 :

2 4 5
N / (NT+1)

Numéro du point Numéro de sous carreau

FIGURE IV - 1

Dans les paragraphes suivants, nous allons décrire plus en
détail cette procédure afin de faciliter la compréhension du
programme .

IV.I-2.  Relevé des points réels de la surface. Degré
des polyndomes d'approximation.

Nous allons commencer la description de ce programme par
quelques considérations générales de programmation.

Tout d'abord, le programme est écrit en double précision, ce
qui €vite ainsi en grande partie les erreurs de chute. Ensuite, on
surdimensionne tous les tableaux afin de restituer des surfaces
avec différentes précisions. Enfin, notons la présence d'une zone
COMMON qui permet l'utilisation de modules séparés plus simples
a écrire et plus faciles & compiler tout en gardant des variables
communes. Ceci est absolument nécessaire en particulier
lorsqu'on travaille sur micro-ordinateur.
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Au début du programme, on lit les valeurs de NPU et NPV
qui entraine les degrés des polyndmes de BERNSTEIN. Ces valeurs
ont été volontairement limitées 3 5 (NPU < § et NPV < 5) et
leur produit = (NPU + 1)(NPV + 1) a 36. En effet, il est inutile de
prendre des degrés trop grands, car cela introduit beaucoup de
calculs et nous n'avons 2 notre disposition qu'un micro-ordinateur
a vitesse relativement lente (AT 286 a 8 MHz). Il aurait besoin de
beaucoup trop de temps pour résoudre de tels problémes. Les
points réels mesurés sur la surface sont ensuite rangés dans un
tableau PT (36,3) (on se limite donc a 36 points au maximum). Le
tableau ainsi obtenu va permettre de calculer les paramétres u et
v intermédiaires par le programme suivant .

IV-1.3. Calcul des parameétres u et v
i
Ce sous programme permet de calculer la valeur des
paramétres u et v associés d chaque point du réseau. Les valeurs

des coordonnées x, y et z sont rangées dans trois tableaux de
dimension ( k * [ ).

(1.c)

FIGURE 1V 2

Dans le cas représenté sur le dessin ci-dessus, k = [, on a des
tableaux carrés, mais la méthode est générale et l'on peut traiter
t=k

Pour calculer la valeur des paramétres u et v (qui varient
entre 0 et 1) associés aux points mesurés, on effectue une double
itération.a partir de leurs coordonnées.
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Le calcul des paramétres u et v est un simple calcul de
proportionnalité et ceux-ci sont obtenus en effectuant le rapport
de la longueur du sous-arc (jusqu'au point courant) sur la
longueur totale de Il'arc.

Par une simple proportionnalité, on obtient a partir de
chacun des trois tableaux de coordonnées des points mesurés,
deux tableaux de méme dimension contenant les valeurs des
paramétres u et v.

IV-1-4. Construction de la matrice [A] (BEZIER)

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que le calcul
des paramétres u et v était associé i chaque point du réseau sur
la surface.

La matrice [A] définie dans I1-20 peut étre évaluée pour
I'ensemble des points du réseau.

Le terme générique de cette matrice s'écrit sous la forme
suivante :

et contient NPT = (m + 1) (n + 1) termes par ligne.

La construction de la matrice [A] est effectuée en trois
étapes qui correspondent aux trois valeurs particulidres de
u {0, 0 < u<l1}.

L'algorithme est le suivant :
Dans une premiére étape, on effectue le calcul pour u=0:

On éerit alors les k premitres lignes correspondant a toutes
les valeurs du parametre v. Pour chaque ligne de la matrice, on
écrit la valeur "1" 2 la premigre colonne, puis on écrit la valeur
"0" a partir de la deuxiéme colonne jusqu'a NPT colonne. Ensuite,
& partir de la colonne k+2 et avec un pas de (k+1), on éerit vkj en
itérant sur j pour les valeurs numériques de v en multipliant par
v a chaque itération sur j avec pour but d'accroitre le degré de v
de 1 a chaque fois.
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La deuxi¢me étape correspond 2 la valeur u =1:

Avec le méme principe que précédemment, la construction
des k derniéres lignes de la matrice [A] avec u = 1 peut étre
effectuée pour chaque valeur de v.

Tout d'abord, on écrit la valeur "1" 2 partir de premiére
colonne jusqua la (m+1)tme colonne. Ensuite, 3 partir de la c.olonne
(m+2) et un pas de (m+1), on écrit vk; en itérant sur j pour
chaque valeur numérique de v en multipliant & chaque fois par v,
pour incrémenter son degré.

La troisitme étape correspond 2 la valeur 0 <u<1:

Pour écrire toutes les lignes intermédiaires, c'est le méme
principe qui est appliqué, le premier terme prend é la 'valeur "1n.
Puis on effectue pour la premire des lignes une itération sur les
valeurs intermédiaires de v. On continue avec les puissances de v
a vpartir du (k+2)*me terme et tous les (k-‘rl) plac_és en
incrémentant sur les puissances de v par itération. Enfin, on
compléte le tableau par une itération sur les m termes compris
entre deux puissances successives de v.

IV-1-5 Triangularisation de la matrice [A] et
résolution du probléme

La matrice [A] & p lignes et q colonnes est reliée au vecteur
colonne de coordonnées {C) par la relation ci-dessous

[A] {b} = {C} [-60

La résolution consiste 2 déterminer les inconnues‘ {b} par

utilisation de la méthode de GAUSS avec pivot partiel. Cette
méthode s'effectue en deux étapes :
IV-I-5-1. Triangularisation

La triangularisation consiste & transformer le systéme
d'équation (I-60) en un systtme triangulaire supérieur :

[o\S1{b}={(C)} 1-61
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) Pour effectuer la triangularisation par la méthode de GAUSS i
pivot partiel, il suffit de placer sur la diagonale les termes les plus
importants, en intervertissant €ventuellement des lignes.

st m-mmaw

La description de cette méthode et son algorithme seront
donnés en ANNEXE A-2,

Aprés triangularisation, on obtient une matrice triangulaire
supérieure :

[ A A 1q b, C,
0 A Al b 1
22 = Rogq 2 c,
2 2 b 2
0 0 A33 "‘Aaq 3 - C3 |
s~ 1 s-1 H
0 0 0..A% LAY ||b, _ |
g E Cs
L »
(0 0 0 0...Ak']|(Pq Cq |
1-62
ou

soit

C
w
-
o
(S
il
=
L2
e

[-63
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IV-1-5-2 Résolution du systéme triangulaire ou
substitution arriédre

Pour calculer les variables inconnues by, b1 .ooeeee by & partir
de la dernigre ligne, la résolution d'équation (I-63) s'effectue de
la maniére suivante :

c
b, = —

-1

snn

1

-"—1— sn—1,n—1

(¢, - S,,b, = S,3b5-....8, b,)
b, = 5

1-64

En pratique le programme travaille directement sur les
matrices [A] et {C) toutes deux modifiées par la triangularisation.

bg = Cq/Aqq
T2 gl g 2y seesseenes 1.
b = Al (Ci- X Ajj bj) 1-65
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IV-2. METHODE DE B-SPLINE
IV-2-1. Génfralités sur le programme

Dans le paragraphe précédent, nous nous sommes attachés 2
analyser le programme de calcul des surfaces quelconques
tridimensionnelles en utilisant la méthode de BEZIER qui est
fondée sur les fonctions paramétrées polynomiales dans la base
de BERNSTEIN.

Dans ce paragraphe, nous allons construire le programme de
représentation d'une surface quelconque tridimensionnelle en
utilisant la méthode des B-SPLINES qui utilise l'algorithme de
Carl DE BOOR. Cette surface sera ensuite visualisée au moyen de
la V.AO.

Ce programme est également écrit en FORTRAN-77. On
trouvera le listing en ANNEXE A-4. Il correspond 2
l'organigramme simplifié de la page suivante et utilise les
notations ci-dessous :

- Le nombre d'ordre qui caractérise I'échantillonnage selon
les directions u et v est représenté par les variables NCU et NCV.

- Le découpage selon les directions u et v est précisé grice
aux variables NOU et NOV.

- Le nombre de sommets du polynéme selon les directions u
et v est représenté par les variables NPU et NPV, variant de 2 a 5.

- Les coordonnées des points mesurés sont indexées dans
un tableaw ((PT(LJ), J =1,3), I=1, NPT) avec NPT
(nombre de point) = (NPU + 1) (NPV + 1),

- Le vecteur noeud selon les directions u et v est
respectivement indiqué par les variables (NIU(I), I=1,NPU+NCU
+1) et (NIV(I) , I= 1, NPV+NCV+1).

- La matrice de connectivité de chaque sous carreau
permettant d'effectuer le maillage qui sera également utile pour
appliquer le programme de calcul par Elément Finis est écrite
grice a la variable (NOD (IJ), J = 1, 4 ), I= 1,NEL) avec
. NEL=NOU*NOYV. Cette matrice est générée automatiquement par le
sons programme AUTO. On a visualisé la surface grice au
programme de V.A.O.

Les systtmes de numérotation locale et globale des points
sont donnés dans la figure IV-1 (page 62).
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1V-2-2. Relevé des points réels de la surface. Degré
des polynomes utilisés.

Comme pour le programme correspondant 2 la méthode de
BEZIER, le programme est écrit en double précision, ce qui permet
d'éviter les erreurs de chute. Une zone COMMON permet
I'utilisation de modules séparés plus simples a écrire et plus
faciles 2 compiler tout en gardant des variables communes. Ceci
est absolument nécessaire en particulier lorsqu'on travaille sur
micro-ordinateur.

Au début du programme, on lit les valeurs d'ordre NCU et
NCV, puis les valeurs NPU et NPV des degrés des polyndmes
de B-SPLINE. Ces degrés ont été volontairement limités a 5
(NPU < 5 et NPV < 5) et leur produit = (NPU +1) (NPV + 1) a 36.
Les points réels mesurés sur la surface sont ensuite rangés dans
un tableau PT (36,3) (on se limite donc & 36 points au maximum).

I1V-2-3. Calcul des vecteurs noeuds NIU(I) et NIV(D)

Ce sous programme permet de calculer des vecteurs noeuds
(NIU(1),I=1,NPU+NCU+1) et (NIV(D),I=1,NPV+NCV+1) associés 2
chaque valeur de uj et vj.

Le vecteur noeud se calcule de la maniére suivante:

Selon la direction u :

[NIUI = 0 si i<NCU
NIU, = i-NCU+1 si  NCU<i <NCU+NPU +1
lNIUI = NPU-NCU+2 si i>NPU

A titre d'exemple, les vecteurs noeuds, pour (NCU = 2, 3 et 4),
et NPU = 3 sont :

Nombre de sommets ordre yecteur noeud b
NPU =3 2 001233 3

3 0001222 Z

4 00001111 |

oll : b est la valeur maximale des éléments du vecteur noeud.
Cette valeur est donnée par la relation b = NPU-NCU+2
Le vecteur noeud selon la direction vi se calcule de maniére
1

analogue
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ORGANIGRAMME SIMPLIFIE
DU PROGRAMME DE MODELISATION
DES SURFACES PAR B-SPLINE
ENTREE DE
DEBUT 1 Ncu ETNCY
ENTREE DU DECOUPAGE
NOU ETNOV
v
ENTREE DE NON
NPU ET NPV 3
2 <NPUL5?
3 2 < NPV 572
ENTREF DES COORDONNEES | ,OUI ¥
DES POINTS MESURES

b

- CALCUL DES VECTEURS NOEUDS

NIU(ly ET NIV(l)

!

CALCUL DES FONCTIONS MELANGES

Bk (U) ET B v)

!

C.DEBOOR

CALCUL DE L'ALGORITHME

2

CALCUL DE S(u,v) POUR LA

VISUALISATION DE LA SURFACE

................. e s e e e naa s

CALCUL DE LA MATRICE DE
CONNECTIVITE NOD(l,J}

MAILLAGE
V.A.O.N

ELEMENTS FINIS

FIN
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CHAPITRE V

QUELQUES EXEMPLES TRAITES




7%

BN

5 ab lsdoly ors l jmens A WeLs

i b isool

AT e H 3'1’{1()(5’1 {1

G est 189 0Ll
[R5 (Eb GYE LY

3l gaar

[

duve o znee zigvik  sslqmsas'h  aciaimeediger  saqf
Difisiiles «chapitress ket I, mous:imous: sommes:attachés 2
représenter les surfaces quelconques tridimensionnelles en
utilisant la méthode de BEZIER et la méthode des B-SPLINES qui
SONF Tespectiverent Hotikies Hedtl Ies Monctions fpdliiioiiadlds dais
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SFAOHTIN FUNT 238
Dans ce chapitre, nous allons donner des exemples de
- modélisation, d¥. surfacesugquelconques en atidisantsces . ideux
méthodes A& pastiezshrespéetivement ¢:dw:sréseansondes
(NPU+1)*(NPV+1) points mesurés (9 a 36 points) et des
2 polyndmesicde :dégréss2, »3ndobwd Ishitilisation’ de -polfndmes de
degrés d'approximation différents apporte une précision plusion
moins grande.
8,0,4 LG8 RN AR
Le réseau des (NBUH)(NPV41) pointsi, mesurés. eft un
réseau de points distribués’ selon Ik directicns, o et viiIlg} sont
donnés par leurs tr6i¥ b coordondées ¢.dans un DSySteme
orthonormé direct de référence.
asvn 1w shodden seprdo asq ounhipe ol b nollninaziagey ad
14,14 VDangssJes :pages: suisantel, 00 denneiquelques: exemples, 2¢b
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1). Vlsuahsatlon d'une méme surface par les deux méthodes
saneq pddesiaofonctionssnopondérantes. i de'degréi i ¢roissant
(fig. .VA,VB,VC) L EOE ¢3TUESIN

1-1. Les Ofigares coptiparatives VA1, VB1; VCI1,.féntrent
I'influence duddegré ded. fonction$, jpondéraiités: utilisées . sur la
représentation det ka surfdck, par lai Méthode 4é., BEZIER, fet: avec
l'indice 2 par [ dnéthode(des® B-SPLINES.  ,f.f 0.£.0

(AR CAF 2C0HRC  PObT (1L
1-2.L'observation simultanée des figures VAIL- VA2,
VB1-VB2, VCI-VC2, montre la représentation d'une méme
aisurface pandesrdesxy méthodes=de tBEZIERIET:B«SPEINES avéc des
fonctions paddérantdside:degré croissahtoiniol oy vosup drgsh

P w»—w
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2).Sur un exemple, on montre le caractére global de la
représentation de BEZIER et le caractére local de la
représentation par les B-SPLINES.

3).La validation de la représentation par les polynémes de
BEZIER sera faite par comparaison avec des résultats obtenus
par ailleurs sur un ordinateur de grande capacité.[23]

4).La représentation d'exemples divers sans ou avec
raccordement de carreaux en utilisant la méthode BEZIER.

V-1. LA VISUALISATION D'UNE MEME SURFACE AVEC
DES FONCTIONS PONDERANTES DE DEGRE 3, 4 OU 5 PAR
LES DEUX METHODES

Les ensembles de points mesurés (16, 25 ou 36) sur la
surface 2 représenté€ sont donnés ci-dessous.

1. NPU = NPV = 3. Les coordonnées des seize points mesurés
sont:

0,0,0 1,0,2 2,0,1 4,0,0
0,1,2 1,1,2 2,1,2 4,1,0
0,3,0 1,3,2 2,3,0 4,3,2
0,4,0 1,405 2425 440

La représentation de la surface par chaque méthode et avec
des polyndmes de degré trois est donnée dans les figures VAl.et
VA2.

2. NPU = NPV = 4. Les coordonnées des vingt cinq points
mesurés sont : 3

0,0,0 1,0,2 2,0,1 3,0,0 4,0,0
0,1,2 1,1,2 2,1,2 3,11 4,1,0
0,2,1 1,2,2 2,2,1 3.2,0 4,2,1
0,3,0 1,3,2 2,3,0 3,3,0 43,2
0,4,0 1,405 2,425 3472 4,4,0

La représentation de la surface par chaque méthode avec de
degré quatre est donnée dans les figures VB1 et VB2.




4. NPU = NPV =
mesurés sont
0,0,0 1,0,2
0,1,2 1,1,2
0,2,1 1,2,2
0,3,0 1,3,2
0,3.5,0 1,352
0,4,0 1,4,0.5
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5. Les coordonnées des trente six points

2,0,1 2.5,0,1  3,0,0 4,0,0
2412 25,1,1 3,1,1 4,1,0
2,2,1 25,22 32,0 4,2,1
2,3,0 2530 33,0 4,3,2
2,350 25350 3,350 4352
2,425 254,22 34,2 4,4,0

La représentation de la surface par chaque méthode et avec
des polynémes de degré cinqg est donnée dans les figures VCl.et

VC2.

On fait suivre ces surfaces des tableaux des points calculés

dans chacun des cas
chacun des cas.

qui montrent la précision obtenue dans
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Le tableau comparatif ci-dessous montre les cotes z de quelques
points calculés d'une méme surface par les deux méthodes de
BEZIER et B-SPLINES

DEGRE 3

Numéro des points METHODE
BEZIER (Fig V-A-1) B-SPLINE (Fig (V-A-2)

10 11508 1.1510

31 1.2400 1.2400

52 13089 13087

73 1.3586 13586

94 1.3827 1.3826
115 1.4091 14091
136 1.4133 14132
157 1.4057 1.4055
178 1.3881 13881
199 1.3623 13623
220 13125 13308 )
241 1.2931 13122 \
262 12532 12653 [
283 12122 12222
304 | 11717 11718
325 11336 11336
346 1.0995 1.0996
367 1.0712 10713
388 1.0508 1.0508
409 10396 1.0396
430 10395 1.0395

Tableau V-1-3

R

LARAMAC

" COQUE TRIDIM. de 400 elenents, 441 points, 1600 segments

: Figure V&1 SURFACE DE BEZIEPR DE DEGRE 3

LARAMAD,  zoon= 1.335

i
1

i COQUE TRIDIM. de 400 elements, 441 points, 1600 segmants

Tgurs VA3 TURFACE DE B-IRLINE 08 IR3RT 3
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[LARAMAD. zoon= 1.35

7 N e
| Whpreomassnsa SNt 0

I/_ ~—
Numéro des points METHODE ,”f ”’"’ ”h { ”“ ““%‘1‘&%3;‘%}“
BEZIER (Fig V-B-1) | B-SPLINE (Fig (V-B-2) : l,lf’/, : XN \\\x\%

10 0.9655 0.9665 =y IM \( \( ‘ \\§§‘
31 1.0969 1.0970 o - ' =
52 11909 1.1909 ] . o
73 1.2531 1.2531 j TR / _
94 1.2870 1.2868 . ““*«H_L_M . P
115 12999 1.2998 | e W~
::S :z:zf ii-?;: o COQUE TRIDIN. de 400 e.le‘r.\_ents, 421 points, 1600 fgnents
L Lo 12408 Figure VB| SURFACE DE BEZIER DE DEGRE 4
199 1.2035 1.2035 s g -
220 1.1639 1.1640 Tans | [LARAMAD  zoom= L.35
241 1.1263 1.1263 ‘
262 1.0941 10942 i
283 10713 1.0714 !
304 10615 10616 [
325 1.0683 10680 ;
346 1.0951 1.0951 l
367 1.1454 1.1454 -
388 1.2224 1.2224 ‘
409 1.3294 13294 .
430 1.4695 1.4695 ‘ ‘

' A

Tableau V-1-4

COOUE TRIDIM. de 400 elenents, 441 points, 1600 segnents

Figurs VEZ SURFACE DE B-TFLINE DE DEGRE 4
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7L [ARAMAD  zoom= 1,35
DEGRE 5
Numéro des points METHODE

BEZIER (Fig V-C-1) B-SPLINE (Fig (V-C-2)
10 1.0243 1.0244 -
31 1.1142 L1372\ T
52 1.1679 12049 | ol
7 11899 12340\
94 1.1847 12309/
115 11572 1.2019 ] o
136 1.1125 1.1531 TSN
157 1.0557 1.091 - Ao COQUE TRIDIM. de 400 elements, 441 points, 1600 segments
178 0924 L0216 Figure VC1 SURFACE DE BEZIEF. DE DEGRE 5
199 0.9279 09511 | e
220 0.8679 0.8855 [ TEESY | [CARAMAO  zooms 1.3
241 0.8180 0.8308 |
262 0.7841 0.7928 ; ;
283 0.7720 0.7775 ¥
304 0.7873 0.79054 ! g
325 0.8359 0.8376 |
346 0.9237 0.9244 '
367 1.0560 10563 L)
388 1.2388 1.2389 .
409 1.4774 1.4774 1
430 L1772 L7 ‘

Tableau V-1-5

COQUE TRIDIM. de 400 elements, 441 points, 1600 segnents

Figwra V€2 ZURFACE DE B-SPLINE DE [EGRE ©




Les tableaux des quelques points calculés eV I'influence du
degré des fonctions pondérantes utilisées sur la représentation
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de la surface par chaque méthode

1 - METHODE DE BEZIER

Numéro des DEGRE
points
3 4 5
. 1 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.2779 0.3565 0.4298
3 0.513 0.6318 0.7371
4 0.7076 0.8345 0.9456
5 0.864 0.9728 1.0752
6 0.9844 1.0547 1.1426
7 1.0710 1.0878 1.1613
8 1.1261 1.0795 1.1423
9 1.1520 1.0368 1.0940
10 1.1508 0.9665 1.0243
11 1.1250 0.8750 0.9375
12 1.0766 0.7685 0.8381
Tableau V-1-1
2 - METHODE DE B-SPLINE
Numéro des DEGRE
points
3 4 5
1 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.2779 0.3565 0.4298
3 0.5130 0.6318 0.7371
4 0.7076 0.8344 0.9457
5 0.864 0.9728 1.0753
6 0.9843 1.0547 1.1427
7 1.0711 1.0880 1.1614
8 1.1261 1.0794 1.1424
9 1.1520 1.0367 1.0944
10 1.1510 0.9665 1.0244
11 1.1251 0.8750 0.9376
12 1.0767 0.7685 0.8382

Tableau V-1-2
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V-2. LES CARACTERES GLOBAL DE LA
REPRESENTATION DE BEZIER ET LOCAL DE LA
REPRESENTATION PAR LES B-SPLINES

Pour montrer les caractéres global- et local des deux

représentations, nous donnons ici un exemple identique & celui
représenté dans la figure VB avec modification d'un pdle.

La représentation de la surface pour chaque méthode est
donnée dans la figure V-2

La modificatig)‘}lr du point central mesuré sur la surface réelle
permet de montrervles figures VB1, VB2 et les tableaux VBII,

VB22, le caractére global de la représentation par la méthode de
BEZIER et le caractére local de la représentation par la méthode

des B-SPLINES.

Les nouvelles coordonnées sont:

0,0,0 1,0,2 2,0,1 3,0,0 4,0,0
0,1,2 1,1,2 2,1,2 3,1,1 4,1,0
0,2,1 1,2,2 2.2.2 3,2,0 42,1
0,3,0 1,3,2 2,3,0 3.3,0 4,32

0,40 1,405 2,425 3,42 4,4,0

Les nouvelles représentations @ comparer avec celles de la
figure VB sont données dans les figures V-2.-A et. V-2-B




LARAMAQD

zoon= 1.33

COQUE TRIDIM. de 400 elements, 441 points, 1600 segnents

Figure V-2-4

LARAMAD

zgon= 1.35

COQUE TRIDIM. de 400 elements, 441 points, 1400 seanents

Figurs V-2-B
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DEGRE 4
Numéro des points METHODE
BEZIER (sans changement) | BEZIER(avec changement
de pole)
10 0.9665 0.9664
31 1.0969 1.1019
52 1.1909 1.2089
73 1.2531 1.2894
04 1.2870 1.3454
115 1.2999 1.3793
136 1.2932 1.3935
157 1.2721 1.3908
178 1.2409 1.3741
199 1.2035 1.3468
220 1.1639 1.3121
241 1.1263 1.2736
262 1.0941 1.2353
283 1.0713 1.2013
304 1.0615 1.1757
325 1.0683 1.1632
346 1.0951 1.1684
367 1.1454 1.1964
388 1.2224 1.2522
400 1.3204 1.3414
430 1.4695 1.4695
V-B11
Numéro des points METHODE
SPLINE (sans changement) | SPLINE(avec changement
de pole)
10 (1.9665 0.9664
31 1.0970 1.1019
52 1.1909 1.2088
73 1.2531 1.2889
94 1.2868 1.3444
115 1.2998 1.3774
136 1.2931 1.3004
157 1.2721 1.3862
178 1.2408 1.3679
199 1.2035 1.3380
220) 1.1164 1.3018
241 1.1263 12614
262 1.0942 1.221%
283 1.0714 1.1855
304 1.0616 1.1588
325 1.0680 1.1459
346 1.0951 1.516
367 1.1454 L1813
388 1.2224 1.2403
409 1.3294 1.3344 [
430 1.4695 14695
V-B22
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V-3. COMPARAISON ENTRE LES RESULTATS OBTENUS PAR
LA METHODE DE BEZIER SUR MICRO-ORDINATEUR ET CEUX
OBTENUS PAR AILLEURS SUR UN ORDINATEUR DE GRANDE
CAPACITE

Pour valider le programme des surfaces complexes
représentées par les polyndmes de BEZIER, nous donnons ci-aprés
la représentation obtenue avec un trés gros logiciel sur un gros
ordinateur.

Dans cette représentation, nous choisissons d'utiliser le réseau
de seize points mesurés suivante :

0,0,0 1,0,2 2,0,0  3,0,0
0,1,2 1,1,1 2,1,1 3,11
0,2,0 13,1 2,2,1 32,0
0,3,0 1,3,0 2,3,2 33,0
La représentation de la surface obtenue par ailleurs [23] est

donnée dans la figure V-3-A et la représentation de la surface
que nous avons obtenue est rappelée avec la figure V-3-B.

V-£-A B14

82 bis

|
TIII[IU ETUDE DES SURFACES
gepan EXEMPLE DES SURFACES DE BEZIER DE DEGRE 3

[CARAKNG zoon= 1.30

COOUE YRIDIM. cle 400 clenents, 441 points, 1600 segnents

Dimensions X= 3.00 Y= 3.08 L= 1.04
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V-4. EXEMPLES, DIVERS: SANS.-QU. AVEC .RACCORDEMENT ...
DB CARREALS b NS QU AVEC RACCORDEMENT

1o

Do vhr

Nous traitons ici¢quelgues exemples (de lap représentation o
d'une surface quelconque en utilisant la méthode de BEZIER sans
ou avec raccordement idexgarreaws, i i g va 92897 0,30.8.¢

. : a0.8.8

Dans un premigr. temps, nous reprégentons wune surfage avec .y 3
un seul carreau de degré cinq. Les coordonnées des trente six
points mesurés sont :(¢ o 0 fLELO0T T8.8,0,00

GRS
G 3]

0,00 100y %0 01 2350050000 20500 1 o U kerros TGy

Y

gugup d1gebh sh st

020 120 222 322 420

% ouin smbo
&~y

ol P b

2ining  z2sd 2sdnnobions  esl _unorin ISR ¢ ey

03,0 1,3,0 2,3,2 33,2 43,0 5)3 0

’ ©olnon eAnnes

0,40 140 2084,000c23400 1 4,402 154,005 2oy

0,50 1,50 025000003500 0 4,507 255000 vup

La représentation de da; surface a8t donnée dans: fa figure Vi4-A, o o,

Nous allons igonstruirerrmaintenant deux -exemples ~de; - - :, |
surface avec raccordement de carreaux. o
£1.0,08 SRIgCere 0L 0.I10L A RN
1. Pour le premier exemple, nous choisissons d'utiliser un
polynme de :Berasteintde: degrbbtiois. 250 usiips sméicush st qpeq
. Doz phmzs
Pour le premier carreau, les coordonnées des points 1
mesurés sont @ If (0% LOLe8iR0g 081,08 L9080 008

-10,0,0 4 f‘,l,o&@ ,6.67 I?l‘o\,,()i@\‘?@ 'I@LQ,'@Q FOT-ISO5ES @

-8.66,5,0 @,‘(8-&6,5,6361521-‘:&&63&’}&33 5&}@@5,&:3,3‘;\“ 3Ca0

A8 li

-5,8.66,0  R658.66,6:673 258661833 55866, 20553 3 0

et (\u?,u,:,{;.; ﬁ
0,10,0  11.0,10,6.6RTT0sk0318.88 10,20 cavvvocavrre  pg

oY ewgil 6 zarb sdanak jes sonhwe o sb foRInseg Yy !

TP T 3 ot
FEELAA Y
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Pour le deuxiéme carreau, les coordonnées des points
mesurés sont :

10,10,0 0,10,6.67 0,10,13.33 0,10,20
5,8.66,0 5,8.66,6.67 5,8.66,13.33 5,8.66,20
8.66,5,0  8.66,5,6.67 8.66,5,13.33 8.66,5,20
10,0,0 10,0,6.67  10,0,13.33 10,0,20

La représentation de la surface est donnée dans la figure V-4-B

2. Pour le deuxigme exemple, nous choisissons d'utiliser un
polynéme de Bernstein de degré quatre .

Pour le premier carreau, les coordonnées des points
mesurés sont :

0,0,-5 0,3.5355,-3.5355 0,50 0,3.53553.5355 00,5
5,0,-7 5,4.9497,-4.9497 570 54.9497,4.9497 50,7
10,0,-9  10,6.364,-6.364 10,9,0 10,6.364,6.364 10,0,9
15,0,11 15,7.7782,-7.7782  15,11,0 15,7.7782,7.7782 15,0,11
20,0,-13  20,9.192,-9.192 20,13,0 20,9.192,9.192 20,0,13

Pour le deuxiéme carreau, les coordonnées des points
mesurés sont :

20,0,-13  20,9.192,-9.192  20,13,0 20,9.192,9.192 20,0,13
230,-10  23,7.071,-7.071  23,10,0 23,7.071,7.071 23,0,10
26,0,-6 26,4.2426,-4.2426  26,6,0 26,4.2426,4.2426  26,0,6
29,0.-8 29,5.6569,-5.6569 29,8,0 29,5.6569,5.6569  29,0,8
31,0,-11 3i,7.7782,-7.7782 31,11,0 31,7.7782,7.7782  31,0,11

La représentation de la surface est donnée dans la figure V-4-C
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DEUXIEME PARTIE

CALCUL PAR ELEMENTS FINIS
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DEUXIEME PARTIE

CALCUL PAR ELEMENT FINIS

INTRODUCTION

Dans la premitre partie, nous nous sommes attachés 3
modéliser une surface quelconque A trois dimensions qui a été
définie par une représentation paramétrique réguliére a deux
paramétres W etv {u etv £[0,1]} en utilisant le systtme UNISURF
ou la méthode des B-SPLINES.

Le second objectif recherché dans ce travail est le calcul
d'une telle structure modelisée par cette surface. Il s'agit
d'évaluer les déplacements, les rotations, les contraintes et les
déformations d'un point quelconque de la coque construite sur
cette surface en utilisant la méthode des éléments finis qui est
communément utilisée aujourd'hui pour l'analyse des structures
dans de nombreux secteurs de I'industrie : aérospatiale, nucléaire,
construction navale, mécanique, génie civil, etc...

L'objectif retenu ici n'est Pas de construire un programme de
calcul par élément finis des plus performants et universel, mais
de montrer la faisabilité sur un micro-ordinateur d'un systéme
complet de C.A.O orienté vers I'étude du comportement
mécanique de coques ayant une forme quelconque.

Nous avons choisi d'utiliser des €lément finis relativement
simples, mais suffisamment représentatifs du phénoméne
physique. En conséquence, nous avons €carté les éléments de
plaque et coque basés uniquement sur I'hypothése de Kirchoff
(sans cisaillement transverse). Nous avons préféré utiliser des
éléments isoparamétriques de volume dégénérés qui permettent
d'introduire le cisaillement transverse.

L'utilisation des éléments de volume a4 vingt noeuds dans

leur forme originale, pose certains problémes. Pour ZIENKIEWICZ
[35,19771, deux difficultés principales se présentent :
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Tout d'abord, la conservation de trois dt?grés de liberté en
chacun des vingt noeuds, entraine l'obtenuon. de telrmcs dde
rigidité trés grands pour les déplacements relatifs 'le ong 10:::
cdtés correspondant a I'épaisseur de la coque. Ce'c§ pe{]t a
conduire 3 des systémes d'équations 'mal conditionnés (un)c
dimension de l'élément beaucoup plus pe‘tlt‘e.que !es deux autres),
i des difficultés numériques et 2 une précision trés mauvaise.

En second lieu, [l'utilisation de plysicurs noeuds dans
'épaisseur de la coque sur des normales a la surface moyter:;l:é
en ignorant une hypothése fondamcntale'surllcs coques, ::: P
un trés grand nombre de degrés de liberté et des temp

calcul prohibtifs.

Pour tenter d'éliminer ces difficultés, AHMAD [2,3] a modifié

I'élément isoparamétrique de volume a 20 noecuds en introduisant
les simplications suivantes :

*La premiére simplification consiste 51’ cgnmdcrcr une
variation linéaire des déplacements suivant .I épaisseur, cde'qu;l
permet de supprimer quatre noeuds intermédiaires et conduit

-«

la définition d'un élément A trois dimensions & 16 noeuds et 48
DDL (fig. II-1).

Cette hypothése permet d'éviter l'emploi de degrés de liberté
surabondants dans I'épaisseur de la coque.

FIGURE II -1

* La deuxiéme simplification consiste, d'aprés l‘hypothése(‘i'ziz 0
(ou trés inferieure & Oy et Gy) de la théorie des coques, a négliger
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dans I'énergie de déformation les termes dépendant de €z. Ceci
permet aprds intégration dans U'épaisseur, la définition d'un
élément de coque 2 8 noeuds avec S DDL par noeud : u, v, w, «,
et B dans un triedre local lié i la surface moyenne (fig. 11-2). On
obtient ainsi un modéle de coque avec cisaillement transverse. En
effcf,t, les normales 2 la surface moyemne de la coque restent
droites mais ne restent pas normales i la fibre moyenne au cours
de la déformation 2 cause de la présence du cisaillement, et ne
changent pas de longueur durant la déformation.

FIGURE II - 2,

* La troisi®me simplification consiste a4 utiliser une hypothése
de comportement uniaxial dans la direction ¥. Ceci revient i
supposer les phénoménes de membrane et de flexion découplés.et
permet de considérer uniquement les phénomanes de flexion
(ui = vi= 0). En utilisant les mémes noeuds pour définir la
géométrie et les déplacements, on obtient ainsi un élément
isoparamétrique de plaque en flexion i 8 noeuds avec 3 DDL par

noeud : w, &, et B (fig. 1I-3). Ce type d'élément servira de hase 3
cette deuxiéme partie du travail .
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FIGUREII - 3.

Les deux premidres simplifications de la formulation et les
caractéres de généralité des éléments isoparamétriques de
volume 2a partir des hypothéses des théories des coques
conduisent a des éléments trés intéressants. Ils permettent en
effet a priori le calcul des structures de formes quelconques et
d'épaisseurs variables, la prise en compte de renforts éventuels,

la liaison de structures minces et massives etc,...

La dernidre simplification a été introduite ici pour des
raisons liées au matériel utilisé : n'ayant A notre disposition qu'un
micro-ordinateur, nous avons réduit 2 trois le nombre de degrés
de liberté par noeud afin de rester dans des temps raisonnables
de résolution. Ceci a pour conséquence que le comportement de la
coque a étudier peut 8tre représenté par le comportement d'un
assemblage d'éléments plans (coques i facettes planes) et non
celui d'une coque courbe. La coque courbe est ici remplacée par

une coque en "carapace de tortue”

Le chapitre 1 rappelle la forme discrétisée des équations qui
régissent ces problémes.

Le chapitre II décrit de fagon détaillée les éléments finis
utilisés (expressions de la géométrie de I'élément et du champ de
déplacement)

Le chapitre I indique tous les calculs complémentaires 2
effectuer pour préparer l'évaluation des matrices de raideur
élémentaires : dérivées sur 1'élément de référence, fonctions
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d'mtefpolation, matrice du jacobien, coefficients de pondération
affectés 2 la valeur de la fonction en chaque point de Gauss, la loi
de comportement utilisée. '

Le chapitre IV décrit 'organisation du progra
par élément finis. EFIFIES

) Le’ chapitre V, donne quelques exemples des surfaces
représentées dans la premilre partie traitées par éléments finis.
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CHAPITRE I

FORME DISCRETISEE DES EQUATIONS ET
PRINCIPE DU CALCUL DE LA MATRICE
DE RAIDEUR ELEMENTAIRE

I-1 RAPPEL SUR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS [9]

FORMULATION ENERGETIQUE DES EQUATIONS GENERALES DE
LA STATIQUE DES SOLIDES DEFORMABLES ELASTIQUE.

Soit un corps solide déformable schématisé (fig. 1I-4) de domaine

e S N 2N o
V limité par la surface S (normale extérieure unitaire nj).

FIGUREII - 4

Les notations utilisées sont les suivantes :

u; représente les composantes des déplacements d'un
point u; [x,y,z].
Gj; sont les composantes du tenseur des contraintes.

€;; sont les composantes du tenseur des déformations.

f; sont les composantes des forces de volume.
®; sont les composantes des forces de surfaces imposées
(conditions aux limites).
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On appellera wg I'énergie de déformation ou Uy
U t
2 d=2wd=fv o ¢,dV =fv {o} {e}dV I1-1

On appellera w¢ le travail des forces extérieures
conservatives de surface et de volume :

2w,=jv foudv + L 0,u,ds
= [ i wrav « [ {6} {urds -2

Le principe d'Hamilton donne alors :
5] {o} (e}dV=8[ {1} {uyav+s[ (o' (uras 11-a
v v 8

Parmi tous les déplacements cinématiquement admissibles
du systtme déformable, la solution réelle résulte de I'équation
ci-dessus.

On n'a pas toujours des forces de surface ou volumiques qui
dérivent d'une fonction de force. Dans ce cas, le principe résultant
est celui du travail virtuel.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un corps
déformable soit en équilibre est que le travail des forces
extérieures soit égal au travail de déformation pour tout champ
de déplacements virtuels cinématiquement admissible {du}.

J {c}‘{ae}dV=_fv {t}' {su} dv +f (01 {au} ds

ou

8Ud = 6Wf

I, o 8, dV=[ pf au dv +] o duds -4
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Si l'on prend des sous-domaines ou Elémcnls' fir?i.s, ces
grandeufs vont se calculer sur chaque élément et s'additionner.
Si, on a k éléments, :

) g, (K)
K5 0qy - W 5uWgy (05,Wgs
Zk Ivko(l])&l]dvk—g .[vkpfl 8u, k+§r J’k¢' 17k

La recherche d'une fonction de déplacement u conun;’e eds;
remplacée par la recherche d'un vecteur up, valeur approchée
u aux noeuds du maillage.

Sur chaque élément vy, la fonction continue u; est {empla?ee
par son interpolée uj¥; la valeur interpolée & lfntérleur d'un
élément ne dépend que de uj : aux noeuds de cet élément.

On peut écrire :

{uk } [Nl {ax}

et {dulk}=[N1{dqx}

H]

1
La définition des déformations €y = 2 (uj, j + uj, i)

donne { €(k)} [Bg 1{qgx}

doi {8€MW} = [Bx1{daqx)
la loi de comportement élastique s'écrit :

(0} =[D]{E€E®W} =[DI[B ] {aqx}
En reportant ces diverses relations dans (II -4} :

HEL (81" [](8] kdvk}{qk}]{&lk} =[§jvk{f}‘ [N]dek]{ﬁqk}

K &

34,0085 m
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Posons :
t
(K] = %Ljah[m{mkavk
t
lf] = %Lk{ﬂ [N] dV,

t
(o = %L, {o} [N]_ds,

Cette définition nous donne simultanément 1'assemblage.

Le principe d'Hamilton est équivalent 2 :

{ K {a,3-(It1-(o) } {3q,} = 0

« g
(Fl

et I'équilibre du corps déformable est donnée par I'équation
classique :

[Kl{q} = [F] I1-5

La résolution consiste % déterminer le vecteur {q]) des
déplacements inconnus d'un point quelconque d'une structure
sollicité de fagon statique.

I-2 PRINCIPE DE CALCUL DE LA MATRICE DE RAIDEUR
ELEMENTAIRE

Les équations discrétisées régissant le comportement
statique élastique de toute structure  discrétisée également,
peuvent s'écrire sous la forme suivante :

{F} =[K]{q} : -6

Ou {F) est le vecteur des forces ponctuelles extérieures
appliquées ou la discrétisation des forces réparties de volume ou
de surface.

{q} représente les composantes w, o et B de déplacements
de tous les noeuds de l'ensemble de la structure.

et (K] est la matrice de raideur globale de la structure
élastique.
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La matrice de raideur globale résulte donc de l'assemblage
des matrices de raideur élémentaires évaluées par :

t
(K = [, (8] [cliB] dv, -7

13
[C] est la matrice de comportement élastique du matériau

La loi de comportement relie contraintes et déformations de
la maniére suivante :

Gy €y
Oy Ey
G,y = [C] ny -8
e Ll
Oz x Tzx
avec
= 0 ]
CH C12 0 g
C21 c22 g g 0
[c]=| 0 0 Cys 0 0 11-9
0 0 0 c44 ¢
| 0 0 0 0 Css |

[B] est représentatif du taux de déformations compte tenu
d'une hypothése de pondération liant le déplacement d'un point
quelconque de I'élément aux déplacement de ses noeuds

({€%) = (Bi] (qk})-
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Dans notre travail, nous montrerons au chapitre II qu' en un
point M de 1'€lément, de coordonnées x, y, z, et de composantes de
déplacement w, B, et a, le vecteur de déplacement {u} peut
s'exprimer relativement aux déplacements des noeuds u; de
I'élément, par lintermédiaire de fonctions d'interpolation N; de
degrés plus ou moins élevés selon la "richesse” des éléments finis

utilisés.

Nous montrerons au chapitre II que pour le type d'élément

choisi, et en utilisant des fonctions d'interpolation N;j Le

déplacement d'un point quelconque de ['élément s'écrit de Ia
fagon suivante :

II-10

Ces fonctions Nj seront explicitées pour des éléments de
coque a surface moyenne & quatre, neuf et seize noeuds.

[Blk sera alors directement déduit du déplacement et des
rotations grice aux lois dc la mécanique des milieux continus.
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T
1 € ox
v
LM
{Mxyp= —%+%— =[D][N] § o
Ty 2 N, oW lﬁl ]
oz = ody
T2 x o | oW
&+ %]
avec
(0 zZ o]
9
0} —ZW
J d
[D]= O ZW "‘ZF
&)
0] -1
oy
d
x ! P
et
0, 0, 0, N, N, ... N, 0, 0,..... , 0
[NI=] 0, 0, 0, 0, O,.... 0, N, N,,. . Np
...... , 0
N,N, .N, 0 0 ... ,0, 0, 0O
n ©st e nombre de mnceuds par &ldment et de ce fait la

:
matrice d'interpolation des déformations est la suivante :

[B(x,y,z)]x = [D] [N(x,y,2)] Im-11

Cette matrice sera explicitée au chapitre IIL
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CHAPITRE II

PREPARATION DES ELEMENTS FINIS UTILISES.
Trois types d'éléments isoparamétriques ont été introduits
dans ce travail:
1. Elément linéaire (quatre noeuds).
2. Elément quadratique complet (neuf noeuds).

3. Elément cubique complet (seize noeuds)

I1I-1. EXPRESSION DE LA GEOMETRIE DE L'ELEMENT

5

La coque est discrétisée a l'aide d'éléments de volume tels
que E',

FIGURE II - 5.

Pour systématiser I'évaluation des intégrales donnant la
raideur élémentaire, nous allons faire appel a4 un élément de
référence sur lequel les calculs seront facilités.

On approxime la géométrie de I'élément réel E' de coque en
considérant un élément E dit de référence défini A partir des
coordonnées cartésiennes d'un certain nombre de points i de E'
et de fonctions d'interpolation Nj permettant de déterminer tout

autre point de 1'élément A partir de celles-ci.
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Elément considéré E.

yPaints de E' permettant

de définir E,

Interpolation entre ces points.,

FIGURE 1I - 6.

Grice a une transformation géométrique, nous rcmplaggqs_la
dééfinition analytique de chaque élément réel par la définition
analytique plus simple de son élément de référence.

La ‘géométrie de l'élément de référence E est défini alors de
la maniére suivante :

NPE

X = E Nl(i.’fl.C)xl
1=1

NPE

y = % N(&nt)y, H-12
I=1

NPE

z = 3 N (&nl)z,

1=1
ou

E metl{ sont les de coordonnées curvilignes variant
entre -1 et +1 sur les faces respectives de I'élément. ) ]
X;, yj et z; sont les coordonnées cartésiennes des points 1.
NPE est le nombre de noeud de I'élément.
Ni(&,n,L) représentent les fonctions d'interpolation, fonction
des coordonnées &, 1 et { d'un point de I'élément de référence E.
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Ces fonctions prennent la valeur 1 au noeud i, la valeur @
pour tous les autres noeuds. Elles sont telles qu'elles assurent la
compatibilité avec les éléments voisins. Elles permettent de
passer des coordonnées intrinséques € m, { aux coordonnées
X, y, Z.

Les’ équations (II-12) peuvent s'écrire sous la forme
condensée suivante:

X x|

NPE
o= ZNEnO Y, 1 -13
z {zl

Les relations (II-13) définissent, pour I'élément E de
référence, la transformation correspondante entre les
coordonnées cartésiennes x, Y, z et les coordonnées curviglines

L.

R P
" o
S

Sodoon, ..
Sy

(A)
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-1,+1,-1

1,41, 41

“1,-1,41

Domaine de définition des
coordonnées curvilignes

(B)
FIGURE 1II - 7.

Nous utiliserons des éléments finis isoparamétriques. Ce sont
des éléments tels que les fonctions d'interpolation servent 2 la
fois a définir les déplacements d'un point quelconque en fonction
des déplacement des noeuds, et a écrire la transformation qui
permet de passer d'un élément de référence A I'élément réel. Tout
est alors ramené sur l'élément de référence.

Pour mnotre application, nous pouvons considérer que la
structure est discrétisée de maniére satisfaisante avec des
éléments dont les sections dans I'épaisseur sont générées par une
droite.

FIGURE 1I- 8
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L'approximation géométrique de I'élément de référence E
peut alors étre définie 2 l'aide des coordonnées cartésiennes de
points isup etijnr, appartenant respectivement aux faces
supérieures et inférieures de 1'élément, de la manidre suivante :

& | [

NPE 1+ NPE 1-¢ }

+|ZN,(§.n) 7Y 11-14
1

: : g

1 I

sup inf

ol les points igyp, linf et i ont respectivement les
coordonnées curvilignes suivantes :

isup(gl’nl’+ 1);
D Gpmp=1):

{(E,m,0).

Compte tenu de la formule précédente, nous pouvons écrire
les fonctions d'interpolation Nj (&,m,{) sous la forme suivante :

NoEnD =N G

N (@Y = NG

ol Nj(§,m) représente ies fonctions d'interpolation des

coordonnées &, 1 d'un point i appartenant a la surface moyenne de
I'élément de référence.

Ces fonctions d'interpolation seront données au chapitre III.

g o .mamnj
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La relation (II-14) peut alors s'écrire :

, g N

NPE ¢ NPE
r’ = 2N (&)Y, +§-|§N,(§.n) Y, —{Y,} 11-15
: 2 S

I=1

La surface moyenne de I1'élément de référence peut étre
définie par I'équation (II-15) si { = O et elle s'écrit :

X X,
NPE

m = XN (&MY i-16
I=1

Z b4

oll xi, Yj et z; représentent les coordonnées cartésiennes du

point i appartenant a la surface moyenne de 1'élément réel.

II-2. EXPRESSION DU CHAMP DE DEPLACEMENT

Pour écrire le champ de déplacement, on utilise I'hypothése
suivante :

Toute normale & la surface moyenne reste droite aprés
déformation, mais n'est plus forcément normale a la surface
moyenne déformée (hypothéses cinématiques de Hencky-
Mindlin) [24].

Compte tenu de cette hypothése, le déplacement d'un point
quelconque M d'élément pout s'cxprimer & laide du déplacement
des points igyp etijyp, appartenant respectivement aux faces
supérieures et inférieures de l'élément par un procédé et des
relations analogues & ceux utilisés pour l'expression de la
géométrie de 1'élément. Nous aurons ainsi un élément
isoparamétique.
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ol uj, vj et wj représentent les composantes du déplacement
des noeuds i.

Ni(§,n) représentent les fonctions d'interpolation des

coordonnées &, m d'un point i appartenant 3 la surface moyenne
de I'élément. Avec le méme processus que celui utilisé pour la

définition de géométrique (II-15), on obtient pour le champ du
déplacement.:

oL b

cNPE
i =|§'1"l'(§'n){vl +2—l§1NI(§'ﬂ) JVl} )

oo w

I1-18

<

Considérons au niveau du noeud i, un repére local
orthonormé Vi, V3i et V3i; ol V3i est le vecteur unitaire normal
a la surface moyenne, Vjj et Vi représentent les deux vecteurs
tangents i cette surface moyenne.

zj est I'épaisseur de la coque au point i.

v oS

<

FIGURE 1I - 9.

-
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Soient o et Bj les valeurs algébriques des rotations de la
normale 2 la surface moyenne V3; autour des vecteurs Vij et V2;.

Nous supposons que les rotations ¢tj et B; sont suffisamment

petites pour que l'on puisse écrire dans le repére local, les
relations suivantes :

[
v, - iV, ={~z|a| -19
|

{ui, vi» willisup et (uj, Vi, Wi}ljjar représentent les
composantes du déplacement des points igy, et ijpr dans le repere
local V1i, V2i, V3i.

Dans le repere global, nous avons :

f
globat

< 1
on les v il

représentent la composante suvivant l'axe k du
repére global, du vecteur vlj (cosinus directeurs).
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D'aprés la relation (II-19), nous avons alors :

3 5 | 1
[ul ul v21 v11
B,
v _lv =z|-v! v
| { [l 22 12
w w | |
{ | i | Vos Vi,
L sup Infj
global

Les relations (II-18) peuvent alors s'écrire sous la forme
suivante:

u |
B
v —'EEN (& msv +£NiEN z [-v! v | I1-20
S e Witipt s ped ((&m) |[‘ 2¢ n} -
w [w %

Cette relation permet d'exprimer le déplacement d'un point
quelconque de 1'élément de référence E 2a Il'aide des trois
composantes du déplacement des noeuds i, et des deux rotations
de la normale a la surface moyenne en ces mémes noeuds i.

Dans ce travail, utilisant des éléments de plaque plane nous
considérons que le calcul du déplacement d'un point quelconque
de 1'élément peut s'exprimer i [I'aide d'une composante du
déplacement des noeuds i, et des deux rotations de la normale 2
la surface moyenne en ces mémes noeuds i.

Ce -type d'élément correspond au cas d'une plaque plane pour
laquelle les phénomeénes de membrane et de flexion sont
supposés découplés, ce qui nous permet de considérer
uniquement les phénoménes de flexion (uj = vi = 0). On aboutit
ainsi & un €lément isoparamétrique de plaque en flexion 3 NPE
noeuds avec trois DDL par noeud (wj, @, B;).
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Compte tenu de Il'expression (II-20), avec uj= vi= 0 nous
pouvons approximer le champ de déplacement au moyen de la
forme matricielle suivante:

" 0 z N, 0 [wq
NPE
{vi= 0 0 -z N | 1B, 1-21
[ i=1
w N, 0 0 |a|

Le déplacement d'un point quelconque de 1'élément
s'exprime donc 4 l'aide d'une composante du déplacement du
noeud i, et des deux rotations de la normale a la surface moyenne
en ce méme noeud i.

wj, 0j et B sont les trois déplacements généralisés (degrés de
liberté) du noeud i.
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CHAPITRE III

PREPARATION DU CALCUL AUTOMATIQUE DE
CHAQUE MATRICE DE RAIDEUR ELEMENTAIRE SUR

L'ELEMENT DE REFERENCE

La .matrice de rigidité élémentaire doit étre calculée en axes
globaux pour pouvoir effectuer I'assemblage ultérieurement.

Cette matrice est donnée par la relation (II-7) sur l'élément réel :

(K] =Jk (B, (% y,z):It (C] [By(x.¥.2)] dxdydz

et sur l'élément de référence par

+1 +1 +1

K= [ [[B,Ene)] [CI[B, (& QHet Jldednd 11-22

-1 -1 -

ol on aura tenu compte de la transformation de [B], dans le

passage sur l'élément de référence .

[Bevy.)] = 0] [N(xy.z)]

III-1. EXPRESSION DES DERIVEES SUR L'ELEMENT DE

REFERENCE

Pour intégrer le changement de variables, nous devons
calculer les dérivées nécessaires sur 1'élément de référence grice

au Jacobien J de la transformation donnée par

9 2
4 o
9 J
:}F) = [J] W >
d 2
3 x

I1-23
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ol
[ox Y 2z]
& o &k
- _ |ax Y
=1 o &
ax 9 9z
o 9 aT]
‘(NPEaNI
—~X
|:1aé I=

NPEIN,
[J = [Zzyﬁ-*i

(NPEaNI
iy 98
Finalement :
N,
ok’
oN
Jl=| 2L
4] 5
Ny
L o’

A vpartir des relations précédentes, on obtient les dérivées

des déplacements :

) PEON

| ) (5

|=1a_§

oN,, N, |
T R

oN, N,
R C
N, N,
R >

Yn

) (5

) (B (B

Zq

2

)




M oy ap

et

D'ou

-

("

X v

v

av

ov

M

a5

ow

%

ow

aw

9
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-’

=

W* {z,B}
o

% {-z,}

i i

111

QU QU
Zz Xz

[=5)
= §’|

Q|
oY

o

0
L
o5

aN'
o

aN'

a¢ |

11-24

ol [J]'1 est l'inverse de la matrice Jacobienne [J] et z; est

I'épaisseur de ['élément.
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III-2. EXPRESSION DE LA MATRICE DE RIGIDITE
ELEMENTAIRE SUR L'ELEMENT DE REFERENCE

) Sur l'élément réel I'expression By &, n, £) devient sur
I'élément de référence :

-

H(;‘—g 0 o
R
t
| "g‘—c 0 o
[B(&n O] =[t,] ; 0 %‘ 0| 1i-25
Lo % 0
J 0 0 %ﬁ;-
t
- o o %hrl‘_,
R 5

avec

Ly =10 0 0 0 1 0 -1 0 o0

01 0 0 0 0 0 0 -1

10 0 0 0 1 0 0o o

g [C] représente la matrice de comportement du matériau
¢lastique isotrope. Cette matrice sera donnée au

aragraph
(I11-5) hines

J représente la matrice du jacobien.
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I11-3. CALCUL DE LA MATRICE DE RAIDEUR
ELEMENTAIRE

Le calcul de lintégrale définissant la raideur est faite en
utilisant la méthode de Gauss. Dans cette méthode, l'intégrale
peut é&tre évaluée exactement en utilisant la formule de
discrétisation classique.

NPG NPG NPG

K=Y Y 3 ww,wisl'(cllBIlJ] 11-26
1=1 J=1 K=1

ot NPG représente le nombre des points Gauss dans les
directions &, m et { respectivement.

On donne ci-dessous, le schéma du nombre de points
d'intégration de Gauss utilisé dans chaque élément selon les

directions &, m et {, respectivement.

Nombre de points d'integration
Direction & | Direction 1| Direclion &

ELEMENT

1|5

Wi, Wjet WK représentent les coefficients de pondération
(ou poids) affectés a la valeur de la fonction en chaque point de
Gauss.
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On donne ci-dessous, la position des points d'intégration de
Gauss et les coefficients de pondération correspondants. ln
4
3 4
ol
TYPE NOMBRE DE PgOINTCS W.ow,.w
D'ELEMENT | POINTS DINTEGR. |
: [¢] & §
1L LINEAIRE 2°2 + 057735027 | 1.00000000
1 2
77459667 | 0.
2 AT 2e B + 07745966 55555555
FIGURE 1I - 10
0.00000000 | 0.88888888
Les fonctions d'interpolation correspondant a la
transformation élément réel - élément de référence sont les
+ 0.86113631 | 0.34785485 .
3.CUBIQUE 4 4 : suivantes :
+ 0.33998104 | 0.65214516 Np=14(1-&)(t1-7m)
Np=1/4(1+8)(1-1)

III-4. FONCTIONS D'INTERPOLATION N3=1/4(1-E)(1-1)

Les fonctions d'interpolation linéaire, quadratique et cubique Ng=14(1+E)(1+m)

de type lagrange sont utilisées pour définir Ia position
lg’é’(l)fnctn:;uc et le déplacement d'un point quelconque de Les Nj sont des fonctions d'interpolation de Serendip ou de
élémen : .
L'expression de ces fonctions peut s'écrire sous la forme Lagrange du noeud i.
suivante :

111-4-2. Elément quadratique complet de Lagrange

III-4-1. FElément linéaire (4 noeuds par élément) (@ nocuds par élément)

Dans cette étude, I'élément et la numérotation de ces noeuds

sont rappelés ci-dessous : On rappelle ci-dessous, 1'élément et la numérotation de ses

noeuds :

Le déplacement & chaque noeud a trois composantes (w, o, B).

Les douze composantes aux noeuds de 1'élément sont regroupées
pour former le vecteur {q} (voir équation II-1-6).

Les vingt sept composantes aux noeuds de 1'élément sont
regroupées pour former le vecteur {q} (voir équation II-6).

. L= { W], W2, coorrrnee 0 AT o5y TS g, B, B2, .Bo it
(@)t = (wy, w, w3, w4, &, a2, 03 a4, B1, B2, B3, Ba)t (QE= (W1, W2y w9, 1, 02 0 br.p
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111-4-3.  Elément cubique complet de Lagrange
n (16 noeuds par élément)
7 8 9
On rappelle ci-dessous, 1'élément et la numérotation de ses
noeuds :
4 6 n
g b
1 2 3

FIGURE II -11.

Les fonctions d'interpolation correspondant 3
transformation élément réel - élément
suivantes :

la
de référence sont les

Ni=14(1-8)(1-1)&7

FIGURE II - 12

Np=-12(1-§2)(1-1)1

Les quarante huit composantes aux noeuds de I'élément sont
regroupées pour former le vecteur {q} (voir équation 1I-6)

N3=-1/4(1+§)(1-n)&n
(@)t = { Wi, W2, W16, O], 02, wovvennn1 65 BLy B2seeB16 )
Ng=-12(1+8)(1-12)¢&

Les fonctions d'interpolation correspondant 2a la
Ns=(1-E2)(1- n2) transformation élément réel- élément de référence sont les
suivantes

Ne=12(1+8)(1-12)§

N7=-1/4(1-8)(1+7)En Ny =1/25(1-E)(1-9E2)(1-n)(1-9n2)
Ng=12(1-E2)(1+m)7 Np=-9256(1-£E2)(1-3&)(1-1)(1-9n2)
No=1/4(1+E)(1+n)En N3 =-9256 (1-82)(1+38)(1-1)(1-912)

Les Nj sont les fonctions d'interpolation quadratique de N4

1256 (1 +E)(1-9&2)(1-m)(1-9n2)
Lagrange du noeud i.

| Ns=-9256(1-§)(1-982)(1-n2)(1-37)
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Ng =81/256 (1-82)(1-3&)(1-12)(1-37)
N7 =81/256 (1-82)(1+3&)(1-12)(1-37)
Ng=-9/256(1+8)(1-982)(1-12)(1-37n)
Ng =-9/256 (1-&)(1-9&2)(1-m2)(1+3n)
Nio= 81256 (1-82)(1-3&)(1-12)(1+37)
Npp= 81256 (1-82)(1+3E)(1-12)(1+37)
Ni2=-9256(1+8)(1-982)(1-12)(1+37)
N13 =1256 (1-8)(1-982)(1+ n)(1-972)
Nig=-9256(1-82)(1-3E)(1+m)(1-9n2)
Nis=-9256(1-E2)(1+3&)(1+n)(1-972)
Nig=1256 (1 +&)(1-9E2)(1+ n)(1-97m2)

Les Njsont les fonctions d'interpolation cubique de Lagrange
du noeud i.

II-5. EXPRESSION DE LA LOI DE COMPORTE
UTILISEE MENT

Le tenseur des contraintes G ij en un point d'un solide

€lastique est représenté par la matrice des composantes du
tenseur des contraintes

Gy Gy 0y |
[ 0] = % O
. SYM 0,

-—-mw-m“‘
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Cette matrice est symétrique et comporte donc six
composantes indépendantes. Cet état de contrainte peut étre
représenté par un vecteur 2 six composantes,

[c]t=[ 611 On O3 Oz Op O3]

De la méme fagon, I'état de déformation en un point d'un
solide élastique est représenté par la matrice des composantes du
tenseur des déformations

& €, &y
[ Ei,] s € €y
y
L SYM €y ]

Cette matrice est également symétrique et comporte six
composantes indépendantes. Cet état de déformation peut
également étre représenté par un vecteur a six composantes

[e]t=[ &1 €n €3 €7 €3 &3 |

La loi de comportement relie contraintes et déformations de
la fagon suivante :

c=C ¢ 11-27
Pour un matériau isotrope élastique en contraintes planes, la

loi de Hooke donne une matrice C liant contraintes et
déformations sous la forme ci-aprés :
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r U U
Vo e 0 0 0
v )
T~ ' s 00 0
v v
=y =% 1 0 0 0
 E(1-v) 1-v 1-v 5
T = 0 0 0 s
_(+u)(1 2v) 20 v 0
0 0 0 0 —=2v
2(1-v)
0 0 0 0 0 J1-2v
L 2(1-v) |

Pour les éléments utilisés ici nous avons pris comme
hypoth&se que : Les contraintes normales G33 agissant sur des
surfaces paralleles 2 la surface moyenne sont petites et
négligeables devant toutes les autres contraintes (Deuxiéme

hypothése de Kirchoff-Love).

Cpmptc tenu de cette hypothdse, nous pouvons interpréter
trés simplement en écrivant

G33 =0

En un point quelconque M, la relation entre les composantes
du tenseur des contraintes et du tenseur des déformations peut
alors s'écrire sous la forme suivante :

{Oly= {Cl)(el)

soit :
[ E VE 7
1 gl = A €
o' E 1
22 0 0 0| |¢
1-v? 22
1
%12 (= G o0 ol 1, 11-28
1
O23 e
SYM G 0
‘13 L G 713
ol -
G=ER(1+u)
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CHAPITRE 1V

ORGANISATION DU PROGRAMME

Le but de ce chapitre est de présenter le programme de
calcul par élément finis pour déterminer les déplacements d'un
point quelconque de la surface réelle. La construction de ce
programme nous permet de metire en oeuvre la méthode des
éléments finis sur micro-ordinateur. Ce programme est écrit en
FORTRAN 77. On trouvera le listing en ANNEXE B-2. Pour la
compréhension, on trouvera un organigramme simplifié a la page
suivante.

Les données du probleéme sont les suivantes :

* Module d'élasticité E
* Coefficient de poisson U
* Epaisseur de I'élément T
* Les composantes des forces extéricures appliquées F

Les inconnues i déterminer sont le déplacement w et les
rotations « et B en chaque noecud.

IV-1. VARIABLES UTILISEES

On peut utiliser trois types d'éléments dans ce code : des
quadrilatéres 2 quatre, neuf et seize noeuds. Le type d'élément est
spécifié par la variable NPE (nombre de noeuds par élément).

* Le nombre total d'éléments du maillage est indiqué par
la variable NEL (nombre d'éléments).

© * Le nombre total de noeuds du maillage est précisé par
la variable NPT (nombre de points).

* La matrice de connectivité de chaque élément est
indiquée par la variable NOD(L,J) (tous les noeuds J de I'élément I).

* Les coordonnées globales de chaque direction sont
indiquées par les variables X(I),Y(I) et Z(I), respectivement.
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ORGANIGRAMME SIMPLIFIE

DU PROGRAMME DE CALCUL PAR ELEMENTS FINIS

DEBUT

—

ENTREE DUNOMBRE DELEMENTS
SELONUETV (NEUETNEV)

v

ENTREE DU NOMBRE DENOEUDS

NON

<

PAR ELEMENT ( NPE )

4
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7

CALCUL DE LA MATRICE DE RAIDEUR ELEMENTAIRE
POIDS DES POINTS GAUSS, DES FONCTIONS SF (1)
COMPRENANT LE CALCUL DES COORDONNEES ET

ET LEUR DERIVEES DSF(l)

+—>| NPE<— (4,

gou16)?

ENTREE DES CARACTERISTIQUES

DU MATERIAU (E ET v)

L]

CALCUL DU MODULE
DE GISAILLEMENT (G)

¥
CALCUL LES COORDONNEES
X, YETZ

v

Qul

CALCUL DE LA MATRICE DE CONNECTIVITE

DU MAILLAGE

NOD (1,J) ET DUNOMBRE TOTAL D'ELEMENTS ( NEL)

¥

VISUALISATION
DU MAILLAGE V.A.ON

!

ENTREE DES CONDITIONS AUX LIMITES
CORRESPONDANT AUX DDL IMPOSES

{NDC ,IBF (1) ET VBF (1)}

+

¥

ENTREE DES CHARGES EXTERIEURES

{ NSF, ISF (1) ETVSF (1)}

2

CALCUL DE LA DEMI
LARGEUR DE BANDE

®

y

IASSEMBLAGE DES MATRICES ELEMENTAIRES
POUR OBTENIR LA MATRICE EN AXES

GLOBAUX GR (1, J)

b

INTRODUCTION DES CONDITIONS AUX LIMITES
SUR LES VARIABLES DES PREMIER ET
SECOND MEMBRES

;

TRIANGULARISATION ET
RESOLUTION DU PROBLEME

¥

CALCUL
DES CONTRAINTES

i

RESULTATS

FIN
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La matrice de connectivité {NOD(I,])} et le nombre total
de noeuds du maillage ( NPT ) sont générés automanquement par
le sous programme AUTO, qui demande d'entrer :

* Le nombre d'éléments selon les directions u (variable
NEU) et v (variable NEV), respectivement.

Ce sous programme AUTO peut étre utilisé pour discrétiser le
domaine rectangulaire par éléments rectangulaires linéaires
(quatre noeuds), quadratiques (neuf noeuds) et cubiques (seize
noeuds).

Les systtmes de numérotation globale et locale des noeuds
sont donnés dans la figure suivante :

N

1. Pour les éléments linéaires & quatre noeuds :

PV

(NEU + 1)(NEV + 1)

(NEV+1)

4

4 5
6

Numéro du noeud (NEU +1) R

o y Numéro de 1'élément

Figure IV - 1

‘wnj
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2. Pour les éléments quadratiques complets a neuf noeuds :

hY

.

EU +1)(NEV +1)

:
:
|

2

Z Numéro du nocud

Y y

Numéro de [l'élément

FIGURE 1V - 2.

3. Pour les éléments cubiques complets & seize noeuds

(NEV + 1)

FIGURE 1V - 3.
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IV-2. APPLICATION DES CONDITIONS AUX LIMITES

L'imposition de conditions aux limites entraine la

modification des termes de la matrice [K]
correspondant aux DDL bloqués ;.

I'équation sous la forme matricielle suivante

[-KH

K
21

n2

[q,

q

Qn

et du vecteur (F}
orre Ceci a pour conséquence de
réduire. le nombre des inconnues du systdme. On considére

I1-29

'S‘upposons que (2 = O soit imposé. La matrice est alors
modifiée de la fagon suivante :

Kap=1F=a etKoj=Kjp=0pouri=2(i=1,3,.....n)
(Kn g 12 "Km ] Fq1 F.1

0 1 .0 q, o

K31 0 Kaa "'Ksn q, = F':;’
.Kn1 0 KnS “'Knn.. q, F.n

oi Fi=F;- o Kjp avec i=1,3,4,5......... i=2
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Dans le cas général, si qy =0 est imposé, nous avons donc :
Kk =1; Fr=a
Fi=F - aKjx
ot i=12 ...,
L'introduction des conditions aux limites est effectuée dans le
sous programme COND. qui demande .:
1. Le ‘nombre de DDL connus ou imposés (variable NDC)
2. Les numéros de ces DDL connus {variable (IBF(I), I = 1,NDC)}

3. Le vecteur des valeurs correspondantes des DDL connus
{variable (VBF(I), I=1,NDC)}.
Les DDL connus correspondent aux composantes du
déplacement w et des rotations o et B connus.

1V-3. CHARGES EXTERIEURES

Le programme a besoin de connaftre les sollicitations
extérieures agissant sur le systeme. Il faut alors entrer ces
grandeurs connues différentes de zéro et donner :

1. Le nombre de variables du second membre non nulles
(forces appliquées) (Variable NSF)

2. Les numéros des variables du second membre non nulles
{variable (ISF (I), I =1, NSF)}.

3. Le vecteur des valeurs correspondant aux forces non
nulles {variable (VSF (I), I = 1, NSF)}.

Ces variables du second membre non nulles correspondent
aux forces ponctuelles extérieures appliquées ou la discrétisation
des forces réparties de volume ou de surface.
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IV-4. TRIANGULARISATION DE LA MATRICE [K] ET
RESOLUTION DU PROBLEME

La matrice élémentaire (K] 3 m lignes et n colonnes est reliée
au vecteur colonne des  charges extérieures (F)} par la relation
II- 6.

La résolution consiste 4 déterminer les inconnues {q} par
utilisation d¢ la méthode de GAUSS. Cette méthode s'effectue en
deux étapes :

IV-4-1. Triangularisation

La triangularisation consiste 2 transformer le systéme
d'équation (II-6) en un systtme traingulaire supériur :

[0\S1{aqn}={F} 1130

La triangularisation avec la méthode de GAUSS consiste i

éliminer successivement les inconnues {q;} ,i=1, 2 ... n-1 dans
les équations i+1 A n.

La description de cette méthode sera donnée en ANNEXE B-1.

Apres triangularisation, on obtient en effet une matrice
triangulaire supérieure :

’—K” K12 "'"'""'”"Kin ) q1 (F1

1 1 g
o K, Ky [82f | F
o 0o K. ... K2 % i g2

mm mn m
h ‘n_1 n-1
| 0 0 0 0 Ky G (Fy

ou’

[0\ k" T gq,y = {F"'}
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soit
[0\S 1 {an)}={(F) 11-31
I1V-4-2. Résolution du systéme triangulaire ou
substitution arriere
Le calcul des variables inconnues gn, Qn-1 ... .. q2 & partir de

la derniére ligne s'appelle substitution arriére. La résolution de
I'équation II-31 sera explicitée en ANNEXE B-1.
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CHAPITRE V

QUELQUES EXEMPLES TRAITES

131

CHAPITRE V

EXEMPLES TRAITES

Dans les exemples illustrant la premiére partie, nous nous
sommes attachés A visualiser des surfaces tridimensionnelles
absolument quelconques en utilisant les deux méthodes
présentées.

On peut maintenant étudier leur comportement mécanique
linéaire sous linfluence de charges statiques ou a variation lente
avec utilisation de la méthode des éléments finis.

Nous traitons ci-aprés des exemples en utilisant des
éléments linéaires 4 quatre noeuds, quadratiques complets & neuf

noeuds et cubiques complets & seize noeuds.

1). On valide d'abord le programme d'éléments finis par
comparaison avec des résultats de la littérature :

1-1. plaque plane.
1-2. quart de cylindre.

2). On donce ensuite quelques exemples de déformées d'une
coque de forme quelconque.
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V-1 VALIDATION DU PROGRAMME

Pour valider le programme de calcul par éléments finis, nous

tfaitons ci-aprés la représentation obtenue dans \a’
littérature.[26].

» Dans cette représentation, nous allons faire appel aux deux
€léments ci-dessous sur lesquels les calculs seront facilités.

- Plaque plane
- quart de cylindre.

V-1.1. Elément plaque plane.

A On considére une plaque carrée simplement appuyée
(Figure V1) a un chargement uniforme avec les caractéristiques
des matériaux suivantes :

J

z

= = 75
aﬂam L4

w =0
AR -—-__A_ _

g P
* / =
FIGURE V1
- longueur de la plaque ([ ) = 10in

épaisseur de la plaque (t) = 0.1 in

Module d'Young du matériau considéré ( E ) =106 1b/in2

le coefficient de Poisson v =0.3

Compte tenu des symétries géométriques et du chargement,
nous pouvons traiter un quart de plaque pour résoudre le
probléme.
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Pour I'élément linéaire & quatre noeuds, on représente les
quatre éléments du maillage (figure V2).

Wi=a;=0
8 9c

R 7595/@64)
QB

i =0 2

FIGURE V2

Le nombre de noeud par élément (NPE)

=4
Le nombre total des éléments (NEL) =4

L'introduction des conditions aux limites correspondant aux DDL
(trois degrés de liberté par noeud) peut s'écrire:

- Le nombre de DDL connus ou imposés ( NDC ) = 15

- Les numéros de ces DDL connus :
(IBF) = (2,3,6,7,9,11,16,18,19,20,22,23,25,26,27)

- Le vecteur des valeurs corre'pondantcs des DDL connus gst
zéro.

Les charges extérieures peuvent s'écrire de la manidre

suivante :
- Le nombre de variables du second membre non nulles

(forces appliquées) (NSF) = 4

- Les numéros des variables du second membre non nulles
sont :

{ISF } = { 1,4,10,13 }
- Le vecteur de valeurs correspondant aux torces non nuliies

est @

{ VSE } = { 156.25,312.50,312.50,625).
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La représentation des résultats obtenus lalittérature est
donnée dans le tableau V-1 et la représentation des résultats que
nous avons obtenus est rappelée avec la figure V3 ensuite par le
tableau V-2.

Pour I'élément quadratique complet 2 neuf noeuds, on
représente quatre éléments.

Le calcul de ce type d'élément est similaire au calcul
d'éléments linéaires a quatre noeuds et la ‘représentation des
résultats obtenus par littérature est donnée dans le tableau V-3
et la représentation des résultats que nous avons obtenus est
rappelée- avec la figure V4 ensuite par le tableau V-4.

9
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LARAMAD

de & elements, 9 points, 16 ssoments

—
.,a-"'f d‘*—.\._‘___‘_\_‘_‘x
Pr -,
— o
= —~c
= PR o SR
fd__f/Eiu.h_»_\__ -
- . e
e --._\__\ e

QOMUE TRIDIM.

5.08 Y 5.0 Z= .29

Dimensions X=

LABAMAD
coef= 11.3%

W1o- 0. 043897

COOQUE TRIDINM. de 4 elerents, 8 points, 16 segnents
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LOQUE TRIDINW. de 4 elenents, 25 poinis, 36 segnents
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[LARANAD
Pour NPE=4 les valeurs obtenues par :
1- LITTERATURE (Reddy)
N° du noeud Déplacement Rotation Rotation ]
wi (¥ 10'3) o (* 103) Pi (*103) ! 25
| T
1 43.368 0 0 ; T R
i el 19 e
2 30.838 10.019 0 ; e "‘“‘\\1 " 0
! i 8>~..\___ e e -
3 0 14.636 0 i el 17 s 3 ks
: v, 16 4= Sa T
4 30.838 0 10.019 , - — , S
i el =
5 20.963 7.0974 7.0974 iz e, If,z-'”f
6 0 10.460 0 ‘~ -
.7 0 0 14.636 '2
8 0 0 10.460
9 0 0 0
COQUE TRIDIM. de 4 elements, 25 points, 36 segrments
Tableau V-1 Dimensionsg X= 5.00 Y= S.00 = @.0a
2- ABBAS
EREREY }.—w---—— ¢ O
N° du noeud Déplacement Rotation Rotation” .7 { tﬁ’;‘?ﬁ"‘ 14,5
wi (* 10-3) aj (* 10-3) Bi (* 10-3) ;
T,
1 44.83 0 0 ! }
2 31.61 10.69 0 ! I
3 0 14.84 0 7 |
4 32.64 0 10.62 '
35 21.51 8.22 8.24
6 0 10.53 0
7 0 0 13.84
8 0 0 11.42
9 0 0 0
Tablean V-2 Wy = 0.043441 ’
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LARANMAD

. ,~H»Hh“_
"__.,F'H.l 42~
- 4l K
AT 49 7! o
AR 7 Wecasl W
e ¢ 38 e o o 20 . e,
g o B ol 3 ey
h\"”"i.\J . 3l 2‘;"-- T - 13 = lu//,,.;r" 77N
2 5 2y Hom 3 i
i 73 o 17 i~ 5
K\w,.,,.»'“ 3 A — ‘/”'
“‘-\1\15 1& ; 10 . =
: e
i N

COOUE TRIDIM., de 4 clenents, 49 points, 64 sequents

Dimensions X= 9.00 Y 5.08 i= 2.06

LARAMAD
coefz 14.14

Wi = 0.035351

COQUE YRIDIW. de 4 elenants, 4% points, 64 seauents

o

n° noeud

a7
Nl lnlalobaulala b inla)eRguln)
LEDRR44280646T4470D-BE
L BRBYYOGERERRYEADED+OR .
By nlalelallrtainladn el vEgtil|
LH1BEIZBBINEAF464D-0F
- BDOOVBLRBERLBYRAD AR
[arduldvlntaguleubdnidrin el S
W EFAPALLE7EE2LT78E4D-03
LIAR0ARNROBEARNDERD+ED .

75
.DGB@@@HI@@D@@@@@D+@@

"194j77487L24321D -Q4
L DDBARERRAALRBIBCN+OR
mmm@mmmmmmmmwmwmo4w® =

—.177D77
LE2BR794768 783003
«BRERRLLERGYOIBARD+R0
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RESULTATS

Plaques 4 noeuds
4 points de GAUSS

LBDDBLDRREDBEBYLBHD-+2O

alalulspaililraidultttar )R nl]
[rleinlalslnlulululalelalnl ey RR]
LBOQRPTLTLIEEEQP4D-02
L2HALLHBRDR7EDS14D-02

alalnluplatalalpanbadnlalilagvie)

[slikaululnlaludalslofultlulala) sl

N slufslulludnlnloladulalulnleR i)

alatadalinlululalnlidalululrangnli)

Plagues 9 noeuds

. POVRRROLRBARBLABAED+RY
-QBEBRPOBVVEBLABYN+-EE
Rulinlnlululuutalalupatalnlnda)egle}
. ODROVERBLLBEYBBAL+2O
dalatalurnlalakaduinlulsPa)eRvdn}
CATPEZ29BOET7OSREID~B8
LADT18E5883325158D-03
LATARB994
CEAE7214BTIBOZ6
- S244685357475771D-88

7

D~&4
-4

JAZER7IE547509236D-01
L FL94IEELRABOPSIIN-21

DIVGT7 AT
EOY42 129984
L 1G4RBE4YLTEI0T LT
Nalululanlulalabbdabaulaluiagegnlal
. DERORORDREGREARAD+UD
. DDREREVDPVDABYBBD+HA

9 points de GAUSS

AZAAL4114F434488D-01
C23LBE6 17T RIAD-0U1
- LEBA7LEDED1064TSD-01
LEFEIET7IR4E5ILLLTD 02
- BROGYHEARARBARLAGD+E?
28183606743 D4286D-0L
2244771 GL-01
SL7EDES14 AREAHD-0L
L1ZEB5PZI07R4394656D-01
Ralldnlalalaluluulngalulaialravedrlnl

Plaques 16 noeuds - 16 points de GAUSS
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. DHVUYEDDERTERRBYD+AE ¥ . OVECNRDDRNBRBYLODR0T 35T
Mabdultatulalubilebadulnlabnlalesg iy
Nulnlatalabdalulolanlalalaeggal
Melutulnlalalatubunlntallalulaeageln]
R ccanvinlalalulalbd ol vegrdt]

~ EALES7AS9PLILB29D-04 &

LET2AETH26ELY 420~B4 3

- BI7476@47BRELE5DD-04 ¢
PEOZ24FE4LBFEI0D-04 |

£ él@b&lD*@Ql}n

FAGQBETOLBLEILOD-A4 B

.@mmmwmmmmmmmmmmmu+lm‘y

-~

lalalalrantrlululdn il pagtid]
HRRRRLRBLEEBERBAL+DD
FH6BISTYBARINLIZ7D-BE

7996211D-01

-G 171 1721975@0-02
L 7B4LRE7044LE4477D-02
47 EF3190857D-D2
Wvilultutatalrlnlulalalalalalavgriln}
138169285B803696D-01

Validation
REDDY
Déflexion ABBAS 4 noeuds
Analytique 4 pts de
maximum : Gauss
4 noeuds 9 noecuds 16 noeuds
Noeud n° 1 0.04434 0.0438973 | 0.043441 0.035351 0.043368
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V-1-2. Elément quart de cylindre

Pour réaliser cet exemple, on considére un cylindre soumis 2
une charge concentrée en son centre.avec les caractéristiques des
matériaux suivantes

@n appui
wn =0
of =0
FIGURE V5
Rayon R=75cm
1/2'largeur L=75cm
Epaisseur t=0.75cm
Module d'Young E = 2.1*107 N/cm?2
Coefficient de Poisson v =03

Charge concentrée en A F = (0, 0, - 250)

Compte tenu des symétries géométriques et du chargement,
seul un quart de coque est pris en compte dans les calculs.

Le calcul d'élémentsde quart de cylindre est similaire au
calcul d'éléments plaque plane ci-dessus.

Les résultats obtenus sur chaque type d'élément par ailleurs
[ 36 ] sont donnés respectivement dans les tableaux V-5, V-6, et
les résultats que nous avons obtenus sont rappelés avec les
tableaux V-8,V-9
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TARAMAD
7
g ah \\'x
s 'J‘-’.‘ S
COGUE TRIDIM. de 4 elenents, 9 points, 16 scagnenis
T = b = 2.0
Dimensions X= 5.3 Y= 7.50 z 2,20
LAFRMA0
ci,afs 3.33
Wy = - 0.0225 .

COQUE TRIDIH. de 4 elenents, 9 poinis, i6 segnents




-
=
B

LARAMAD
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VALIDATION DU PROGRAMME
DOR ABBAS
4 Eléments
4 noeuds
4 points GAUSS - 0.022502
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9 points de GAUSS 836 - 0.024505
4 6élémems
16 noeuds - 0.09
16 points de GAUSS Wig5 - 0.090341
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V-2. EXEMPLES DIVERS D'UNE COQUES DE FORME
QUELCONQUE

Nous traitons ici deux exemples du calcul par éléments
finis d'une forme quelconque en utilisant les trois types

déléments :

- éléments linéaires a quatre noeuds,
- éléments quadratiques complets 2 neuf noeuds
- éléments cubiques complets A seize noeuds.

Pour le premier exemple, nous choisissons de rappeler un
exemple de la représentation de surface quelconque dans 1la
premidre partie (figures: VAIl). Une charge conwntree est
appliqoec av certre de \a surfoce .

A vpartir de cet exemple de la surface, nous faisons une
simplification souhaitable pour permettre d'utiliser des éléments
finis relativement simples, mais suffisamment représentatifs du
phénoméne physique. Les résultats des simplifications peuvent se
visualiser avec la V.A.O.N. pour chacun cas de type d'éléments.
qui sont respectivement donnés par les figures V-2-1, V-2-2 et
V-2-3.

Pour le deuxieéme exemple, nous allons traiter une autre type
de la coque mais absolument quelconque. Pour représenter cette
coque, nous choisissons d'utiliser la méthode de BEZIER de
degré 2.

Les coordonnées des points mesurés sont :

0,00 1,0,1 2,0,0
0,1,1 11,2 2,0,1
0,2,0 1,2,1 2,2,0

La visualisation de chaque type d'éléments est
respectivement donnée dans les figures V-2-4A, V-2-5A, et
V-2-6.A
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Les caractéristiques mécaniques des matériaux sont :
Module d'Young E = 2.1*¥107 N/cm2
Coefficient de Poisson v=03
/’A %E‘:B"’—t = o
Epaisseur de I'élément t=03cm / S —‘7""“:—:2 ,,Zg:\ __—23
45——33—791 A-——ﬂ_l?‘-fs’&"l"mﬁ \

Les résultats obtenus avec ces trois types d'éléments sont . : A A A f-'l*-‘- S
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respectivement donnés dans les figures V-2-4B, V-2-5B, V-2-6B.
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CONCLUSION GENERALE

Nous avons dans ce travail “teadvit” une surface en
utilisant deux méthodes différentes et complémentaires
pour l'analyse linéaire des structures coques de forme
absolument quelconque . t a ™ d

La premitre partie de ce travail nous a permis de
confirmer le fait que:

- D'une part, la construction de surfaces complexes par la
méthode de BEZIER dans la base des polynémes de BERNSTEIN
entraine  une intéraction globale sur l'ensemble du carreau
dés qu'un pble est modifié, et par la méthode des B-SPLINES,
définies i partir d'un ensemble de données échantillonnées,
entraine  une modification locale pour la méme variation d'un
pole.

- D'autre part, l'observation montre que les surfaces
obtenues par les deux méthodes avec l'utilisation des fonctions
pondérantes de degré croissant apporte une bonne
approximation.

- Et que la validation relative @ des résultats obtenus par
ailleurs sur un ordinateur de grande capacité montre qu'un
simple micro-ordinateur de type AT a des possibilités trés
performantes.

Pour la deuxieéme partie de ce travail, basée sur les
concepts d'éléments isoparamétriques de volume, nous avons
constitué les éléments de coque tridimensionnelle a trois
degrés de liberté par noeud, qui rendent compte du
cisaillement transverse, tout en conservant des
encombrements mémoires raisonnables, ce qui est nécessaire
étant donné les limitations d'ordre matériel. Ceci permet
d' effectuer un programme de caicul par €élémenis finis sur un
micro-ordinateur pour calculer leur comportement mécanique
linéaire de structures de forme absolument quelconque.




ANNEXE A

A-1.LES COURBES DE BEZIER
A-2. TRIANGULARISATION AVEC PIVOT PARTIEL

A-3. LE LISTING DES PROGRAMMES
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A - I. LES COURBES DE BEZIER

BEZIER et son équipe ont repris I'idée de FERGUSON avec

ses coefficients vectoriels aj ayant une signification géométrique.
Mais au lieu d'associer & ces vecteurs de simples puissances de u,
ils eurent l'idée d'utiliser des fonctions de ce méme paramétre.

Une courbe C de l'espace affine euclidien E & trois
dimensions est défini dans le systtme UNISURF par une
représentation paramétrique vectorielle réguliere a un
paramétre u :

Pu = \2 g, f W avec ue[0,1]
i=0 !
M

ol les _()xi sont des vecteurs de R2 ol R3 repérés dans un
référentiel orthonormé d'ordre 2.0t 3. Leur extrémité est appelée
point de contrdle, m est le degré d'approximation et fi,m(u)
représentent les fonctions de BEZIER. .

Pour valider cette forme analytique, M. BEZIER impose un
certain nombre de conditions de telle sorte que le polygone

s z = .

caractéristique formé par les vecteurs oj placés bout & bout, dans
l'ordre des indices, donne immédiatement l'allure générale de la
courbe.

Ces conditions qui permettront de déduire les fonctions
appropriées fim proposées par BEZIER, sont les suivantes :

* A lorigine de la courbe qui correspond & u= 0, BEZIER
impose que :

- La position soit donnée par :

a0=>t|,m(0) =0 pour i % O0;
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- La direction de la tangente par :

@, = fl,m(O)EO sauf pour i=0;

- La dérivée seconde ne dépende que de (?1 et (?z, soit
= (0) = 0

I,m sauf pouri=1et i=2.

- Et d'une fagon générale, la dérivée kitme ne dépende que
des k wvecteurs significatifs (?1, (?z, N (?k, ce qui impose

® (0) = 0 pouri=k+l, k+2, ., m

f

* A l'extémité qui correspond 2 u = 1, BEZIER impose que :
- La position soit donnée par la somme des vecteurs :

i = f (1) =1, Vi

i m
- La direction de la tangente dépende :

d_ea"‘ =>1“I,m

(1) =0

sauf pour i=m

- La dérivée seconde ne dépende que de Om €t Olm.1,
soit f‘lm(1) =0 sauf pour i=meti=m-1

- Et d'une fagon générale la dérivée kitme en u =1 ne

X e .
dépende que des vecteurs Oms Om.1yee®m-k+1 , €& Qui impose :

K
@) =o pouri<m-k
Im
De fagon concréte, on peut résumer ainsi les principales

propri€iés des courbes de BEZIER :

Propriété 1 : un arc de courbe passe par le premief et le

q - T D7
dernier point Og et &yy. En général la courbe ne passe pas par les
autres points.
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Propriété 2 : la courbe est tangente aux cdtés du polygone
en ses points extrémes.

Propriété 3 : chaque point de contrble exerce une attraction
sur la portion de courbe qui se trouve prés de lui. Cette attraction
est proportionnelle au coefficient fj m(u).

Propriété 4 : une courbe de BEZIER est toujours contenue a
'intérieur du contour polygonal convexe extréme déterminé par
I'ensemble des points de mesure.

Propriété 5 : le contrdle de la courbe est global. Le moindre
changement dans la position de 1'un des points de mesure
provoque une altération compléte de la courbe.

Propriété 6 : une courbe de BEZIER est indépendante du
systéme d'axes auquel elle est rapportée.

Remarque : la définition (1) et les propriétés 1, 2, 3 et 5
découlent directement des propriétés d'un barycentre dont les
poids sont variables. Elles donnent une méthode d'obtention des
points de la courbe 2 partir de la connaissance des pdles. En effet,
chaque point de l'arc de paramétre u (O<u<l) est le barycentre du
systdme des points ai pondérés par les coefficients f;m(u).

Si m = 3, ces propriétés peuvent étre représentées
géométriquement de la fagon suivante :

FIGURE A -1

et

p(u) = ao + a‘f1'3(u) +a2f2,3(u) +&3t3’3(u)
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‘Ces conditions permettent d'obtenir les familles des
fonctions f; y,(u).

' B‘EZIER propose de les déterminer directement par
I'expression :

m
_ k k=1 k-1 .k
fn(W = g‘,xk" u avec x, ., = (-1) C . Cp,

@

qui respecte les conditions ci-dessus.
A titre d'exemple, les fonctions de BEZIER, pour m = S sont ;
fo. Su) =1
e Ww=u - 5u* + 10u® - 10u? + 5u

ssW=-4u® + 150" - 20u° + 1002

asW=-4uv® + 5uf

f
f
tys=6u" - 15u* + 100°
t
f 5

55U =uU

3

La figure A-2, représente les fonctions correspondant i cet
exemple

FIGURE A -2
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On peut aussi montrer que ces fonctions peuvent &tre
engendrées a partir de la fonction génératrice suivante :

i (1-u)" -4
() d | =) on |
(i-1)! dul'1 (4)

£ (u)

im

ou s'écrire :
m 1+} m! i

fm®@ = 2 0 G- (i

(3)

Parmi les propriétés des fonctions de BEZIER, on peut
retenir que :

f o - f (u) = c'm ' (1 - u)m_I = B, (u)

im I+1,m

(6)

Ces dernidres fonctions Bjm(u) introduites ci-dessus, sont
appelées fonctions de BERNSTEIN ou fonctions mélanges.

L'une des propriétés les plus importantes des fonctions de

m

BERNSTEIN (condition de CAUCHY) est 3 Bim(u) = 1. Elle
i=0

permet d'assurer la conservation de l'arc lors de translations et de

rotations.

A-I-1. Expression plus appropriée et plus utilisable
de la forme polynomiale (polynémes de BERNSTEIN)

Afin de montrer comment la modification d'un polygone
caractéristique entraine la déformation correspondante de la
courbe, BEZIER a donné une autre forme polynomiale utilisant les
polynémes de BERNSTEIN.

On peut introduire ces fonctions de BERNSTEIN en
1 - ~ L} - _)
reprenant l'expression (1) ou l'on exprime les vecteurs Oj en

fonction des composantes §i donnant les sommets du polygone
caractéristique.




Figure A - 3

Nous avons ( Fig. A-3) : 8, = §| -8

avec @ 1=6 (vecteur nul )

Les relations (1) deviennent :

Pw = Yt g
= )

=0 ' @®

et T'on voit apparaitre les polynomes de BERNSTEIN définis
en (6) ainsi, la construction d'un point courant P(u) est
représenté par l'expression :

Pw= %8B, w§
. =0~ ©)

] m-1|
Bl,m(u) = cmu'(1_u)
avece

CI m!

m T T (m=1)!
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La courbe réelle est obtenue par pondération du polygone
caractéristique.

A titre d'exemple, on donne ci-dessous les fonctions de
BERNSTEIN de degré m(S2mz2 2):

Pourm=2 Bgz =(1-u)?
Biz2 =2u(l-u)
Byz = u?

Pourm=3 Bg3 =1-3u+3u2-ul
Biz = 3u-6u2+3ul
B3 = 3u2-30u3
B3z = vl

Pourm=4 Bgg = 1-4u+6u2-4ud +u!
Big = 4du-12u + 12 v3 - 4 vt
Bag = 6u? - 12w + 6 ul
B3g = 4ud -3 ut
Bgs = ud

Pourm=5 Bps =1-5u+ 10 uz -10 u3 +5 v4- us
Bis =5 u-20 u? + 30 u3- 20 u+ 5 v’
Bas = 10u? - 30 ud + 30 uéd _ 10 v
B3s = 10ud - 20 u + 10 v

- =~ A
~

B4s = 22U

- 5 “us
Bss = uS
(10)

Leur représentation est donnée figure A - 4.




Fonctions de ¢ 2 2
Bernstein n=@_

P5

Fonctiona de
Bernstein n=3

} Fonctions de
|
Bernatein ned

Fonctfony de

Bernatein ned
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La formulation utilisant les fonctions de BERNSTEIN est
bien adaptée 2 la modification d'une courbe. En effet, si le sommet
Sx est déplacé de la quantité ASy la nouvelle courbe a pour
expression

B (u) =P + Bk,m(u)Agk (an

mod

La déformation est portée par le vecteur ASy d'amplitude
modulée par la fonction de BERNSTEIN associée By,m(u).

A-1-2.Détermination d'un polygone caractéristique

La forme des courbes de BEZIER de degré m est déterminée
par son polygone caractéristique. Lorsqu'un certain nombre de
points de la courbe est connu, on peut penser que l'expérience et
I'intuition doivent permettre de reconstituer directement le
polygone caratéristique, mais il est plus raisonnable de disposer
de méthodes algorithmiques pour établir une solution
approximative. Généralement, les contraintes imposées a un arc
de courbe sont de passer par un certain nombre de points ou du
moins au plus prés de ceux-ci ; il peut également y avoir des
conditions de tangence, etc.

Compte tenu de ces conditions, nous allons donner dans le
paragraphe suivant, un apercu des méthodes utilisées en C.A.O
pour construire le polygone caractéristique 2 partir de points
connus (éventuellement mesurés) d'une courbe.

A-1-2-1, Paramétrage

N 2

La premitre étape consiste a paramétrer la courbe dans le
domaine 0,1 et 2 attribuer 2 chaque point une valeur du

paramétre,
Le probleéme est de définir une courbe de degré m passant,

avec une tolérance imposée, par certains points donnés Py, ...
Pi. weeeseesPm.

1. Méthode simplifiée

Une méthode simple est de constituer avec les valeurs des
paramétres, une progression arithmétique de raison 1/m
comprise entre 0 et 1.

p0=0 Pi =1/m .......... Pn= 1.




FIGURE A -5.

Cette méthode ne peut s'appliquer raisonnablement que
dans le cas d'un arc & courbure réguliére variant relativement
peu et avec des points i peu prés également espacés.

2. Méthode de la ligne brisée

On commence par relier les points dans l'ordre indicé par
une ligne brisée formée de segments «.;.

FIGURE A - 6

La longueur totale de la ligne brisée est donnée par :

=1 (12)
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La valeur du paramdtre attribuée 2 un point Pj peut étre
calculée par :

-

#

| &
u(P) = J=t
I L (13)

Cette méthode peut donner de bons résultats si la courbure
ne varie pas beaucoup, mais elle ne permet pas par contre de
s'autoriser l'utilisation de points irrégulirement espacés.

3. Méthode des arcs de courbes

BEZIER a pensé remplacer les segments de la méthode de la
ligne brisée par des arcs de cercle ou de parabole. Mais de tels
choix ont un intérét limité et n'apportent pas une précision trés
supérieure 2 la méthode de la ligne brisce.

4. Méthode projective

La suite de points donnés constitue le polygone
caractéristique. On trace la courbe ayant pour polygone
caractéristique la ligne brisée, puis on attribue & chacun des
sommets la méme valeur du paramétre que celle de sa projection
sur la courbe.

FIGURE A -7

Cette méthode plus générale demande par contre un temps
de calcul plus élevé car elle n'est pas trés simple & programmer.
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A-1-2-2. Détermination des sommets du polygone
caractéristique

Une courbe C de l'espace est définie par son polygone
caractéristique qui peut s'écrire sous la forme :

13

Puy=a, + ot W

1=1 (14)

En ordonnant par rapport aux puissances croissantes du
paramétre u, cette expression peut aussi s'écrire sous la forme
suivante :

B)-= i B, u'
=0 15)

Pour déterminer les sommets du polygone caractéristique,
on affecte la valear du paramétre correspondant a chaque point
d'indice j, 0 < j <m. On dispose alors de (m+ 1 ) équations de la
forme suivante :

Buy = 3 B
() = 2By -

Ces équations constituent un systéme linéaire & m

. . =
inconnues vectorielles bj
Si n et m ont la méme valeur, la solution est immédiate.

Si n < m, on se raméne facilement au cas précédent en

; . = .
attribuant une valeur nulle aux coefficients bj de rang compris
entre ( n+l ) et m

Si n > m, il n'y a pas de solution exacte, et on peut employer
par exemple la méthode des moindres carrés. On attribue un

poids a chaque point pour déterminer sa distance par rapport a la
courbe proposée.

Ce dernier cas est celui qui est le plus rencontré en
pratique (dans l'industrie aéronautique par exemple). On définit
alors une tolérance de la courbe approchée, par rapport a la
solution exacte.

169

A-2 TRIANGULARISATION AVEC PIVOT
PARTIEL

La triangularisation par la méthode de GAUSS 2 pivot partiel
consiste 2 placer sur la diagonale les termes les plus importants,
en intervertissant éventuellement les lignes.

Cette- méthode applique les résultats suivants basés sur
l'utilisation des matrices orthogonales symétriques :

Soient U et V deux matrices colonnes et Q la matrice du
systéme linéaire qui les relie.

v=QU
Si Q est symétrique orthogonale Q = Qtf = Q-1 et de plus :
V=QU = |Vl <Ql Ul
U=QV = U< QI IVIE=10Ql IV
dob UL = VI
Appliquons ce rappel a notre probléme.

La matrice [A] A p lignes et q colonnes est reliée au vecteur
colonne de coordonnées (C} par la relation ci-dessous

[A] {b} = {C} A-2-1

~

La résolution consiste 2 déterminer les inconnues {b} avec
une précision plus ou moins grande A chaque étape de
résolution, I'équilibre Ab-C met en évidence un résidu R :

R=Ab-C A-2-2

Si on applique le résultat ci-dessus a I'équation A-2-2, on
obtient alors:

IRl=1lAb-Cll=llQ(Ab-C)| et toute matrice qui
minimise || Ab - C ||, minimise donc | Q (A b - C) ||
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La méthode consiste donc 2 multiplier R par des matrices
orthogonales Qip, Qz, .cccvvene Qm qui transforment la matrice A en
une matrice triangulaire supérieure, fournissant alors un systéme
dont la solution est immédiate par substitution arriére .

On cherche donc i construire des matrices orthogonales Q;
telles que I'on fasse apparaitre a chaque étape des zéros dans le
triangle inférieur correspondant a la ligne i.

Qi1 A =A;

ol
X X X X ... X
0 X X X P, B X
0 X X X ... b ¢
A=
1 : i
0 X X X s x],
X X X X ... X
0 X X X ... X
0 0 X X .
A= x
2 3 :
0 0 X 5 S X

et pour m itérations :

X X X X ... X
0 x x x ... X
Am=(~) Oxx ...... X
0o 0 0 0 0
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De plus, on normera

Jab - c||=‘/$

ot C; est le terme général de la matrice colonne :

¢y

qui elle aussi a été modifiée par les calculs.

Les matrices Q; peuvent s'obtenir par les itérations
successives suivantes

La. premitre itération consiste 2 trouver la matrice Q)
symétrique orthogonale telle que : Q1 A = At

On part d'une matrice de la forme Qi=I-0f W Wt o0 W est une
matrice colonne, [ un paramétre et I est la matrice identité.

On écrira que Q; doit satisfaire 2 deux conditions pour nous
permettre de déterminer les paramétres inconnus f et W.

Qest une matrice orthogonale.
Q:vV=(1-p WW )V

a) lére condition : Q; est une matrice orthogonale, donc

Q1 Q' =Q? =
Q2 =1 -2p W Wt+B2 W Wt WW

En ¢galisant les deux termes et en posant le scalaire Wt w
égal a d :

QIZ:I-Zﬁ VVVV"‘"(!BZ‘V‘Vt

La condition d'orthogonalité normée donne : Q2 =




S ——

172
soit
W Wt(-2p +df2) =0
d'ou
d.p =2
soit
B wWtw =2

b) 2&me condition : Q; V.=(1 - W Wt) V
Imposons que 3 WtV =1. On obtient alors Q({V = V-W, ce
qui permet de déterminer les éléments W;en fonction des Vi,
éléments de V :
Wi=YV; ¥i=1
Il ne reste plus maintenant qu‘a déterminer et Wy,

On écrit donc que :

WEW = Wy2 +Wp? = Vi2 4 Va2 gt V2
soit :
w'w =iv2I Wi V2 Q
I=1
WtV = WVi 40WVi = WiV, 4 V)2 4ot V2
soit :

t LU 2
wWyv =§41V| +W1V1 - V1

Les deux égalités B Wt W =2 et B Wt V = 1. entrainent
donc l'écriture d'un systtme de deux équations a2 deux inconnues
B et Wy qui se résolvent trés simplement :

BWW =2.

BWV =1

& 2 2
B[E Vi o+ WV, - v1]=1
=1

En -éliminant §, on obtient une équation du second degré en
Wi

w2

2 L
. - 2W,\V .+ Vi - I}__j‘vl =0

Le discriminant A'= X V2 est toujours positif.On peut donc
expliciter les solutions Wy et f :

UL
W=V, & /|§1v'
et
B = :
)
I=1 I=1

En résumé, on a donc parfaitement déterminé la matrice Q,
par ses éléments caractéristiques suivants :

Qi=I-p WW A-2-3

1
&2
2V, oV,
1= A-2-4
t <2

W o= |+ |§:1V' + Vo Ve, Vi

Les €léments de V : Vi, Va,...... Vg, sont les éléments
de la premiére colonne de la matrice A.

A-2-5
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La (i+1)®me jtération consiste 2 calculer la matrice Qi+1 qui
permet d'obtenir une matrice de la forme A= Qi1 A

Dans l'itération précédente, on a obtenu une matrice A; de la
forme :

AR A rRRTTLTRILRTRA N
“o

pn cherche donc une matrice orthogonale Qi,1 qui par
multiplication avec la matrice A; transforme la sous matrice B,
en B! telle que :

X X X ... X
_lx X x.... X
B2 = . ] .
X X X X
X X X ... X

1
82= 0 x X ... X

0 0 x «x

et surtout sans toucher a la zone de Ai contenant les zéros, ce
qui impose & Qi1 la condition suivante :

l 0
QIH ) |:O ql+1:|

En agissant comme la premiére itération, on choisit
qi+1 = I-p W WT, Dans ces conditions, Q.1 est symétrique et
orthogonale.
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En effet, en prenant le carré de Q;, on obtient :

2 I 0 :H:l 0 :|
Qe =
L [0 q9,,JL0 9.4

|:I ; ]
= 2
0 qI«M

or Q'i2+1 =1 2 cause du choix de la forme et des propriétés de

Qi.1. On peut calculer Aj,q:

0 a,,,8, A-2-6

La mise en oeuvre de cette méthode est indiquée ci-dessous

MISE EN OEUVRE

En utilisant les notations suivantes :

B (variable Bet), D3 V2 (variable SIG) sont des variables
simples qui permettent de calculer W

Pour m variant de 0 2 n+l A est une matrice qui se présente
sous la forme d'un tableau rectangulaire de m (n+2) éléments.
Initialement, les n+l premiéres colonnes contiennent A et la
derniére contient C. A la iéme ijtération, les n+l premigres
colonnes contiennent Ajet la demitre Q Q2....Q0; C.

1,J sont les indices de ligne et colonne de A

W(m) est une colonne de m éléments contenant W
Dans cette méthode de triangularisation, on adopte une
méthode avec pivot partiel pour lequel on cherche la plus grande
valeur afin d'éviter les erreurs de chute importantes dans le
calcul numérique. Une fois trouvée, on intervertit les lignes de
maniére 4 ramener le pivot le plus grand sur la diagonale.
Ensuite, on calcule les éléments caractéristiques de la méthode de
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triangularisation (f} et WI) et on procéde au calcul matriciel
ensuite pour recalculer les termes de la nouvelle matrice que l'on
reconstruit. On compléte cette reconstruction en annulant tous les
termes situés sous la diagonale.

L'algorithme de calcul se présente ainsi :
Début
pour i = 0 jusqu'd n,avec un pas pas de 1 faire
début

m
2V,
Calcul de : 1 P etw

2

pour j = 1 jusqua'd n+1 avec pas de 1 faire
début
Calcul dans Al de la nouvelle colonne J de Aj
transfert de Al dans A

fin
fin

Résolution du systéme triangulaire supérieur .

fin.
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STRUERTTAL L FORM Frltld 16D

[2
1298 CONTINUE
UPEN(IALFILE= MOGSUR.FTL ' 4CLESS =
. STATUS=NEW' )
WRITE(L4,.4) WFT
U 125@ 1= heT
L350 WRITECLALIFMIT (A11 NF o0y ag 3,
LLOSE (14,STATUS=' KEEP'

TSEMUENTTAL™ \FORM="FORMATTED |

COTesaan FIN Dy FRUGRAMME
L 4

END
c

SUBRGUTINE ACONSTMIA.NFT)

IMFLICIT REAL €81A-H,U-1)

(HELTCET [UCEGERKA( (M)

COMION, FOINE/X (10R) ., ¥ (1801, 2( (DY 3
LIMENSION Al1vg, 10Ty

MU 23a I=i bpeT

M NFTe =gl

NPT+ 23my (1)

ALNPT4S el (])
50 ContImug

RETURN

END

&0

120

130
180

cou

181

SUBFOH T INE FRESOLLTAL IR LT AT W1 (B
THPLICTT REALIE(Q;‘(‘;"";'

THFL {C1T INTEGERS .

DIMENSTON ACNRLHG) JATINRY W LNRY
1eas

MPIC=N+IC

MPL=H L

DO LW =t M
Al(Liap.@
Wi(i}=0.a
0O 208 1=1,N
SIGEQ. 0
IND=]

Fli=9l. @

O 7@ J=I.H
B=6d, 1)
Wi())i=p
BB=DABS ()
IF{BB.LE.FG) 6a 10 &8
FGagB

S1BB=S1GE+BIB
CONT LNUE

IF(IND.EG. 1Y GO YO 119
DO 180 J=I[,HFIC
8=A(1,J)

A1 2y=ACIRN.T)
A(IND,J1=B

CONY INUE

Wl

WELT)=W1(THD)

Wi (IND) =B

CONT IHUE
S1G=DSORT(S1GR)
VisWi(I}

=S 1G+DABS (V1)
?F?;?S.En.n.0.0R.B.EmB.B) 50 10 208
BETal,/S1G/8

WiE)=8

BET=-BET

LF(VL.LT.0.@) WI(Ei=-B
00 186 L=( HPIC

DO 138 KmIN

Xx=2.Q

DA 128 31N
XA=YAWLLTIOA{I LY
CONT INUE
XX=A(K,L}SBETOWL (K] $XX
ALK =xx

CONTINUE

N0 L5A J=I.N

Al Ly=nted)

LONT INUE

CONT INUE

1FLT.GT 1) Wilfl-11=8.2
CONT INUE

HETURN

END

SHBROUT 1R ARTER AL MR N .1
IRPLICTY REALSBIA-H.O-¢1
THPLICET INTEGER4&1 1~H)
LIMEMSTOM AINR.NCY

0O A0 ¥=1.)

FIVaA{N.N)

1F1F17.E0.0.0) GO T) 300
AN N SACH N ) ZE 00

30¢  CONTINUE

HET=N- 1

DU A0M JR=RPT. L,
FACT2ALAK.NE)
Il=dicsd

0Q 6@ J=11.H
FACT=FACT-A(IK J ] 1ALT N4k

6@ CONT LNUE

ALIr NV ) =@. 8
IFLALIRJK) .EQ.D. @) GU Ty 4u@
AJK K =FACT /G0N (0K

48a  CONTINUE

S08  CONTINUE

RETURN
ENg
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C uuununnunuulHlnnnuntunuunutuuuuuuuuuu
[ ’ FRUBKAIE L4, ML 1 Lo LE s SUREHLE S WUELCUNOUES '
e . AR5 HARMALG ABDAS .
[ 4 VKUK 1 P, BONTGUY JHbdHZa . FOR '
[ A R I T T T T T LTy TS P T T T P N
= LALLLL LE LR “ALEUR ENl Cigoie FOINT BE La GukFace

.

c FRUGRAMME PR NG IPAL

[

IMFLIcar FEALIBA-H,0-1}
THPLICIT IMTEGERSe(E ull

COMMGNFIINT F 35,35.3),PFC( 28, 35.31
DIRENSION €(1ud), 7¢ 100y, 21100}
OLHMENSTUN FMUC3Q) FHVoa)

DIMEMSION 2ucls, R AdLY]

HRMA =175

HEMAX=1%9

Bowrsaeasvasert assienation DES FORHATS
4

AISIGN vea TO iFMT
F€B  FORMAT(IL23.1a)
c

CFEN(2.FILE=' HODSUR. Fa | - , ACCESS= SEQUENTIAL \ETATUS="0LD" )
FEADIZ,\ 4} MFE HFUNFY NT NS N1

CLOSE (2 GTATUS="| EEP* |

NEC=RTS SN |

NFSaNPY 1

NYLeHTGINT ¢4

NS L=NS+)

DFEN(J.FILE-'PIII'ISUR'J‘TB' JACLESS= SEOUERTIAL «STATUS="OLD")
REAG(4,3; NPT

o
&

READ(4, IFNT) (FTCO1, 3,00 ket 7y
LLOSE(4 STATUS= kERF )

ﬂ‘f”lb,FlLE-'HODSIJR.WE «ACCESS= SEQUENT 1AL «STATUS= OLD' )
READ(6.8) M1 NL
DU 58 1wl
30 READ(&,8) PRU(IY
B3 6@ 1=y pi
69 READ(& R} PHV(])
CLOBE (6,51ATUS= EEF 1

ﬂﬁ'l.N(H.F(LEﬂ‘HOI}SUR.F’H'.ACEESS&‘SEI}UENHM. <STalus= oo
READLLA, 1) NET
O 125¢ 1=y . neT
1230 READ(14, 1FMT) YCEhoven, fega
CLOSE(14,81ATUS= ¢ bEe
«
NER=IHTSENT 4 1) e(hge ] )
WILHIL6. T 1 E= COWUE , bER - ACLESS™ SECUENTIAL L FORMa
S1ATUS= NEW® ;

FUFRAITED |,
WRITECLG &) Hine

Hiesare g g
WLl BERR(YU, ri
el KERN{TY b,

FuSELL /FLOAT T INTS)
FASIsL . /FLOAT(Ng)
LT E30 Je1 NT;
[0 1320 2ap,ust
130 ke, 2
1329 FR(I,J,k1mp.0
LU L1700 M=i,nes
LG S6TQ L=l e
0 1658 ray 3
[ X
DO toad Jmy N1y
TF{J.EO.1) RA-8.0
IFiJ.6T.1) RA=KA+PAS
1F{J.EQ.NT1) Raxt,
RE=a, 0
VC 1600 1=) N5y
HILEQ.1) RE=d.®
IFO1.6T.1) RE=RB+FASL
(T 60,51, RBay,
Le@@  FL(J, 0,0 )=F) lJ.I.Kl‘PTCiL.M.I-)IXU(LNRACIIL-I1!(]—!7:’:"'
CAMPCL ) SXVCMIIRBEE (M=1 10 (1-FB)ae1tpeor)
1648 CUNTINUE
1630 CONI tMUE
1470 CONTINUE
1708 CONTINUE
DO BAS@ bnl,NTL
DO r45Q 1=1 NEy
1a%Q WRITE( 16, IFAT) PR 1,00, 0x1,%)
CLUSE(164,8TATUS= KkEER - '

CFEN(17,FILE= HJIDSUR. DER .RCL'ESS“'SEBUENYIN. FORN="
- STATuS™ NEW 4
WRITEL17,8) New
0O 2i0@ Ixi nTL
L0 2(0a J=| N5)
OB WRITE(LY IFMY1 Fy Lo k) ke, sy
CLOSELL7 S TATUS~ kEEF )

FORMATTEDL

.

YRITE(S.2200)
2088 FORMATL1ax, VISUAL ISATION DE LA sturrace
c

CUNEEYY FERMETURE IES K ICHILKS ‘
L

CLOSE (2, STATUS FERS »
LLOSE (22, STRIUG= " fEp
CLOSE 22, s1aTus= | Eep
P
2 nn‘n F N P BRORE e

183

ANNEXE B

S
B-1. TRIANGULARISATION AVEC LA METHODE DE GAUS

B-2. LE LISTING DES PROGRAMMES
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B-1. TRIANGULARISATION AVEC LA METHODE
: DE GAUSS

La résolution consiste & déterminer les inconnues (q} par
l'utilisation de la méthode de GAUSS. Cette méthode est constitude
de deux étapes :

B-1-1. TRIANGULARISATION

La triangularisation consiste a transformer le systéme
d'équations (II-6) en un systtme triangulaire supérieur de la

forme suivante :
[0S 1{an} ={ F'} B-1

On’ peut écrire l'équation d'équilibre (II-6) sous la forme
générale suivante :

K11 K12.. ...Km ] q, F1
K,, K, - Ky q, E,

H = I B-2
_Km ......... Kn2 Knn_ q, F,

La triangularisation consiste a éliminer successivement les
inconnues qj, i = 1,2, ... n-1 dans les équations i+ & n.

On élimine la variable q1 du systtme B-2, par lutilisation de
la premiere équation sous la forme

_ 1
4 = 7 (F, - Kpdy oo -K, 4,) B-3

185

On reporte de cette expression de (j dans les équations 2,
e n, nous obtenons alors :

-K11 K12 ’ Km 9, F1
K K K21
0 K -2K_..K -2 F.-—2lF
22 K11 12 2n K11 in 1 1
= b
q,
K K : K
1 3 nt
0 K -2t K -tk ] F_- F,
L n2 11 ne Kn in] q,) " Kn
ou
i K, K., N T a, ) F,
1 1 g
0 K22 ,...........KZn q2 F2
1 A q 1
\_0 Kn2 """"""Knn_ n F,
avec

L'indice supérieur 1 montre la premiére étape de l'opération.

Aprés élimination des termes sous la diagonale des colonnes
1, 2, .o-1, nous obtenons alors
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La construction des matrices [K1], [K2], ....... dans la matrice
| originale (K] peut s'évaluer par la forme algorithmique suivante :

q, F, m=1,2 ...oooerun.. n-1
i=m+t, me2, ... n
1
2
f ) : | C=Kim/KTmm
Fi=Fi-C Fm B-5
1 K 1 .
i F __n2g j=m+t,me2, L. n
L 2
gt an 22 o K - .
i Kij = Kij - CKmj

Pour un systéme symétrique lindice j varie de i a n et Kji = Kj;j.
Aprés la derniére intération, le systéme final triangulaire se '

présente sous la forme suivante :
: B-1-2. RESOLUTION DU SYSTEME TRIANGULAIRE

: SUPERIEUR
FK” K12 K1 n ] q, F1 La résolution du systdme (B-5), pour calculer les variables
inconnues dp, qn-1 -+ -+ ... qp 2 partir de la derniere ligne,
0 K K 9, E s'appelle substitution arriére. La procédure est la suivante :
22 2n ¢
k|
F
2 qa F2 q = n

0 0 K33 3n : =5 B-4 " s !

d on
0 0 LK n-t : 1

-ty Kiapyal] Tn-t Fh2 (FM - Sn-1nq“)
. . . H n-1 q = B-6
' ' 2 H n-1 S
0 0 0 0 I ’ ) n-tn-1
......... nn | qn Fn—1
1
. F -S -5 S
[0\S]{<In}={F“'1} q =(‘ 1292 1; s 1"qn)
) 1

o Fa-1 est le vecteur transformé des forces extérieures
aprés la dernitre itération.
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LISTING
CODE DE CALCUL
COQUES FACETTISEES
PAR

ELEMENTS FINIS




DE CALCUL FAR ELEMENTS FINIS

DES COOUES DE FURME QUELCONOUE
FAH 1+ HAMMADA ABBAS
TUTEUR & FROF. C. BONTHOU

PROGRAMME LECTURE ET VISUALISATION DEY
ELEMENTS SUR vAO

IMFLICIT KEALrB(A-M,0-2)
IHPLICIT INTEGERI4(1-N)

COMHON/NODE /HEL , NOD( 180, 1 &
CUMHON/POINT/FK (7@,35,2), PYC("h.A 3y
DIMENSION CM(S,3)

(5

€ vsaseswesssss ASSIGNATION DES FORMATS

c

ASSIGN 988 TO tFNT
V80 FORMAT(3D23.14)
U

WRITE(S, 18}

1@ FORMAT (10X, CALEUL FAR LA HETHODE T

¢ . lax, DES ELEMENTS FINIS [ )

C STeTIERLED LECTURE ET IMPRESSION DES ELEMENTS

c
WRTTE(S,2d)

28 rmmuat. ENTREZ LE HOWBRE TATAL D' ELEMENT SELON ot

3%." LES DIRECTIONS U ET v, RESPECT IVEHENT Ta2
Rnuu ¥) NEU.NEY

38 WRITE(E, $@)

4@ FOAMAT(SX,” ENTREZ L'  INDICATEUR DE NOMBRE pes nosuns L I
. ax, - ELE"ENYN"E(‘?WIANOLUDS) M=
READ(S 1) NPE
IFINPE.NE.4) GO TO o
NTLSNEU+ |
NTZoNEVe L
GO 10 7

se LF (MPE.NE.9) GO TO 68
NT1=28NEUS L
NT222¢NEV+ L
GO TO 7

&0 1F(NFE.NE 18] GO TO 70
HTEm3eMNEUS L
NY2=3MEVs |

78 CONTINUE

c
NPTaNTRSNTZ
NEL=NEUSNEYV

c
WRITE(S,75}

7% FURMAT(SX.® ENTREZ LES CARACTERISTIQVES DES MATERIAUA & oy

WHIYE($.8@)
[ FORMAT(SX,* MIDULE D' ELASTICITE E ")
KEAD(S, ¢y ET

5)
83 FORMAY(SX, " COEFFICIENT OF FOISSON N
N

ab FORMAT(3X, " EPAISSEUR D' ELEMENT T
HEAD(E, 8} TH
00 98 1=1,3
00 99 J=i.5

99 cntlJi=0.8
CLI=ET/{L.-XN$ZN)
C12%XNIC12
GL=ET/(2.6(1.+XN))
Crll, 1)=CiL
Mi1,2)mC12
CTH(2,1)wCM(L.2)
Cn(2,2)=Cl1
CH(3,3) 6L
CH{4.4)=GL
CH(3,3)=GL

OFEN(2,FILE= MODSUR.FAL ,ACCESS= SEDUENTIAL’,STATUS='0LD |
READ[Z.8) NCE NFU,NFY,NT NS NTS
CLOSE(2,STATUS='VEEP )

N/RNTSENT 1
M=NS L
OPEN(7,F1LE="HMOOSUR.DE@ ,ACCESS= SEGUENTIAL' ,STATIG= oo )
READ{7,9} NPC
00 170 1=1,NV
DO 178 J=i,MW
L7@  READ(7,8) {FY{1.J.b) H=1.3]
CLOSE(7 BTATUS' KEEF ")

OPEN(14 FILE= MODSUR.PTR ,ACCESSs  SEQUENT 1AL STATUS="0LD" }
READ(14,8} NPC
M’ul-NrElWOl
NPV NPy L
TO 5250 I%1.NPUL
00 1238 Ke=i,MV]
125@ READ(14,1FNT} (PTC([,K Jr.d=1,3)
LLOSE(14,STATUSS ' KEEF'

€
DPEN{16,FILE= cmue DEF* (ACCESS= SEQUENTIAL " FORM=" FORMATTED |
3 STATUS="NEW"
WRITE(16,8) NPT

c

00 1439 K=t NT2
DO 143@ Iw) NT2

L43@  WRETE(L6.1IFMT) (FHI(K, l,ll) J=1.3)
CLOSE({16,STATUS KEEP

£41 RAPPEL SOUSPROGRAMME AUTO FOLR CALCULER LES FUINTS
DE CONNECTIVITE

1960 OFEN(Z2.FILE="COOQUE.LMN JAGCESS= SEQUENTIAL * FORMe" FORMATTED |

COFLAG FOR
-nuunnnulnnnuuuluuuunu Irsessesatary

uuuuuunuuuntuuuunnnunuuu. sekensasery nuullul
] PROGI

191

STATUS= NEW " |
"CALL AUTOIART (WFE, HEW. MEV)
WEIYELZZ.8) NEL
DO 1978 Isl,NEL
1978 WRITE(22,1980) NEE, (NODL L, 0) ,d=1 NFEY ’
L9498  FORMAT(10X,7815)

OPEN{24.FILE=" P‘GDS‘R HAT™ ACCESS= SEGUENTIAL' (FORM= FORMATIEL
B STATUS=" NEW'
WRITE (24 ,2000) EY XN, TH.GL
2000 FORMAT|SX,4E15.4)
DO 218Q t=1,5
210@  WRITE(24,20305 (CM(I,J),J=1,5)
2159 ENRMAT(3X,3E13.6)
CLOSE(24,STATUS="KEEP" |

WRITE(e,2200)
T8a  FORMAT(IX.’  VISUALISATION DES ELEMENTS .7

143808 FERMETURE DES FICHIERS

CLOSE (22, STATUS="KEEF" )

c

€ $304380 FIN BU FROGRAMME

4
END

c

SUBROUTINE AUTO{NFC ,NPE,NT,NS ]
tPPLICIT REALIB(A-H,0-Z]
IAWFLECIT INTEGERO4(1-N)}
COHMON/NODE /NEL \NOD (100, 16)

IF(NPE.GT.4) GO TO 100

ITEL~

NEX1=NTeL

NEY1=NS9L

NAX<{TELINT

NYY=ITELSNS

NEX1eNEXL

NYY1ehEYL

HPC=NAXLINYY L

MFERs

NOD(1,1)=L

NUD(1,2)=2

NOD(1 . 3) NS+

NOD(1,4)%NOD(1,3)-1

KOe@

G0 10 1Y
18¢  IF(NPE.GT.Q) GO TO 120

1TEL*2

HEXLNT4L

MEYLaNSs L

NXe=1TELINT

NYY=] TELENS

NAXD=NEX oL

NYYLeNYY L

HPCENXXLINYY]-HT #NS

10=1

NOU(L, LY=L e
Mm(lu)-Z
1=L¥EL+L
NDDII 41NYYLOLHPE-8)
RUB{ T, )-vautn:L ~LHANEY L4 TEL+Y
HOD(1,6)~HO0(1.5)-
m‘l 7I=NID{L, 5)~ 2
WByeNYY el
60 m e
128 IF{NFE.GT.9)} GO TO 938
17ELe2
NEXTwNT+)
HEYL=NSe |
NXXwITELINT
HYY=1TELENS
NEREaNRX+]1
NYVImNYYeL
NPCENKKLINYYL
Yomi

NOD(L,1}=t
NOD(1.2)=2
NODCL,31=ETELSY
NOD(L, &) sNYY1e (NPE-&]

NOD(1,4)=NOD(1,5}-8
NOD(1,7)}aNOD{1,3)~1TEL
MOD(L,8}eNYYLei
NOD(1,9]*NTYI+2
G0 10 1138

938 IF(NPE.GT.181 GO TO 1139
1TELe2
KOst
NEXI®NT#L
NEYL=NSw]

NXX=1TELINT
NYYaITELINS
NEXIMXX 4k
NYYL=NYY+S
NPCu{3ENT+1 )9 {SINS#1)

NODU1,2}m2
NOB{ L, 3)e3
NOD (4, 4y=4
NODL1.S)=aNS+5
NODU1,6)sRO01L 33 930NS ¢ L
NODEL,7)~ROD(L,6)+3INS+L
NOD(1.B)=NOC(2,75-1
NOD(L,9)=NOD(1.,8)-1
NOD( L, §BY=NODE L, 9)~1
NOD{1.11)eNGO(1.41-3
NOD( L4 12)=30NS+2
NOD{1,13)=JINS+3

NOD( L, 14) <3 aNS+4

NGO( L 15)*NODEL 1LY el
NODC 1 163=NODEL, 18300
60 10 1270

3
VISR IFINT FRL I GOOED AR




1F (MPE.EG. 4} 1020

i

DO 1158 I=2.NT

t=(1- nms»tw

=1,

140 ::ntnl::yimmm 314NYYLe(FTEL-L1INEYLPROENS
1559 AN=L
1168 (F(NS.EQ.L) GO TO 1208

DO 1198 NI=Z,NS

00 1178 [=1,NFE

=1TEL

Pt c0.4.00.1.£0.6] n:uxo

iLre NUD(N[ FI=NODINI=1 . L] +K
o]

bﬂ 1198 NJ=2.NT
L=(NI-1) SNSRI
=1, ’
[3C ] mntl‘::)immm JY+NYYE+11TEL=1) SNEY1+KOINS
1198 HNsL
128@  RETURN
1238 lnuv.en 1) GO TO 300
oa 1275 x-z;ut
L=(l-1)#K5¢
00 1268 J=i NPE
1268 NOD(L,J1=NODIRN,
78 PN=L
:gu 1F(NS.EG.1} 60 TO 1428
0O L39@ Ni=2,NS
DO 1348 [=1,NFE

J)IENYY I +2ENEY §+KD3 (NS-2)

Ki=3
1348 NOD(NI,1)=NOO(NI-1,1)#KE
=N

139@ NI=2.NT
L={Nd-1) ING#RT

-t ;
a8 &:i";lliwnlm J}+3ENYY L+ZENEY L HKOU (NS 2y
1
399 MN=L
1488 RETURN

END

noony
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teevsees

’
.

) FERMEY LE CALCIK. ET L'ASSEMELAGE DES MATRICES

] El.EHENmﬁEs FOUR DBTENIR LA HATRICE DE RIEKDHE EN AXES GLOMAUX
] FAR | HAMHADA ARBAS

. TUTEUR © FROF .C.BONTHOUX
t  CUFLARL.FOR
BIEIRCIRTROICEICIICIILVITICONEISIRICIS

aneoonann

IMPLICIT REALTB(A-H.0-7)
IMPLICIT INTEGERS4(T-N)

I/NOEUD/NEL ,NFE \NPC
mnm:nmo/nm:.vuul,um)
LOMMON/PARAH/NDIA  NDE NDC ,NSF , NED
cmmnmslnsl(u 31,ELMR(48,40}

LOMHON/ T8/ 15F (20} vsnmn.tethml JVBF (2001
COMHON/ T L/NFRAY

DIMENS 10N NOD{ ISI lA) GR(480,75} .GF (400
DIMENSION CH(3,5),F(43)

C 4E01R0Es ASSIGNATION DES FORMATS
a

ASSIGN 988 TO IFHT
980  FORMAT(3023.8)

c
C $8448v¢ LECTURES DES CONDITIONS AUX LIMSTES
c

WRITE(1,100)

109 Fli’(llX“ ENTREZ LE NOMBRE DE DDL COMNUS  NOC 3y
READ(E
WRITE( IZQ)

$22  FORMAT(LOX,’ ENTREZ LES MUMEROS DES DDL CONNUE D

18X,° (TBF(L), I=1,NOC) 1.7}
“mEADCS, 1) TIBF(L} 1L NOC)
WRITET. 140)
142 FoRAaT( ; EN"IEI LE VECTEUR DES VAL EURS CORRESFONDANTES ./,
0L CONNUS  (VEF( ). 121 ,NOC) b
“Reap(r t) (vns(n.l-n,nncx

€ $349ELIID0 CREATION DU FICHIER DES CONDITIONS AUX LIMITES
c

OPENCL.F ILE= MONSUR.CDO' .ACCESS='SEQUENTIAL* FORM' FORHATTED' .
. STATUS= MEW )
WRITE((,144) HOC
144 FORMAT(SK, I4)
WRITE(L,143) Hw(n.l-l.nnc)
143 FORMAT(3X, 21
WRITE(L, lsnn (thn.l-l NOC)
CLOSE(L,STATUSS "KEES"

WRITE(Y,16a
168 FORMAT( 10X

ENTREZ LE MOMERE DE vmmaau:s bU SECOND 7./,
. 18X, HEMBRE NON MNULLES
READ(E, €} NGF

WRITE(N, 1B@)
180 FORMATCIMX, " ENTREZ LES HUMERQS DES VARIABLES SECONGAIRES 7~ ,/,
18X, HON NALES CISFLI) (ImLNEF) ¢ )
kEAD{' F LISFUT), 1= NSF)
WATTE (¥, 290}
TE®  FORMATIIBE," ENTREZ LE VECTEUR DES VALEURS CORRESFONDANTES ./,
— e

. 192, &JR FURCES NN HULL
READIE.B) IVSF1 L) P=1.NSF)

S (VSFIEY U=l NSF) 4 )

Fo=a,0 3
C FELEVEONE OUVERTURE DU FICHIER bES CARACTERISTTOUES DIt MATER] AU
[

OFEN(4.FILE= HODSUR.HAT , ACCESS® SEQUENTIAL .5 TATUER oDy
READ(4,3) ET,XN,TH,GL
D0 228 fwi,s

278 READ(A.®} (CM(),J),0=1,3)

c

C S01TI884T DUVERTURE DU FICMIER DES COORDONNEES
c

OPEN(S,FILE= COME. DEF <ACCESSs SEQUENTIAL® ,STATUS= 0D )
FEAD(&, 8] NFC
00 299 1=1,HPC
READ(&, &) X(1),Y(1),2(1)

298 CONTINUE

G

::: #UIB01030 OUVERTURE DU FICHIER DES ELEMERTS

OPEN(T.FILE="'COUE.LIN' , ACCESS=" SEQUENT 1AL «STATUS= OLD*
Rtnnn o MEL AnmToe

DO 295 1mi NEL
293 READ(7,6) NPE, (NOD(1.d),d=1,NPE)
(=

C A826r00a8 LECTURE LU NOMERE 10TAL 1 EGUATIONS (NEG)
c
HDUL=3

NEG=NPCINDDL
MMEMPE ENDOL

#8 CALCUL DE LA DEMI LARGEUR DE BANDE
NOB=@.8

NB»( 1ABS (NOD( 1,3 }~M3D( 1 sh1)v 1l eNDOL
68 LF(NDB.LT.NB} NUEwNB

SESRIEITE INIALISATION DE LA MATRICE DE KAIDEUR GLOBALE
ET DU VECTEUR FORCE

DO 362 I=1,NED
GF{1)=a.
B0 388 J

«NDB
288 GR(I,2)=a.@
c

HRMAX =580
NCHAX- {28

* DO 338 Nel,NEL
DO 442 [«1 NPE
NI=NOD(N 1]
ELEM(T,3)=x (N1}
ELEM(T 2}=Z(NLs
ELEMIE,31mY(NL)

448 CONTINUE
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SL00LBSE CALECUL DE LA HATRICE DE RAL
CALCUL DES COORUGNNEES £/ Pulps OES FOIN
DES FONCTIONS ESF EY LEURS BERIVEES DSF

DELK ELEMENTAIRE CWREHRN" LE
S GAUSS

CALL RALCQ{CH,TH)
L .
BELILRAAE ASSEMBLAGE DES MATRICES ELEMENTALRE FOUR DBTENIR
LA MATRICE EN AXES GLUBAUX

. DO 53@ [=f,NPE

NR®(NOD(N,1}-1) $NDOL
L0 35@ 13=1,NuDL
NR=NR+ |
Lw(l-1)INDDLeI3 N
GF (N} »GF (NR) +F (L )
DO 350 Jal,NPE
NCL={NOD(N,J ) -1} ¢NDOL
00 538 Ju=1,NDDL
H=(J~1)SNDOL+JJ
HCaNTL+II+ 1R
IF(NC) 352,338,458

ase GR(M,'C)"ER('R NCH+ELMR(L . 1)

:5. CONT INUE

C $99589£603 INTRODUCTION DES CONDITIONS AUX LIMITES SUR
g LES VARIABLES DES FREMIER ET SECOND MEMBRES

1RE=a
IF(NSF.EQ.Q@} GO TO 700
00 628 1=, NSF
NI=ISF(1)
BF (N1 J=GF (N1 ) +VSF (1}
680 CONTINUE
730 1F(NDC.EQ.@) GO YO B2
CALL COND(GR,6F)

cone

E9L0LROE CREATION DU FlcmER HATRICE DE KAIDEUR TENANT COMPTE DES
CONDITIONS AUX LIMITES
m OFEN(D, FILE="MONSUR.KSL* ,ACCESS = SEQUENT 1AL * ,FORM=" FORMATTED - .
9 STATUS="NER" }
WRITE(8,810) NEQ
1@ FORMAT(5X,Ls)
DO B28 |=1,NEQ
828 WRITE(8,IFHT} (GR(L,J).J=1,NDB)
c

C #04stests CREATION DU FICHIER DES SECONDS MEMBRES
c

OFEN{L2,F (LE="HODSUR,FRC' , ACCESS=" SEQUENTIAL® .FORM=' FORMATTED" .
. STATUS='NEW' )

WRITE(12.0) NED
WRITE(1Z,IFNT} (GF(I),I~1 ,NEQ)

C $38362088 CREATION DU FICHIER DES PARAMETRES DU FROBLENE
G
OFEN{14 ,FILE=" HODSIR PAC’ . ACCESS= SEQUENTLAL +FORMa "FORMATTED" ,
STATUS=" nEW"
DRI'E(I.‘\ B4d) NOB, PI!LNDDL.NPC.HEL
842 FDRHQY(SK.SI&)
[N
C $retestss FERMETURE DES FICHIERS
c

CLOSE( 14, STATUS="FEEP
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c CE SOUSFROGRAMHE ETABLIT LA MATRICE DE RAIDEUR DES ELEMENIS
cs 1SOFARANETRIGUES ET CURIOUES -
cte
ct
[~

A L T e N TR R YY)

SUBROUT INE RATDG(CM,TH)

IWPLICIT REALIB(A-H,0-2)

[HPLICIT INTEGERE4(I-N}

COMAON/NOEUD/NEL ,NPE , NPC

CUMHON/RAIDS/ELENM( 16,3} .ELMA(46,48)

COMHON/VECT/VT3,2)

DIMENSION BA(4,4).WT(4,4),D5F(3,14},5F (161 ,6B(5,48),
. CM(5,9),G3(3.3y,621(3,3).D0(5,48) .EE(48.5} .RT(14)

DO 1 I=i,4
DO L J=f,4
WI(1,0)=0.0

1 6A(1,3)=0.9
GA(1,2)=-8. 57735027
GA(2,2)=8.357733027
GAlL,3)=-@,.77439447
64(3,31%0.77439687
GAl1,4)=-0.86113633
6A(2,4}=-9.33978104
GA(3,4)=8.33998184
GA(4,4)=3.86113631
WL, 1)22.8
WT(L,2)4L.0
WT(2,2})=1.@
WI{1,3)=8.53533338
WT(2,3)=0.68B68288
WT(3,7}20.33553553
Wi(1,41=0.34785485
WT(2,4)~@.43214315
WI(3,4)0.45214515
WY(4,4)=2,34783485

1F{NPE.NE.4) G0 YO 10
NFG=2
G0 Td 3@
18 IF(NPE.NE.7) GO TO 28
L]
60 10 3@
o IF{NPE.NE.16) GO TO l@
=4

e CONT INUE

c
£ $LOUEIEEY LANCERENT DE L INTEGRATION PAR LE METHOLE LU GAUSS
<

0O 230 Ni=i,nE
OU 250 NJ=L . kFG
0O 235@ NE=1 NPGL
X§=GAINTNPG)
ETA=GA(NJ .NFG}
IET=GA(RKNFGL)

LFENFE . HE . &) B [0 &
CALL FFORMA(X| ETH, 2ET SF (DSF )
GU To 8@
R IF{NFE.NE.7) GO TO 70
CALL FFORMI (A1 ETA.ZET ,SF ,USF1
GO 0 82
L] 1F{NFE.HE. 1&) B0 10 82
CALL FFORMi&(NL,ETA, ZET ,SF,DEF)
a1 CONT INUE
CALL JACOWISF (DSF DETY,GI . GI 1 ELEM
CONSDETJAWT (N1 (NFG) SWT (NJ  HFG | EWT (NI HFGL }
FT=ZET/2.
DU 9 k=) NFE
2t=4.Q
Do 83 [=1,3
L) 83 Jw=1,27
L2 AT=IT+ITETHIVI(L J)
RItrpweT
58 CONT INVE
CALL TRANS(GJ .61 SF (USF,RT.BB)
00 182 1=1,5
00 182 J=1, NN
Db(l.J)=8.@
DO i0@ K=1.5
DDCE,JV=D( T, 3V+CHIT K ITEBIV T}
188 CONTINUE
00 15@ i=L1.NN
B0 130 L=L,3
150 EE(T L)=BB(L .0}
09 208 i=L.NN
0O 288 J=1.HH
E-_m!I.J)-‘B ]
GO 2ed K=1,
200 ELMRIL Jl’ELﬂR(l JIHEELT K FOD(F o)) $CON
2 CONT [NUE
=
71@ DO 720 I=i.,
DO 72@ J=) HN
720 ELARIJ,T}SELMR(T.JY

a

LOdEEREENIE FlN DU SOUSFROGRAIME

19
avs RE TURN




196

[3
« nunluuuunluunxuunuvnlnuluuuluuunuuunulul
C
L} FROGRMNE TH LNGHR WRUSAT TON BF (AL ut hn Fu_nsms Fltes '
[} LLS COMES DL FORME QUL '
T FOR L RMADA .\mmx .
Lo TUTEUN 1 FROF. €. SUNTHOUS ]
[ CUPLAGZ.FOR .
T fresaesan R T T T T LT S T I IS
«

THPLILLT REAL 8 1 A-H,0- 2}

IMFLICIT (NTEGER 34 (1-N}
c

LIMENSION GLRI4U0,751,6LF 1 400)

SREATE ASSINATION UES FORMWATS

[
«ssusn 90 m Ian
1R FURRAT
"
e s
(LT

DPEN 16, FILE= HUASIKH.IAC | ALCESSS BEOUENT 1AL L STATUSS QL)
nE

RLADI& &1 NDO,NETT HDDL NFL,
LLUbE (& SIAIUS= ) BEF |

DU 33 I=1,meor
GLEEN o

LU 35 wal,rim
3% GLRIL g0
g

OFENIB, I ILE> RODSUR.I'S| | ACLESS= SENUENT AL JSTATUS='OLa" 1
READIH. ¢} NEQT
DO 25 tey,HEGT
T3 KEADIB,®) (GLR(1.J1.J=i,NDO)
CLOUSE(E,SIA VS LEEF |

1348 KAPPEL DES FUORCES EXTERTEURES WPFL|OUEES
ET OUVERTURE U FICHIER

CUPENC1Z.FELER MODEUR.FKC ACCESS~ SEGUENT 1AL \S1ATUS="DLD" )
READI12.4) nEOT

FEAD( LY, 01 (GLF{T) .11 0EGT)

CLOSE(12.STAIUS~ KEEF- )

$4 RESOLUTION 0 PRODLEME

CALE RESTR(HEI  NDWLBLIS, BLF , NGRAE  NLHA S )
COLL SUBS(BLK(GLE \NLBNEQT . RHAD 1 Haa

PENVIALL H1LE S HOUSUR L EHIC JWLESS SECUENTIAL | FORN-' FORMATTED 3
3 SIATUGH NEW
I 1
DI EORMATG IO Thy
MRITRISE PN tBLE 1), e, EaT
¢
PEENGT CILE= MOSING) S2ALLESSS SEQUENTIAL L FURns FORMATIEL

. a1
YRS
PO 330 1= au

3B MRUIE Y LERA T LUK, g 0 Dk

©

CoAtEetss FERMETURE DES FICHIFRS

[

CLOSETS7,5TAUS= hERF 4
CLUSELTs G TATUS hEET ")

CAEPEINNT FIN D0 FROGKAHM
EHD

SR 3 ESIL (lk.’J\ I:rm.ul Fezd NGB
LHPLILLC REAL VB Caeb
WHELIUIT LHIEGES 14 vl n.

DIMEMS LN BLEY 160,731 (GLE [40

HESHERT
00 380 NP LU= |
FAUsSLRIF 1. 1)
HELUT=RELV )
L5T=M IVHHUR- |
IFILST. G HEQT) LST=HEM
4] 480 NROSNFIVOILST
NCANKD-NP1V+L
NN T HEGT = |
1F(PiV,E0.8.8) 6O ra a8
1Y

DO 3% NCOL=NRO ST
1COLSNCOL~HROs |
mNCOL-NF (V4 1

Zue éfg;xnﬁcuummmu.lcm_u—mcnammw,ax:m.
40U GLF (HRO) <GLF (NRGY-FACT tGLF {RE (V)
%23 CONTIMUE

RETURN

END

SUNROUTINE SURBSILLR GLF (NDBLNE L HRM L1
IMLICET KEAL $ECA-H. D-
1L 1CTT INTCGERYAS] W)

ULNEHS 10N GLRLA0E, 73 ,GLF 401

DU sl 1lealt HEY

1F R IV NE, : m AA.HH('IU'-{-U (HPAN 1 R1Y
&8 CONTINUE
LS 1= (V1001
IFILST.LT L) LST=1
HETANE IV~ L
D0 188 J=LST.MeT
HRQ=NET-JOLST
HEDL=NP IV R0 |
FALT2GLR[NRO, HEOL 1
BLF (HRA) =BLF {HRO 1 -FACT FBLF (NPIVI
182 LONTINGE
W CONT ERUE
¢ 1E(GLRE T, 13608, @1 6 TO 780
GLF(EISGLR AL
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ANNEXE C

MATERIEL UTILISE

MICRO-ORDINATEUR VICTOR 286 TYPE AT

Microprocesseur Intel 286 a 8 MHz

Coprocesseur Intel 287

Mémoire vive 640 Ko '

ljisque dur 20 Mo Temps d'acces
i les.

Ecran graphique Type Hercu

Impn'mgante EPSON FX 800 ( 240 cps )

40ms.
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