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Un seul régime:la démocratie

La démocratie seule est salutaire. Elle ne signifie pas ’anarchie. Elle ne signifie pas un
pouvoir faible. Elle signifie :le gouvernement du peuple par le peuple. Elle signifie un Etat
hiérarchisé. Une bonne Constitution doit donner la parole au peuple. Elle doit permettre
la libre discussion. Cette libre discussion, loin de nuire 4 la discipline nationale, permettra

de révéler des cadres valables et enrichira les institutions de I’'Etat. Un Etat confisqué est
un Etat mort-né.

L’indépendance confisquée
Ferhat Abbas
1962-1978
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Résumé

Définir un type abstrait algébrique par des axiomes conditionnels offre davantage de
souplesse et de simplicité que dans un cadre classique, sans préconditions. Ceci nous a
amenée a étudier la théorie conditionnelle de termes dans le but d’obtenir une méthode
de décision fondée sur la réécriture de termes. Cependant, cette étude dans le contexte
conditionnel souléve des problémes délicats, principalement liés & la difficulté de formaliser
la. sémantique sous-jacente 4 la théorie conditionnelle et de définir des modéles.

L’objectif de cette thése est d’étudier les propriétés des systémes de réécriture condi-
tionnelle. Notre contribution centrale est la mise en ceuvre de deux tests de confluence sur
les termes clos. Le premier test est établi pour des systémes de réécriture hiérarchiques,
systemes construits par strates successives, la précondition d’une régle utilisant exclusive-
ment des opérateurs appartenant aux strates inférieures. Le second test de confluence
est établi pour des systémes décroissants, dont les régles sont définies avec un principe
de récurrence structurelle sur leurs composantes. Ces deux classes de systémes ont été
définies et utilisées dans des travaux ultérieurs par divers auteurs pour éviter d’engendrer
des dérivations infinies de réécriture.

L’originalité du travail est I’utilisation d’un principe de raisonnement par cas, et la
possibilité de réécrire une équation conditionnelle aussi bien dans sa partie conséquence
que dans sa précondition. Ce processus de simplification s’est révélé souple et puissant et
permet de traiter un certain nombre d’applications.

Nous abordons également dans notre étude un aspect inhérent & la théorie condition-
nelle:le comportement d’une spécification conditionnelle par rapport aux booléens. Ce
comportement est fidéle dés lors que les propriétés de consistance et de complétude par
rapport a la sorte booléenne sont garanties, assurant de fagon intuitive qu’il n’y a ni ajout
de booléens, ni confusion entre les deux constantes de vérité true et false.

La propriété de complétude d’une spécification conditionnelle est également abordée.
Cette propriété étant indécidable méme dans la théorie classique, sans préconditions, nous
proposons un algorithme fondé sur le raisonnement par cas pour tester si une spécification
conditionnelle est compléte par rapport & I’ensemble de ses constructeurs. Cet algorithme
combine une analyse structurelle par le calcul d’un ensemble de motifs et une analyse par
cas par le biais d’un ensemble de conditions utilisées dans la réécriture. Cette condition
suffisante de test permet d’appréhender une sous-classe relativement étendue de définitions
conditionnelles.
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Introduction

L’écriture et la construction de programmes se sont révélées étre une activité diffi-
cile nécessitant des méthodes élaborées, des langages bien adaptés et des outils efficaces.
Cette difficulté a amené I'utilisateur a créer un langage formel et rigoureux, permettant
d’énoncer un probléme dans un formalisme de trés haut niveau, basé sur la théorie des
types abstraits de données algébriques. Les spécifications algébriques sont alors des des-
criptions dans ce langage, et par leur rigueur, ressemblent aussi bien & des programmes
qu’a des énoncés mathématiques. La spécification d’un type de données consiste en une
algébre explicitement définie. La syntaxe de la spécification correspond a la signature
d’algebres et sa sémantique est captée par 'algebre initiale de la classe d’algebres de la
spécification. Les spécifications algébriques peuvent en outre étre considérées comme une
axiomatisation de la théorie du type de données qu’elles spécifient. Elles permettent par
conséquent Putilisation de prouveurs de théorémes et donc "automatisation de la valida-
tion de leurs propriétés formelles. Parmi les nombreux outils permettant de mener a bien
cette validation, la réécriture est I’'un des plus efficaces.

La réécriture est & origine une méthode de preuve en logique équationnelle qui a
suscité depuis fort longtemps 1’intérét de nombreux chercheurs afin de résoudre le probléme
du mot dans D’algébre universelle [64]. Il s’agit de décider si une égalité s = ¢ est valide dans
une classe d’algébres. La méthode classique de preuve est celle du remplacement d’égaux
par des égaux qui consiste & déduire le théoréme s = ¢ & partir des axiomes égalitaires.
Cependant, cette méthode s’est avérée inefficace en raison des nombreux retours en arriere
qu’elle suscite sur les choix d’égalités. Afin de lever cet indéterminisme, on lui a préféré la
méthode de réécriture dont le principe est d’orienter les axiomes en régles de réécriture.

Dans la théorie inconditionnelle, dite classique, une régle de réécriture est une paire
orientée de termes, notée g — d. Réécrire un terme 3 l’aide d’une régle ¢ — d consiste a
remplacer, dans ce terme, une instance de g par 'instance correspondante de d. La preuve
du théoréme s = t se raméne alors & vérifier que s et ¢ se réécrivent en un méme terme, a
I'aide de ’ensemble des régles du systéme de réécriture.

Par ailleurs, un systéme de réécriture de termes doit vérifier deux propriétés essentielles,
la terminaison appelée également neethérianité, qui assure qu’un calcul termine toujours,
et la confluence qui exprime que si le résultat de ce calcul existe, alors il est unique. Un
systéme de réécriture confluent et noethérien est dit canonique. I traduit 'existence et
I"unicité de tout calcul.

Cependant, il est rare qu’une spécification équationnelle transformée en systeme de
réécriture donne directement lieu & un systéme canonique. Il est souvent nécessaire de
recourir & la procédure de complétion de Knuth-Bendix. L’idée de base de cette procédure
est de supprimer les ambiguités dans le calcul en forcant I’égalité de deux termes issus
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de la simplification d’un méme terme. Ces ambiguités sont plus connues sous le nom de
paires critiques. La procédure de Knuth-Bendix définit un algorithme de semi-décision
pour le probléme de validité dans les théories équationnelles pour lesquelles il s’applique,
et elle fournit une méthode de décision lorsque ’algorithme termine.

Les régles de réécriture peuvent étre utilisées pour spécifier une partie des opérations
d’un type abstrait, sous forme de définitions récursives. Elles ne sont cependant pas
suffisantes dans certaines situations, notamment lorsque nous avons besoin d’exprimer
des propriétés ou des définitions conditionnelles, ou encore si nous voulons définir des
opérations partielles ou exprimer des propriétés restreintes 3 un sous-domaine. Il est alors
utile de définir des axiomes conditionnels que ’on note p = ¢ = d. La partie g = d est la
conséquence de I’équation et p est sa précondition.

Le cadre de cette theése est la théorie de la réécriture conditionnelle de termes. Son
objectif est I’étude des différents concepts mis en jeu pour établir la confluence des systémes
de réécriture conditionnelle dans I’algebre initiale. Notre contribution centrale est la mise
en ceuvre de deux tests de confluence sur les termes clos. Le premier concerne les systémes
de réécriture hiérarchiques et le second est établi pour une classe de systémes de réécriture
conditionnelle plus souples, a savoir les systémes décroissants.

Le plan de ce document s’articule comme suit :le premier chapitre introduit dans son
premier paragraphe les bases théoriques préliminaires aux thémes abordés dans cette thése.
Nous explicitons dans cette partie, la théorie des spécifications algébriques et dans la par-
tie qui lui succede, la méthode de réécriture de termes. Un troisiéme paragraphe de ce
chapitre définit la complétude des spécifications algébriques. Il est connu que cette prop-
riété est indécidable. Nous rappellons les principaux résultats qui permettent d’établir
des conditions suffisantes pour vérifier qu’une spécification algébrique, classique ou condi-
tionnelle, est compléte par rapport & I’ensemble de ses constructeurs. L’intérét de cette
propriété est crucial dés lors que l'on étudie la confluence d’un systéme de réécriture.
Enfin, le quatriéme paragraphe est consacré i ’étude des spécifications conditionnelles.
Nous présentons dans une premiére partie le formalisme de la réécriture conditionnelle
selon trois critéres spécifiques. Il est en effet difficile d’aborder cette présentation dans
un cadre général car elle dépend des objectifs visés concernant 'utilisation des systémes
conditionnels et de nombreux choix quant & la définition d’une régle de réécriture condi-

tionnelle, sont alors possibles. Le premier critére de définition de la théorie conditionnelle

caractérise la classe d’algébres considérée, le second est lié 3 la terminaison de la réduction
conditionnelle et le troisieéme spécifie le type de relation de réécriture conditionnelle que
I’on choisit de définir. Nous exposons par ailleurs les problémes que pose la généralisation
du cadre classique, sans préconditions, au cadre conditionnel. Dans sa seconde partie, le
paragraphe comporte une synthése des divers travaux entrepris dans le domaine condi-
tionnel. Ce chapitre a également pour but de fixer les notations et la terminologie utilisées
dans cette these.

Le chapitre 2 est consacré a ’étude de la complétude des spécifications conditionnelles.
La complétude d’une spécification est nécessaire dés lors qu’on s’intéresse 3 la propriété
de confluence sur les termes clos. Elle garantit en particulier que toute instance close
d’une précondition puisse étre évaluée, et par conséquent, qu’un terme clos soit réécrit.
L’importance de la complétude nous est apparue clairement lorsque nous avons voulu



valider nos résultats dans le cadre des spécifications hiérarchiques. En effet, la relation
de réécriture hiérarchique que nous étudions dans le paragraphe suivant a un pouvoir
d’expression plus restreint que la réduction récursive. Afin d’établir ’équivalence entre
ces deux relations, il faut que la spécification en question soit compléte. Aprés avoir, pen-
dant un certain temps, supposé cette propriété acquise pour toute spécification étudiée, il
nous a paru impératif d’en esquisser une étude et d’élaborer des conditions suffisantes de
décision. Nous étudions dans un premier temps, la complétude dans un cadre condition-
nel sans hypothéses de hiérarchie, et nous explicitons les conditions sous lesquelles cette
propriété peut étre décidée. Dans cette partie, nous formalisons un algorithme de test de
la complétude en fonction d’une relation de réécriture appropriée. La version hiérarchique
de cette relation nous permet d’appliquer, dans le chapitre suivant, une variante de cet
algorithme au cadre des spécifications hiérarchiques pour obtenir une méthode de décision
de la propriété de complétude hiérarchique.

Au chapitre 3, nous nous intéressons au caractére opérationnel de la réécriture condi-
tionnelle. Réécrire un terme par la regle p = ¢ — d en utilisant la substitution ¢ met en
ceuvre un processus qui comporte un chainage en avant, qui consiste i simplifier le terme,
et un chainage en arriére pour justifier la précondition, i.e. vérifier que op est vraie. Nous
choisissons de considérer les préconditions des regles de réécriture comme des expressions
de sorte booléenne évaluables elles aussi, par des régles de réécriture. Il est alors essentiel
d’utiliser deux systémes de réécriture différents pour éviter que tout calcul comporte une
dérivation cyclique. L’idée consiste 3 définir une spécification conditionnelle de maniére
structurée, par niveaux imbriqués de hiérarchie, et & évaluer la précondition dans un sous-
systéme afin d’assurer la terminaison d’une réduction quelconque. Ce principe nous a
amenée 3 définir une relation hiérarchique. Cependant, de par la restriction hiérarchique
qu’elle comporte dans sa définition, cette relation est appauvrie, et pour que la congru-
ence qu’elle induit soit équivalente a la congruence induite par la réduction récursive, la
spécification conditionnelle doit vérifier la propriété de complétude suffisante. La relation
de réécriture hiérarchique nécessite d’étre définie sur les termes clos et cela essentielle-
ment pour deux raisons ; d’une part, pour évaluer toute I’expression op, il faut que op soit
sans variables; d’autre part, il n’est pas raisonnable de définir la propriété de complétude
suffisante sur les termes avec variables. Afin d’élargir le domaine d’application de la
réécriture hiérarchique aux termes avec variables, nous définissons par la suite un proces-
sus de réécriture contextuelle. Les conditions sont alors considérées comme des contextes
et la notion de terme est généralisée a celle de terme contertuel qui définit un terme ac-
compagné d’un contexte. Si une régle p == g — d est appliquée 4 un terme contextuel,
plutét que d’évaluer I’expression op, celle-ci est ajoutée a I’ancien contexte. Sous certaines
conditions, cette approche permet d’effectuer de la déduction sur les termes sans variables
en comparant des ensembles complets de formes normales conteztuelles. La complétude
de ces ensembles est garantie par ’hypothése de bonne couverture du systéme considéré.
Nous étudions le processus de réécriture contextuelle dans un cadre hiérarchique et nous
établissons un résultat de confluence sur les termes clos des systémes de réécriture condi-
tionnelle hiérarchique. Par ailleurs, puisque les préconditions de régles sont des expressions
booléennes, nous sommes amenée a définir le comportement des spécifications condition-
nelles par rapport aux booléens a l’aide de deux propriétés essentielles, la complétude par
rapport auz booléens, qui garantit que le support booléen d’une spécification condition-
nelle est isomorphe & ’ensemble {true, false}, et la consistance par rapport auz booléens,
qui assure que {rue et false sont deux constantes distinctes et évite par la-méme toute



inconsistance.

L’objectif du chapitre 4 est de formaliser un processus de réécriture contextuelle défini
a partir du raisonnement par cas. Ce processus garantit que toute simplification d’un
terme est compléte, puisque toutes les branches de réécriture sont envisagées. De ce fait,
Phypothése de bonne couverture n’est plus utile et la définition par des équations condi-
tionnelles d’un symbole d’opération, est rendue plus souple. Cependant, la formulation du
raisonnement par cas que nous avons choisie dans ce chapitre, comporte dans sa définition
méme, une branche de réécriture infinie, appelée branche complémentaire, et il devient
nécessaire de controler la terminaison de cette branche en mémorisant un certain nom-
bre d’informations afin d’interdire la réutilisation des régles susceptibles d’engendrer une
dérivation infinie. Deux solutions dans cet objectif sont envisageables;la premiére con-
siste & s’interdire I'utilisation de la régle simplificatrice sur 1’équation issue de la branche
complémentaire, et la seconde consiste & limiter & un nombre déterminé le nombre de sim-
plifications dans cette branche. Pour notre part, nous avons adopté la premiére solution
dont nous justifierons le choix. Nous établissons un test de confluence sur les termes clos
des systemes décroissants fondé sur des criteres de convergence des paires critiques aisés a
vérifier. I’étude élaborée dans ce chapitre présente de nombreux avantages, notamment en
ce qui concerne la souplesse du processus de simplification et la facilité de mise en ceuvre
du test par rapport au travail précédent. Nous établissons par ailleurs une comparaison
des deux stratégies et nous justifions les nouveaux choix.

Le role prépondérant des booléens dans la théorie conditionnelle nous a incitée & con-
sacrer le dernier chapitre & 1’étude des différents mécanismes de preuve dans les con-
textes booléens. Nous nous intéressons essentiellement & deux types de preuve et nous
étudions plus particuliérement leur aspect opérationnel. Ces preuves sont soit des preuves
d’insatisfiabilité de la forme p = false, ou des preuves de bonne couverture de la forme
P1V ...V p, = true. Nous nous appliquons dans une premiére partie, a illustrer par des
exemples, la nécessité d’établir une interaction entre ’aspect algébrique du processus de
réécriture conditionnelle et un traitement plus sophistiqué des booléens par des preuves
du premier ordre. Ces derniéres sont indispensables pour prouver l'insatisfiabilité des con-
textes ou encore pour montrer que la réduction d’un terme contextuel est compléte et
fournit un ensemble complet de formes normales contextuelles. Il est également important
de mettre I’accent sur la sensibilité de ces preuves & la forme des spécifications condi-
tionnelles et notamment, aux différentes formes que peuvent prendre les préconditions de
regles. La puissance du test de confluence dépend d’un facteur essentiel:le savoir-faire
dans les preuves de contextes. Il nous apparait envisageable d’utiliser, au cours du test
de confluence et éventuellement, au cours du processus de complétion, un prouveur de
théoremes pour des preuves localisées. Ce prouveur de théorémes peut par ailleurs, étre
utilisé, si nécessaire, pour d’autres usages. Ce dernier chapitre se veut essentiellement
prospectif. Notre intention est en effet d’exposer les divers problémes rencontrés lors du
test de convergence des paires critiques et de présenter les principales solutions adoptées
par certains auteurs, particuliérement d’un point de vue implantation.

Nous concluons en résumant le travail effectué au cours de cette theése et en indiquant
d’une fagon générale d'une part, les orientations que peuvent prendre les suites de ce travail
et d’autre part, les problémes encore ouverts suggérés dans le document.

—









Chapitre 1

Les spécifications algébriques et
les systemes de réécriture.

1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif de présenter le cadre de travail de cette thése. Le premier
paragraphe est consacré a des rappels de 1’algebre universelle. I s’intégre dans le cadre des
spécifications algébriques et il présente les principes de la théorie équationnelle. Le second
paragraphe définit le formalisme des méthodes de réécriture de termes. Les systémes de
réécriture sont utilisés comme une base pour les spécifications algébriques de types abs-
traits de données. Ils fournissent également un mécanisme pour les langages de program-
mation fonctionnelle et leur caractéristique de base est un appel par filtrage. Ils sont inclus
dans les langages actuels tels que HOPE [14], ML [15, 77], MIRANDA [103], OBJ [33, 37].
Les systemes de réécriture de termes sont également un outil performant pour résoudre
le probléme du mot dans une variété d’algébres et une méthode de décision est obtenue
par ’algorithme de complétion de Knuth-Bendix sous des conditions spécifiques [64]. Un
systéme de réécriture permet aussi de vérifier que la spécification algébrique correspon-
dante possede certaines propriétés qui garantissent sa correction. Parmi ces propriétés, la
complétude suffisante est essentielle a vérifier. Elle assure en effet que tout symbole de
fonction est complétement défini par rapport aux constructeurs de la spécification. Toute-
fois, elle est indécidable, et les résultats connus a1’heure actuelle ont pour objectif d’établir
des conditions suffisantes pour montrer qu’une spécification algébrique est suffisamment
compléte en utilisant son systéme de réécriture correspondant. Ces résultats sont pour la
plupart établis dans le cadre classique, sans préconditions. Le troisi®éme paragraphe définit
la complétude suffisante d’une spécification et constitue par ailleurs un rappel des résultats
connus. Ces résultats seront par la suite dans le chapitre 2, adaptés aux spécifications con-
ditionnelles. Dans le paragraphe 4, nous nous plagons finalement dans le cadre d’étude de
cette thése, & savoir, le cadre conditionnel et nous présentons les spécifications condition-
nelles de termes. Définir un type abstrait algébrique par des axiomes conditionnels offre
davantage de souplesse et de simplicité que dans un cadre classique, sans préconditions.
La réécriture conditionnelle a pour objectifs de simplifier la programmation logique et
d’optimiser la preuve de théorémes. Elle permet de plus la validation des spécifications
algébriques et constitue de ce fait un domaine d’étude important. Nous présentons dans
une premiére partie de ce paragraphe la théorie de la réécriture conditionnelle sous trois
aspects essentiels qui interviennent dans la définition d’une spécification conditionnelle.

9
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Le premier critére concerne la classe d’algébres que ’on vise & appréhender. Le second
critére est un critére de terminaison qui garantit que toute réduction conditionnelle se
termine et le troisiéme critére caractérise le type de définition que ’on adopte pour la
relation de réécriture conditionnelle elle-méme. Nous illustrons par ailleurs par des exem-
ples les problémes qui se posent lors de la généralisation des résultats de décidabilité dans
la théorie classique au cadre conditionnel. Dans la seconde partie du paragraphe, nous
procédons a une synthése des divers travaux effectués dans le domaine conditionnel.

Chapitre 1. Les spécifications algébriques et les systémes de réécriture.
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2 Spécifications algébriques et théorie équationnelle

2.1 Rappels d’algébre universelle

Cette partie présente les principaux éléments de 1’algébre universelle sur lesquels se
base la réécriture de termes. Nous nous sommes autorisée de nombreux emprunts aux
travaux de Rémy et d’Héléne Kirchner [94, 63].

Par convention, nous avons choisi de terminer toute preuve par le symbole O et tout
exemple par le symbole <.

Signatures et F-algébres

La théorie des algébres universelles a pour objet ’étude des propriétés des algébres qui
sont invariantes par isomorphismes. Elle constitue de ce fait, un cadre formel d’étude pour
les types abstraits de données. Il est nécessaire de considérer pour cette étude des algebres
hétérogenes, c’est-a-dire des algébres & plusieurs sortes. De méme, chaque opération est
affectée d’un profil et est définie comme une application & 0 ou plusieurs arguments de
diverses sortes.

Définition 1.1 Signature
Une signature £ = (S, F) est la donnée d’un ensemble S de sortes et d’un alphabet F'
profilé par S. Autrement dit, il existe une fonction a de F dans S* qui, & tout symbole
f de F, associe a(f) = 81...8, ;5. a(f) est le profil de f, s est son codomaine et n
son arité. Un opérateur d’arité 0 est une constante.
F;, désigne la signature composée des opérateurs de profilw ;s avec w dans S*.

Définition 1.2 F-algébre
Une (S, F)-algébre ou algébre de type F, A = (A, FA) est la donnée d’une famille
A = (4,), 8 € S d’ensembles non vides et d’une famille Fo = (fa)ser d’opérations
dans A, indicée par F.
A est appelé le support de A. L’application f — f4 de F dans AA" est appelée
interprélation des opérations dans A.

Morphismes, algébre initiale, algébres libres

Un morphisme est une application qui permet de comparer deux F-algébres entre elles.
Plus formellement,

Définition 1.3 Morphisme
Soient A = (A, Fj) et B = (B, Fg) deuz F-algébres, une application v entre les
supports A = (A,)ses €t B = (Bs)ses de A et B est un F-morphisme (ou morphisme
de F-algebres) ssi elle vérifie la propriété de commutativité :

P(fa(z1y- -5 2n)) = fB(P(215- .., P(2n))

pour tout symbole f dans F,.s avec w = s1...8y, pour tous x1 de sorte s1,..., Tn
de sorte s,.

Dans une variété d’algebres universelles, une F-algébre particuliére est intéressante a
étudier, la F-alggbre initiale. Cette F-algébre est définie de la fagon suivante:

Chapitre 1. Les spécifications algébriques et les systémes de réécriture.
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Définition 1.4 F-algebre initiale
Une F-algébre A = (A, Fj) est dite initiale (ou minimale) si pour toute autre
F-algébre B = (B, Fg), il existe un morphisme unique noté 14 de A dans B.

Si l’algébre initiale existe, elle est unique 3 un isomorphisme prés. Cette algébre est
constituée de la F-algébre T(F) des termes clos ou, vu d’une autre fagon, des arbres
étiquetés par les symboles de F. On a alors le résultat suivant:

e un type abstrait algébrique est un type d’algébre hétérogéne;
e un objet du type est un élément de 1’algebre initiale ;

Dans ’algebre initiale, on considére comme différents deux termes dont on ne peut prouver
Dégalité.

T(F) est ’algébre des termes clos. L’unique morphisme 14 interpréte chaque terme clos
comme un élément de A.

Définition 1.5 Algébre finiment engendrée
Une F-algébre A = (A, F4) est une algébre finiment engendrée si le morphisme 14
de T(F') dans A est surjectif.
Autrement dit, les algébres finiment engendrées sont les images homomorphes de
P’algébre des termes. Sit est un terme clos sur T(F'), on note t4 son image PA(t)
dans A. Ainsi,
A;={ta [t € T(F)s} pours€ S

Remarque: T'(F) n’est définie que si pour toute sorte s de .5, il existe au moins un terme
de sorte s. Nous ferons systématiquement cette hypothese par la suite.

Définition 1.6 Ensemble des termes clos
La signature ¥ = (S, F) étant donnée, I’ensemble des termes clos, noté

T(F) ={T(F)s, s € 5}

est défini de la fagon suivante, pour tout symbole d’opération f dans F,
e soit f:— s alors f est dans T(F),

o soit f:81 X ...X 8n — s et pour tout j dans [1...n], t; est dans T(F)s;, alors
f(t1,..., tn) est dans T(F),.

Le probléme de l’existence de ’algebre initiale est un cas particulier de celui de 1’algébre
libre engendrée par une famille X = (X;),es d’ensembles disjoints de variables (il s’agit
du cas ot X, = @ pour toute sorte s dans S). On peut construire une F-algébre T(F, X)
libre sur un ensemble X de variables telle que, pour toute algébre A et toute application
v:X — A, il existe un morphisme unique h4, de T'(F, X) dans A prolongeant v.

Soit X = (X;), s € S, un ensemble de variables tel que X, soit dénombrable, les éléments
de la F-algebre libre engendrée par X sont appelés termes.

Cette définition étant peu parlante, il est devenu classique de donner aux termes une
représentation sous forme d’arbres étiquetés. Autrement dit, il s’agit de considérer un
terme ¢ comme une application d’un certain domaine d’arbres dans un alphabet, compa-
tible avec le profil des symboles.

Chapitre 1. Les spécifications algébriques et les systémes de réécriture.
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Définition 1.7 Soit N, Pensemble des entiers strictement positifs, N} le monoide libre
engendré, € le mot vide et . désignant Uopération de concaténation.
On considére une application t de N} dans F U X et dom(t) son domaine de
définition, alors t est un arbre sur FU X ssi

1. € est un élément de dom(t)
2. dom(t) est clos par préfize, i.e. u € dom(t) si v.u' € dom(t)
3. pour tout u dans dom(t), u.i € dom(t) ssi i est compris entre 1 et Uarité de

t(u).

Le domaine d’un arbre t est également appelé ensemble des occurrences de t. Les éléments

de dom(t) sont les nceuds de ’arbre, le noeud € est la racine (ou sommet) et u.i est le jeme
fils du nceud u.

Exemple 1.1 Soit F = {f, h, a} avecar(f) =2, ar(h) = 1 etar(a) =0 et X = {z, y}.
L’application t, définie sur {¢, 1, 2, 21} par:

te)=f, t(1) =a, 1(2) = h et 1(21) = z

correspond au terme bien formé f(a, h(z)). ¢

Définition 1.8 Occurrences disjointes
Deuz occurrences sont disjointes ssi il n’eziste pas de u” dans Ni tel que u = u'.u”
ou v =uu’

Nous désignons aussi par T'(F, X) I’ensemble des arbres construits sur F et sur ’ensemble
X de variables. Cela est justifié par le lemme suivant:

Lemme 1.1 L’ensemble des arbres construits sur F'U X peut étre muni d’une structure
de F-algébre, et c’est la F-algébre engendrée par X.

Définition 1.9 Soit t un terme et u un élément de dom(t) ; le sous-terme de t & occur-
rence u, noté t;, est le terme t' défini par t'(uv') = t(u.u') pour tout v’ appartenant
aN¥

+0

Définition 1.10 Soient t et t' deuz termes et u une occurrence de t. L’opération de
remplacement dans t du sous-terme t;, part' consiste 4 définir un nouveau terme
1" noté t[u « t'] tel que

e dom(t”) = dom(t) — dom(t,,) + u.dom(t')
e t”(w) = t(u') si v € dom(t) — dom(t;,) ou t'(u”) si v = u.w”
Définition 1.11 L’ensemble Var(t) des variables d’un terme t est défini inductivement
par:
o sit est une constante, Var(t) =0
o sit est une variable z, Var(t) = {«}
e sit= f(t1,..., tn), Var(t)= Var(l1)U...UVar(t,).

Chapitre 1. Les spécifications algébriques et les systémes de réécriture.
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Lorsqu’un terme ¢ contient au plus une occurrence de chaque variable, ¢ est dit linéaire. De
méme, si une variable apparait au plus une fois dans un terme, on dit qu’elle est linéaire.

Les endomorphismes de ’ensemble des termes sont les substitutions:

Définition 1.12 Substitution
Une substitution est une application o de X dans T(F, X). Le domaine de o, noté
Dom(co) est le sous-ensemble de X défini par

Dom(o) = {z / o() # z}

Le caractére libre de la F-algébre permet d’affirmer qu’une telle application se prolonge de
fagon unique en un endomorphisme de T'(F, X). Il vérifie donc pour tout f de F d’arité
n, pour tous ty,..., i, de T(F, X):

O'f(tl,..., tn)zf(atl,..., O'tn)

L’ensemble des substitutions sur T(F, X) (resp sur T(F)) est noté Subst(F, X) (resp
Subst(F)).

Définition 1.13 La composée de deuz substitutions a et 0 est la substitution notée a.f
et définie pour toute variable z par a.0(z) = a(6(z)).

Congruences:

Définition 1.14 F-congruence
Une F-congruence sur une F-algébre A est une relation d’équivalence E sur A
vérifiant pour tout f: s; X ... X 8, — 8, pour tous a1, by,..., an, b, dans A,

(a1Zby A...A anEbn) == fA(al,..., an)Ef_A(bl,..., bn)

Proposition 1.1 Si = est une congruence sur A, l’ensemble A=z appelé ensemble quo-
tient, peut étre muni d’une structure d’algébre notée A= en posant pour
f:81 X 83X ...X 8, — s dans F, pour ay,..., a, dans A,

fAF/E(alv' .. ,an) = fA(aly ceey an)
ot pour tout 1 dans [1...n}, @; est la classe d’équivalence de a; dans Ualgébre A.

Théoréme 1.1 Soient A = (A, Fa), B = (B, Fg) deuz F-algébres et p:A — B un
F-morphisme, la relation Z, définie par:

aZyb <= Y(a) = z/J(b)‘ Va, be A

est une F-congruence.
Réciproquement, si = est une F-congruence sur A, la projection

t=(a) =@, YVa € A
est un F-morphisme et la congruence associée a 7= est la F-congruence =.

Proposition 1.2 Quotients de I’algébre initiale par des congruences
Soit E une congruence sur T(F) ; Uensemble T(F)/= des classes d’équivalence [t]=
de T(F) peut étre muni d’une structure de F-algébre de la maniére suivante :
Soient f:sy X ... X s, — s dans F, ty dans T(F)s,,..., t, dans T(F);,. On pose

fT(F)/E([tllf"l’ oy [talz) = [f(t1, .-, ta)le

Chapitre 1. Les spécifications algébriques et les systémes de réécriture.
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2.2 [Egalité des termes dans une algébre

Soient A une F-algébre et ¢ et t' deux termes de T(F, X);le probléme est de savoir
quand les termes ¢ et ¢’ sont égaux dans .A. Dans le cas ot t et ¢’ sont des termes clos,
le probleme se réduit 4 déterminer quand ces deux objets de méme type et d’écriture
différente sont en fait identiques.

Définition 1.15 Soient A une F-algébre et t, t' deuz termes de T(F, X);
A valide l'aziome t = t' ssi

Yo :Var(t)u Var(t') — A, ot = ot

ou & est l'unique extension (& un isomorphisme prés) de o & Pensemble T(F, X).
Onnote A=t=1.

A valide un ensemble E d’axiomes ssi A valide chaque axiome de E. A est alors une
(F, E)-algébre.

Théoréme 1.2 Théoréme de Birkhoff [5]
L’ensemble des congruences sur T'(F, X) compatible avec un ensemble d’ariomes
E constitue un treillis complet dont I’élément minimal est la relation notée =g et
appelée E-égalité ou théorie équationnelle engendrée par E.
De plus, soit A une (F, E)-algébre, alors

At=t<>t=pt

Le théoréme de Birkhoff est un résultat fondamental puisqu’il raméne un probleme séman-
tique, le probléme de validité d’un axiome dans une variété équationnelle, & un probléme
purement syntaxique, 1’égalité dans E. Cependant, il traduit le probléme du mot dans
une F-algébre mais ne permet pas de le résoudre algorithmiquement. On peut méme
montrer qu’en général le probléme de 1’égalité de deux termes dans une F-algébre est
indécidable, c’est-a-dire qu’il n’existe aucun algorithme ayant pour données une F-algébre
A et un couple de termes (¢, ¢') et qui permette de répondre par oui ou par non a la
question :1’égalité t = t' est-elle valide dans la F-algébre A7

Spécifications et types abstraits.

Définition 1.16 Spécification équationnelle
Une spécification équationnelle (X, E) est la donnée d’une signature
Y = (8, F) et d’un ensemble fini E d’équations sur T(F, X).

Une spécification équationnelle permet d’engendrer une congruence formée de toutes les
égalités que ’on peut prouver a partir des axiomes du type par la méthode de remplace-
ment d’égaux par des égaux de la facon suivante:

Définition 1.17 Théorie équationnelle
Soient =g la théorie équationnelle engendrée par un ensemble d’équations E et t, t'
deuz termes de T(F, X),
t =g t' ssi il existe une chaine de termesig, t1,..., tn, 0 < i < navect =1, t' =1,
et telle que:

Chapitre 1. Les spécifications algébriques et les systémes de réécriture.
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o soit t; = 1;4q

o soit il existe une équation g = d dans E, une occurrence u de t; et une substi-
tution 0 : X — T(F, X) telles que:

ti,, =09 etti1 = ti[u — od] ou ti, =odettiy = ti[u — og].

Cette méthode permet de prouver 1’égalité de deux termes. Néanmoins, elle présente
un inconvénient majeur du fait qu’elle n’est pas déterministe. En effet, elle nécessite de
nombreux retours en arriére sur les choix d’égalités et c’est pour lever cet indéterminisme
que 'on a eu recours a la méthode de réécriture de termes.

3 Systéemes de réécriture de termes

Pour rendre décidable la congruence engendrée par un ensemble d’équations, celle-
ci est transformée en un systeme de réécriture associant aux termes de chaque classe
d’équivalence une forme normale unique. Un systéme de réécriture permet de prouver
dans une théorie équationnelle, des égalités universellement quantifiées du type ¢ = 22,
olt ¢y, 1, sont des termes avec variables.

Définition 1.18 Systéme de réécriture de termes
Un systéme de réécriture R sur un ensemble de termes est un ensemble de régles de
réécriture, chacune de la forme g — d, ou g et d sont des termes. R est en fait un
ensemble E d’équations orientées en régles afin de rendre décidable la congruence
engendrée par E. ,
Les couples d’éléments de R vérifient la condition Var(d) C Var(g).

A un systéme de réécriture R est associée une relation binaire —p appelée relation de
réécriture et définie de la fagon suivante:

Définition 1.19 Relation de réécriture classique
Soient t et t' deuz termes de T(F, X), t se réécrit en t' par R et on notet —p t'
s’il existe une régle ¢ — d dans R, une occurrence u de t et une substitution o : X —
T(F, X) telles que
ty = og et t' = tfu « od).

La relation de réduction —% engendrée par R est la fermeture réflexive et transitive de la
relation —p.

Définition 1.20 Forme normale
Un terme t est dit irréductible ou en forme normale s’il n’existe pas de terme t tel
quet —pt.
De méme, t' est une forme normale de t sit —§t' et t' est irréductible.

Dans les années 70, Knuth et Bendix ont mis en évidence comment réécriture et complétion
permettent de résoudre le probléme du mot dans ’algébre universelle [64]. 1l s’agit d’ob-
tenir, & partir d’un systéme E d’équations et par un processus de complétion, un systéme
de réécriture R confluent et ncethérien. I’idée de base est de superposer deux membres

Chapitre 1. Les spécifications algébriques et les systémes de réécriture.
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gauches de régles afin de créer une ambiguité non triviale, encore appelée paire critique, de
I’orienter en une régle de réécriture et de ’ajouter au systeme. Le processus de complétion
est cyclique et lorsque D’algorithme n’engendre plus de nouvelles paires critiques et que
toutes les équations sont orientées, il fournit un systéme final utilisé comme une procédure
de décision pour I’égalité dans la variété correspondante. En effet, t; =g ¢, si et seulement
si ¢, et fy se réécrivent par le systéme R en une méme forme normale {. Cependant, pour
que le calcul de cette forme normale se termine, il faut que la relation de réécriture —p
associée au systéme R soit noethérienne, et d’autre part, afin de garantir I'unicité de %,
cette relation doit étre confluente. Ces deux propriétés d’une relation de réécriture sont
essentielles et elles se formulent de la facon suivante:

Définition 1.21 Terminaison
— g termine ssi il n’existe pas de suile infinie de la forme

t1 2Rl —»R...—Rpty @R ...

On dit encore que —g (R) est nathérienne (neethérien).

Définition 1.22 Confluence, confluence sur les termes clos
— R est confluente ssi pour tous termes t, 1,1ty dans T(F, X), tels que t - t; et
t —g ta, il existe t' dans T(F, X) tel que

(x%) t1 =Rt etty Rt

— g est confluente sur les termes clos ssi (#+) est vérifiée pour tous termes clos
1, t1,t dans T(F) tels que t =} 11 et t —% 1.

La terminaison de — g est indécidable. Cependant, cette propriété a fait ’objet de diverses
études et des conditions suffisantes ont été établies pour tester la ncethérianité d’une
relation de réécriture. Aprés quelques définitions utiles, nous formulons dans ce qui suit
un théoréme fondamental que nous utilisons & diverses reprises dans notre travail.

Définition 1.23 Un ordre partiel > sur un ensemble S est une relation binaire, transi-
tive et irréflexive définie sur les éléments de S. L’ensemble S est dit partiellement
ordonné.

L’ordre > est total si pour tous éléments distincls t;, t; de S, soit t; > tg soit
ta > 1.

Définition 1.24 Ordre bien fondé
Un ordre partiel > sur un ensemble S est bien fondé s’il n’existe pas de séquence
infintety >t > ...> t, > ... d’éléments de S.

La notion de bonne fondation de 'ordre permet de proposer la méthode suivante pour la
preuve de la terminaison d’un systéme de réécriture:

Théoréme 1.3 —g définie sur un ensemble de termes T(F, X) termine ssi il eziste un
ordre > bien fondé sur T(F, X) tel que

Vs, teT(F, X), s »pt=>s>1

Chapitre 1. Les spécifications algébriques et les systémes de réécriture.
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Définition 1.25 F-compatibilité
Un ordre partiel > sur l’ensemble des termes T(F, X) est F-compatible s’il possede
la propriété de remplacement définie par:

s>t=> (..., 8.0 > f(L.oy t..0)
pour tous termes s et t et pour tout symbole de fonction f de F.
Nous présentons & présent le principal critére pour la preuve de terminaison :

Théoréme 1.4 [76, 18]
—p termine sur un ensemble de termes T(F, X) s’il existe un ordre bien fondé et
F-compatible tel que
Vg—d€R, og>oad

pour toute substitution o dans T(F, X) des variables de g.

Un ordre bien fondé et F-compatible est encore appelé ordre de réduction.

Pour étudier la propriété de terminaison d’une relation de réécriture associée 3 un systeme
de réécriture, un ordre appelé précédence, peut également étre défini sur les symboles
d’opérateurs de F'. Cet ordre, total ou partiel, est étendu & ’ensemble FU X en prenant
pour convention qu’une variable n’est comparable avec aucune autre variable ni avec aucun
symbole de F'.

Une grande variété d’ordres a été définie dans le cadre d’étude de la terminaison, chacun
d’eux étant caractérisé d’une part, par des propriétés particuliéres comme I'incrémentalité
et la cloture par substitution et d’autre part, par leurs extensions aux ensembles et multi-
ensembles ou par une extension lexicographique. Le lecteur peut se référer & [18] pour
une syntheése approfondie de ces ordres.

La seconde propriété essentielle que doit vérifier une relation de réécriture est la propriété
de confluence. Cette propriété est équivalente & la propriété de Church-Rosser. Soit par
définition,

«—h= (RU<R)T

La propriété de Church-Rosser est caractérisée par I’assertion suivante:pour tous termes
t, t' dans T(F, X) tels que t «—} t', il existe t” dans T(F, X) tel que

t Rt et t! =Rt

—p est canonique si elle est confluente et noethérienne.

Dans le cadre de la réécriture classique, sans préconditions, la situation peut se résumer
par le théoréme de confluence de Knuth-Bendix. Dés que la relation de réécriture associée
3 un systéme de régles est ncethérienne, la confluence est équivalente a la propriété de
confluence locale. La décidabilité de la canonicité d’une relation de réécriture est alors
assurée puisque la confluence locale peut étre vérifiée en examinant seulement un nombre
fini de paires critiques et en montrant que celles-ci sont convergentes. La confluence locale
se formule comme suit :
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Définition 1.26 Confluence locale, confluence locale sur les termes clos
—R est localement confluente ssi pour tous termes t, t1, ty dans T(F, X) tels que
t—pty ett —p iy, il existe t' dans T(F, X) tel que

(#%) t1 -t etty —Rt.

— R est localement confluente sur les termes clos ssi (xx) est vérifiée pour tous termes
clos t, ty, ty de T(F) tels quet -ty ett —p ts.

Théoréme 1.5 Théoréme de Newman [82]
Si — g termine, alors elle est confluente ssi elle est localement confluente.

Théoréme 1.6 [64]

Une relation de réécriture — g est localement confluente ssi toute paire critiqgue non
triviale est convergente.

On dira que la paire critique ¢ = ¢’ est convergente s'il existe un terme I tel que t -} et
t =5t

Nous nous sommes par ailleurs intéréssée & la propriété de complétude des spécifications
conditionnelles. La complétude reste en effet une propriété essentielle pour établir la
confluence sur les termes clos d’un systéme de réécriture. Le paragraphe qui suit constitue
dans sa grande partie un rappel des résultats établis dans un cadre général, ces résultats
restant valides dans le cadre des spécifications conditionnelles.

4 La complétude suffisante et les propriétés reliées

Complétude étant un terme souvent employé pour des notions différentes, nous préfé-
rons utiliser pour des raisons de clarté, le terme de complétude suffisante.
La complétude suffisante peut &tre en réalité formalisée & partir de deux concepts différents,
exprimés 'un en fonction de la congruence algébrique et 1’autre en fonction de la relation
de réécriture conditionnelle. Nous établissons par la suite les conditions sous lesquelles
I’équivalence de ces deux concepts peut &tre obtenue pour de telles spécifications.

Les définitions qui suivent utilisent les symboles @ et © désignant respectivement
Punion disjointe d’ensembles et la différence ensembliste.

Définition 1.27 Complétude suffisante
SP = (S, C®D, E) est suffisamment compléte par rapport & C ssi

VteT(C® D), 3t € T(C) tel que t =g 1.

Définition 1.28 Complétude suffisante opérationnelle ou convertibilité
SP = (S, C®D, E) vérifie la complétude suffisante opérationnelle par rapport a C
s8t

Vit e T(C® D), 3ty € T(C) tel que t —f to.
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C constitue ’ensemble des constructeurs de la spécification. Les termes construits unique-
ment a partir des constructeurs sont appelés termes primitifs.

Dans ce cas, nous dirons aussi que le systéme R est convertible (par rapport & C) suivant
en cela Kapur et Narendran et Zhang[59].

Complétude suffisante et convertibilité sont par conséquent deux notions distinctes. Tan-
dis que la premiere est définie & partir de la congruence équationnelle, la seconde est liée
3 la relation de réécriture et elle est, de ce fait opérationnelle. I’exemple qui suit illustre
la différence entre ces deux concepts.

Exemple 1.2 Soit la spécification SP = (S, C® D, E) avec:
S = {elem},
C={e:—elem}, D= {a, b: — elem},
E={b=a, b=c¢};

Dans cette spécification, les trois constantes sont équivalentes modulo la congruence en-
gendrée par E. En d’autres termes, a =g b =g e. Puisque e est dans T(C), nous pouvons
en conclure que la spécification est suffisamment compléte par rapport a C.

D’autre part, supposons que les équations de R soient orientées de gauche a droite et
considérons la constante a. Dans le systéme obtenu, il n’existe aucun terme primitif 7 de
T(C) tel que a —% . Par conséquent, le systéme n’est pas convertible. ¢

Définition 1.29 Cloture par —p
Un ensemble T de termes est clos par la relation —pg ssi pour tout terme t dans T,
s’il existe un terme t' tel que t -5 t', t' est aussi dans T.

On dit encore que — g préserve ’ensemble 7.

Cette premiére proposition établit les conditions sous lesquelles les deux concepts de
complétude suffisante sont équivalents.

Proposition 1.3 Soit SP = (S, C & D, E) une spécification qui définit un systéme de
réécriture R ;
si —p est confluente sur les termes clos de T(C @ D) et si la cléture de T(C) par
— R est égale a T(C) alors
la complétude suffisante de SP par rapport a C est équivalente & la convertibilité de
R.

Preuve: .
<=:la convertibilité de R entraine la complétude suffisante de SP puisque —% est con-
tenue dans =pg.

== :Soit ¢ un terme clos dans T(C @ D);il s’agit de trouver un terme clos to dans T'(C)
tel que t —% to.

Puisque SP est suffisamment compléte par rapport & C, il existe un terme clos t’ dans
T(C) tel que t =g ¢'.

Puisque —pg est confluente sur les termes clos, il existe un terme clos ¢t” dans T(C & D)
tel que t ={ 17 et t' —% 7.

La cloture de T'(C) par la relation — g étant égale & T'(C), puisque ¢/ est dans T'(C) alors ¢”
est aussi dans T(C). Par conséquent, to = ¢” convient pour montrer que R est convertible
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par rapport a C. O

La cloture de ’ensemble des termes primitifs par la relation de réécriture —p est une prop-
riété essentielle pour garantir ’équivalence des deux concepts de complétude suffisante. Si
—g ne préserve pas les termes primitifs, 1’équivalence n’est pas toujours vérifiée méme
si le systéme est confluent sur les termes clos. Examinons a titre d’exemple, le systéme
suivant :

Exemple 1.3 Soit le systéme de réécriture conditionnelle (S, C & D, R) avec:
S = {elem},
C ={c:— elem, f:elem — elem},
D = {g:elem — elem},

R = {f(z) — g(=)}-

R est confluent sur les termes clos et la spécification correspondante est suffisamment
compléte, puisque tout terme clos contenant g est équivalent & un terme clos comportant
uniquement les opérateurs f et c. Cependant, R n’est pas convertible puisqu’il n’existe
aucun terme clos to de T(C) tel que g(c) —% to parce que —p ne préserve pas ’ensemble
T(C). ©

La complétude suffisante d’une spécification est simple & formuler. Cependant, les différen-
tes méthodes de décidabilité de cette propriété mettent en ceuvre des procédés relativement
complexes. Nos recherches, dans le but de formaliser des conditions suffisantes pour la
propriété de complétude suffisante sont fortement inspirées des travaux de Kounalis [66]
dans le cadre classique, sans préconditions.

De mé&me qu’il est possible de partager ’ensemble des symboles de fonction en deux parties,
il est également possible de diviser I’ensemble E des équations de la spécification en deux
ensembles CE et DE ou CE comporte des relations entre les constructeurs. Il est par
conséquent uniquement formé d’équations dont tous les termes sont primitifs.

Pour notre part, nous considérons d’emblée des systémes de réécriture pouvant comporter
des relations entre les constructeurs car il est souvent utile de définir ce type de relations
pour réduire les termes & leur forme normale. Cette importance est mise en évidence dans
Pexemple suivant:

Exemple 1.4 [105]
Soit SP = (S, C® D, CE @ DE) une spécification algébrigue telle que:

S = {bool, Z};

C = {true, false:— bool, 0:— Z, succ, pred: Z — Z};
CE = {succ(pred(z)) = =, pred(succ(z)) = z}
D = {pair : Z — bool}
DE = {pair(0) = true,
pair(suce(0)) = false,
pair(suce(suce(z))) = pair(z),
pair(pred(z)) = pair(suce(z))},

On peut prouver que le systéme de réécriture obtenu en orientant ’ensemble des équations
de CE®DE de gauche a droite est convertible par rapport aux constructeurs. Cependant,
il faut noter que si ’ensemble CE était vide, il n’aurait pas été possible de réduire le terme
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pair(succ(pred(0))) en pair(0), puis en true qui est un terme de T'(C). Dans ce cas, R
n’est pas convertible par rapport & C. ¢

Rappelons également cette proposition qui déduit la convertibilité d’un systéme de réécri-
ture par rapport aux constructeurs 3 partir d’une caractérisation des formes normales:

Proposition 1.4 Soit SP = (S, C & D, E) une spécification qui définit un systéme de
réécriture R ;
St tout terme clos en forme normale est dans T(C), R est convertible par rapport &
C.

Preuve:soit t dans T(F)©T(BF);il s’agit de trouver un terme clos tg dans T'(C) tel que
t —% to. Soit ¢ la forme normale de ¢. L’existence de 7 est garantie par la terminaison de
—R. Par hypothése, ¢ € T(C). Par conséquent, tg = ¢ convient pour montrer que R est
convertible. O

Une autre propriété importante liée 4 la convertibilité est la réductibilité inductive. Nous
en donnons la définition et le principal résultat (voir [51, 59] pour plus de détails).

Définition 1.30 Réductibilité inductive
Un terme t dans T(F, X) est inductivement réductible par —pg ssi toute instance
close de t est réductible par —p.

Théoréme 1.7 Soit (S, CAD, R) un systéme de réécriture tel que — g soit nethérienne;
R est convertible par rapport a C ssi pour tout f dans D, f(z1,..., zn) est induc-
tivement réductible par —p.

Ce théoréme fournit une méthode fondée sur un test de réductibilité inductive pour vérifier
la, convertibilité d’un systéme de réécriture par rapport & son ensemble de constructeurs.
La complétude de définition formalisée dans la suite est également un concept lié a la
complétude suffisante. Intuitivement, si tout opérateur est complétement défini par rap-
port aux constructeurs, le systéme est convertible. ‘

Définition 1.31 Complétude de définition
Soit R un systéme de réécriture associé & une spécification SP = (S, C® D, E) et
soit f dans D de profil s1 X ... X 8, — 8 ; f est complétement défini par rapport a C
ss1

Vi, €T(C)syy. vy tn € T(C)sy,, It € T(C)s tel que f(t1,..., tn) =R 1.

Notons que la complétude de définition est directement définie & partir du concept opéra-
tionnel de la complétude suffisante (convertibilité), c’est-a-dire en utilisant la relation de
réécriture —p. En effet, seul ce concept nous est utile par la suite.

La complétude suffisante dans la théorie conditionnelle est indécidable. En effet, le
probléme de la décidabilité peut étre ramené & celui de la théorie de preuves inductives
qui est lui-méme connu comme étant indécidable. Considérons a titre d’exemple la régle

M=N = f(z1,..., 2,) — 0
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ol 1,..., Tn sont des variables de M et N ; f est complétement définie si et seulement
si I’équation M = N est valide pour toutes les instances closes de ses variables et cette
validité est du ressort de la preuve dans la théorie inductive.

Notre objectif dans le chapitre 2 de cette thése est de donner des critéres caractérisant
une sous-classe de spécifications conditionnelles pour laquelle la propriété de convertibilité
peut étre vérifiée. Nous avons rappelé dans cette partie que la réductibilité inductive
de tout terme non primitif de la forme f(z;,..., z,) constitue le principal test pour
vérifier que le symbole f est complétement défini par rapport aux constructeurs. Dans
le chapitre suivant, nous étudions plus particuliérement la complétude suffisante dans le
cadre conditionnel et nous établissons une condition suffisante pour la tester dans une
classe spécifique de systémes de réécriture.

Nous nous proposons 3 présent de définir formellement les spécifications et les systémes
de réécriture conditionnels et de présenter les principaux travaux s’y rapportant. La ques-
tion essentielle que nous nous sommes en effet posée, et & laquelle nous tentons de donner
des éléments de réponse, est la suivante: existe-t-il aussi pour les théories conditionnelles,
une méthode de décision pour le probléme du mot dans une variété d’algébres? Ou en-
core, qu’advient-il lorsque nous appliquons ’algorithme de Knuth-Bendix aux systémes de
réécriture conditionnelle ?

5 Les spécifications conditionnelles

La raison pour laquelle nous nous intéressons aux spécifications conditionnelles est que
celles-ci offrent une plus grande souplesse pour la définition d’un type abstrait algébrique.
En effet, un type abstrait de données ne peut pas toujours étre spécifié d’une fagon sim-
ple dans un cadre algébrique pur. Des exemples de tels types sont exhibés dans [101]
et [100]. L’une des méthodes pour spécifier ces types est alors de recourir a I'utilisation de
fonctions cachées. Néanmoins, cette méthode complique considérablement la lisibilité et
la compréhension de la spécification correspondante. La seconde méthode, plus souple et
plus naturelle, consiste & définir le type de données par une spécification conditionnelle.
Les équations conditionnelles sont des équations algébriques accompagnées d’une précon-
dition qui détermine dans le cas d’une équation, la condition d’égalité des deux termes
constituant cette équation et dans le cas d’une régle, la condition d’applicabilité de cette

regle.

L’étude des spécifications conditionnelles a soulevé des problémes délicats. Il s’agit
essentiellement d’une part, de formaliser la sémantique sous-jacente & la théorie condition-
nelle et de définir des modeles et d’autre part, d’obtenir une méthode de décision pour la
preuve inductive dans la théorie conditionnelle.

Un ensemble E d’équations conditionnelles sur des termes permet de définir une con-
gruence syntaxique. Deux termes sont équivalents si on peut passer de I'un a l'autre par
une chaine de remplacements d’égaux par des égaux, chaque remplacement étant permis
si la précondition associée a été prouvée récursivement équivalente & true. Une régle de
réécriture est appliquée en instanciant ses deux membres et en vérifiant récursivement que
la précondition se réduit en vrai. Le probleme est alors de traduire ’ensemble E en un
systéme de réécriture R qui définit des formes normales uniques caractérisant les classes
d’équivalence de la congruence. I s’agit de généraliser les propriétés de confluence et de
terminaison aux systémes de réécriture conditionnelle et d’établir sous quelles conditions
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la procédure de complétion de Knuth-Bendix peut étre appliquée dans de tels systémes.

Il est difficile de comparer les travaux ayant trait a la réécriture conditionnelle de
termes car ils dépendent de la classe des modéles spécifiés, de la classe de théoremes que
I’'on veut prouver ou encore des outils de preuve de théorémes. Pour mener 3 bien cette
comparaison, nous allons en premier lieu procéder & une structuration selon les différents
critéres intervenant dans la définition d’un systéme de réécriture.

Formellement, une spécification conditionnelle se définit comme suit :

Définition 1.32 Spécification conditionnelle
Une spécification conditionnelle est la donnée d’une signature X et d’un ensemble E
d’équations conditionnelles.
Y comporte un ensemble fini S de sortes et un ensemble fini F de symboles d’opé-
rateurs. Les équations de E sont d’une facon générale de la forme:

p=>g=d

ot p est appelée prémisse (ou précondition) de I’équation et la partie "g = d” est sa
conséquence.

5.1 La classe d’algébres

Une premieére classification que nous pouvons faire concerne la classe d’algébres
qu’il est possible d’appréhender. Cette classe d’algébres est étroitement liée & la forme
syntaxique des préconditions. Généralement, la restriction 4 des formes particuliéres de
préconditions est motivée par la nécessité de simplifier les preuves d’insatisfiabilité des
contextes. Cette classification est principalement fondée sur le fait d’inclure ou non les
booléens dans la spécification. Inclure les booléens améne a considérer la théorie du pre-
mier ordre avec toute sa puissance, tandis que le traitement d’une spécification condition-
nelle ne comportant pas la sous-spécification booléenne se situe dans un cadre algébrique
ol tous les opérateurs sont uniquement traités par des techniques de réécriture. Dans ce
cadre, quatre approches principales se sont distinguées.

L’approche algebre libre:

Cette approche, initialement considérée par Kaplan, se situe dans un cadre algébrique.
Dans [54], 'auteur montre que d’un point de vue algébrique, les résultats obtenus dans le
cas purement équationnel s’étendent d’une fagon naturelle aux théories conditionnelles.
Il s’agit de considérer des implications équationnelles qui ne comportent pas de fonctions
a valeurs booléennes. La condition d’une équation est une conjonction d’égalités de deux
termes de méme sorte. Plus formellement, une équation conditionnelle est de la forme:

S1=% A ...A Sp=t,=>s=1

Dans la littérature, des équations de ce type sont également appelées clauses de Horn
équationnelles ou encore clauses de Horn positives. Dans ce cadre d’étude, le symbole
d’égalité qui apparait dans la prémisse d’une équation conditionnelle a un statut spécifique.
Il est utilisé dans un but syntaxique pour relier les membres d’une méme équation. Il
n’est pas considéré comme un opérateur booléen car cela ménerait i toute la complexité
du raisonnement logique.
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Définition 1.33 Sémantique d’une égalité conditionnelle
Soient SP = (S, F, E) une spécification conditionnelle, A une SP-algébre et X un
ensemble de variables;
soit e une égalité conditionnelle de la forme sy =t; A...A sp=t, = s=1;
A valide e et on note A |= e ssi

Vo:X — A, Yi€[l...n], 68 = §t; = Fs = &t.

ou & désigne l'unique extension de o & ensemble T(F, X).
A valide un ensemble E d’égalités conditionnelles ssi A valide toute égalité de E.
On dit alors que A est un modéle de E.

Lorsque la spécification ne comporte pas de booléens, la classe des modéles qu’elle capture
est la classe de toutes les algébres qui satisfont les axiomes conditionnels. Dans cette
approche, ’existence d’algebres libres, et par conséquent d’une algebre initiale, est connue
depuis longtemps [39].

Théoreme 1.8 [54]
Soient Algsp (respectivement Gengp) la classe de tous les modéles (respectivement
tous les modéles finiment engendrés) de E et soit T(F, X) (respectivement T(F))
Ualgébre des termes avec variables (I’algébre des termes clos);

1. Algsp et Gengp, munis de leurs S P-morphismes sont des catégories non vides.

2. soit Pordre < défini sur des SP-algébres A, B par A < B ssi il existe un SP-
morphisme h: A — B.
Algsp et Gengp sont des treillis complets.

3. Il existe une plus petite congruence =g sur T(F, X) engendrée par E. Cette
congruence est construite en utilisant la théorie du point fize.

4. Le modéle initial de Algsp et de Gengp est:
I =T(F)] =g ot =§, est la plus petite congruence engendrée par E sur T(F).

Proposition 1.5 [54]
La construction de =g définie sur Ualgébre T(F, X) des termes avec variables se
fait en utilisant la théorie du point fize de la fagon suivante :
Soit Congrp le treillis complet des congruences sur T(F, X) ordonné par inclusion
et soit la fonctionnelle 6 : Congrg — Congrp qui, a une congruence =1, associe la
plus petite congruence =, telle que:

1. si pour tout i dans [1...n], os; = ot; alors os =5 ot
2. =1 C =

pour toute substitution o dans T(F, X) et pour toute équation conditionnelle A%, s; =
t;=>s=1 dans E.

0 est une fonctionnelle continue et monotone sur le treillis Congrp, =g est son plus
petit point fize et =g= Ujen 0 (=) ot = est Uégalité syntazique sur T(F, X).

On dit alors que e est déduite syntaziqguement de E et on note E | e.

De méme que dans le cas classique, sans préconditions, on obtient un résultat de complé-

tude a la Birkhoff.
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Théoréeme 1.9 [54]
Soient SP = (X, E) une spécification conditionnelle et e une égalité conditionnelle;
e est valide dans tout modéle de E ssi e peut étre déduite syntaziqguement de E soit,

Algspl::\e{:‘:#E“e

Nous donnons dans le théoréme suivant une autre formulation pour construire explicite-
ment la congruence sur les termes clos:

Théoréme 1.10 [54]
Soit SP = (S, F, E) une spécification conditionnelle. Les S P-algébres, munies
de leurs homomorphismes forment la catégorie Algsp dont l’objet initial est Tsp =
T(F)/ = ot =} est la plus petite congruence engendrée par E sur T(F).
=5 se construit par récurrence de la maniére suivante:

e soit =g la plus petite relation de congruence qui contient la relation ¢y définie
par:
u Po v ssi il existe une équation s = t dans E et une substitution o : X — T(F)
telles que 0s = u et ot = v.

o soit =;41 la plus petite congruence qui contient la relation ¢;yq sur T(F) suiv-
ante:
U Pip1 v 8St u =; v ou il existe une équation conditionnelle dans E soit
AL, 8 =t; = s =t et une substitution 0 : X — T(F) telles que 08 = u, ot = v
et pour tout ¢ dans [1...n], 0s; =; ot;

alors = = U {=, 1 2 0}

Cette approche fournit une méthode de semi-décision pour la théorie équationnelle. Né-
anmoins, elle est insuffisante pour appréhender la théorie conditionnelle d’un ensemble
d’axiomes conditionnels en ce sens qu’elle ne permet pas de considérer la classe de toutes
les équations conditionnelles valides dans tous les modéles des axiomes d’une spécification
conditionnelle.

L’approche algébre libre présente aussi un résultat de caractérisation de la propriété de
Church-Rosser par un critére de convergence de paires critiques contextuelles, valide
pour des systémes dits réducteurs. Ces paires critiques sont une extension naturelle aux
systémes conditionnels des paires critiques classiques. Prouver la convergence d’une paire
critique contextuelle C = M = N ou C est de la forme A%, ¢; = ¢}, ¢, ¢ € T(F, X)
consiste & montrer que, pour tout indice ¢ dans [1...n], oc¢; et oc; se réduisent en un
méme terme. Dans cette approche, les auteurs ont recours 3 un algorithme d’unification

conditionnelle pour mener a bien les preuves de convergence.

Cependant, ’approche spécification sans booléens présente trois inconvénients majeurs:

e Le test des paires critiques comporte en général un nombre infini de calculs et il est
alors nécessaire de considérer des conditions suffisantes restrictives afin de mener a
bien le test de convergence.

o Beaucoup de problémes & traiter incluent les booléens et cette approche n’en tient
pas compte.
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e La propriété de Church-Rosser ne suffit pas pour garantir la complétude des tech-
niques de réécriture dans la preuve de théorémes. En effet, & la différence du cas
classique, on a besoin de considérer également des preuves d’assertions condition-
nelles. Un exemple qui illustre cette insuffisance est le suivant [58] :

Soit R constitué des régles

a=b=>c—d,a=b=>c—e

R est confluent puisque I(R) = @, mais la méthode échoue lorsque nous voulons
prouver 1’équation a = b => d = e parce qu’il n’est pas possible de réduire d et e en
un méme terme dans le contexte a = b.

L’approche Log-algébre:

Cette approche se situe dans un cadre algébrique avec une logique prédéfinie. Elle
est due & Navarro et Orejas [81, 79] et elle considére des spécifications conditionnelles que
Pauteur appelle encore Log-spécifications, et qui sont des extensions de la spécification
des valeurs booléennes. La précondition d’une équation conditionnelle est une formule
propositionnelle arbitraire pouvant comporter le symbole d’égalité. Plus formellement,
une équation est de la forme:

c=>s8=1

ol ¢ est une formule propositionnelle arbitraire pouvant inclure en particulier le symbole
d’égalité.

De plus, pour tout symbole d’opérateur f de profil s X ...X 8, — s,telquen>1et f
n’est pas un connecteur logique, la sorte s; est différente de la sorte booléenne, pour tout
indice ¢ dans [1...n]. Cette restriction imposée par I'auteur est justifiée par son souci
d’interpréter ces fonctions comme des prédicats.

L’auteur consideére la spécification suivante S P, des booléens:

Définition 1.34 Spécification des booléens [79]
La spécification S Py, des valeurs booléennes est une spécification (Spoot, Epoot) telle
que Yo = (Sbool , Fi bool) avec:
Sbool = {bool}

Fyoo1 = {true, false:— bool,
= :bool — bool,
A, V, =, & :bool x bool — bool}

Ebool ={p A true=p,

false = p,

-p = false,

-p = true,

g=q A p,

q=q VvV p,
(gvr=@nrgVviAr),
(gAr)=(@V g A(pVr),
p=>q¢=(7p) V g

pea=( A gV ((-p) A (m9))}

Remarque: L’équation ¢ = s = ¢ peut étre vue comme une abréviation de la forme:c =
true = s = t. ¢ est le contexte de ’équation et la partie s = t sa conséquence.

=T~ T~ B~ B~ - B~
<> <> >L
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Définition 1.35 Log-algebre
Soit SP = (X, E) une Log-spécification et Algsp la classe d’algébres associées a
SP. LogAlgsp dénote la sous-classe d’algébres A dans Alggsp telle que

Apoot = {true, false}

ot Apool €st le support booléen de l’algébre A et true, false représentent les valeurs
respectives dans A des constantes true et false.

Cette approche permet de définir un symbole de fonction eq représentant 1’égalité dans
une sorte quelconque avec les équations suivantes:

(1):eq(s, @) = true, (2):eq(z, Y) >z =1y

ol le symbole = représente 1’égalité ensembliste. En effet, considérons un modéle quel-
conque A ;on peut déduire  partir des équations ci-dessus que pour tous termes a, b dans
A,

eqga(a, b) = truesia=1>b conséquence de (1)

ega(a, b) # true sia # b contraposée de (2)

A présent, considérons un Log-modéle B ;autrement dit, B,y = {true, false} avec
true # false;
truesia=2>b

Ya, b, CQB(aa b) = { falsesia #b

Dans cette approche, les modéles admissibles sont les modéles qui satisfont les équations
de la spécification considérée et dont le support de sorte booléenne se limite exactement
aux valeurs des deux constantes true et false. Cette approche avec booléens ne garantit
pas, en général, I’existence d’une algébre initiale, comme le montre I’exemple suivant :

Exemple 1.5 [79]
Soit la spécification SP = (S, F, E) avec

o 5= Syl
o F'= Fyoo U {a:— bool}
o E= FEyo

Cette spécification admet deux modeles;dans le premier, 'interprétation de a est true et
dans le second, l'interprétation de @ est false. La spécification considérée n’admet donc
pas de modele initial. ©

Un second apport intéressant de la méthode des Log-algébres est la définition d’un systéme
de déduction L correct et complet par rapport 4 la classe LogAlgsp.

Théoréme 1.11 [79]
Soit SP = (X, E) une Log-spécification et soit e une égalité conditionnelle de la

forme ¢ = s =1, alors

Elre<= Al=e, VA € LogAlgsp.

ot E k1, e signifie que le systéme de déduction L valide I’égalité e.
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Lemme 1.2 La théorie définie par le systéme de régles d’inférence L et les axiomes de
E est l’ensemble des égalités conditionnelles ¢ = t = t' qui sont déductibles & partir
des aziomes de E en appliquant plusieurs fois les régles de déduction de L.

Un second intérét de la méthode est qu’elle autorise l'utilisation d’une nouvelle régle
d’inférence, le raisonnement par cas, pour prouver les théorémes. Cette régle se formule

comime suit:
ErpXX.t=t'sie, Ebp AX.t=15ic

EFpAX.t=1ts5i(1 V)

L’étude des spécifications paramétrées a également été effectuée dans cette approche. Deux
aspects ont été abordés & savoir, la théorie de la démonstration et la correction des Log-
spécifications paramétrées. En particulier, une caractérisation syntaxique de la correction
d’une spécification paramétrée est obtenue a partir de deux propriétés :1a bool-persistance
et la persistance [81].

On peut voir & cette approche les inconvénients suivants:

e La méthode de déduction par le systéme L est semi-décidable et les problémes de
preuve dans les contextes booléens restent ouverts. Il n’existe pas en effet de méthode
décidable pour montrer par exemple, que la disjonction de deux contextes, soit ¢; V ¢g
est équivalente 3 true dans une Log-algébre.

e L’auteur a besoin d’une spécification booléenne compléte et utilise de ce fait des
axiomes non-orientables tels que la commutativité du connecteur logique A. D’un
point de vue opérationnel, cette utilisation pose un probleme de terminaison.

e L’existence d’un modéle initial n’est pas garantie.

L’approche algébre initiale:

Cette approche considére aussi des spécifications conditionnelles avec booléens, mais
contrairement 3 la précédente, elle se situe dans un cadre algébrique ol les symboles de
prédicats sont simplement des symboles de fonction avec des résultats de sorte booléenne.
Ce choix a été adopté par Ganzinger [35] et par nous-méme [8]. Une équation conditionnelle
est de la forme

p=>s=1

ol le terme p est de sorte booléenne et s et ¢ sont des termes de sorte identique. p est de

la forme "AL, p; = p}” ol pour tout i dans [1...n], p} € {true, false}.

Cette approche se place dans un cadre d’étude algébrique dont le support booléen est
constitué des deux seules constantes true et false. De plus, 'hypothése d’irréductibilité
de ces deux constantes est essentielle. Ainsi, le complémentaire de true vaut false
et réciproquement, celui de false est égal & true. Ceci entraine en particulier que la
réductibilité a true d’une précondition close se ramene a la réductibilité de ¢; & t; pour
tout ¢ dans [1...n].

Imposer que la précondition d’une regle soit de la forme précisée ci-dessus n’est pas une
restriction trop forte. Cette forme syntaxique suffit en effet, a exprimer la négation d’une
expression booléenne simple p, sans connecteur logique, selon le principe suivant:

-(p = true) = (p = false), =(p = false) = (p = true)
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La correction du principe est garantie par la restriction du support booléen d’une algébre
quelconque 3 ’ensemble {true, false}. D’autre part, une équation conditionnelle de la
forme

(PL V...V P)=>s=t

olt V représente le connecteur logique disjonctif et P; est de la forme précitée est équivalente
a P’ensemble suivant d’équations conditionnelles :

{P1=>S—“‘-t,..., .Pn:>8=t}

Théoréme 1.12 Soit SP = (S, F, E) une spécification conditionnelle;
Les S P-algébres, munies de leurs homomorphismes forment la catégorie Algsp dont
Uobjet initial est Tsp = T(F)/ =g ot =g est la plus petite congruence engendrée
par E.
=g se construit par récurrence de la méme fagon que pour Uapproche algebre libre.
Par conséquent, cette construction peut étre également formulée dans cette approche
par le théoréme 1.7.

Cette approche utilisant des préconditions dont la syntaxe spécifique est algébrique, garan-
tit ’existence d’une algébre initiale. Toutefois, manipuler des préconditions de sorte
booléenne nécessite un traitement minutieux. En effet, comme le montre ’exemple qui
suit, ’algebre initiale obtenue peut ne pas étre conforme au résultat attendu quant a
sa partie booléenne. Ce probléeme se pose également au niveau de la premiére approche
présentée, notamment lorsque les préconditions utilisent des symboles de fonction a des-
tination booléenne, comme c’est le cas si pour un certain ¢ dans [1...n], t; = true ou
t; = false ;néanmoins, les auteurs tels que[54] et [35] n’abordent pas ce probleme dans
leurs travaux.

Exemple 1.6 [58]
Soit la spécification SP = (S, F, E) suivante:

o S = {bool},
o F = {true, false, p, q:— bool},
o E={p= false = q = true}

=g est l'identité et le support de D’algébre initiale de la spécification SP est ’ensemble
{p, q, true, false} ou p, q, true, false sont les valeurs respectives des constantes
P, q, true et false.

"Par conséquent, la partie booléenne de I’algébre initiale n’est pas isomorphe a 1’ensemble

{true, false}.

Nous définissons dans la suite de nos travaux deux propriétés assurant qu’une spécifica-
tion conditionnelle est fidéle par rapport & la sorte booléenne. Ces propriétés sont connues
sous le nom de complétude et de consistance par rapport auz booléens et elles traduisent le
comportement de la spécification par rapport au noyau ({bool}, {true, false}, 0).

L’approche clauses de Horn:

Cette approche a été mise en ceuvre par Kounalis et Rusinowitch[67]. Les auteurs
considerent des clauses de Horn et établissent une méthode de preuve de théorémes dans
le modéle initial d’un ensemble de Horn en étendant la notion équationnelle de réductibilité
inductive. La méthode est fondée sur une stratégie de réfutation compléte et présente les
avantages suivants:
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¢ Elle n’échoue pas lorsqu’une équation n’est pas orientable.

e Le systeme peut contenir une clause dont la partie négative est plus grosse que le
littéral positif. Cette situation n’entraine pas d’échec car I'utilisation de ce type de
clauses est contrélée. En effet, il n’est pas permis par exemple, d’activer I’une de ces
clauses pour la régle d’inférence dite de paramodulation.

Le probleme du mot devient décidable dans les théories axiomatisées par des ensembles de
Horn saturés et qui préservent les termes clos. Un ensemble de Horn S préserve les termes
clos si tout littéral positif s = ¢t qui apparait dans une clause de S est soit orientable, soit
satisfait Var(s) = Var(t) et si pour toute clause C' de S, les variables de chaque littéral
négatif de C sont contenues dans le littéral positif. Cette approche se situe en marge
de celles présentées jusqu’a présent puisque les auteurs obtiennent de nouvelles régles
d’inférence pour les systémes conditionnels en utilisant des méthodes issues du calcul des
prédicats du premier ordre. Elle est toutefois trés prometteuse.

5.2 La terminaison de la réécriture conditionnelle

Une seconde classification, liée & la propriété de noethérianité des systémes de
réécriture peut étre établie. En effet, appliquer une régle de réécriture conditionnelle
sur un terme t consiste d’une part, & remplacer l'instance du membre gauche dans ¢
par l'instance correspondante du membre droit, et d’autre part, & évaluer la précondition
instanciée a true. Pour garantir que toute réécriture se termine, il est nécessaire d’imposer
des restrictions sur les régles. La premiére étape de réécriture, similaire & celle dans
la réécriture classique, sans préconditions, a été largement étudiée dans ce cadre. La
solution préconisée par divers auteurs est de définir des régles de réécriture de telle facon
que toute instance du membre gauche soit plus grande que l'instance correspondante du
membre droit par un ordre bien fondé vérifiant certaines propriétés. Le lecteur peut trouver
dans[75, 18, 25] et [98], une synthése des différents ordres utilisés dans la littérature. Quant
3 la seconde étape de réécriture, elle peut mener également 4 des dérivations infinies,
comme le montre ’exemple suivant :

Exemple 1.7 Soit R constitué de la régle
pred(z) > 0 = true = z > 0 — true

ot le symbole pred désigne la fonction prédécesseur sur les entiers.

Nous nous proposons d’évaluer l’ezpression —2 > 0; ce calcul produit la dérivation
infinte suivante:

~2> 0 —ptrue si =3 >0 —} true

~3 > 0 —ptrue si —4 > 0 —} true

~4 >0 —ptrue si.... <

Pour éviter ce type de dérivation cyclique, deux tendances se sont distinguées, ’une est une
extension naturelle du cas classique, et ’autre travaille avec des systémes hiérarchiques.

L’approche systéme décroissant :

Dans cette approche, pour toute régle de réécriture p = ¢ — d dans R, et pour toute
substitution o, d’une part, od est plus petit que og selon un ordre de réduction >, et
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d’autre part, op est plus petit que og, la comparaison se faisant cette fois avec une exten-
sion de > qui posséde la propriété de sous-terme propre. La premiére propriété assure la
terminaison de la réduction inconditionnelle et la seconde garantit que les termes apparais-
sant dans 1’évaluation récursive de la précondition diminuent au fur et & mesure de taille,
assurant de ce fait sa terminaison. L’idée d’établir un ordre entre le membre gauche et la
précondition d’une régle conditionnelle a été proposée en premier lieu par Kaplan [55, 57].
L’auteur utilise un ordre de simplification pour comparer de facon uniforme d’une part,
membre gauche et précondition et d’autre part, membre gauche et membre droit. Cette
idée a donné naissance aux systémes simplifiants. Par la suite, Jouannaud et Waldmann
ont montré qu’un ordre de réduction suffit pour mener 3 bien cette comparaison [53] et
ils ont défini les systémes réducteurs. Récemment, Dershowitz et Okada ont généralisé la
méthode en montrant que pour comparer le membre gauche avec la précondition, il suffit
de définir une extension d’un ordre de réduction qui posséde la propriété de sous-terme pro-
pre. Les auteurs spécifient ainsi une classe de systémes, appelés systémes décroissants, plus
générale que celle des systémes réducteurs ou simplifiants[19]. Un systéme de réécriture
décroissant se définit formellement comme suit :

Définition 1.36 Systéme de réécriture décroissant
Soit > un ordre de réduction. R est dit décroissant ssi il eziste une extension bien
fondée - de > qui vérifie les deux propriétés suivantes:

1. > contient la relation de sous-terme propre, c’est-a-dire si t est un sous-terme
propre de s, alors s > t.

2. pour toute régle A%, p; = p. = g — d dans R, pour toute substitution o,
og > od, og > op;, opi, Vie[l...n].

Dans cette approche, le principal théoréme établissant la terminaison de la réduction
récursive s’énonce comme suit :

Théoréme 1.13 [19]
St R est un systéme de réécriture conditionnelle décroissant, — g termine.

L’approche systéme hiérarchique:

Cette approche a en réalité vu le jour avant la précédente. Elle a été définie dans
un premier temps par Pletat, Engels et Ehrich[93] puis a été formalisée par Rémy [94] et
Zhang[105] dans un cadre de hiérarchie & deux niveaux. Il s’agit d’évaluer la précondition
dans un sous-systéme de sorte que toute dérivation cyclique ne puisse &tre engendrée.
Comme nous le verrons par la suite, cette approche est modulaire et déterministe et, la
développer nous a permis d’obtenir des conditions suffisantes pour tester la confluence
sur les termes clos d’un systéme hiérarchique. En effet, en se placant dans un cadre
hiérarchique, il est possible de calculer les contextes sans utiliser toute la puissance poten-
tielle des systémes conditionnels. Ceci constitue un avantage certain car, & I’heure actuelle,
combiner l’utilisation d’assertions additionnelles et de régles conditionnelles est une tache
ardue. L’approche hiérarchique est de plus trés pratique de par sa modularité, pour définir
des spécifications volumineuses. Cependant, elle présente 'inconvénient d’étre plus restric-
tive. I est difficile par exemple de spécifier les entiers relatifs avec les constructeurs 0,
successeur et prédécesseur et ’ordre < par la méthode hiérarchique:
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Exemple 1.8 [58]

. suce(pred(z)) — «
. pred(succ(z)) — «
. succ(z) < y — = < pred(y)

. 0<0 — true
. 0 < pred(0) — false

1

2

3

4. pred(z) <y — z < suce(y)
5

6

7. 0 < z = true = 0 < succ(z) — true
8

. 0 <z = false = 0 < pred(z) — false.

En effet, il serait dans ce cas naturel de définir les constructeurs 0, succ et pred au plus
bas niveau (le niveau 0) et ’'opérateur < & un niveau de hiérarchie supérieur. Ceci entraine
que les deux derniéres régles ne sont pas hiérarchiques puisque < apparait aussi dans leurs
préconditions. ©

Cet exemple illustre en particulier que les systémes décroissants et les systémes hié-
rarchiques constituent des classes disjointes de systémes de réécriture conditionnelle. Ces
classes peuvent cependant étre combinées pour définir un systéme hiérarchique dont les
regles sont décroissantes.

5.3 La définition de la relation de réécriture conditionnelle

Le troisiéme critére permettant de structurer les résultats dans le domaine conditionnel
est la définition méme de la relation de réécriture. On distingue principalement
trois définitions différentes de la relation de réécriture conditionnelle. La premiére est
appelée réduction récursive parce que la démarche consiste & évaluer récursivement une
précondition de regle avant d’appliquer celle-ci. La seconde relation est une variante de
la réduction récursive. Elle est en effet, définie selon le méme principe, mais comporte
toutefois des conditions d’applicabilité supplémentaires liées & la hiérarchie du systéme.
La troisiéme relation de réécriture consiste a réduire les termes sans tenter de vérifier la
précondition de la régle, mais plutét en ajoutant celle-ci & un certain contexte.

La réduction récursive:

Soit p = g — d une régle de réécriture conditionnelle. Informellement, on peut dire
que, pour toute substitution o, og se réécrit en od si op se réduit en true. La réduction
récursive est une relation transitive définie par:

Définition 1.37 Relation de réduction récursive
Soit R un systéme de réécriture conditionnelle ; la relation de réduction récursive est
la plus petite relation réflexive et transitive — % telle que, pour tous termes clos s, t,
toute occurrence u de s, toute substitution o et toule régle p = g — d de R,
8y = 09, t = s{u « od] et op —f true == s —pt

Rémy, dans sa these, a montré le résultat suivant par induction point fixe [94]

Chapitre 1. Les spécifications algébriques et les systémes de réécriture.



34

Proposition 1.6 Propriété de Church-Rosser
Si la relation —% est confluente et nethérienne, tout terme t admet une forme
normale T unique. De plus,

Vs, te T(F, X), s=gpt<>35=1.

ot 3 et T sont les formes normales respectives de s et t dans R.

La confluence de la relation de réduction récursive ne peut pas étre étudiée directement,
en raison des problémes de terminaison. Elle a été considérée par Kaplan dans un cadre
de travail spécifique, dans lequel des hypothéses sont supposées vérifiées pour obtenir
une méthode de décision de la propriété de confluence. L’auteur se place dans un cadre
algébrique ot une précondition est formée d’une conjonction d’égalités entre deux termes,
soit 1 = ¢ A...A 8, = t,. D’un point de vue opérationnel, il est alors possible
d’interpréter le symbole ”=" de trois fagons différentes|20]. ”=" peut correspondre a
P’égalité syntaxique, il peut &tre interprété comme la fermeture symétrique et transitive
de —g, soit <%, ou encore comme la relation |p définie par s | t ssi il existe un terme
u tel que s —% u et t —% u. Le premier choix est trop restrictif car il ne permet pas
de réécrire les préconditions des régles. Le second choix est le plus général et simule
exactement la congruence conditionnelle. II définit la classe des systémes de réécriture
naturles. Toutefois, il ne correspond pas au formalisme de la réécriture puisqu’alors les
axiomes ne sont pas orientés. Le dernier choix, correspondant 3 la réduction récursive et
définissant la classe des systémes de réécriture standards, est celui adopté par Kaplan [54].
L’auteur établit des résultats d’indécidabilité de la relation dans le cas général. Dans le
cadre plus restreint des systémes réducteurs, il caractérise la propriété de Church-Rosser
par la convergence des paires critiques contextuelles. Cependant, le principal inconvénient
de cette caractérisation est la nécessité de considérer toutes les instances closes d’une
paire critique pour tester sa convergence. Une relation plus adéquate pour travailler sur
les termes avec variables est la relation de réécriture contextuelle présentée plus tard.

La relation de réécriture hiérarchique:

Elle est liée & la notion de hiérarchie d’un systéme de réécriture conditionnelle. La
hiérarchie a été définie dans le but d’assurer la ncethérianité d’un systéme de réécriture
conditionnelle. Elle peut étre prise en compte soit dans la structure du systeme, soit
dans la définition de la relation de réécriture. Un systéme hiérarchique est un systéme de
réécriture conditionnelle dont la signature et ’ensemble des régles sont définis par palliers
successifs, constituant les différents niveaux de hiérarchie. La relation hiérarchique est
fondée sur le principe suivant:si un terme t est réductible par la régle p = ¢ — d en
utilisant la substitution o, et si og est un terme du i-éme niveau de hiérarchie, alors la
réécriture de t n’est autorisée que si op est de niveau strictement plus petit que 2. Cette
relation est a priori plus pauvre que la réduction récursive pour laquelle les instances
des préconditions sont des termes quelconques. Néanmoins, un résultat essentiel peut
se trouver dans [80] établissant 1’équivalence entre ces deux relations lorsque la relation
hiérarchique posséde la propriété de complétude suffisante, c’est-a-dire lorsqu’elle permet
de réduire tout terme clos d’un quelconque niveau de hiérarchie dont la sorte est dans S;
en un terme qui lui est équivalent et qui appartient & T(F;).
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La relation de réécriture contextuelle:

Elle est un outil pour manipuler les termes avec variables et elle fournit une méthode
effective du test de convergence des paires critiques contextuelles. Sa définition est valide
si on considére des Log-modeles, dont la restriction a la sorte booléenne est 1’algébre
booléenne a deux éléments true et false.

On peut définir plusieurs variantes de la relation de réécriture contextuelle. His-
toriquement, la premiére est celle proposée par Rémy dans sa thése[94] ot la relation
dépend d’un contexte formé d’expressions booléennes. Informellement, un contexte c est
un terme booléen qui implique, pour une certaine substitution o, que la précondition p
d’une régle est vraie. Si le terme booléen (o¢ = op) se réduit & true, alors la réécriture
contextuelle og — g od (oc) est autorisée. Cette relation de réécriture a été étudiée dans
un cadre hiérarchique. L’existence d’ensembles complets minimaux de formes normales
contextuelles est assurée et des résultats de confluence sur les termes clos sous des condi-
tions spécifiques sont établis dans[10].

Ultérieurement, une seconde forme de réécriture contextuelle a été définie par Gan-
zinger [35]. 11 s’agit de la réécriture sous contexte. Etant donné un ensemble d’équations
inconditionnelles C = {¢; = ¢},..., ¢, = ¢}, Papplication de la régle p = g — d,
avec la substitution o est autorisée si op € C'| . C | dénote ’ensemble de toutes les
assertions de convergence de C' dérivées en utilisant les axiomes de réflexivité, de symétrie
et de cloture par congruence. L’auteur utilise une technique de décomposition des paires
critiques contextuelles par nécessité pour tester leur convergence. Son travail a fait I’'objet
d’une implantation en Prolog sur SUN, baptisée CEC [3].

Une troisieme forme de réécriture contextuelle peut étre définie a partir du raison-
nement par cas, qui constitue une technique performante de preuve du premier ordre.
Etant donné un terme ¢ tel que ¢ est réductible par la régle p = g — d avec la substitution
o, le raisonnement par cas consiste d’une facon générale, 3 appliquer la régle d’inférence
suivante:

¢ = tlog]
c A op=>tlod], c A mop=>t

Cette technique est plus longuement explicitée dans le chapitre 4 de ce document.

6 Synthése des travaux dans le cadre conditionnel

Nous présentons dans cette partie, les travaux effectués dans le cadre des spécifications
conditionnelles de termes. Un certain nombre de ces travaux s’intégrent dans les trois
aspects que nous avons évoqués ci-dessus :

Un premier résultat a été proposé par Pletat, Engels et Ehrich[93] puis formalisé par
Rémy dans sa thése[94] qui garantit que la justification des préconditions se termine, et
qui apporte de ce fait une solution au probléme de terminaison de la réduction récursive.
Cette solution a consisté i définir les systémes de réécriture hiérarchique. L’approche
hiérarchique a été développée par Rémy et Zhang[105, 107] dans un cadre de hiérarchie &
deux niveaux. Par la suite, les travaux ont été repris dans cette theése (voir le chapitre 3), ot
Pon s’intéresse a la Log-algebre initiale des spécifications conditionnelles hiérarchiques avec
un nombre arbitraire de niveaux de hiérarchie. Nous obtenons des conditions suffisantes
pour tester la confluence sur les termes clos d’un systéme hiérarchique. Par ailleurs, dans
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une approche logico-algébrique, nous caractérisons le comportement d’une spécification
conditionnelle pour assurer qu’elle soit fidéle par rapport aux booléens, c’est-a-dire que
son support booléen soit isomorphe 3 ’ensemble {true, false} et nous développons des
conditions pour garantir cette fidélité.

Dans des travaux ultérieurs, Kaplan a proposé d’appréhender le probléeme de termi-
naison en considérant des systémes simplifiants. Il s’agit de définir des régles de réécriture
de telle sorte que le membre droit et la précondition d’une régle soient plus petits que le
membre gauche correspondant, la comparaison étant établie a l'aide d’un ordre de sim-
plification [55, 57]. Jouannaud et Waldmann ont par la suite, montré qu’il est suffisant
d’utiliser un ordre de réduction pour mener & bien cette comparaison [53] et Dershowitz
et Okada ont encore assoupli la méthode en considérant une famille d’ordres plus générale
qui permet de définir les systémes décroissants[19]. Les auteurs adoptent une approche
algébrique et se donnent pour objectif de caractériser I’algebre libre correspondant a la
spécification considérée par une généralisation du théoréme de complétude & la Birkhoff[55]
en utilisant exclusivement la relation de réduction récursive. De ce fait, pout prouver la
convergence des paires critiques, un algorithme d’unification bornée est nécessaire. Cette
approche présente les inconvénients mentionnés page 26.

L’approche logico-algébrique a également été adoptée par Navarro et Orejas[79, 81].
Les auteurs considérent des spécifications conditionnelles qui sont des extensions de la
spécification des valeurs booléennes. Comme nous P’avons précédemment signalé, cette
approche définit un systéme de déduction correct et complet par rapport & la classe
LogAlgsp mais elle présente I'inconvénient de ne pas étre opérationnelle. En effet, les
auteurs ont besoin d’une spécification booléenne compléte car ils utilisent des axiomes
non-orientables tels que la commutativité du connecteur logique A et cette utilisation
pose des probléemes de terminaison qui restent & I’heure actuelle encore ouverts. Navarro
dans sa thése, définit une relation de réécriture contextuelle qui comporte une branche
complémentaire de réécriture. Pour réécrire un terme ¢, auteur utilise toutes les régles
pi = g; — d; telles que t contienne une instanciation de g; et calcule le contexte de la
branche complémentaire par rapport a la disjonction de la totalité des préconditions p;.
Cependant, 'auteur n’aborde pas les problémes de terminaison inhérents i la définition
de la branche complémentaire ni ceux posés par la relation de réécriture contextuelle.

Toujours dans une approche logico-algébrique mais en s’intéressant essentiellement a
la confluence sur les termes clos, Ganzinger définit une relation de réécriture sous contexte
pour laquelle 'applicabilité d’une régle peut étre inférée & partir d’un certain contexte.
Etant donné un ensemble d’équations inconditionnelles C = {¢; = ¢},..., en = ch},
P’application de la régle p = g — d, avec la substitution o est autoriséesi op € C| . C|
dénote ’ensemble de toutes les assertions de convergence de C dérivées en utilisant les
axiomes de réflexivité, de symétrie et de cloture par congruence. L’auteur utilise une tech-
nique de décomposition des paires critiques contextuelles par nécessité pour tester leur
convergence. Cette technique utilise essentiellement des axiomes de recouvrement et des
axiomes négatifs qui sont considérés comme des théorémes inductifs de la spécification
considérée, pouvant étre prouvés par des méthodes de preuve indépendantes. Ganzinger
présente une procédure de complétion dont il établit la correction par la méthode des
ordres de preuve[34]. Cependant, ’auteur s’intéresse au modele initial mais n’aborde pas
les problémes sémantiques de fidélité par rapport aux booléens. De plus, ses résultats sup-
posent que la consistance et la complétude de la spécification conditionnelle sont acquises,
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et ces propriétés sont par ailleurs difficiles a vérifier.

D’autres directions de recherche ont été explorées donnant lieu 3 différents travaux, que
nous présentons briévement :

Mohan et Srivas considérent une application des systémes de réécriture 3 la programma-
tion fonctionnelle. Ils définissent un mécanisme de réécriture conditionnelle de termes
appelé Tue-Reduction et I'utilisent pour la Tue-FEvaluation de fonctions définies dans leur
formalisme [78]. Ce formalisme consiste & considérer des régles conditionnelles pouvant
contenir certains littéraux qui doivent étre satisfaits et d’autres qui doivent é&tre prouvés
insatisfiables. L’objectif de leur travail est d’illustrer comment ce formalisme peut étre
utilisé pour construire des fonctions bien-définies.

Considérant ’approche ol tous les modeles sont acceptés, Choquer et Bidoit travaillent sur
les systémes de réécriture simplifiants définis par Kaplan [57]. Ils montrent comment 1’une
des méthodes de preuve par récurrence, la méthode de preuve par récurrence-surréduction,
peut étre étendue de facon & permettre la preuve de propriétés conditionnelles, et ils illus-
trent comment ce formalisme de preuve peut étre appliqué a la vérification de la correction
du passage de paramétres dans une spécification paramétrée [4].

Toujours dans I’approche algébre libre, Hussmann s’est intéressé au probléme d’unification
dans les théories conditionnelles soulevé par Kaplan[55] et il étend le mécanisme de
résolution aux clauses de Horn avec égalité [49]. La méthode qu'’il propose est plus générale
que celle de Kaplan mais dans son approche, la propriété de confluence n’est pas traitée.

Brand et al[13] quant & eux, ont proposé les systémes hiérarchiques, dont 1’étude a été
formalisée par la suite par Rémy[94] et par un certain nombre de ses collégues[96, 105],
[95, 107, 10].

Bloom et Tindell [6], ont adapté des régles de réécriture inconditionnelles avec une ax-
iomatisation du if-then-else dont les deux régles principales sont les suivantes:

if—then—else(true, true, false) = true, if—then—else(false, true, false) = false.

Par la suite, Guessarian et Messeguer [40], ont proposé une axiomatisation algébrique des
opérations i f ...then...else... qui étend le résultat de complétude de Bloom et Tindell
des algebres discrétes aux algebres continues, avec ou sans opérations additionnelles, et
des termes finis aux termes infinis. Un systéme complet de preuve est alors établi avec
des regles d’induction appropriées. Cependant, la notation conditionnelle p = g — d des
régles de réécriture est plus adéquate puisqu’en considérant ”=>” comme un méta-symbole,
elle permet d’utiliser des régles spécifiques pour manipuler la précondition p et en particu-
lier, de traiter p par des axiomes du calcul des prédicats du premier ordre. Cette notation
est par conséquent plus souple que celle préconisée dans [6] et [40] dans laquelle p perd son
caractere spécifique de précondition puisqu’il est traité de la méme maniére que les autres
termes de 1’équation.

On peut également citer les travaux de Padawitz dans lesquels il s’intéresse aux Log-
modéles [87, 84] et les travaux du groupe ADJ[39], de Drosten [23], de Goebel [36] ...

Plus récemment, Dershowitz et Plaisted ont proposé une application des systémes de
réécriture conditionnelle & la programmation logique et fonctionnelle [22].

Finalement, les systémes de réécriture conditionnelle pouvant comporter dans les précon-
ditions de leurs régles, aussi bien des inéquations que des équations, ont été abordés par
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Kaplan[56]. L’auteur montre qu’en général, les spécifications de ce type n’admettent pas
de modéle initial. Il introduit la notion de modéle quasi-initial comme une extension du
concept de modéle initial et présente des résultats généraux d’existence et de complétude
de ces modéles quasi-initiaux. De fagon analogue i ses précédents travaux, il considere la
classe des systémes réducteurs et montre qu’il est possible de définir pour ces systémes,
une relation de réécriture minimale, dite réécriture conditionnelle positive/négative, cons-
truite comme une limite et décidable. Le principal résultat de "auteur établit que lorsque
cette relation de réécriture est confluente, ’algébre de formes normales est un modéle
quasi-initial. Enfin, un théoréme fondé sur le calcul de paires critiques & la Knuth-Bendix
est prouvé pour cette relation de réécriture positive/négative.

Par ailleurs, des travaux plus généraux car ayant un domaine d’application plus large que
celui de la théorie conditionnelle, ont été récemment effectués par Claude et Héléne K irch-
ner [61]. Ces travaux visent & formaliser le raisonnement équationnel avec contraintes. Ce
type de raisonnement est défini de telle sorte que l'information contenue dans 1’équation
elle-méme est exploitée, évitant ainsi autant que possible d’instancier et retardant le plus
tard possible la résolution des équations. Les auteurs définissent les objets usuels tels
que les termes, les équations ou encore les régles de réécriture comme des objets accom-
pagnés d’un probléme équationnel construit & partir de disjonctions et de conjonctions de
problémes élémentaires de la forme

u=7v, UFErY, uLrv

ou T représente une théorie quelconque. Les auteurs étudient le processus de complétion
modulo la théorie T' et expriment toutes les opérations de base de ce processus par la
résolution d’un probléme équationnel. Ils définissent la notion de réécriture contrainte et
montrent qu’elle est assez puissante pour inclure strictement le formalisme de la réécriture
conditionnelle. Les auteurs présentent une procédure de complétion fondée sur le raison-
nement équationnel contraint et établissent sa correction par la méthode des ordres de
preuve. Ils se proposent i ’avenir d’approfondir davantage la relation qui existe entre la
complétion conditionnelle et la complétion contrainte.

Chapitre 1. Les spécifications algébriques et les systémes de réécriture.



39

7 Conclusion

Pour notre part, nous avons choisi de considérer la théorie conditionnelle et de travailler
dans un premier temps dans un cadre hiérarchique dans le but d’étendre les travaux
de Rémy a 1’étude des systémes hiérarchiques avec un nombre arbitraire de niveaux de
hiérarchie. Nous nous sommes par la suite intéressée a la propriété de complétude suf-
fisante hiérarchique car elle est une condition nécessaire pour établir ’équivalence entre
la relation de réécriture hiérarchique et la réduction récursive. Le chapitre qui suit est
consacré 3 ’étude de cette propriété dans un cadre plus général que le cadre hiérarchique.
Nous appliquerons ensuite, dans le chapitre 3, nos résultats & la complétude suffisante
hiérarchique.

Nous avons pu constater, dans la partie consacrée a la présentation des travaux dans
le domaine de la théorie conditionnelle, qu’il est possible d’adopter diverses approches
dépendant de critéres spécifiques. L’un de ces critéres concerne la classe des systemes de
réécriture utilisés pour pallier le probléme de terminaison qui se pose lors de la justification
des préconditions. Un second critére, lié 4 la forme des préconditions, caractérise les
techniques de preuve de convergence des paires critiques. Le caractére évolutif de nos
travaux de recherche nous a amenée & adopter principalement deux démarches dans le but
d’établir un test de confluence sur les termes clos. En effet, dans un premier temps, nous
avons choisi de considérer des systémes de réécriture hiérarchique, dans lesquels la forme
des préconditions est la suivante:

n
Ai:l € 4,

ol pour tout ¢ dans [1...n], € est soit le symbole de négation soit le mot vide et ¢; est un
atome, ne comportant aucun connecteur logique. La confluence sur les termes clos d’un
systeme hiérarchique est alors assurée des lors que I’on prouve I’équivalence des ensembles
de formes normales contextuelles pour la totalité des paires critiques calculées au cours
du test de confluence. Cette équivalence est vérifiée si les termes dans la conséquence de
la paire critique sont identiques, ou si son contexte est insatisfiable. Nous avons par la
suite rencontré une difficulté majeure essentiellement lorsque nous avons voulu effectuer
ces preuves d’insatisfiabilité parce que ces preuves nécessitent de mettre en jeu des pro-
priétés de prédicats que 1’on ne sait pas toujours exprimer avec uniquement le systéme
de réécriture considéré. Par ailleurs, d’un point de vue opérationnel, la solution que nous
avons adoptée a consisté & utiliser le systéme booléen de Hsiang pour effectuer ces preuves
d’insatisfiabilité. Ce systéme booléen, présenté dans([43], a la particularité de fournir
un systéme canonique pour la logique propositionnelle et il calcule des formes normales
uniques exprimées en fonction des connecteurs A et + (OU exclusif). Le systéme de Hsiang
s’est révélé toutefois insuffisant pour effectuer certains types de preuve et notamment, les
preuves qui utilisent des prédicats d’ordre pour lesquels des propriétés telles que la tran-
sitivité ou la réflexivité constituent des informations essentielles pour pouvoir conclure
que certains contextes sont insatisfiables. De telles propriétés nécessitent de manipuler en
plus du systéme de Hsiang, un ensemble d’équations (les équations qui traduisent les pro-
priétés d’associativité-commutativité et ne peuvant pas étre orientées). L’utilisation dans
REVEURA de ces propriétés comporte des procédures ad-hoc et elle n’est pas justifiée de
maniére rigoureuse.

Par la suite, il nous est apparu plus adéquat d’une part, de nous placer dans la classe
des systémes décroissants, dans lesquels, contrairement aux systémes hiérarchiques, il est
possible de définir un symbole de fonction de fagon récursive, et d’autre part, de considérer
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une forme algébrique de préconditions de régles, c’est-a-dire
Ay s =t;, t; € {true, false}, Vi€ [l...n].

Cette forme équationnelle est en réalité une seconde maniére de coder les préconditions,
mais elle présente I’avantage de faciliter les preuves d’insatisfiabilité. Ce choix est également
motivé par le fait que nous disposons dans ce cadre, d’heuristiques relativement simples
qui permettent de supprimer les équations conditionnelles triviales. D’autre part, pour
cette seconde forme de préconditions, nous avons pu utiliser une stratégie de preuve dans
les contextes plus efficace que dans nos précédents travaux.

Les premiéres études que nous avons effectuées sont présentées dans le chapitre 3
de cette thése. Clest la raison pour laquelle ces travaux utilisent la premiére forme de
préconditions tandis que les autres adoptent la seconde. Ces problemes de preuves dans
les contextes sont principalement développés dans le dernier chapitre du document. Nous
établissons, dans ce chapitre, I’articulation entre le formalisme de la réécriture condition-
nelle et la logique du premier ordre et nous illustrons la nécessité de combiner les deux
concepts. Nous montrons par ailleurs que les approches adoptées par divers auteurs con-
fortent cette nécessité.

Nous entamons cette thése par ’étude de la complétude des spécifications condi-
tionnelles. Un certain nombre de résultats sont connus dans le cadre classique, sans
préconditions et il est & présent établi que la complétude est une propriété indécidable.
Par contre, ’étude dans le contexte conditionnel a été trés peu abordée. Nous visons dans
le chapitre qui suit & établir une condition suffisante pour vérifier qu'une spécification
définie & partir d’axiomes conditionnels est compléte.

Chapitre 1. Les spécifications algébriques et les systémes de réécriture.









Chapitre 2

La complétude suffisante des
spécifications conditionnelles.

1 Introduction

A partir de I’étude des types abstraits de données se dégage 'idée essentielle suivan-
te:un type abstrait de données n’est pas seulement un ensemble d’objets mais aussi et
principalement les opérations qui peuvent agir sur ces objets, et les propriétés qui lient ces
opérations entre elles. Ces objets et ces opérations du type abstrait de données sont décrits
par une spécification algébrique. Ainsi, le type abstrait constitue un cadre pour étudier
des probléemes tres concrets tels que la sémantique d’un programme ou celle d’un langage
de programmation et le role de la spécification algébrique est de décrire précisément le
probléme considéré.

Traditionnellement, opérations et propriétés d’une spécification SP = (S, F, E) sont
partagées en deux parties. La premiére partie ou partie de base (BF, BE) contient
respectivement 1’ensemble C des constructeurs et les relations qui peuvent exister entre
eux et la seconde contient des symboles de fonction appelés opérations définies de telle
sorte que la spécification vérifie un principe de définition de la seconde partie par rapport
a la premiére. Une propriété essentielle doit cependant &tre vérifiée par ’ensemble F des
symboles de la spécification, & savoir que la définition de toute opération est complete
par rapport aux constructeurs. Dans ce cas, la spécification SP est dite compléte par
rapport a’ensemble C des constructeurs. La propriété de complétude équivaut a vérifier
que toute forme normale d’un terme clos est un terme primitif, c’est-a-dire un terme
construit uniquement & partir des constructeurs. Cette propriété est essentielle pour les
spécifications algébriques car, combinée avec la propriété de consistance, elle assure la
correction d’une instanciation de spécification paramétrée. Elle est également utile dans
les aspects de preuve dans le sens ol elle permet d’effectuer des preuves par induction
(voir par exemple [62, 59, 52]) et également dans les preuves de confluence sur les termes
clos (voir[11]).

La complétude d’une spécification n’est pas décidable en général. Cependant, un cer-
tain nombre de critéres syntaxiques permet de vérifier cette propriété. La plupart de ces
criteres se basent sur des méthodes de réécriture mais imposent des restrictions quant a la
structure des spécifications. Un travail conséquent a déja été effectué dans le but d’étudier
la. complétude des spécifications algébriques inconditionnelles et des conditions suffisantes
de vérification sont établies dans [41, 84, 48], [83, 17, 102], [90, 65, 66] pour certaines
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classes de spécifications et plus récemment dans [59, 60] et{72, 71].

Par contre, dans le contexte conditionnel, aucune étude na va bien loin. Ceci est prin-
cipalement di 3 la complexité du cadre conditionnel et & l'indécidabilité du probléme.
Quelques idées sont suggérées par J-L. Rémy [94] fondées sur la construction de 1’algébre
initiale d’une spécification partielle. Cette construction utilise des constantes d’erreurs
et des prédicats de définition pour compléter la spécification. La méthode présente
I’inconvénient d’étre lourde car elle grossit considérablement la taille de la spécification.
D’autre part, Zhang [105] a également établi des résultats de complétude principalement
fondés sur la réécriture contextuelle et sur le calcul des formes normales. Son algorithme,
implanté dans REVEURA4, nécessite cependant plus d’hypotheses que le ndtre, notamment
la bonne couverture et la hiérarchie du systéme de réécriture. D’autre part, une phase
importante de cet algorithme qui consiste & calculer des ensembles tests, est en général
incorrecte du fait qu’elle ne tient pas compte du typage des opérateurs. Par la suite, Rémy
a repris ses idées premiéres avec la collaboration d’Uhrig. Ces auteurs établissent un test
de complétude suffisante des systémes réducteurs, correspondant a des classes spécifiques
de spécifications conditionnelles [104]. L’idée de considérer particuliérement la complétude
suffisante par rapport & la partie booléenne est inspirée de leurs travaux. Toutefois, Rémy
et Uhrig analysent le systéme de réécriture de maniére statique et ce choix rend leur algo-
rithme ineffectif pour certaines classes de spécifications. La méthode que nous établissons
dans ce chapitre inclut strictement la leur. Elle présente de plus 1’avantage d’étre puissante
du fait qu’elle se base sur la réécriture contextuelle et sur le raisonnement par cas.

Les conditions suffisantes que nous établissons sont effectives et nous proposons un
algorithme pour les vérifier. L’idée principale sous-jacente 3 notre méthode est de combiner
une analyse structurelle par le calcul d’un ensemble de termes qui représentent des motifs,
et une analyse par cas par le biais d’un ensemble de conditions utilisées dans la réécriture.
Cette analyse par cas permet de réduire toutes les instances d’un motif.

Une autre caractéristique de notre algorithme est qu’il n’impose pas de conditions
trop restrictives quant aux systémes de réécriture. Par exemple, nous ne traitons pas
séparément les opérations utilisées dans les préconditions et celles définies par des regles
conditionnelles, comme nous ’avons fait dans nos précédents travaux pour des systémes
hiérarchiques. Nous supposons simplement que les systémes considérés sont décroissants.
Toute régle dans un systéme décroissant a son membre gauche d’une part, plus grand
que son membre droit selon un ordre de réduction et d’autre part, plus grand que sa
précondition la comparaison étant cette fois établie par une extension de 1’ordre de ré-
duction qui posséde la propriété de sous-terme strict. Cette propriété des systémes con-
ditionnels est assez naturelle et elle est de plus, satisfaite dans une majorité de systémes
utilisés en pratique. L’hypothése de décroissance nous permet d’utiliser un argument in-
ductif dans la preuve de correction de notre algorithme. De plus, structurer 1’ensemble
des symboles de fonctions en partitions est une opération systématique lorsqu’on définit
des opérateurs a partir des constructeurs de la spécification et ne restreint pas la classe
des systémes utilisés.

Nous nous proposons d’illustrer, dans ce qui suit, le principe de notre méthode sur
I’exemple des entiers naturels dont les constructeurs sont la constante 0 et ’opérateur
succe:

pos(z) — false, pos(succ(z)) — true, f(0) — 0, pos(z) = true = f(z) — 0

Chapitre 2. La complétude suffisante des spécifications conditionnelles.
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Il est impossible de prouver la complétude suffisante simplement en examinant les
régles. En effet, dans I’ensemble des régles conditionnelles, le cas pos(z) = false semble
avoir été omis. Il s’agit alors d’éclater le motif le plus général f(z) en deux autres motifs
plus spécialisés, f(0) et f(succ(z)), définis & partir de ’ensemble des constructeurs. Le
premier motif est traité par la régle inconditionnelle et le second par la régle conditionnelle
puisque la précondition correspondante pos(succ(z)) s’évalue & true et ceci achéve la
preuve.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante :le premier paragraphe formalise le cadre
de travail et introduit les concepts de base. Il définit également le type de systémes sur
lesquels nous choisissons de travailler. Le second paragraphe définit la convertibilité et
établit les conditions sous lesquelles cette propriété est équivalente a la complétude suffi-
sante. La complétude suffisante est définie & partir de la congruence équationnelle et la
convertibilité est liée au caractére opérationnel de la relation de réécriture. Le paragraphe
suivant est consacré a I’étude de la convertibilité des systémes de réécriture conditionnelle.
Cette propriété étant en général indécidable, nous proposons une condition suffisante qui
permet d’obtenir un algorithme de test pour certaines classes de systémes de réécriture
conditionnelle. Ce paragraphe comporte trois parties. L’ensemble de ces parties définit es-
sentiellement les outils utilisés pour établir 'algorithme de test de la convertibilité a savoir,
les notions de systéme bien développé, de réécriture contextuelle et de schémas structurels.
Le quatriéme paragraphe présente I’algorithme de test et sa preuve de correction. Le para-
graphe qui lui succéde présente un panorama d’exemples qui illustrent le fonctionnement de
P’algorithme, sa portée d’utilisation et ses insuffisances. Dans cet objectif, nous résumons
la situation en déterminant le type de spécifications conditionnelles, et plus précisément
la forme des préconditions intervenant dans les définitions des opérateurs, pour lesquelles
I’algorithme s’achéve avec succés. Nous concluons dans le dernier paragraphe en envisa-
geant un certain nombre d’extensions de ce travail permettant d’appréhender une classe
plus large de spécifications algébriques.
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2 Les concepts de base

Nous nous plagons dans la classe des algébres A dont le support booléen, soit Ap,or,
est constitué des seules valeurs true et false qui sont les interprétations des constantes
booléennes true et false dans A. Nous supposons de plus, que true et false sont des
constantes distinctes et irréductibles dans tout systéme de réécriture R.

Définition 2.1 Conjonction d’équations booléennes (CEB)
On appelle conjonction d’équations booléennes (CEB) une ezpression booléenne §
de T(F, X)poot de la forme

s1=8] Ao A sy =8,

telle que pour tout i = 1,..., n, s: € {true, false}.

Nous considérons des équations conditionnelles de la forme p = g = d ou g, d sont
des termes de T'(F, X), et telle que p est une CEB. Nous nous restreignons dans cette
étude, a cette forme particuliére de préconditions parce qu’il est, 3 ’heure actuelle, malaisé
d’aborder le probléme de la complétude suffisante dans un cadre plus général. En effet,
la complétude suffisante nécessite de vérifier que toute instance close de précondition se
réduit & true pour montrer qu’un terme clos est réductible. Ce test étant indécidable, nous
adoptons cette forme de préconditions pour laquelle nous proposons des heuristiques per-
mettant de mener & bien le test de réductibilité. La forme des CE B nous permet d’établir
une condition suffisante pour tester le recouvrement d’un ensemble de préconditions.

Nous ne rappelons pas dans ce chapitre les définitions de congruence équationnelle, ni de
relation de réécriture conditionnelle. Dans la suite, nous adopterons la convention :

o § =g TT ssi pour tout indice i, 1 <i< n, p; =g P} et

o p =g FF ssiil existe au moins un indice 7 dans [1...n] tel que, si p} = true (resp
false) alors p; =g false (resp true).

Plus précisément, ceci revient & construire un enrichissement de la spécification booléenne
S Pyoor €n ajoutant a1’ensemble Fp,,; les constantes booléennes T'T, F'F qui sont des CEB
particuliéres, tandis que Epo est étendu par I’ajout des axiomes suivants ou p désigne une
CEB quelconque et ou le second symbole d’égalité est assimilé & 1’égalité dans ’ensemble
des CEB.

L. (true = true) =TT

2. (false = false) =TT
3. (true = false) = FF
4. (false = true) = FF

5. FAF=F
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et considérons désormais que tout systéme de réécriture est défini & partir de la signature
booléenne enrichie et qu’il comporte les équations ci-dessus orientées de gauche & droite.

Les objets d’un type abstrait algébrique sont définis & partir de symboles de fonction
particuliers appelés constructeurs du type. Il est alors naturel de formaliser la structure
d’une spécification en scindant I’ensemble des opérateurs de la fagon suivante:

Définition 2.2 Soit BF @ DF une partition d’un ensemble de symboles de fonction.

e Une BF-équation est une équation p = g = d dont les termes p, g et d sont
dans T(BF, X) et telle que les variables de  apparaissent toutes soit dans g
soit dans d.

o Une BF-régle est une BF-équation orientée p = g — d telle que Var(g)
contient Var(d) et Var(p).

e Une D F-équation est une équation p = g = d dont l’un des membres g ou d est
un terme de T(F, X)© T(BF, X) et telle que les variables de p apparaissent
toutes soit dans g soit dans d.

e Une D F-régle est une DF-équation orientée p = g — d dont le membre gauche
est un terme de T(F, X) © T(BF, X) et telle que Var(g) contient Var(d) et

Var(p).

Remarque : Notons que cette définition interdit de considérer des équations dont la
conséquence est formée uniquement d’opérateurs de BF et dont la précondition est dans
T(F, X)e T(BF, X). ,
Considérons par exemple la spécification du type abstrait Ens(Elem) avec pour cons-
tructeurs les symboles @, {} et U et supposons que nous ayons défini I'opérateur d’ap-
partenance €. La relation suivante ne peut faire partie de ’ensemble des équations de la
spécification :
(#x) zeu=>{z}Vu=nu.

La raison en est que ce type d’équations engendre des problémes de récursivité que nous
voulons éviter. En effet, si nous considérons la relation (#%), celle-ci définit une relation
entre les constructeurs du type a’aide d’opérateurs définis. Ces derniers étant eux-mémes
définis & partir des constructeurs, 'utilisation de ce type de relations devient complexe et
nécessite une étude plus approfondie, que nous n’abordons pas dans cette thése.

Définition 2.3 Spécifications et systémes structurés
Soit FF = BF @ DF un ensemble de symboles de fonctions tel que BF contient un
ensemble C de constructeurs. Une spécification (S, F, E) est structurée de base
(S, BF, BE) ssi E = BE® DE ou BE est un ensemble de BF-équations et DE
un ensemble de DF-équations.
Un systéme (S, F, R) est structuré de base (S, BF, BR) si R= BR® DR ou BR
est un ensemble de BF-régles et DR un ensemble de D F-régles.

DF est I’ensemble des opérations définies. Nous appelons termes de base les termes définis
a partir des opérateurs de BF ;les termes primitifs sont ceux construits uniquement a partir
des constructeurs (voir page 19).

Nous supposons dans toute cette étude que les spécifications sont structurées.

Notons que nous n’interdisons pas 1'utilisation de relations entre les opérateurs définis. Si
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nous définissons les opérateurs ordered et insert sur le type liste muni des constructeurs —
[ ] et cons, une relation entre ces deux opérateurs peut s’écrire:

ordered(insert(z, u)) = ordered(u)

Exemple 2.1 La spécification conditionnelle (S, F, E) suivante est une spécification
structurée de base (S, BF, BE) ot F = BF® DF, E = BE® DE: S =
{bool, elem, ens};

Les constructeurs:

C = {true, false:— bool,
0:— elem, succ:elem — elem,
0:— ens, aj relem X ens — ens,

Les opérateurs de base:
BF =C @ {eg? :elem x elem — bool},

Les opérations définies:

DF = {Pres? :elem X ens — bool,
inclus? :ens X ens — bool,
ret :elem X ens — ens},

Les relations entre les constructeurs:
BE = {eg?(0, 0) = true,
eg?(0, succ(z)) = false,
eg?(suce(z), 0) = false,
eg?(suce(z), succ(y)) = eg?(z, y),
aj(b, aj(a, €)) = aj(a, aj(b, €)),
aj(a, aj(a, €)) = aj(a, €)},
Les définitions:
Définition de Pres?:
DE = {Pres?(a, 0) = false,
eg?(a, b) = true = Pres?(b, aj(a, €)) = true,
eg?(a, b) = false = Pres?(b, aj(a, €)) = Pres?(b, ),
Définition de inclus? :
inclus?(0, y) = true,
Pres?(a, €') = true = inclus?(aj(a, €), €') = inclusl(e, €'),
Pres?(a, €)= false = inclus?(aj(a, €), €)= false,
Définition de ret:
ret(a, 0) = 0,
eg?(a, b) = true = ret(b, aj(a, €)) = aj(a, ret(b, €)),
eg?(a, b) = false = ret(b, aj(a, €)) = ret(b, €)}.
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Remarque : La définition 2.2 étend de fagon naturelle la notion de systémes qui préservent
les termes de base tels qu’ils ont été définis pas Kapur&al [60] au cadre conditionnel. Nous
dirons, en effet 3 'instar de ces auteurs, qu’un systéme de réécriture conditionnelle préserve
les termes de base si toute régle de ce systéme dont le membre gauche est défini & partir de
P’ensemble de base BF, a son membre droit également dans ’ensemble T(BF, X). Ceci
entraine en particulier que la cléture de T'(BF') par —g est égale 3 T(BF'). Un systéme
structuré est un systéme qui préserve les termes de base comme le montre la proposition
qui suit:

Proposition 2.1 Si R est structuré de base BR alors la cléture de T(BF) par la relation
— R est égale a T(BF).

Preuve par ’absurde :supposons qu’il existe un terme clos ¢ dans T'(BF) réductible
par une régle  => ¢ — d de RS BR; il existe donc une occurrence u de ¢, une substitution
close o telles que ¢/, = og, donc ¢ contient un sous-terme t’ qui appartient 3 T'(F)OT(BF)
ce qui contredit I’hypothése que ¢t € T(BF). O

Les concepts généraux de convertibilité et de complétude suffisante peuvent étre trouvés
dans le chapitre 1 (paragraphe 4).

Puisque dans la suite, nous considérons uniquement des systémes de réécriture structurés,
nous pouvons par conséquent affirmer le résultat suivant:

Proposition 2.2 Soit SP = (S, F, E) une spécification conditionnelle structurée de
base BSP = (S, BF, BE);supposons que E définisse un systéme de réécriture R
structuré de base BR et que BR soit convertible par rapport a C.

Si —p est confluente sur les termes clos de T(F), la complétude suffisante de SP
par rapport a C est équivalente a la convertibilité de R par rapport a C.

Preuve:
<=:la convertibilité de R entraine la complétude suffisante de SP puisque —}% est con-
tenue dans =g.

== : par la proposition 2.1, la cloture de T(BF) par — g est égale a T(BF). Par la propo-
sition 1.3, nous pouvons donc affirmer que, pour tout terme clos ¢ dans T(F), il existe un
terme clos tg dans T(BF) tel que t —} to.

Puisque BR est convertible par rapport & C, il existe un terme clos 5 dans T'(C) tel que
to —§ to. Par conséquent, t =} to =} fo. O

La suite de ce chapitre est consacrée & I’étude des conditions syntaxiques suffisantes per-
mettant de vérifier la convertibilité d’un systéme de réécriture conditionnelle. Nous nous
intéressons A la convertibilité, sachant qu’elle est équivalente a la complétude suffisante
si le systéme de réécriture est structuré et confluent sur les termes clos. Une question
qu’on peut se poser alors est la suivante :le systeme de réécriture obtenu aprés complétion
d’une spécification algébrique structurée est-il lui aussi structuré? Il est probablement
nécessaire pour cela, de définir un ordre tel que chaque symbole dans C soit plus petit
qu’un opérateur de BF lui-méme plus petit qu’un opérateur quelconque de F' © BF.

Pour pallier les problémes de terminaison, nous choisissons de travailler sur des systémes
de réécriture décroissants. Ce type de systémes est une généralisation des systémes
réducteurs, qui ont été largement étudiés dans le cadre conditionnel et qui sont adaptés
pour diverses applications. Parmi les travaux portant sur la classe des systémes de
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réécriture réducteurs ou décroissants, nous pouvons citer [18, 53], [57, 20].

Dans ce qui suit, toute spécification conditionnelle est supposée contenir la spécification
des booléens dont les seuls constructeurs sont les constantes true et false. L’ensemble des
constructeurs de la sorte booléenne est noté Cpoor (= {true, false}).

3 Une condition suffisante pour tester la convertibilité

Ce paragraphe est consacré a ’étude de la propriété de convertibilité. La vérification
que toute instance close d’un terme est réductible étant une opération cofliteuse et/ou inef-
fective, nous établissons plutdt une condition suffisante qui permet de tester la complétude
suffisante dans les systémes de réécriture structurés et décroissants. Cette condition est
caractérisée 3 partir de trois notions présentées dans chacune des trois parties qui suivent.
La premiére notion est celle de systéme bien développé;

3.1 Systémes bien développés

Définition 2.4 Systéme bien développé
Soit C un ensemble de constructeurs; R est bien développé ssi tout terme clos de la
forme
f@1,.eny ta), L €T(Cs;, Vi, 1<i<m

est réductible par —p.

Une substitution est primitive si elle substitue les variables d’un terme par des termes
primitifs, c’est-a-dire des termes construits uniquement & partir des constructeurs. Un
systéme bien développé est alors tel que toute instanciation close primitive d’un terme de
la forme f(z1,..., z,) est réductible par —pg.

Théoréme 2.1 Soit R un systéme de rééeriture conditionnelle structuré de base BR ;
supposons gue BR soit convertible par rapport a C et que — g soit nethérienne;
s1 R est bien développé, R est aussi convertible par rapport a C.

Preuve: Soient ¢ un terme clos de T(F) © T(BF) et f sa forme normale.  existe puisque
— R est noethérienne. Par la proposition 2.3, il suffit de montrer que ¢ est dans T'(C).
Par ’absurde, supposons que ¢ ¢ T(C) ; puisque BR est convertible par rapport aux cons-
tructeurs, il existe un sous-terme t’' de ¢ de la forme f(t1,..., t,) avec f dans F © BF et
pour tout 4, 1 < 1 < m, t; est dans T'(C). Puisque R est bien développé, il existe une régle
P = g — d dans R et une substitution close o telles que t' = og et o —} TT. t' est donc
réductible et ¢ également ; ce qui contredit I’hypothése que 7 est une forme normale. O

3.2 Réécriture contextuelle et ensemble recouvert de CEB

La difficulté du test de la réductibilité d’un terme réside dans le test of —% T'T qui
est indécidable. Comme nous le précisons dans la suite, ce test est pratiqué par le biais
d’une condition plus forte (dans le sens ol elle est suffisante mais non nécessaire) qui est la
propriété de recouvrement. Ce test de recouvrement est utilisé pour tester la réductibilité
par cas d’un terme de T'(F, X). Pour formaliser ces différentes notions, nous avons besoin
de définir la relation de réécriture contextuelle.
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Définition 2.5 Validité opérationnelle
Un ensemble de CEB closes, sans variables,

ey -

Cond={c1,..., tn, ¢ € T(F)soots ¥i =1,..., n}
est opérationnellement valide dans R ssi

3k € [1...n] tel que EZ’—»"‘R TT.

Définition 2.6 Ensemble recouvert de CEB
Soit Cond = {é,..., &n} un ensemble de CEB ;Cond est recouvert ssi la formule
Cond est une tautologie dans le calcul propositionnel sur lalphabet At, ot Cond et
At sont définis de la fagon suivante :
soit At ’ensemble des atomes booléens apparaissant dans Cond et soit At un alphabet
en bijection avec At. Soit Prop(At) le calcul propositionnel défini sur l’alphabet At
et soit é1,..., &m, Cond les formules suivantes dans Prop(At)

e Cond=¢ V ... V &,
e et pour tout i dans [1...m)], tel que &; soit de la forme AE_; t; =1,

& est Pezpression €11 A ... A €l

otl, pour tout j dans [1...k], i; est le symbole correspondant ¢ Uatome t; et ¢;
est le mot vide si t; est true et le symbole de négation — si t); est false.

La notion de recouvrement d’un ensemble Cond de CEB implique que Cond est suffi-
samment complet par rapport a l’ensemble {true, false} qui constitue I’ensemble Cpoo
des constructeurs de la sorte booléenne. Etant donné que les préconditions sont de sorte
booléenne, la démarche que nous adoptons dans un premier temps, est de définir en pa-
ralléle la notion de convertibilité par rapport & un ensemble quelconque de constructeurs
et par rapport a Cp,o;. Les deux notions de convertibilité seront fusionnées par la suite.

Lemme 2.1 Soient At = {a;,..., an} un ensemble d’atomes booléens et
Cond = {¢1,..., En} un ensemble de CEB défini sur At;soit o une substitution
close et soit Cond, l’ensemble de CEB obtenu en instanciant toutes les composantes
de Cond par o,
Cond, = {0¢,..., 0Cn};

supposons que At vérifie la propriété suivante:
(#x) Vi€ [l...n], 3t € {true, false} tel que oa; —y 1.
st Cond est recouvert, Cond, est opérationnellement valide.

Preuve:il s’agit de montrer qu’il existe un indice k£ dans [1...m] tel que oy —} TT.
La preuve est effectuée par ’absurde. Par hypothése (3 cause de la propriété (%)), nous
avons, pour tout indice k dans [1...m], 0 —) TT ou 6& —§ FF. Supposons que pour
tout k dans [1...m], o0& —{ FF.

Pour tout ¢ dans [1...n], soit b; un terme dans {true, false} tel que oa; —}% bi.

Soit B = {true, false}’algébre des booléens et soit p la valuation de At dans {true, false}
définie par
Vi=1,..., n, u(@)=b;
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Alors, oy se réduit & FF signifie exactement que u(Zx) est la valeur false. Puisque ceci
est vérifié pour tout k, ceci entraine que u(Cond) = false et méne & une contradiction
puisque C'ond est par hypothese, une tautologie. O

La relation de réécriture contextuelle est définie sur des termes contextuels ou c-termes:

Définition 2.7 Terme contextuel
Un terme contextuel ou c-terme (C :: t) est une paire de termes telle que t est de
sorte quelconque et ¢ est une CEB.

Définition 2.8 Réécriture contextuelle de termes, —p
Soit R un systéme de réécriture conditionnelle. La relation de réécriture contextuelle
de termes est notée g et définie par:
soit ¢ de la forme A7y c1,; = ¢y, n >0,

(&1 = t1) =R (& == t2) ssi il existe une régle de réécriture 5= g — d dans R, une
substitution o et

e soit une occurrence u de ty telle que 1y o = 09, alors

-

2=10C A 0P, ty = t1{u — od].

o soit un indice ¢ dans [1...n] et une occurrence w de c¢y; tels que ¢y o = 09
alors

& = (AT} e1 = ) Alerlw & 0d] = ¢;) A(Afmigq €1 = 1) AP

et tz = t]_.

Définition 2.9 Réductibilité par cas
Un terme t est réductible par cas dans R ssi il existe un ensemble
{(& :: t:)}ier de termes conteztuels tel que

e Viel, (TT :t) Sp(Ci:t;) et

o il existe un ensemble recouvert {E;I},-e 1 tel que
. — —!
Viel, & —%er .

En particulier, la réductibilité classique, inconditionnelle est une réductibilité par cas, si
P’on admet Péquivalence de s —g t et de (TT :: s) =g (TT :: t).

Remarque : Cette définition de la réductibilité par cas se base sur un seul aspect de la
réécriture contextuelle, celui concernant la réécriture du terme contextuel (T'T :: t) dans
sa partie terme. En effet, pour réduire les contextes obtenus a leur forme normale, la
relation que nous utilisons est la réduction récursive.

Proposition 2.3 Soit t un terme et soit (¢, = t1),..., (&n = tm) un ensemble de
réductions contextuelles (en une étape) de (I'T :: t); soit o une substitution close.
5%l existe un indice ¢ dans [1...m] satisfaisant o€; —% TT, ot est réductible.
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Preuve:Elle est triviale puisque si 0& —} TT, ot —% ot;. Par conséquent, ot est
réductible. O

La méthode que nous développons dans ce qui suit est inspirée d’une part, des travaux
détaillés et élaborés dans un cadre inconditionnel par Kounalis dans sa thése [66] et d’autre
part, des investigations de Zhang dans un contexte conditionnel [105].

La combinaison de la proposition 2.3 et du lemme 2.1 signifie en particulier que pour vérifier
qu’un opérateur f de F © BF est complétement défini, il suffit de vérifier que le terme
f(z1,..., z,) est réductible par cas. Le test de réductibilité par cas est une condition
suffisante pour montrer que le systéme R est convertible. En particulier, R doit aussi étre
convertible par rapport & 'ensemble Cpyo1 ¢’est-d-dire i I’ensemble {true, false}. De par
la définition de la validité opérationnelle, la convertibilité de R par rapport a Cy,o entraine
la validité opérationnelle de tout ensemble de CEB. Cette propriété de convertibilité par
rapport a I’ensemble des constructeurs booléens est une autre formulation de la propriété
(**) supposée sur I’ensemble At des atomes qui constituent les CEB. 1l devient alors
paradoxal de garder cette hypothése pour vérifier la convertibilité de tout le systéme
considéré. Par la suite, nous donnons un résultat de convertibilité de R par rapport a C
dans lequel nous ne faisons a priori aucune hypothése sur I’ensemble d’atomes qui forment
les préconditions de R.

3.3 Arbres de schémas structurels

Dans ce paragraphe, nous présentons une méthode de vérification de la convertibilité.
Cette méthode est inspirée des travaux de Kounalis [65] et son idée principale consiste a
construire, pour tout symbole d’opération f dans F© BF, un arbre de motifs qui contient
des termes de la forme f(wy,..., wy,) avec w; € T(C, X),,, pour tout i, et & tester pour
chacun de ces termes la réductibilité par cas de f(wy,..., wy).

L’idée de considérer des motifs a été dans un premier temps proposée par Dershowitz [17].
Un motif est un terme dont la racine est 1’opérateur f et dont les arguments sont des ter-
mes de T'(C, X), dont la profondeur est strictement inférieure & la profondeur maximale
des régles de la spécification. La méthode de Dershowitz nécessite une étude exhaustive de
Pensemble de motifs. Kounalis dans ses travaux [66], améliore la méthode de Dershowitz
en se basant sur la notion d’arbre de motifs plutét que sur celle d’ensemble. Ce choix a
pour effet de supprimer des motifs inutiles et la méthode est ainsi rendue plus efficace.

La racine de l’arbre de motifs est étiquetée par le terme f(z,..., z,). Comme
plusieurs arbres peuvent étre engendrés a partir de ce terme, il s’agit de construire celui
qui capture la structure du systéme R. Pour cela, nous utilisons les notions suivantes:

Définition 2.10 Schéma structurel
On appelle schéma structurel de sorte s; l’ensemble des termes

Shs; = {g(ml,“ ) xn), g€ Cw,_g‘-}

ot (21,..., Tn) est une liste (éventuellement vide si g est un symbole de constante)
de variables toutes distinctes de sortes appropriées et ot w est la suite de ces sortes.

Exemple 2.2 SiC = {0:— int, pred, succ:int — int};alors
Shint = {0, pred(z), suce(z)}
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Si C = {true, false:— bool};
Shyoor = {true, false}.

Si C = {0:— nat, succ:nat — nat,
[ ]:— list, cons:nat X list — list} ; alors

Shnat = {0, suce(z)}, Shist = {[ ], cons(z, u)}.

<

Définition 2.11 Motifs
Soit t un terme et soit u une occurrence de t telle que t), = T € X, ;15 est le terme
obtenu en remplacant dans t la variable = par un schéma structurel ¢ de Sh, (aprés
avoir renommé les variables). 15 est un motif de t en u.
L’ensemble {t2, ¢ € Sh,} de motifs de t en u est noté Mot(t, u), Popération de
transformation de t en Mot(t, u) est appelée greffe a loccurrence u. Evidemment,
Mot(t, u) et Sh, ont le méme cardinal.

Exemple 2.3 Si BF = {0:— int, succ:int — int} et C = BF;
DF = {+ :int X int — int},

Shint = {0, suce(z)} et soit t = succ(z1) + succ(suce(zz)), alors
Mot(t, 11) = {succ(0) + succ(succ(zz)), succ(suce(zz)) + suce(suce(zz))}.

Si BF = {0:— nat, succ:nat — nat,
empty—stack : — stack, push :nat X stack — stack}, et C = BF;
F © BF = {top: stack — int},

Shnat = {0, succ(z)}, Shstack = {empty—stack, push(z, u)};
soit t = top(push(z, u)),
Mot(t, 11) = {top(push(0, u)), top(push(succ(zy), u))},

Mot(t, 12) = {top(push(z, empty—stack)), top(push(z, push(za, u3)))}.
<

On note Defr(f) ’ensemble des régles de R dont le membre gauche est de la forme
f(wy,. .., wn)avecw; € T(C, X),,. Intuitivement, c’est cet ensemble qui définit ’opérateur

1.

Définition 2.12 Occurrences définies
Soit Occ(f) Pensemble des occurrences définies de f. Oce(f) est défini comme suit :
Occ(f) = {u tel qu’il existe F=> g — d € Defr(f)et g/, € F ou
g/u est une occurrence de variable non linéaire dans g}.

Exemple 2.4 Soit R = {ordered([ ]) — true, ordered(cons(z, [])) — true,
z < y = true = ordered(cons(z, cons(y, u))) — ordered(cons(y, u)),
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ordered(insert(z, u)) — ordered(u)}

De fr(ordered) est constitué des trois premiéres régles de R et
Occ(ordered) = {¢, 1, 12}.
R={f(z, v, 2) =y, (2, 2, 9) =9 f(y, z, 2) - v}
Defr(f) =R et Oce(f)=1{e, 1, 2, 3}. O

A partir d’un nceud quelconque de ’arbre étiqueté par le terme ¢ de la forme f(wy,..., wy),
avec w; € T(C, X),,; pour tout ¢ = 1,..., n, on construit les fils de ce nceud en choisissant
une occurrence « de ¢t dans Var(t) N Occ(f) et en opérant une greffe a cette occurrence.
Ainsi, chaque fils est étiqueté par un élément de Mot(t, u). Dans ce cas, on dit que ¢
est décomposable. La hauteur de I’arbre de motifs est bornée car nous supposons que les
régles de R ayant le symbole de fonction f en téte est en nombre fini. Ceci entraine que
P’ensemble Oce(f) est fini. D’autre part, les greffes consécutives dans une méme branche
de P'arbre s’effectuent & des occurrences de termes de plus en plus profondes. On peut
alors affirmer que I’ensemble Var(t) N Oce(f) diminue de taille au fur et & mesure de la
construction de ’arbre. Par conséquent, la hauteur de celui-ci est bornée.

Si un terme t est réductible par cas, nous pouvons affirmer qu’il ne sert a rien de
développer ’arbre 4 partir du noeud étiqueté par ce terme, puisque par la proposition 2.4,
toute instance close de ce terme est réductible. Par conséquent, nous pouvons décrire
la construction de ’arbre de la fagon suivante:i partir de 1’arbre initialement constitué
de la racine f(zy,..., z,), on vérifie la convertibilité en testant la réductibilité par cas
de f(z1,..., %,). Sile terme f(z;,..., z,) n'est pas réductible par cas, on construit &
chaque étape les fils de I’arbre en choisissant une occurrence de variable du nceud qui est
aussi contenue dans Occ(f), et en effectuant une opération de greffe sur le nceud & cette
occurrence. L’arbre est totalement construit si chacun de ses fils soit est réductible par
cas, soit n’est pas décomposable. Le calcul de Occ(f) permet de prendre en compte la
structure de R.

Notons en particulier qu’un terme clos n’est pas décomposable.
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Exemple 2.5 Considérons le systéme de U'ezemple précédent;la méthode de construc-
tion d’un arbre de motifs produit l’arbre suivant :

ordered(u,)

ordered([]) ordered(cons(z;, up))
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4 L’algorithme et sa preuve de correction

4.1 L’algorithme de convertibilité

Supposons dans toute cette partie les hypothéses suivantes:
(S, F, R) est un systéme de réécriture structuré de base (S, BF, BR), décroissant et
tel que BR est convertible par rapport & C. Supposons de plus que la sorte booléenne ait
pour seuls constructeurs les constantes true et false.

R est convertible par rapport i C si tous les opérateurs de F'© BF sont complétement
définis par rapport a C.

Nous formulons 1’algorithme de complétude de définition d’un opérateur f de F © BF
par des régles d’inférence. Ces régles utilisent la structure de données suivante:

(Candidats, TC), telle que

e Candidats est un ensemble de termes. Ce sont les motifs de I’arbre construits au fur
et 3 mesure que 1’on effectue des greffes et desquels ’algorithme teste la réductibilité
par cas.

e T'C est un ensemble de termes contextuels. Si T'C n’est pas vide 3 la fin du test de
convertibilité, T'C' est constitué de c-termes {(c; :: t;)}ier non réductibles par cas.
L’algorithme suggére alors d’examiner avec plus de soin la définition de 'opérateur
f en ces termes et d’ajouter éventuellement des régles de la forme {¢; = t; — di}ier-

Bien siir, R est une composante globale de toutes les procédures qui suivent. Cependant,
il ne figure pas dans les régles d’inférence puisqu’il ne varie pas au cours de ces procédures.
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Soit f un symbole de fonction de F© BF. L’algorithme de convertibilité dispose en entrée
du systéme R et du symbole de fonction f. Le résultat est ’ensemble T'C. Le test de
complétude de définition de f se traduit par les régles d’inférence suivantes:

» 0, TC
1) Comp g‘;;‘t'l

L’arrét se produit lorsque ’ensemble des termes candidats est vide.
Si TC est vide, toute feuille de I’arbre de décomposition est réductible par cas. Par
conséquent, le symbole d’opérateur f est complétement défini.

(Candidats U {t}, TC)
(Candidats, TC)

2) Comp, st t est réductible par cas

Si le terme ¢ est réductible par cas, on teste la réductibilité par cas des autres feuilles de
Parbre.

3) Comps

(Candidats U {t}, TC) si t n’est pas réductible par cas
(Candidats U Mot(t, u), TC) Ju € Var(t) N Oce(f)

Cette régle d’inférence traduit 'opération de décomposition du terme ¢ & 'occurrence u.
Elle est effectuée lorsque I’on rencontre un terme qui n’est pas réductible par cas mais qui
peut &tre décomposé. La greffe produit les fils de ¢ pour lesquels nous devrons tester la
réductibilité par cas.

Vie[l...m], (TT = t) g (G = &),
. — * —/
(Candidats U {t}, TC) . \(f; E(gl : -c-lm], &~k
) =7 st ond=8¢& V...V,
(Candidats, TC U {c :: t}) Cond n’est pas une tautologie
Var(t)n Oce(f) =0

4) Compy

t est une feuille de ’arbre qui n’est ni réductible par cas ni décomposable. Cond est

calculé suivant le principe de la définition 2.6. ¢ est la traduction sous forme de CEB de
la. formule propositionnelle correspondant 4 la valeur ~Cond dans le calcul propositionnel.

L’état initial de la procédure de test de la complétude de définition d’un symbole de
fonction f € F'— BF, de profil 8 X ... X s, — s est la structure ({f(z1,..., zn)}, §), 00
pour tout indice ¢ dans [1...n], les variables z; sont de sorte s; et sont toutes distinctes.
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Procédure de test de la réductibilité par cas:

La procédure suivante teste la réductibilité par cas de ¢t. La donnée de la procédure
comporte le systéme de réécriture R et le terme ¢ et son résultat est ’ensemble Prec de
CEB. La procédure délivre un ensemble Prec non vide dans le cas ou le terme ¢ en
question n’est pas réductible par cas.

Cette procédure est écrite en termes de régles d’inférence avec la structure de données
(t, Prec) ou

e t est un terme de T'(F, X) pour lequel on teste la réductibilité par cas.

o Prec est un ensemble de CEB.

t 8 . N s c
1) Red; choe o (TT ::t) n’est pas réductible par —pg

Vie[l...m], (TT =t) Sp (&= t)
. - —!
(t, 9) | Vi€ [1.. .m],,c,- —hei
(t, Prec) Lensemble {¢; }ies n’est pas recouvert
’ Cond=& V..V,
Prec = {~Cond}

Ces deux régles d’inférence traduisent le cas ol le terme ¢ n’est pas réductible par cas.

2) Red,

Dans la seconde régle d’inférence, Prec contient la C EB qui doit étre ajoutée a I’ensemble

des contextes EE' pour le rendre recouvert. Prec est délivré par la procédure de test de
tautologie dans le calcul propositionnel.

¢, ) Vie I, (TT = t) Sg (G t;)
3) Reds -~— si{ Viel, &—4e
{al};e I est recouvert

Cette régle traduit le cas ol ¢ est réductible par cas.

L’état initial de la procédure est la structure (¢, 9).
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Le test de recouvrement d’un ensemble de CEB est effectué en vérifiant par une
méthode appropriée, qu'une certaine formule ¢ est une tautologie dans le calcul proposi-
tionnel (voir déf 2.6). Ce test n’est pas explicité ici.

Lorsque ’ensemble Cond de CEB donné en entrée et correspondant au terme
f(t1,..., ty), n'est pas recouvert, il suffirait d’ajouter au systéme de réécriture la régle de
la forme =é = f(ty,..., tp) — d ol d est un membre droit de régle qu'’il faut définir pour
f(t1,..., tp). Toutefois, étant donné que la propriété de recouvrement est une condition
suffisante mais non nécessaire, si la procédure répond par la négative, cela n’entraine pas
systématiquement que ’opérateur en question n’est pas complétement défini. On peut
avoir un ensemble de préconditions qui constituent un ensemble de C EB non recouvert
mais néanmoins lié & un symbole de fonction complétement défini par rapport & C. De
tels exemples sont exhibés dans le paragraphe suivant. Il s’agirait dans ce cas d’examiner
avec davantage de soin, le terme f(¢1,..., t,) dans le but de vérifier si 'incomplétude
est réélle ou non. Dans le cas olt I’on peut se restreindre a une classe de spécifications
conditionnelles pour laquelle le test de recouvrement est une méthode de décision, la régle
—é = f(t1,..., ty) — d est exactement la régle qu’il faut ajouter pour que 'opérateur f
soit complétement défini par rapport aux constructeurs a ce nceud de ’arbre.

4.2 Résultat principal de correction

Nous formulons 3 présent le théoréme principal de convertibilité. Considérer un
systeme de réécriture conditionnelle décroissant nous permet d’établir une preuve sim-
ple de ce théoréme par récurrence structurelle sur les termes clos.

En termes abstraits, I’algorithme construit pour ¢t = f(zy,..., z,), un arbre 7 de
motifs tel que, pour toute feuille ¢,,, deux cas sont possibles:

e soif 1, est réductible par cas.
e soit ¢, n’est pas décomposable.

L’algorithme termine avec succés si et seulement si chaque feuille est réductible par
cas. Le résultat suivant, prouvé dans le cas non conditionnel par Kounalis [65] montre que
’arbre 7 est complet par rapport aux constructeurs.

Proposition 2.4 [65]
Soit t le terme f(z1,..., Tn) avec f dans F © BF. Soit T Uarbre construit par
lalgorithme et soit o une substitution close. Il existe alors une feuille t' de T et une
substitution o’ telles que ot = o't'.

by

La preuve de cette proposition est établie & partir de la méthode de construction de
Parbre de motifs. En effet, d’une part, I’arbre est construit en effectuant 0 ou plusieurs
greffes au terme ¢ et en utilisant pour chaque greffe, tous les constructeurs de la sorte
correspondante; cet arbre recouvre donc I’ensemble des termes que 1’on peut construire
avec le symbole f en téte et des termes primitifs pour arguments. D’autre part, puisque ¢’
est une feuille de I’arbre de motifs, ¢’ a f pour symbole de téte et des arguments construits
a partir de C U X ;il existe par conséquent une instance close primitive d’une feuille de
I’arbre égale a une instance spécifique ot du terme f(zy,..., z,).

La preuve du théoréme qui suit est effectuée par réccurrence sur l'ordre ». Rappelons
que > est une extension bien fondée d’un ordre de réduction > contenant la relation de
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sous-ferme propre.

Pour cette preuve, nous utiliserons les notations suivantes:

Soit ¢ une CEB de la forme A%, ¢; = c};si pour tout ¢ dans [1...n], s > ¢; et s > cl,
nous écrivons aussi 8 >~ ¢. > est l'extension de > aux multi-ensembles.

De méme, si pour tout ¢ dans [1...n], s > ¢; et 8 > ¢, on note s 3» €. > est ’extension
de > aux multi-ensembles.

Les ordres > et > sont bien fondés puisque d’aprés [18], I’extension aux multi-ensembles
d’un ordre bien fondé est aussi un ordre bien fondé.

Théoréme 2.2 Soit (S, F, R) un systéme de réécriture conditionnelle décroissant et
structuré de base (S, BF, BR) tel que BR soit convertible par rapport a C. Sup-
posons que les seuls constructeurs de sorte booléenne soient les constantes true et
false. '

St la procédure de convertibilité établie page 56 s’arréte avec succés, R est convertible
par rapport a C.

Preuve :1l s’agit de prouver la propriété P qui s’énonce comme suit :
VYw € T(F), 3w € T(C) tel que w —5 @.

Supposons que la propriété P soit valide pour tous les termes w’ tels que w > w'. Siw
est dans T(BF), le résultat découle de ’hypothése de convertibilité de BR par rapport 2
C. Autrement, considérons un sous-terme w” de w de la forme f(wi,..., wy) avec f dans
DF et wy,..., w, dans T(BF). Nous nous proposons de prouver dans un premier temps,
que w” est réductible. Si I’un des termes w; est dans T(BF) © T(C), la réductibilité de
w” découle de la convertibilité de BR. Sinon, supposons que les termes wy,..., wy, soient
dans T(C).

Soient t = f(z1,..., ) et 0p une substitution close tels que w” = opt. Par la proposition
2.5, il existe une feuille ¢’ dans I’arbre de motifs construit par ’algorithme pour ¢, et une
substitution ¢’ telles que oot = o't'.

Si la procédure se termine avec succés, il existe une séquence de contextes §j,..., gm et
un ensemble de termes oy,..., a,, tels que

Vie[l...m], (TT =) Sg(F  0:), et {q@t »-.., dm } est Tecouvert.

ol pour tout i, 71:’ est la —g- forme normale de g;.

Par définition, il existe pour tout i, une régle ; = g — d;, une occurrence v de t' et

une substitution 7 telles que t’/u = 1¢ et §; = TP;. Par conséquent, 7g est un sous-terme

—t .
propre de t'. Donc ¢’ > Tg >~ T5; = ¢; puisque R est décroissant. De plus, g; >¢; puisque
— -t
G — R -

vy ) I
Soient a présent ay,..., a, les atomes apparaissant dans ¢; ,..., dm - Nous avons encore
—tl ! e ,
' »»q; et ¢ > ai si ax apparait dans q; . Par conséquent, oot = o't = o’a;. Par

hypothése de récurrence sur o’ay, il existe un terme a dans T(C)pooi(= {true, false}) tel
que o'ax —} a.

Puisque {(};',. . (j;,} est recouvert, par le lemme 2.1, il existe un indice 7 dans [1...m]
sl —l , .
tel que o' ¢ =} TT. De plus, 0'G; =} ¢’ ¢ —x TT. o'’ est donc réductible par la
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proposition 2.4, c’est-a-dire ogt(= w”) est aussi réductible en un certain terme ¢”.

Soit & présent w” le terme w ol w” (= oot) est remplacé par t”. Puisque w” —} ", on a

w” > 1" et w > w" puisque > est un ordre de réduction. Par conséquent, w > w'. Par
hypothese de récurrence sur w™, il existe un terme w” dans T(C) tel que w" —§ w™. Par
conséquent, w - w"” —h w. O

5 Un prototype expérimental

Un prototype expérimental concrétisant le travail théorique de ce chapitre et dont
P’objectif est de tester la convertibilité des systémes de réécriture conditionnelle a été
implanté par A. Bouhoula, éléve stagiaire de I’école d’ingénieur de Tunis, sous la direction
de J.L. Rémy, [7]. Le logiciel a été congu en CAML version 2.6.1, langage fonctionnel d’une
grande souplesse [28, 29, 27, 30], sur des stations de travail SUN III, et avec Suntools, qui
est un outil de développement multifenétré.

Le test de convertibilité se base sur I’algorithme présenté dans ce travail. L’objectif du
prototype est double; en plus du test de convertibilité, il est aussi un outil d’aide ala cons-
truction de spécifications complétes. L’implantation est souple et agréable d’utilisation,
puisqu’elle permet notamment d’afficher I’arbre de décomposition correspondant au syste-
me initial et également les arbres construits chaque fois que ’utilisateur ajoute de nouvelles
régles de réécriture.

Etant donné un systéme de réécriture R dont les régles sont écrites avec ’ensemble
BF @ DF de symboles de fonction tel que BF contient les constructeurs et tel que le
systéme BR est convertible;lors du test de complétude de définition d’un symbole f de
DF, le prototype réalisé peut réagir de différentes facons:

e soit sa réponse est affirmative. Dans ce cas, tous les nceuds de ’arbre construit
sont réductibles par cas. Le systéme est par conséquent convertible par rapport aux
constructeurs de la spécification.

e soit il rencontre des nceuds pour lesquels le test de réductibilité a échoué. Le pro-
totype suggere alors a l’utilisateur d’ajouter des régles en lui proposant des paires
sous la forme (précondition, membre gauche de régle) et demande a l'utilisateur s’il
désire continuer le test de complétude.

— sil'utilisateur veut s’arréter i cet instant, le prototype affiche le message je ne
sais pas et s’arréte. Dans ce cas, on ne peut rien conclure.

— si P'utilisateur désire continuer le test, le prototype lui demande s’il juge néces-
saire d’ajouter des régles au systéme de réécriture.

* s’ll est nécessaire d’ajouter des régles, le prototype tient compte de cet
ajout et réexamine de nouveau ’arbre de décomposition pour tester la
réductibilité des nceuds ol il y eu problémes. Cependant, dans ce cas,
il peu arriver que le systéme de réécriture final définisse un symbole de
fonction de maniére redondante. La raison en est que les suggestions du
prototype ne sont pas toujours indispensables, puisque le test est fondé sur
une condition suffisante mais non nécessaire.

* si par contre il est inutile d’enrichir le systeme, le prototype affiche le mes-
sage st vos hypothéses sont vraies, la spécification est opérationnellement
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compléte. En effet, dans ce cas, nous jugeons que l'utilisateur a eu recours
3 d’autres moyens pour vérifier que la fonction est définie dans les nceuds
en question et que la décision finale lui revient.

6 Exemples

L’intérét de ce paragraphe est de présenter d’une part, l’apport de notre méthode
par rapport & celle déja existante établie par Rémy et Uhrig[104] et d’autre part, ses
insuffisances. Nous illustrons ces caractéristiques par divers exemples.

Exemple 2.6 Ce premier ezemple spécifie l'opérateur logique de disjonction V et con-
tient uniquement des régles inconditionnelles. Nous utilisons le symbole de fonction
OU pour le différencier de opérateur Vv qui lui, est prédéfini dans toute spécification
conditionnelle ;

Soit BSP = (S, BF, BE) C SP = (S, F, E) avec:
S = {bool};

BF = {true, false:— bool}, BR=19 etC = BF;
F o BF = {OU :bool x bool — bool},

R © BR = {OU(true, z) — true, OU(z, z) — z, OU(z, true) — true},
Shyoot = {true, false} et Occ(OU) = {¢, 1, 2},

Soit t = OU(z1, z2);t n'est pas réductible par = p. Soit Var(t) = {1, 2}. On choisit une
occurrence u dans Var(t) N Oce(OU), soit u = 1,

Mot(t, 1) = {OU(true, z;), OU(false, z3)}.
Soit t; = OU(true, z,), t; est réductible par cas car
(TT :t1) Sgr(TT ::true);

considérons t; = OU(false, z2), t; n’est pas réductible par S pg.
Var(tz) = {2} € Occ(OU). On calcule

Mot(ts, 2) = {OU(false, true), OU(false, false)},

Les deux termes de Mot(t,, 2) sont réductibles par cas puisqu’ils sont réductibles par des
régles inconditionnelles. Par conséquent, OU est complétement défini et R est convertible
par rapport a C. ©
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Arbre de décomposition de 'opérateur OU :
OU (.’L‘l, IE2)

OU(true, ) OU(false, z,)

(TT :: OU(true, x,))

(TT :: true)

OU(false, z,)

OO\

OU(false, true) OU(false, false)

(TT :: OU(false, true)) (TT :: OU(false, false))

L J;

(TT :: true) (TT :: false)
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Exemple 2.7 Constdérons la spécification des listes triées avec un opérateur d résultat
booléen qui permet de tester si la liste est triée.

S = {bool, nat, list};

BF = {true, false:— bool,
0:— nat, succ:nat — nat, < :nat X nat — bool,
’ []:— list, cons:nat x list — list};
F © BF = {ordered :list — bool} ;

BR = {0 < z — true, suce(z) <0 — false, suce(z) < suce(y) — z < y};

R = BR & {ordered([ ]) — true, ordered(cons(z, [])) — true,
(z < y) = true = ordered(cons(z, cons(y, u))) — ordered(cons(y, u)),
(z < y) = false = ordered(cons(z, cons(y, u))) — false}.

Les constructeurs constituent l’ensemble C = {true, false, 0, suce, [], cons};
Shioot = {true, false}, Shnat = {0, succ(z)}, Shis = {[ ], cons(z, u)},
et Occ(ordered) = {¢, 1, 12}.

Nous pouvons constater que ’opérateur < est complétement défini par rapport a C.

Par convention, on utilise les variables u; pour la sorte list et les variables z; pour la sorte
nal.

On se propose de vérifier la complétude de définition de opérateur ordered.
Soit le terme ¢t = ordered(u;), Var(t) = {1}, t n’est pas réductible par > ;on calcule
Mot(t, 1) = {ordered(] ]), ordered(cons(z1, u2))}.

Le premier terme est réductible par cas puisqu’il est réductible par une régle incondition-
nelle. Considérons le terme t' = ordered(cons(z1, uz)).
Var(t') = {11, 12}, soit v = 12 € Var(t') N Occ(ordered);

Mot(t', 12} = {ordered(cons(z1,[])), ordered(cons(z1, cons(z2, u3)))}.

Le premier terme est réductible par cas puisqu’il est réductible par une régle incondition-
nelle. Considérons le second terme, nous avons

(TT :: ordered(cons(zy,cons(zz,u3)))) =r (z1 < z2 = true :: ordered(cons(zy,u3))) et
(TT :: ordered(cons(z1,cons(z2,u3)))) =g (z1 < z2 = false :: false)

L’ensemble {(z1 < z3) = true, (z; < z2) = false} est recouvert puisque la formule
p V —p, ou p correspond i 1’atome z; < z, est une tautologie dans le calcul propositionnel
donc,

ordered(cons(zy, cons(zq, uz))) est réductible par cas.

Finalement, nous pouvons conclure que I'opérateur ordered est complétement défini par
rapport aux constructeurs. ¢

Chapitre 2. La complétude suffisante des spécifications conditionnelles.
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Arbre de décomposition de ’'opérateur ordered

ordered(u;)
ordered([]) ordered(cons(zy, us))
ordered(cons(zy, [])) ordered(cons(z,, cons(zz, us)))
(TT :: ordered([])) (TT :: ordered(cons(z1, [})))
R R
(T'T :: true) (TT :: true)

(TT :: ordered(cons(zy, cons(zs, us))))

R
(z1 < z3 = true :: ordered(cons(z2, u3))) R

(z1 £ 3 = false :: false)
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Exemple 2.8 Ajoutons ¢ ensemble F Uopérateur insert :nat X list — list et ¢ R les
régles sutvantes:

insert(z, []) — cons(z, []),

(z < y) = true = insert(z, cons(y, u)) — cons(z, cons(y, u)),
(z < y) = false = insert(z, cons(y, u)) — cons(y, insert(z, u)),
ordered(insert(z, u)) — ordered(u)

Occ(insert) = {¢, 2}

Soit le terme ¢ = insert(zy, u1), t n’est pas réductible par g ; nous allons donc construire
un ensemble de motifs; Var(t) = {1, 2}

soit 'occurrence 2 dans Var(t) N Occ(insert);
Mot(t, 2) = {insert(z,, []), insert(z1, cons(zz, u2))},

Ces deux termes sont réductibles par cas et on peut conclure que R est convertible par
rapport 3 C. O

Chapitre 2. La complétude suffisante des spécifications conditionnelles.
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Arbre de décomposition de 'opérateur insert:

insert(zy, u;)

N

insert(z1, []) insert(zy, cons(zz, u2))
(TT ::insert(zq, []))

R
(TT :: cons(zy, []))

(TT ::insert(zy, cons(zz, uz)))
c

((z1 < z2) = true :: cons(z1, cons(zz,uz)))

R

((z1 < 23) = false :: cons(zz, insert(z1,u2)))
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Exemple 2.9 Cet ezemple simule 'aziomatisation de l'opérateur logique de conjonction
par des équations conditionnelles ; de méme que dans le cas de l'opérateur OU, nous
utilisons le symbole & pour éviter toute confusion entre ce nouvel opérateur et le
connecteur logique A ;

S = {bool};

BF = {true, false:— bool}, C = BF;
F o BF = {& :bool x bool — bool} ;

‘BR=0; '
R = BR ® {&(true, true) — true, &(irue, false) — false,
z = false = &(z, y) — z};
Shioot = {true, false}, Occ(&) ={¢, 1, 2};

Soit le terme ¢ = &(z, z;);t est réductible par la relation =g et
(TT = t) Sg (x1 = false : ;). L'ensemble {z; = false} n’est pas recouvert.
Par conséquent, ¢ n’est pas réductible par cas. Toutefois, comme ¢ a des occurrences de
variables linéaires qui sont aussi des composantes de ’ensemble Occ(&), on ne peut rien

conclure avant de tester la réductibilité par cas des motifs que I’on peut construire a partir
de 2.

On construit ’arbre & partir de ¢: Var(t) = {1, 2};
Mot(t, 1) = {&(true, z2), &(false, z3)}.
Considérons le terme ¢’ = &(true, z3);on a les réductions suivantes:
(TT :: ') SR (true = false :: true) et true = false —g FF.

{FF} n’est pas recouvert. Donc ¢’ n’est pas réductible par cas.

De méme que pour ¢, il est cependant possible de construire un ensemble de motifs 3 partir
de t'. Var(t') = {2} C Oce(&).

Mot(t, 2) = {&(true, true), &(true, false)}.

Chacun de ces termes est contextuellement réductible respectivement par les deux premieres
régles de R et puisque ces régles sont inconditionnelles, ils sont donc réductibles par cas.

Considérons a présent le terme t” = &( false, z3);

(TT :: t") =g (false = false :: false)

et false = false - TT. Donc t” est réductible par cas.

Chapitre 2. La complétude suffisante des spécifications conditionnelles.
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Nous avons donc construit un arbre avec les feuilles suivantes:
1. &(true, true)
2. &(true, false)
3. &(false, z3)

Puisque chacun de ces termes est réductible par cas, R est convertible par rapport a
I’ensemble de ses constructeurs {true, false}. ¢

Chapitre 2. La complétude suffisante des spécifications conditionnelles.
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Arbre de décomposition de 'opérateur & :

&(331, zZ)

N

&(true, z3) &(false, z,)

/N

&(true, true) &(true, false)

(TT :: &(true, true)) (TT :: &(true, false))
(T'T ::true) (TT = false)
(TT :: &(false, z3))

t

(false = false :: false) false = false - TT
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Cet exemple qui axiomatise I’opérateur A montre qu’aucune forme syntaxique n’est
imposée aux préconditions du systéme contrairement aux travaux de Rémy et Uhrig[104].
Une hypothése essentielle que font ces derniers est que tout symbole de fonction est
défini par un ensemble de régles conditionnelles de méme membre gauche et dont les
préconditions sont des conjonctions complémentaires de littéraux. Une classe considérable
de spécifications échappe i cette caractéristique et notamment ’exemple traité ci-dessus.
Dans nos travaux, une méthode permettant d’assouplir cette rigidité de définition con-
siste & adopter le traitement suivant :lorsqu’un terme ¢ dont le symbole de téte est f,
dans F' © BF, n’est pas réductible par cas et qu’il posséde des occurrences de variables
non-linéaires contenues dans l'ensemble Occ(f), nous continuons & construire I’arbre des
motifs & partir de ¢t en choisissant une occurrence appropriée pour tester la réductibilté
par cas des nouveaux termes. Cette méthode permet d’avoir une forme plus souple de
précondition de régle. Bien siir, cela n’exclut pas la nécessité d’avoir un ensemble de
CEB opérationnellement valide associé 3 tout membre gauche de régle du systéme de
réécriture.

Exemple 2.10 Cet ezemple illustre le procédé utilisé pour compléter une définition in-
compléte d’un opérateur. Il spécifie la liste ordonnée d’entiers.

Le prédicat "z < u” est vras si z est le plus petit élément de la liste u. "ord” teste
si la liste est tride et "insert(z, u)” insére I’élément x dans la liste u de telle facon
que le résultat de Pinsertion soit encore une liste triée.

S = {bool, ent, list};

BF = {true, false:— bool,

0:— ent, succ:ent — ent,

< :ent X ent — bool,

[]:— list, .:ent x list — list,

< :rent X list — bool, ord:list — bool};
F © BF = {insert :ent x list — list};
et C = {true, false, 0, succ, [}, .}.

BR = {0 < z — true, succ(z) < 0 — false, succ(z) < suce(y) — z <y,
rL[]=true, s yu— (< u) A (2Ly),
ord([ ]) — true, ord(y.u) — ord(u) A (y € u);
R © BR = {insert(z, []) — z.u,
ord(y.u) = true A (z < y) = true = insert(z, y.u) — z.(y.u),
ord(y.u) = true A (z < y) = false = insert(z, y.u) — y.insert(z, u)}.

Nous pouvons remarquer d’une part, que I'opérateur < est complétement défini par rapport
a {0, succ} et d’autre part, que les opérateurs < et ord sont complétement définis par
rapport & {[ ], .}.

Nous nous proposons de tester la complétude de définition de l'opérateur insert. I’algo-
rithme produit I’arbre de décomposition suivant :

Chapitre 2. La complétude suffisante des spécifications conditionnelles.
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Arbre de décomposition de I'opérateur insert:

insert(zcy, uy)

insert(z1, []) insert(zy, T2.up)
(TT ::insert(zq, []))
!
(TT :: z4.[])

(TT ::insert(z;, z9.uz))

(ord(z2,uz) = true&(zy < x3) = true = zN(22.u3))

R

(ord(z2,us) = true&(zy < z3) = false :: cons(zs, insert(z, uz)))
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Soit 4 tester le recouvrement de 1’ensemble Cond =
{ord(zz.u3) = true A (z1 < 22) = true, ord(z2.up) = true A (21 < 22) = false}

correspondant au terme t = insert(zy, z2.uz). Soient ’atome a correspondant au terme
ord(z3.u) et 'atome b correspondant au terme z; < 5. Il s’agit de calculer, par le calcul
propositionnel, la valeur de la formule ¢:

(@ AD)V (a A -b)
et de tester si cette formule est une tautologie.
(aAbd)V(eaA-b)=aA((dV d)=a

Puisque ¢ n’est pas une tautologie, la régle qu’il faudrait (éventuellement) ajouter au
systéme pour que 'opérateur insert soit complétement défini, est la régle

ord(z2.u;) = false = insert(zy, z2.u3) —d

ol ord(z3.u2) = false correspond & la traduction de —a et ol d est un membre droit que
le spécifieur doit déterminer. &

Chapitre 2. La complétude suffisante des spécifications conditionnelles.
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Afin d’établir une comparaison succincte de notre approche et de celle de Rémy et
Uhrig, nous présentons briévement la seconde approche ;soit

Rinc={g—"d/3p‘:>g”*deR};

la méthode systématisée par les auteurs consiste & vérifier d’une part, que le systéme incon-
ditionnel R;y. est convertible par rapport a1’ensemble de ses constructeurs par I’algorithme
de Thiel [102] et d’autre part, & tester que pour tout membre gauche de régle g dans R,
les préconditions associées & g forment un ensemble recouvert. L’approche de Thiel est
fondée sur le principe suivant :1a définition d’un opérateur f est compléte si et seulement si
Pensemble des membres gauches de la définition recouvrent le terme f(zy,..., z,). Pour
tester ce recouvrement, ’auteur utilise le processus d’unification. La méthode permet
également de traiter des définitions non-linéaires de symboles de fonction et par exemple,
la définition suivante qui simule la fonction majorité notée + :

E={+(z, z, y) =2z, +(z, ¥, ) =2, +(y, 2, z) = z}.

Cependant, Thiel ne traite pas les spécifications qui admettent des relations entre les
constructeurs. Sa méthode a été par la suite, étendue par Lazrek dans ses travaux de
thése et par Thiel et Lescanne {71, 72], pour accepter, dans le systéme, des relations entre
les constructeurs, & condition qu’elles engendrent un systéme canonique.

Exemple 2.11 Soit la spécification suivante :
S = {nat},

BF = {0:— nat, succ:nat — nat, >:nat X nat — bool},
F o BF = {f :nat — nat}

BR = {0 >z — false, succ(z) > 0 — true, succ(z) > suce(y) = z > y}
RO BR={f(0)— 0, z> 0 = true => f(z) — 0}.

Et soit C = {0, succ};
Remarquons que I'opérateur > est complétement défini par rapport & 1’ensemble {0, succ}.
Il est évident que I’ensemble {z > 0 = true} associé au terme f(z) n’est pas recouvert

et par conséquent, 1’algorithme d’Uhrig échoue & ce niveau. Appliquons & présent notre
méthode :

Soit Oce(f) = {e, 1} et Shnat = {0, succ(z)} et soit le terme ¢t = f(z1).
t est réductible par R et nous avons

(TT :: f(z1)) =g (z1 > 0 = true : 0)

De méme que précédemment, ’ensemble {z1 > 0 = true} n’est pas recouvert. Toutefois,
puisque Var(t) = {1} C Occ(f), nous procédons 3 une décomposition du terme ¢:

Mot(t, 1) = {f(0), f(succ(z2))}
o (TT :: f(0)) SR (TT ::0) et

o (TT :: f(suce(z2))) =g (suce(xa) > 0 = true :: 0) avec
suce(zz) > 0 = true —p true = true -5 TT.

La réduction des termes de Mot(?, 1) produit alors des termes primitifs et nous pouvons
conclure que f est complétement défini par rapport 4 C. ©

Chapitre 2. La complétude suffisante des spécifications conditionnelles.
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Arbre de décomposition de opérateur f:

f(z1)
£(0) f(suce(z2))
(T'T :: £(0)) (TT = f(suce(z2)))
R R
(TT :: 0) (suce(zz) > 0 = true :: 0)

suce(zz) > 0 = true —p true = true —p TT
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Examinons la spécification suivante des listes d’entiers bornés par une constante entmaz ;
L’expression pp(z, ) signifie que z est plus petit que tous les éléments de la liste [.

Exemple 2.12 La spécification est la suivante :
SP = (S, F, E);S = {bool, nat, list};
BF = {true, false:— bool, 0, entmaz : — nat,
succ :nat — nat, lvide: — list, add:nat x list — list}
etC = BF;
F © BF = {< :nat X nat — bool, min :list — nat, pp :nat X list — bool}.

BR = {succ(entmaz) — entmaz},

RO BR = {0 < z — true, succ(z) < 0 — false,
suce(z) < suce(y) — =z Ly, z < entmaz — true,
entmaz < 0 — false, entmaz < succ(y) — entmaz < y,

min(lvide) — entmaz,
z < min(l) = true = min(add(z, 1)) — z,
z < min(l) = false = min(add(z, 1)) — min(l),

pp(z, lvide) — true,

z <y=true A pp(z, 1) = true = pp(z, add(y, 1)) — true,
z <y = false = pp(z, add(y, 1)) — false,

pp(z, 1) = false = pp(z, add(y, 1)) — false},

Sotent
Shyoor = {true, false}, Shua = {0, suce(z), entmaz}, Shyy = {lvide, add(z, 1)}.

Montrons successivement que les opérateurs <, min et pp sont complétement définis:

Chapitre 2. La complétude suffisante des spécifications conditionnelles.
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Arbre de décomposition de l'opérateur <:

371 <$2

0<z succ(a:3) <z, entmam < x4

succ(zz) < 0 / \ entmaz <0 entmaz < entmaz

succ(zz) < entmaz
Y

entmaz < succ(zs)

(TT ::0 < zp) (TT :: suce(z3) < 0) (TT = succ(mg) < succ(zq))
c c

succ(zz) < succ(zy)

(Jfl}’z:: true) (T R false) (TTR:: T3 < z4)

(TT succc(:z:3) < entmar) (TT :=: entmaz < 0)
R
(TT :: true) (rT ::I}alse)
(TT :: entmaz < succ(zs)) (TT :: entmaz < entmaxz)

c c

(rr B entmaz < z5) (TT l..Rtrue)
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Arbre de décomposition de 'opérateur min :

min(ly)

min(lvide) min(add(zy, 1))

(TT :: min(lvide))

Cc

R
(TT :: entmacz)

(TT :: min(add(z1,1)))

R

(z1 < man(ly) = true :: ;) (z1 < min(ly) = false :: min(ly))
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Arbre de décomposition de 'opérateur pp:

pp(mla ll

N

PP(-'El, add(a:z, 12))

pp(z1, lvide)

(T'T :: pp(zy, lvide))

C

R

(TT :: true)

(TT :: pp(zy, add(z2,15)))

(21 < 29 = true&epp(zy, ) =1

y

(z1 L

R

rue

= false :

c

:: true) R
(pp(z1,1z) = false ::

false)

false)



79

Soit Cond ’ensemble de C EB correspondant 3 la réduction contextuelle du terme
(TT :: pp(z1, add(zs, 13)));

Cond = {z; < z3 = true A pp(z1,lz) = true,z; < z2 = false,pp(z1,l2) = false}

1l s’agit de coder I’ensemble des CEB de Cond par des formules propositionnelles ; soit ¢;
et ¢, correspondant respectivement & z; < zo = true et pp(z;, l) = true. L’expression

{61 A ¢cg, M0y, “162}

étant une tautologie dans le calcul propositionnel, nous pouvons achever la preuve de
complétude de définition de ’opérateur pp.

Nous pouvons remarquer dans cet exemple que ’opérateur pp dont il s’agit de tester la
complétude de définition, apparait également dans deux des préconditions. Il est cepen-
dant possible d’utiliser un argument inductif puisque ces préconditions sont plus petites
que le motif lui-méme. O

Nous avons montré précédemment que la complétude est une notion étroitement liée
3 la réductibilité inductive. Certaines situations nécessitent méme de compléter le test de
complétude inductive par un test de réductibilité inductive de certaines feuilles de ’arbre
de décomposition. Cette solution permet de pallier la restriction du test de recouvrement
d’un ensemble de CEB. Une condition est cependant imposée pour valider le test de
réductibilité inductive :le systéme de réécriture R doit &tre linéaire & gauche [66]. Nous ne
présentons pas de résultats de maniére rigoureuse. Nous développons plutét cette idée sur
un exemple. Il serait intéressant & 1’avenir de creuser cette voie de recherche.

Exemple 2.13 I s’agit de la définition du prédicat 0 < = sur l’ensemble des naturels
gue nous notons dans Uezemple par p.
S = {bool, nat};

BF = {true, false:— bool, 0: — nat, succ:nat — nat},

et C = BF;
F o BF = {p:nat — bool};
BR=9;

R = BR & {p(0) — true, p(z) = true = p(succ(z)) — true}.

Nous calculons les ensembles sutvants :
Shpoot = {true, false}, Shpqe = {0, suce(z)}, Oce(p) = {¢, 1}.

L’arbre de décomposition de ’opérateur p se construit comme suit :

Chapitre 2. La complétude suffisante des spécifications conditionnelles.



80

Arbre de décomposition de I'opérateur p:

N

p(0) p(succ(z2))

(TT :: p(0))

(o

R
(TT :: true)
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Le terme p(succ(z2)) n’est pas réductible par cas puisque
(TT : p(succ(zy))) =g (p(z2) = true :: true)

et que I’ensemble {p(z2) = true} n’est pas recouvert.

D’autre part, les occurrences de variables libres du terme p(suce(z2)) n’étant pas dans
Occ(p), il ne sert a rien de développer ’arbre a partir de ce terme. La solution que nous
préconisons & ce stade du test de complétude de définition est de tester la réductibilité
inductive de p(succ(zz)) en adaptant la méthode proposée par Kounalis et Rusinowitch [67]
pour des clauses de Horn aux régles de réécriture conditionnelle.

Tester la réductibilité inductive des clauses de Horn

Nous rappelons dans un premier temps le théoréme de réductibilité inductive établi
dans P’approche clauses de Horn :

Théoréme 2.3 [67]
Soient S un ensemble de clauses de Horn linéaires qui préserve les termes clos et
B un littéral tels que P(S, B) soit vérifiée; B est inductivement réductible ssi tout
élément de TS(B) est réductible par S.

Définition 2.13 Un ensemble S de clauses de Horn préserve les termes clos si tout
littéral positif s = t qui apparait dans une clause de S est soit orientable, soit satisfait
Var(s) = Var(t) et si pour toute clause C de S, les variables de chaque littéral
négatif de C sont contenues dans le littéral positif.

La propriété P(S, B) se définit comme suit:
Définition 2.14 Soient S un ensemble de clauses de Horn et B un atome;S et B sal-

isfont la propriété P(S, B) si pour chaque clause ~A; V...V -A, V A dans S
telle que A soit unifiable avec B par lunificateur principal o nous avons, pour tout

i dans[l...n],
e soit A; et B sont unifiables avec un unificateur principal 8 et o = 9.0 et Q(4;) C
Q(4)
e soit il existe au moins une clause unité C dans S telle que A; est unifiable avec
C.

Q(?) dénote ’ensemble des occurrences de non-variables de ¢.

prof(t) désigne la profondeur de ¢ qui est la longueur maximale des occurrences dans le
terme ¢.

La profondeur de S, notée prof(S), est la profondeur maximale des termes apparaissant
dans S.

La profondeur d’une substitution o est égale & maz{prof(oz), = € Dom(o)}.

TS(B) est I’ensemble test de I’atome B et se calcule de la facon suivante:

Chapitre 2. La complétude suffisante des spécifications conditionnelles.
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Définition 2.15 Ensemble test [67]
Soit niv(S) = maz{|prof(A) — prof(B)|} ou A et B sont des littérauz de S.
L’ensemble test d’un terme B par rapport d un ensemble de clauses S est I’ensemble
suivant de termes clos:

TS(B) = {oB [ o € Subst(F) et prof(o) < prof(S) + niv(S) + 1}

Tester la réductibilité inductive de certaines feuilles de I’arbre de motifs

Si nous traduisons les régles de réécriture de R par des clauses de Horn, alors nous
obtenons un ensemble de clauses de Horn qui préserve les termes clos puisque d’une part,
chacune des régles conditionnelles § => g — d de R vérifie Var(p) C Var(g) et d’autre
part, la seule régle inconditionnelle de R vérifie Var(g) = Var(d). De plus, la propriété
P(p(succ(zy))) est valide.

La profondeur de R est égale & 1, et niv(R) = 2.
L’ensemble T'S(p(succ(z2))) =

{p(suce(0)), p(succ*(0)), p(succ3(0)), p(succ?(0))}.

Chacun des termes de cet ensemble est réductible par la relation —>pg sous le contexte T'T.
Par conséquent, nous pouvons conclure que ’opérateur p est complétement défini. ¢

Il serait intéressant d’approfondir cette voie de recherche, puisqu’alors 1’algorithme
de convertibilité s’étendrait 3 une classe plus large de régles de réécriture, les régles qui
définissent des prédicats d’une fagon récursive.

Résumons & présent la situation :

o L’algorithme de recouvrement est décidable pour des ensembles de CEB que nous
pouvons partager en deux parties, I'une de la forme {§ A a = true} et 'autre de la
forme {§ A a = false}[104].

o Une amélioration de cet algorithme serait de traduire les CEB par des formules
propositionnelles et de vérifier que ’ensemble ainsi obtenu forme une tautologie. Le
calcul propositionnel étant décidable, ’algorithme de recouvrement devient lui-méme
décidable, (exemple 2.12).

o Si par l'algorithme de recouvrement, nous concluons que ’ensemble de CEB n’est
pas recouvert, alors cela n’implique pas que 'opérateur f n’est pas complétement
défini. Ceci provient du fait que la propriété de réductibilité par cas est une condition
suffisante mais non nécessaire.

Chapitre 2. La complétude suffisante des spécifications conditionnelles.
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7 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre, la propriété de complétude suffisante des spécifi-
cations conditionnelles. Cette propriété a fait l’objet de nombreux travaux dans le cadre
classique, mais elle est encore peu abordée dans le cadre conditionnel. La complétude et
la consistance des spécifications algébriques sont des propriétés essentielles, notamment
pour assurer la correction de I’instanciation de spécifications paramétrées.

Notre algorithme de test est effectif pour des systémes de réécriture conditionnelle ayant
les particularités d’étre structurés et décroissants et ces deux propriétés ne sont pas restric-
tives et sont souvent supposées par les auteurs dans le cadre conditionnel. L’algorithme
permet de vérifier qu’un symbole de fonction est complétement défini par rapport aux
constructeurs d’une spécification algébrique en construisant un arbre de motifs et en tes-
tant la réductibilité inductive des feuilles par la réécriture contextuelle. Cette relation est
un outil puissant car, par la réductibilité par cas, elle intégre le processus de raisonnement
par cas. Cet arbre constitue en réalité I’ensemble test de termes dont il s’agit de vérifier
la réductibilité, tel qu’il a été défini dans[51]. L’algorithme utilise un argument induc-
tif pour traiter la complétude du calcul des préconditions aussi bien que pour traiter la
complétude des autres définitions et ceci constitue un réel progrés par rapport aux traite-
ments hiérarchiques. On peut voir 4 notre approche deux autres avantages, le premier est
qu’elle n’interdit pas I'utilisation de relations entre les constructeurs, & condition qu’elles
engendrent un systéme de réécriture canonique. Le second point fort est qu’elle tient
compte du typage des opérateurs pour construire ’arbre de motifs et n’engendre pas de
ce fait, de motifs incorrects.

Dans le cadre inconditionnel, diverses approches ont été élaborées parmi lesquelles
nous pouvons citer celles de Guttag et Horning et celles d’Ehrigéral [41, 24]. La conne-
xion entre les théories équationnelles et la réécriture de termes a été établie un peu plus
tard, et les systémes de réécriture se sont avérés étre un outil performant pour vérifier les
propriétés de complétude, de consistance et de correction des spécifications algébriques.
Padawitz[85], a introduit la notion de w-généricité d’un prédicat défini par récurrence
sur les constructeurs, qui exige que le systéme de réécriture soit linéaire & gauche. Cette
restriction a été supprimée, par la suite, par Dershowitz [17], qui a implanté un algorithme
fondé sur le calcul d’un ensemble test pour tester la réductibilité inductive d’un terme.
Cet ensemble test est également calculé par Thiel [102], qui propose un algorithme utili-
sant un processus d’unification. Cependant, cet algorithme ne considére pas les relations
entre les constructeurs. Les travaux de Thiel ont été repris par la suite par Lazrek[71],
et avec Lescanne et Thiel [72], pour élargir le domaine d’application de la méthode des
ensembles test par unification. Cette méthode permet & I’heure actuelle de traiter des
systemes de régles non linéaires & gauche, avec ou sans relations entre les constructeurs.
Par ailleurs, Kounalis [66], a pour sa part élaboré des travaux dans lesquels les restrictions
sur la forme syntaxique des régles de réécriture sont assouplies. Sa méthode est fondée sur
le calcul d’arbres de motifs et elle constitue une amélioration appréciable de la méthode de
Dershowitz. C’est la méthode que nous avons choisie d’étendre au cadre des spécifications
conditionnelles. :

Des améliorations de ce présent travail peuvent étre envisagées. Il s’agit d’optimiser
le test de recouvrement et de I’étendre de telle fagon qu’il permette de traiter des classes
plus larges de spécifications conditionnelles. II serait par conséquent utile de combiner
notre algorithme avec un prouveur inductif. Par exemple, si nous considérons la regle
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M = N = f(z1,..., z,) — 0, nous savons que l’opérateur f est complétement défini si
et seulement si I’équation M = N est un théoréme inductif de la spécification. Une autre
extension serait, lors du test de réductibilité par cas, de réduire les préconditions de la
méme maniére que I’on réécrit le terme, c’est-a-dire en utilisant la relation de réécriture
contextuelle. En effet, dans ce présent travail, nous réduisons les contextes par la relation
de réduction récursive, et il serait intéressant i ’avenir d’utiliser & cet effet plutét la
réécriture contextuelle et de ce fait, d’exploiter toute sa puissance sur les termes avec
variables. D’autre part, nous avons montré dans les divers exemples que la méthode que
‘nous avons établi a ses limitations, notamment lorsque la définition d’un opérateur est
récursive. 1l serait utile d’étudier la possibilité d’utiliser des méthodes fondées sur un
principe d’induction structurelle, 2 I’exemple de Bidoit et Choquer, qui le font pour des
preuves inductives dans des spécifications conditionnelles équationnelles [4].

Dés lors que l'on construit une spécification volumineuse SPEC & partir d’une spéci-

fication plus simple SPEC, par des opérations dites d’eztensions ou d’enrichissements,
deux propriétés essentielles doivent étre préservées, la complétude et la consistance. Ces
propriétés garantissent que ni les supports ni les applications préalablement définis de
SPECy ne changent. Plus algébriquement, 1’algébre initiale de SPEC) est isomorphe a
la restriction aux anciennes sortes et opérations, de 1’algébre initiale de SPEC.
Un type de spécifications algébriques, commode & définir par le mécanisme d’extensions ou
d’enrichissements sont les spécifications hiérarchiques. L’objectif du chapitre suivant est
la formulation d’un test de confluence sur les termes clos pour les systémes de réécriture
conditionnelle associés aux spécifications hiérarchiques. La consistance devient alors une
propriété acquise dés lors que la confluence sur les termes clos est établie. Par contre,
la complétude reste une condition nécessaire 3 la validation du test de confluence. Flle
peut étre vérifiée par ’algorithme présenté dans ce chapitre en utilisant la relation de
réécriture hiérarchique appropriée. Le chapitre qui suit est consacré au cadre hiérarchique
et 3 ’étude des différentes propriétés nécessaires pour établir la confluence sur les termes
clos.
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Chapitre 3

Les spécifications conditionnelles
hiérarchiques.

1 Introduction

Nous abordons dans ce chapitre une approche hiérarchique de la réécriture condition-
nelle qui consiste & définir une spécification par extensions successives. Cette méthode a
pour but d’assurer la terminaison de P’évaluation récursive d’une précondition de régle au
cours de la réécriture d’un terme. L’approche hiérarchique a été définie dans un premier
temps par Pletat, Engels et Ehrich [93] puis formalisée par Rémy [94] et Zhang[105] dans
un cadre de hiérarchie & deux niveaux. Les travaux de ces derniers étudient les systémes
conditionnels basés sur des systémes primitifs comportant uniquement des régles incondi-
tionnelles. Des résultats de confluence sur les termes clos sont établis et ont donné lieu a la
réalisation d’un prototype baptisé REVEURA4. Ce logiciel a constitué le point de départ de
nos travaux dans le cadre hiérarchique. Les diverses expérimentations auxquelles nous nous
sommes livrée et les anomalies que nous avons pu constater nous ont motivée pour étudier
de nouveau la théorie des spécifications conditionnelles hiérarchiques. Nous abordons par
ailleurs cette étude avec un nombre arbitraire de niveaux de hiérarchie, contrairement
aux travaux de Zhang[105]. Nous nous intéressons au modéle initial de la spécification et
nous établissons des résultats de confluence sur les termes clos des systémes de réécriture
conditionnelle hiérarchique. D’autre part, comme nous travaillons avec des préconditions
booléennes, nous avons été amenée & définir le comportement d’une spécification con-
ditionnelle par rapport & la sorte booléenne afin de garantir que I’algébre initiale de la
spécification soit fidéle par rapport aux booléens, c’est-a-dire qu’elle ne modifie en rien la
sorte booléen, ni par ajout d’un quelconque élément, ni par confusion de true avec false.

Ce chapitre concernant les spécifications hiérarchiques s’articule comme suit:nous
définissons, dans la premiére partie, la relation de réduction récursive et la relation de
réécriture hiérarchique sur les termes clos et nous rappelons que la propriété de complétude
suffisante hiérarchique constitue la condition essentielle sous laquelle ces deux relations
coincident et calculent les mémes formes normales closes. Le cadre d’étude hiérarchique
dans lequel nous nous placons et la condition d’équivalence des deux relations de réécriture
mettent alors en jeu différents concepts que nous abordons explicitement dans cette par-
tie. Le second paragraphe est consacré a I’étude de la confluence sur les termes clos des
systémes de réécriture conditionnelle hiérarchique. Cette étude est centrée sur la relation
de réécriture hiérarchique. Cependant, nous définissons une relation de réécriture con-
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textuelle afin de disposer d’un outil pour travailler sur les termes de T(F, X). Dans une
premiére partie, cette relation est formalisée dans un cadre hiérarchique afin de garantir
la terminaison d’une réduction quelconque dans la partie précondition d’une regle et elle
nous permet de travailler sur les termes avec variables. En effet, méme si nous sommes
intéressée par la réécriture sur les termes clos, nous avons besoin de travailler sur les termes
avec variables. La relation de réécriture contextuelle hiérarchique dépend d’un contexte
formé d’expressions booléennes et elle manipule des termes contextuels de la forme (¢ :: t)
oll ¢ est une formule booléenne. Les problémes de terminaison nous ont également incitée
a définir des systémes de réécriture hiérarchiques. Enfin, nous établissons dans ce para-
graphe le principal résultat de confluence sur les termes clos des systémes hiérarchiques,
avec un nombre arbitraire de niveaux de hiérarchie, généralisant en grande partie les
travaux de Rémy et Zhang [107]. Le paragraphe qui suit comporte les preuves formelles
des différents théorémes énoncés. Le résultat de confluence sur les termes clos met en jeu
un certain nombre de propriétés qui constituent les conditions d’applicabilité du théoréme
et que nous étudions dans le paragraphe suivant. Parmi ces propriétés, on peut citer
la terminaison de la relation de réécriture contextuelle hiérarchique, la bonne couverture
qui assure que toute réduction d’un terme contextuel est compléte, garantissant de ce fait
I’équivalence d’un terme (c :: t) avec 'ensemble des termes engendrés & partir de (c :: t) par
simplification. Une troisiéme propriété nécessaire & la preuve de confluence est traduite
par la complétude suffisante hiérarchique. Cette propriété garantit que la construction
d’une spécification hiérarchique par paliers successifs est correcte et, combinée & la con-
sistance relative d’une spécification hiérarchique, elle assure que le modéle initial de la
spécification enrichie, restreint 4 la spécification de base, coincide avec le modéle initial de
la spécification de base. Enfin, la derniére propriété utile & la preuve de confluence met
en jeu des preuves d’insatisfiabilité pour vérifier que deux contextes sont mutuellement
exclusifs. L’exclusion mutuelle constitue un test essentiel pour montrer que deux ensem-
bles de formes normales contextuelles sont équivalents. Par ailleurs, pour ces preuves
d’insatisfiabilité, nous proposons dans le chapitre 4, des heuristiques aisées & mettre en
ceuvre dans un cadre spécifique. Pour toutes ces propriétés, tantét nous suggérons des
voies de recherche, tant6t nous établissons des conditions suffisantes de vérification dans
un systéme de réécriture conditionnelle hiérarchique. Le dernier paragraphe comporte une
série d’exemples présentés selon un aspect théorique pour illustrer nos résultats, et selon
un aspect technique, enrichi par notre expérience avec REVEUR4. Nous concluons en
résumant le travail effectué dans le cadre des spécifications hiérarchiques et en suggérant
un certain nombre d’orientations que peut prendre ce travail.
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2 Relations de réécriture sur les termes clos

La congruence syntaxique définie par un ensemble d’équations conditionnelles établit
I’équivalence de deux termes par une chaine de remplacements d’égaux par des égaux,
chaque remplacement étant licite si la précondition associée a été prouvée récursivement
équivalente & true. De méme que pour la réécriture classique, nous nous heurtons au
probléme de I’indécidabilité de la congruence équationnelle. De maniére analogue, pour
se ramener a une situation plus déterministe, il s’agit d’orienter les équations condition-
nelles en des regles de réécriture qui permettent alors de définir un systéme canonique.
Cependant, d’un point de vue opérationnel, il n’est pas possible d’appréhender la théorie
conditionnelle dans toute sa généralité. L’objectif visé dans ce paragraphe est d’étudier
une classe de systémes conditionnels dits hiérarchiques qui spécifient un type abstrait de
données par niveaux imbriqués de définition. Nous étudions d’autre part deux relations
de réécriture conditionnelle. La premiére, qui est récursive, est la plus générale. Elle
pose cependant un probléme de terminaison principalement di a I’évaluation récursive de
la précondition instanciée. La seconde relation est hiérarchique et consiste & restreindre
la portée d’utilisation d’une régle. Cette relation, moins riche que la premiére lui est
équivalente si I’on considére les termes clos et sous la condition de complétude suffisante.

Nous étudions dans ce chapitre les spécifications dont les préconditions sont des ex-
pressions de type booléen de la forme

n
ANz 6 @,

ol pour tout ¢ dans [1...n], € est soit le symbole de négation soit le mot vide et ¢; est
un atome, ne comportant aucun connecteur logique. Construit uniquement & partir des
connecteurs logiques A et -, le langage développé par les préconditions de ce type est
un sous-ensemble de I’algébre des termes de sorte booléenne et semble a priori restreint.
Néanmoins, il est assez riche pour exprimer une forme normale disjonctive quelconque et
d’autre part, une équation conditionnelle de la forme:

(pr V...V p)=>g=d

dans laquelle Vv représente le connecteur logique de disjonction, est équivalent 4 1’ensemble
suivant d’équations:
{p=>g=d,..., pn=>g=4d}

Dans le chapitre 1, nous avons défini une spécification conditionnelle comme la donnée
d’une signature et d’un ensemble d’équations conditionnelles. Nous supposons de plus,
qu’aucune sorte de la signature n’est vide. L’importance de cette condition a été mise en
évidence en premier lieu par Goguen et Meseguer dans leurs travaux [38]. Ils montrent en
effet que la déduction équationnelle n’est correcte que dans la classe des algebres dont les
sortes ne sont pas vides. Ceci implique en particulier qu’il existe au moins un terme clos
de chaque sorte.

La proposition qui suit établit une condition assurant qu’une sorte s dans une signature
quelconque est vide:

Proposition 3.1 [38]
Une sorte s est vide dans une signature & = (S, F) sst

1. il n’eziste pas de constante de sorte s dans S

Chapitre 3. Les spécifications conditionnelles hiérarchiques.
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2. pour tout symbole de fonction dans F de profil sy X ... X sp — 8 et pour toul
indice 1 dans [1...n], s; est vide. :

Etant donné que nous étudions des équations conditionnelles dont les préconditions
sont des formules booléennes, toute spécification algébrique est supposée contenir une
spécification de la sorte booléenne suffisamment compléte pour constituer un environ-
nement de calcul booléen. Cette hypothése est, d’un point de vue opérationnel, difficile a
réaliser. Il n’existe pas en effet de systéme canonique pour le calcul des prédicats. Cepen-
dant, en utilisant les connecteurs logiques + (ou exclusif) et A (symbole de conjonction),
Hsiang a formalisé un systéme ncethérien et confluent modulo les équations de commu-
tativité et d’associativité de A et +. Ainsi, une expression booléenne calculée dans ce
systéme a une forme normale unique et deux expressions booléennes sont équivalentes
si elles ont la méme forme normale. Ce systéme booléen de Hsiang a été utilisé dans
'implantation du logiciel REVEURA et il sera davantage explicité par la suite au cours de
la présentation du prototype.

La sémantique d’une équation conditionnelle est que si p est vrai alors g et d sont égaux.
L’ensemble des congruences sur T'(F, X) validant une famille E d’équations conditionnelles
est un treillis complet qui admet une congruence minimale =g. Cette congruence peut étre
explicitement construite en utilisant la théorie du point fixe [94]. On obtient également un
résultat de complétude d la Birkhoff que le lecteur trouvera énoncé au chapitre 1.

Une spécification conditionnelle SP est considérée comme un systéme de réécriture si
chaque équation dans E est orientée en régle de réécriture. Dans la suite, on note plus
simplement par la suite un systéme de réécriture par R.

Nous étudions dans ce paragraphe des conditions pour que, dans un cadre conditionnel,
le processus de réécriture et la déduction équationnelle aient 1a méme puissance de preuve.
Nous rappelons auparavant les notions usuelles utilisées dans la méthode de réécriture 2
savoir, les propriétés de confluence et de terminaison d’un systéme de réécriture. Cepen-
dant, étant donné que nous étudions plusieurs relations de réécriture, nous attacherons
ces notions de confluence et de terminaison non pas i un systéme de réécriture, mais a la
relation de réécriture elle-méme.

Un premier probléme évoqué au premier chapitre et 1ié au cadre conditionnel consiste 2
assurer non seulement la terminaison inconditionnelle du terme 3 réécrire mais aussi celle
de I’évaluation récursive de la précondition. La définition du préordre < sur les entiers
relatifs Z est un exemple trivial de non-terminaison de cette évaluation.

Exemple 3.1 Soit (S, F, E) la spécification suivante avec
§={2};
F={0:— 2, pred, succ:Z — Z};
et R constitué des régles:

1. pred(suce(z)) — =

2. 0<0— false

3. 0 < succe(z) — true

4. ¢ < pred(y) = z < y — true

Soit une constante ¢ de sorte Z et différente de 0. Nous nous proposons de tester si a est
une constante positive en évaluant le terme 0 < a. Cette évaluation produit une branche
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infinie de réécritures:

0 < a =g true si 0 < pred(a) —} true,
0 < pred(a) —p true si 0 < pred(pred(a)) —% true,
0 < pred(pred(a)) —g true si ... O

Nous développons dans la suite une approche de la réécriture conditionnelle adaptée
dans le but d’assurer que toute réduction conditionnelle termine. L’idée consiste & définir
des systémes de réécriture hiérarchiques de telle fagcon que la conséquence et la précondition
d’une méme régle appartiennent & des sous-systémes différents, évitant ainsi de produire
des cycles au cours d’une réduction. L’utilisation d’une spécification volumineuse est
en outre plus aisée car la définir de fagon hiérarchique permet un traitement modulaire
par niveau de hiérarchie. Nous travaillons dorénavant avec des spécifications structurées
comme elles ont été définies dans le chapitre précédent et 1'on parlera d’une spécification
(S, F, E) structurée de base (S, BF, BE).

Rappelons que BF contient ’ensemble C des constructeurs de la spécification et F ©
BF Yensemble des opérations définies. Les termes construits uniquement & partir des
constructeurs (resp des symboles de BF) sont dits termes primitifs (resp termes de base).

La hiérarchie de spécifications utilise le concept de comstruction d’une spécification
par extensions ou enrichissements successifs. Ces notions d’extension et d’enrichissement
jouent un réle important dans le mécanisme de construction des spécifications algébriques
car elles permettent de construire des spécifications volumineuses a partir de spécifications
plus simples. En partant d’une spécification primitive, on peut ajouter soit des opérations
et des équations, il s’agit alors d’un enrichissement, soit également des sortes nouvelles et
on parlera d’extension.

Définition 3.1 Extension, enrichissement
Une spéctfication (S, F, E) est une eztension d’une spécification (So, Fo, Eo) st
So, Fo, Eg sont respectivement inclus dans S, F, E.
Un enrichissement est une extension laissant l’ensemble des sortes inchangé.

Dans la suite, © et @ désignent respectivement la différence ensembliste et ’unions dis-
Jjointe d’ensembles.

Définition 3.2 Spécification hiérarchique
Une spécification & (n + 1) niveauz, SP = (SPy,..., SP,) est une famille de
spécifications conditionnelles SP; = (S;, F;, E;) telles que pour touti, 0 <i < n,

1. SP; est soit une extension soit un enrichissement de SP;_;;
2. (8:, F;, E;) est une spécification structurée de base (S;, BF;, BE;);

3. sip=>g=de E;0FE;_; alors p est un terme de T(F;_1, X), g, d € T(F}, X)
et soit g soit d est dans T(F;, X)© T(F;-y, X)

Dans le cas d’une extension, pour tout niveau ¢, BF; est constitué de F;_, auquel on
ajoute un ensemble de constructeurs ayant tous une nouvelle sorte, c’est-a-dire une sorte
du niveau ¢, dans leur profil ; soit

BF; = F;_y @ {constructeurs du niveau i}.
Toujours dans ce cas, BE; contient E;_; et un ensemble d’équations appelées relations
entre les constructeurs du niveau ¢, chacune d’elles mettant en jeu ces constructeurs ;soit
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BE; = E;_; @ {relations entre les constructeurs du niveau i}.

A partir de cette définition, on convient de construire une spécification hiérarchique de la
fagon suivante:

o Sion étend la spécification, alors toute nouvelle sorte introduite posséde un ensemble
de constructeurs;

¢ On introduit les constructeurs d’un niveau en une seule étape, par une extension du
niveau inférieur;

Ces deux conventions peuvent &tre exprimées formellement par la condition suivante:
si §; # Si—1 alors BF; # F;_; (il s’agit d’une extension), et si S; = S;—; alors BF; = F;_,
(c’est un enrichissement).

Définition 3.3 Systéme de réécriture conditionnelle hiérarchique (SRCH)

Un SRCH R = (Ry,..., R,) est associé & une spécification hiérarchique. Plus
formellement,

1. pour tout i dans [0...n], (S, Fi, R;) est un systéme de réécriture structuré
de base (S;, BF;, BR;),

2. 8ip=>g—de€ R;O R;_; alors p est dans T(F;_;, X), d € T(F;, X) et g est
un terme de T(F;, X)OT(Fi-1, X), Vi, 0<i< n.

Par convention, 'ensemble T(F_;, X) est vide. Par conséquent, les régles de Ro sont
inconditionnelles.

Dans une spécification hiérarchique, on attribue  tout opérateur, toute régle, tout terme
un niveau de hiérarchie. On dit que:

e un opérateur f est de niveau ¢ si f € F; © F;_;.
e un terme ¢ est de niveau i si ¢ est dans T(F;, X)© T(Fi-1, X).

e une régle est de niveau ¢ si son membre gauche est un terme de niveau i.

Dans ce qui suit, nous supposons que toute spécification hiérarchique est construite a

partir d’une extension de la spécification des booléens. Nous faisons de plus ’hypothése
suivante:

Viisy X...X 8= 8, f€ Fy0 Fooot => Vi€ [1...0], 3; # bool.

Cette hypothése signifie que les opérations de sorte booléenne sont vues comme des
prédicats.

Lorsqu’il n’est pas utile de préciser le nombre total n de niveaux de hiérarchie, on convient
de noter '’ensemble F,, par F, R, par R et SP, par SP.
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Exemple 3.2 On définit une spécification hiérarchique des listes ordonnées d’entiers
naturels;

SP0=SPbool;
* ok & ok % Extension * % % % *

SPI = (Sly Fla -El);

S1 =56 {nat}, F, = BF,® DF;;

BF, = Fy @ {0 :— nat, succ:nat — nat}, DF; = {< :nat X nat — bool};
E,=BFE,® DE,, BE, = Eyp; :

DE, = {0 < z = true, succe(z) < 0= false, succ(z) < suce(y) =z < y}.

* % % % % Extension * % % % %

SPg = (Sz, Fz, Ez), Sz = Sl @ {list}, Fz = BFZ GB DFg,‘
BF, = Fy, ®{[]:— list, cons:nat x list — list};
DF; = {insert :nat x list — list};
E; = BE;® DE,, BE; = Ey;
DE; = {insert(z, []) = cons(z, []),
z < y = insert(z, cons(y, u)) = cons(z, cons(y, u)),
-(z < y) = insert(z, cons(y, u)) = cons(y, insert(z, u))}.

* % % # % Enrichissement * % % % %

SP; = (83, F3, E3), S3= 2953, F3=BF3® DF3, BF3=F;;

DF; = {ordered :list — bool} ;

E3 = BEs® DE3, BE3 = E3;

DE; = {ordered([ ]) = true,
ordered(cons(z, [ ])) = true,
z < y => ordered(cons(z, cons(y, u))) = ordered(cons(y, u)),
~(z < y) = ordered(cons(z, cons(y, u))) = false,
ordered(insert(z, u)) = ordered(u)}. ©

Outre la relation de réduction récursive, nous pouvons définir une relation de réécriture
hiérarchique. La construction hiérarchique du systéme de réécriture permet de facon
naturelle, de définir récursivement la relation hiérarchique. De ce fait, cette relation est
étendue au niveau 7 de hiérarchie en supposant qu’elle est correctement définie au niveau
1—1:

Définition 3.4 Relation de réécriture hiérarchique
Soient R = (Ro,..., Rn) un SRCH et t, t' deuz termes clos; pour tout i dans
[0...7n], on définit -y g, part —gp, t' ssi

e soitt ->gp, U

e soit il existe une régle p = g — d dans R; © R;_1, une occurrence u de t et une
substitution o tels que

t/y = 0g, t' = tfu — ad], op =} p,_, true et op € T(Fi_1).
La relation de réécriture hiérarchique — g g est définie par —g g .

Remarques: La condition que op soit dans T'(F;.1) est nécessaire pour que op soit
évaluable par les regles de R;_;.
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Il est important de noter que si ¢ est un terme clos dans T'(F;)©T(F;-1), t peut seulement
étre réécrit par des régles dont le niveau de hiérarchie est inférieur ou égal a ¢.

Définition 3.5 Congruence hiérarchique
La congruence spécifiée par la suite SP = (SPy,..., SP,) est celle engendrée par
SP,.
La congruence hiérarchique engendrée par une spécification conditionnelle hiérarchi-
que, notée =g gp est la derniére composante =gp, de la plus petite suite de congru-
ences (=spy,-.., =sp,) définie sur T(F, X) et satisfaisant la condition:

op =H,sp;_, true => 89 =g sp; 0d

Vi, 0 <i< n, Vp=>g—dE€E;, Yo:Var(g) = T(F;, X) telle que op soit un
élément de T(F;_y, X) et og un élément de T(F;, X). & est 'unique
F-homomorphisme (& un isomorphisme prés) qui étend o & lensemble T(F, X).

Exemple 3.3 Soit R = (Ry,..., R3) le SRCH suivant:
SFP = S-Pbool ;

S1 = So @ {elem};

Fy = Fy @ {q:elem — bool, a:— elem};

R; = Ry & {1. q(a) — true}.

Sy =515

Fy=F @ {h:elem — elem};

R2 = .Rl & {2 h(a) - a}.

53 =82;

F3=F&{b:— elem, f:elem X elem — elem};
R3 = B & {3. q(b) — ¢(a), 4. ¢(z) = f(z, y) — z}.

Soit le terme f(h(a), b);par la régle 4 de Rz, f(h(a), b) —n,r h(a) si g(h(a)) =} g true
et si g(h(a)) € T(Fy).

On peut aisément vérifier la correction de la réduction suivante:

q(h(a)) —H,r ¢(a) —H,R true. O

Dans un systéme de réécriture conditionnelle hiérarchique, il est en fait possible de définir
au moins trois sortes de relation de réécriture chacune d’elles comportant, dans sa définition
une restriction ayant trait & la hiérarchie du systéme.

?

1. Une premiere relation que nous pouvons définir est celle que nous avons présentée ci-
dessus. Cette relation a pour particularité de prendre en compte la hiérarchie aussi
bien au niveau du systéme utilisé que dans sa définition méme, ceci par la condition
concernant le domaine d’appartenance de la précondition instanciée. Notons cette
relation —p F.

2. Une seconde relation qu’il est possible de définir et que nous notons —p g, est une
relation de réécriture tenant compte uniquement de la structure hiérarchique du
systéme de réécriture. Si un terme est réécrit par une régle r de niveau ¢, alors la
précondition instanciée de r est évaluée par des régles de niveau strictement inférieur
ai.
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3. La troisiéme relation est définie de maniére aussi générale que la réduction récursive
excepté qu’une borne maximale, correspondant au nombre de régles utilisées, est im-
posée au cours de la justification de la précondition. De cette fagon, toute dérivation
infinje est évitée. Cette borne a pour valeur le niveau de hiérarchie de la régle utilisée
pour réécrire le terme. Notons cette relation —p k.

Ces trois types de relation de réécriture hiérarchique ont été étudiés de maniére approfondie
par Navarro dans sa thése [79]. Ces relations n’ont pas toutes la méme portée d’utilisation.
Plus formellement, Navarro a démontré les inclusions suivantes:

e >pr C —pget >pg € —RF.
¢ -pc C —rK et Rk € 9RG.
® —-RK 7=é —R.

Nous choisissons d’étudier, dans ce présent travail, la relation de réécriture —pr que
nous notons — g gr. Il serait intéressant d’étudier a I’avenir, les conditions d’applicabilité
de nos résultats de confluence sur les termes clos pour les deux autres types de relation
hiérarchique.

La relation de réduction hiérarchique est définie de telle maniére qu’une régle quelconque
ne peut &étre utilisée a la fois pour réécrire un terme et pour réduire la précondition
correspondante a true. La raison en est que ces deux réécritures se font dans des systémes
différents, ’évaluation de la précondition étant effectuée dans un systéme plus petit. C’est
en fait ce procédé qui garantit la terminaison d’une dérivation hiérarchique. Toutefois,
ceci entraine que la congruence hiérarchique est contenue dans la congruence induite parla
réduction récursive mais nous pouvons affirmer qu’elle ne lui est pas équivalente. L’exemple
qui suit montre qu’en général, les deux congruences sont différentes.

Exemple 3.4 Soit SP une spécification conditionnelle telle que
SPo = 8Pyoot ;

S1=5®{s}, Ai=F®{0: >3, a:s— s, p:s— bool};
Ey = Ry @ {1. p(a(z)) = true};

Sy = 84, F2=F1€B{q:3—->s,~1 I 8},‘

E; = R; & {2. p(z) = ¢(z) = 0}.

Les deux congruences ne coincident pas puisque

g(a(1)) =sp 0 mais g(a(1)) #n,sp 0.

En effet, le terme p(a(1)) n’appartient pas & T(F;) et il est alors illicite d’appliquer
Péquation 1 a p(a(1)). ©

Un résultat a cependant été prouvé dans [80] établissant 1’équivalence de la congruence
récursive et de la congruence hiérarchique sur les termes clos sous une condition dite de
complétude suffisante hiérarchique. Cette propriété des spécifications hiérarchiques est a
Pheure actuelle difficile & vérifier en pratique. Toutefois, elle est étroitement liée au concept
de complétude de définition d’un opérateur par rapport i un ensemble de constructeurs
et il est possible de ce fait, d’obtenir des conditions syntaxiques suffisantes pour établir la
complétude suffisante hiérarchique d’une spécification. Ce résultat d’équivalence a en fait
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constitué la motivation premiére qui nous a amenée & étudier la propriété de complétude
suffisante en premier lien dans un cadre non-hiérarchique, puis pour des spécifications
conditionnelles hiérarchiques. Nous énoncons dans ce qui suit, le théoréme d’équivalence

entre les congruences induites par la réduction récursive et par la réduction hiérarchique
sur les termes clos.

Définition 3.6 Complétude suffisante d’une spécification hiérarchique
Une spécification hiérarchique SP est suffisamment compléte ssi

Vi, 0<i< n, Vt € T(F;), 3t € T(Fi—1) tel que t =gp t/,

si la sorte de t est dans S;—1.

Un SRCH R est opérationnellement suffisamment complet st pour un tel terme
t, 3’ € T(Fi—1) tel que t —K t'.

La seconde notion est plus simplement appelée convertibilité.

Théoréme 3.1 [80]
Soit SP une spécification hiérarchique et soient «——} n et «—% les fermetures
réflerives symélriques et transilives correspondant respectivement auz restrictions
de la relation de réécriture hiérarchique et de la relation de réduction récursive auz
termes clos;

si — R est nethérienne et confluente, et si SP est suffisamment compléte,
—gr et «—p sont équivalentes sur les termes clos.

De plus, — g p est neethérienne et confluente et pour tout terme i, les formes nor-
males de t par les relations — g et — g g coincident, soit

{H,R = {g.
Ceci entraine en particulier, que le SRCH associé a SP est convertible.

La propriété de complétude est en général indécidable. Nous avons établi dans le chapitre
2 un algorithme de test de la complétude dans le cadre de spécifications conditionnelles
sans hypothése de hiérarchie (voir page 54). Par conséquent, a un niveau de hiérarchie
i, on peut tester la complétude suffisante d’un systéme structuré (S;, F;, R;) par rap-
port a un systéme de base (S;, BF;, BR;). Cette technique est également applicable
a des spécifications hiérarchiques puisqu’on peut aussi tester pour tout ,0 < i < =, la
complétude suffisante d’une extension (S;y1, Fi41, Rit1) par rapport & une spécification

(8i, F, RB;).

Dans le cadre conditionnel, des travaux ont été effectués par Zhang[105] pour tester la
complétude de définition d’un opérateur défini par rapport i une spécification primitive.
Ce travail a été approfondi par Rémy et Uhrig [104]. La situation est rendue plus com-
plexe par la présence des préconditions. De plus, un autre probléme délicat se pose dans
le contexte conditionnel. En effet, ’hypothese de validité du théoréme 3.1 est encore trop
forte du fait que I'on suppose que le systéme soit déjd canonique. La confluence sur les
termes clos et la complétude suffisante deviennent alors des propriétés inter-dépendantes
et il devient impératif d’affaiblir les conditions d’applicabilité du théoreme. Pour ce faire,
nous définissons la propriété de complétude d’une spécification hiérarchique non plus en
fonction de la relation — g mais en fonction de la relation hiérarchique — g,r. On obtient
alors un lemme d’équivalence entre les deux congruences ne nécessitant plus d’avoir pour
hypothése de validité la canonicité du systéme de réécriture considéré.
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Définition 8.7 Complétude suffisante hiérarchique, convertibilité hiérarchique
Une spécification hiérarchique SP vérifie la propriété de complétude suffisante hié-
rarchique si,

Vi, 0 <i< n, Vt€ T(F), 3t' € T(Fi-1) tel que t =ggsp t',

si la sorte de t est dans S;.;.
Un SRCH, R est hiérarchiquement convertible si t =} p t'.

Théoréme 3.2 [80]
Soit SP une spécification hiérarchique et soient —y p et «——} les fermetures
réflerives, symétriques et transitives correspondant respectivement auz restrictions
de —g R et =R auz termes clos;
st SP vérifie la propriété de complétude suffisante hiérarchique, alors

——y p et ——§ sont équivalentes sur les termes clos.

De méme, soit R le SRCH associé @ SP, si R est hiérarchiquement convertible,

les relations — g et — g g coincident sur les termes clos et elles calculent les mémes
formes normales.

Pour la propriété de complétude suffisante, nous considérons ’ensemble des termes clos
parce qu’il n’est pas envisageable de supposer les propriétés de complétude suffisante ou de
complétude suffisante hiérarchique sur les termes avec variables. La complétude suffisante
d’une spécification hiérarchique est 1’une des propriétés essentielles qui garantissent que
la construction d’une spécification hiérarchique est correcte. La correction est assurée si
les extensions et les enrichissements définis ne changent ni les supports ni les applications
préalablement définis. Plus algébriquement, ’algébre initiale de départ doit &tre isomorphe
a la restriction de la nouvelle algébre initiale aux anciennes sortes et opérations. La

seconde propriété importante qui assure cette correction, est la consistance relative d’une
spécification hiérarchique définie comme suit :

Définition 3.8 Consistance relative d’une spécification hiérarchique
Une spécification hiérarchique SP est relativement consistante ssi

Vie[l...n], Vi, te T(Fi-1), t =SP; V==t ESPi, t.

En d’autres termes, =sp;, N T(Fi—1)? = =gp,_,.

D’un point de vue opérationnel, pour étudier la confluence sur les termes clos des systémes
de réécriture conditionnelle hiérarchique, nous avons besoin de travailler sur les termes
avec variables. Afin d’élargir le domaine d’application de la réécriture conditionnelle &
P’ensemble T'(F, X), nous définissons une relation de réécriture contextuelle qui permet
en particulier de raisonner par cas. Pour cette relation, nous définissons des ensembles de
formes normales conteztuelles et nous établissons des résultats de confluence et de termi-
naison sous des conditions spécifiques. Ces ensembles de formes normales contextuelles
fournissent une méthode effective pour prouver la convergence de paires critiques dites
contertuelles. Cependant, le raisonnement par cas défini par la relation de réécriture con-
textuelle n’est pas lié au cadre hiérarchique. Il peut étre abordé dans une approche de
systeme décroissant. Cette étude est largement explicitée dans les chapitres qui suivent.
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3 Confluence sur les termes clos des systémes de réécriture
conditionnelle hiérarchique, énoncé des principaux ré-
sultats

L’objectif de ce paragraphe est d’appliquer le théoréme classique de Knuth-Bendix [64]
3 la théorie conditionnelle pour établir la confluence des systémes conditionnels. L’étude
concerne les spécifications conditionnelles i plusieurs niveaux de hiérarchie, étendant par
1a-méme les travaux effectués a Nancy. Pour des systémes & deux niveaux de hiérarchie,
les résultats théoriques ont été implantés dans REVEUR4 [95, 105, 107] et ont donné lieu
a des expérimentations fructueuses.

Le principal apport de cette partie est un résultat de confluence sur les termes clos des
systémes de réécriture conditionnelle hiérarchique qui permet de procéder a une vérification
modulaire de cette confluence niveau par niveau. D’autre part, I’existence d’une algébre
initiale fidéle par rapport aux booléens est garantie. La propriété de fidélité par rapport
aux booléens se traduit par la consistance et la complétude par rapport 3 la sorte booléenne
que nous définissons dans la partie suivante.

Notation : Soient ¢;, t; deux termes de T(F, X);s’il existe un terme ¢ tel que {; =3 ¢
et t; —% t alors on note #; g t3.

La proposition qui suit prouve que la consistance relative d’une spécification hiérarchique
peut é&tre induite & partir du systéme de réécriture qui lui est associé.

Proposition 3.2 Soit R un SRCH hiérarchiquement convertible ;
si —p est confluente sur les termes clos, la spécification SP associée ¢ R est rela-
tivement consistante.

Preuve: Soient t;, t; deux termes clos dans T'(F;) tels que t; =sp,,, i2;

puisque ty =gp,,, i2, t1 =sp t2 puisque =s5p,,, C =sp;donc i1 |g iz puisque —p est
confluente sur les termes clos; par conséquent, ¢; | g R t2 par I’hypothése de convertibilité
hiérarchique;donc ¢; |g; t2 puisque t;,%; ne peuvent pas &tre réécrits par le systeme

RO R;;donc ty =gp, t2. O
Dans 1’étude des types abstraits, ce résultat est essentiel puisque, comme nous le

verrons par la suite, la confluence sur les termes clos est la propriété utilisée pour démontrer
la consistance d’une spécification.

D’autre part, un résultat important a été établi par Navarro[79]. Ce résultat fournit
une méthode de test de la confluence et de la terminaison de la relation hiérarchique — g r
par niveaux successifs de hiérarchie. Il s’énonce comme suit :

Lemme 3.1 [79]
Soit R = (Ry,..., R,) un SRCH ;
—R est confluente et neethérienne ssi pour tout 1 dans [0...n}, — g, est confluente
et neethérienne.

3.1 Relation de réécriture contextuelle hiérarchique

Les deux notions de réécriture précédemment définies, & savoir —pg et — g g, nous
permettent de travailler seulement sur les termes clos. En effet, pour toute substitution
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close o, nous supposons que op se réduit soit en true soit en false. Ceci n’est usuellement
pas le cas lorsqu’on travaille sur les termes avec variables. Afin d’élargir le domaine
d’application de la réécriture conditionnelle hiérarchique aux termes avec variables, nous
définissons une relation de réécriture sur des termes dits contextuels, appelée réécriture
conteztuelle hiérarchique. Un terme contextuel ou c-terme (c :: t) est une paire de termes
oll ¢ est une expression booléenne constituant le contexte du c-terme, et dont la syntaxe
est similaire & celle des préconditions de régles. En d’autres termes, ¢ est de la forme
suivante:
c= A?:l € €

tel que pour chaque i, ¢; est soit le mot vide, soit le symbole de négation —, et ¢; est une
expression booléenne quelconque, sans aucun connecteur logique.

Exemple 3.5 Si nous considérons de nouveau lezemple 3.2,

e (o(z < y) u insert(z, cons(y, u))) et
o (a <b : ordered(cons(a, cons(b, cons(c, [1)))))

sont des termes contextuels. O

Cette relation de réécriture contextuelle peut, plus généralement, étre définie sans
hypotheése de hiérarchie. Elle correspond alors & I’extension de la réduction récursive aux
termes avec variables. Néanmoins, pour assurer sa terminaison, nous préférons en définir
une version hiérarchique, formalisée & partir de la relation de réécriture hiérarchique.

Définition 3.9 Relation de réécriture contextuelle hiérarchique
Soit R = (Ro,..., Ry) un SRCH ;(c = t) Sgpr(c’ = t), s’ existe un indice i
dans [0...n], une régle p=> g — d dans R; © R;_1 et une substitution o tels que:

1. op € T(Fi-1, X) et

e soit il existe une occurrence u de t telle que
t)y=0g, ¢ =c A op, t' = t{u — od];

dans ce cas, il s’agit d’une réécriture de terme et on note
(c . t) "'C‘*H (¢ : tl) .
. ,R,t I 3
e soit il eziste une occurrence w dans c telle que

¢jo =09, ¢ =clw— od] A op, t' =1t;

dans ce cas, il s’agit d’une réécriture de contexte et on note
[
(¢ = t)>mgRrc(c = t);

* + el ca s -
Sp (resp 5p) est la fermeture transitive et réflexive (resp fermeture transitive) de la
relation > pg.

si(c::t) Sp(c'::t') en m étapes de réécriture, on écrit (c :: t) Sh (¢ 2 t).

Remarque: Le traitement de la partie terme et de la partie contexte est similaire. Les
deux types de réécriture sont toutefois distincts puisqu’en particulier, la partie contexte
est enrichie différemment dans chacun des deux cas.
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3.2 Résultats de confluence sur les termes clos

Apreés avoir défini certaines propriétés nécessaires pour établir le principal résultat de
confluence, nous présentons dans cette partie une preuve formelle et détaillée de ce résultat.
La partie suivante consiste essentiellement a justifier les divers résultats intermédiaires et
a étudier de maniére plus approfondie les différentes notions intervenant dans les preuves.

Quelques propriétés utiles

Définition 3.10 Propriété de bonne couverture opérationnelle
Un SRCH, R est opérationnellement bien couvert ssi pour chaque sous-ensemble
mazimal de régles de la forme {p; = g — d;, i € I} dans R,

Vo € Subst(F), Ji € I tel que op; —} g true.

Définition 3.11 Forme normale contextuelle
Un c-terme (¢ :: t) est en forme normale conteztuelle ssi ¢ #r false et s’il n'existe
aucun terme contertuel (¢! :: t') tel que

(c = t) Sgr(cd = )

Ceci implique en particulier que si un terme contextuel (¢ ::t) peut seulement é&tre réécrit
en des c-termes (¢’ :: t') tels que ¢/ =g false, (¢ : 1) est considéré comme une
forme normale contextuelle. En effet, des réductions de ce type sont inutiles puisque,
d’un point de vue déductif, comme une conséquence du lemme 3.2 établi dans la suite,
(¢ = t)Sgp(c ::t)tel que c =g false est équivalent & établir ¢ = ¢’ dans le contexte
false. De telles réductions sont dites triviales et elles ne seront pas considérées par la
suite. Par analogie, un c-terme (¢ :: t) est dit trivial si ¢ =g false.

L’existence des formes normales contextuelles pour chaque terme contextuel est garantie
par la terminaison contextuelle.

Définition 3.12 Ensemble de formes normales contextuelles (EFNC)
Un ensemble de formes normales contestuelles d’un c-terme (¢ : t), noté
EFNC((c :: t)), est un ensemble

{(ci = &), iel}
tel que pour chaque i dans I, (¢; :: t;) est une forme normale contextuelle de

(¢ = 1)

Exemple 3.6 Soit R le SRCH dont le premier niveau de hiérarchie contient l’azioma-
tisation des booléens et de I’ensemble des entiers naturels enrichi de 'opérateur <,
et dont le second niveau définit le minimum de deuz entiers d Uaide des deuz régles

suivantes :
z<y=min(z, y) >z
~(z L y) = min(z, y) >y

Les formes normales contextuelles du c-terme (true :: min(z, y)) sont:

1. (z<y = o) et
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2. (~(z<y) = y)

Le terme clos (true : min(2, 3)) est lui, réductible en la forme normale 2, (nous avons
supposé pour cela que le contexte 2 < 3 est réductible par une partie de R en true). &

Contrairement 3 la réécriture classique, sans préconditions, un terme contextuel n’a pas
une forme normale unique. En effet, un terme peut se réduire en plusieurs formes normales
chacune d’elle dépendant d’un contexte qui constitue la condition de normalisation. De
plus, ces contextes normalisés doivent avoir la particularité d’étre complémentaires. In-
tuitivement, cette complémentarité assure que toutes les conditions de normalisation sont
envisagées et par la-méme, que la normalisation du terme contextuel est compléte. Plus
formellement,

Définition 3.13 Complétude des EFNC
E =EFNC((c == t))={(ci = t), i € I} est complet ssi

Vo € Subst(F), ac —} g true == 3i € I tel que oc; -}y g true.

Définition 3.14 Exclusion mutuelle opérationnelle
Soient c, ¢’ deuz termes de T(F, X) de sorte booléenne;c et ¢ sont opérationnelle-
ment mutuellement ezclusifs ssi

Vo € Subst(F), oc A od -} g false.

Par analogie, la notion d’égalité de deux formes normales dans le cadre inconditionnel est
assimilée 4 la notion de cohérence de deux ensembles de formes normales contextuelles
dans le cadre conditionnel. La cohérence se définit formellement comme suit :

Définition 3.15 Cohérence de deux EFNC
Soient E1 = {(e; = t;), i € I} et By = {(c :: 1)), j € J} deuzr EFNC d’un
c-terme ; By et Ey sont cohérents ssi pour toute forme normale (¢; :: t;) € Ey, toute
forme normale (¢} :: t}) € E, soit t; = t; soit ¢; et ¢; sont opérationnellement
mutuellement ezxclusifs.

Définition 3.16 Paire critique contextuelle
Soit R un SRCH et soient 11,12 deuz régles de R ;
sotent r1:py = g1 — dy dans R;© R;_, et vy :p2 = go — dg dans R; © R;_1 ; suppo-
sons que les variables de vy et To aient été renommées de telle fagon qu’elles n’aient
aucune variable commune.
Une paire critique contextuelle < C,M,N >, également notée C :: M = N, est
le résultat de la superposition de 1, et v ssi il eziste une occurrence u de gi, un
unificateur minimal o de ¢; Ju €L 92 tels que

C=o0p AN ope, M =0cgi1[u « ody] et N =o0dy

Cette paire critique contestuelle est hiérarchique si de plus, opy € T(Fi—1, X) et
aps € T(Fj,.1, X).
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‘Exemple 3.7 Une superposition entre les régles conditionnelles :
z < y = insert(z, cons(y, u)) — cons(x, cons(y, u)) et
ordered(insert(z, u)) — ordered(u)
peut étre calculée et produit la paire critique contextuelle suivante :

¢ < y = ordered(cons(z, cons(y, u))) = ordered(cons(y, u)). ¢

Définition 3.17 Convergence d’une paire critique contextuelle hiérarchique
Soit R un SRCH et soit C : M = N une paire critique conteztuelle hiérarchique;
C :: M = N converge sur les termes clos de T(F) ssi pour toute substitution close
o dans Subst(F) telle que oC —7} g true,

It € T(F) tel que oM —% gt et oN —gpt.
H,R H,R

Un autre aspect, celui-ci concernant les booléens, nous est nécessaire pour établir notre
principal résultat de confluence sur les termes clos. En effet, notre objectif étant d’appré-
hender 1’algébre initiale d’une spécification hiérarchique, et puisque les préconditions des
regles sont des expressions booléennes, il faut alors s’assurer que cette algébre est fidele
par rapport a la sorte booléenne. Nous sommes amené par conséquent, a caractériser
le comportement de ’algébre initiale d’une spécification conditionnelle hiérarchique par
rapport a la sorte booléenne. Ce comportement est défini & 1’aide de deux propriétés, la
consistance et la convertibilité hiérarchique par rapport auz booléens. Plus formellement,

Définition 3.18 Convertibilité hiérarchique par rapport aux booléens
Un SRCH, R est hiérarchiquement convertible par rapport auz booléens ssi

Vt € T(F)poot, s0itt =} g true soit t —3 p false.

Définition 3.19 Consistance par rapport aux booléens
E(R) est consistante par rapport auz booléens ssi

=(true =gy false).

Une spécification consistante et convertible par rapport aux booléens est dite fidéle par
rapport ala sorte booléenne. Cela signifie intuitivement qu’il n’y a pas d’ajout de booléen
et pas de confusion entre true et false.

L’assertion suivante est une conséquence triviale de la propriété de consistance par rapport
aux booléens:

pour tout terme booléen clos ¢, si t =gp) true alors t #g(r) false.

ol t #g(r) false signifie que 'on ne peut pas obtenir la constante false & partir de ¢
par des remplacements d’égaux par des égaux en utilisant les axiomes de E. Etant donné

que nous supposons que toute spécification conditionnelle hiérarchique est une extension
(ou un enrichissement) de la spécification des booléens SPyyo1, (SPioot = SPo) et que
P’ensemble Cpoor des constructeurs de S Py,o est uniquement constitué des constantes true
et false, irréductibles dans le systéme de réécriture correspondant, nous pouvons affirmer
que
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e si un systéme de réécriture conditionnelle hiérarchique est hiérarchiquement conver-
tible, il est également hiérarchiquement convertible par rapport aux booléens. Par
conséquent, dans la suite de nos travaux, nous ne citerons plus cette propriété dans
les énoncés des différents résultats si ’hypothése de convertibilité hiérarchique est
supposée acquise.

e la propriété de consistance par rapport aux booléens est un cas particulier de la
consistance relative (voir déf 3.8). En effet, si un terme clos booléen ¢ vérifie ¢ =sp;
true a un niveau quelconque ¢ de hiérarchie alors, la consistance par rapport aux
booléens implique ¢ =sp; true pour tout niveau de hiéarchie j dans [0...¢]. Par
le théoréme 3.3 établi dans la suite, la consistance par rapport aux booléens peut
également &tre induite & partir de la confluence sur les termes clos du systéme de
réécriture obtenu et elle n’a donc pas besoin d’étre supposée initialement.

Reésultat principal

Nous sommes & présent en mesure de formuler notre résultat principal. Ce résultat
établit d’une part, une condition suffisante de confluence sur les termes clos des systemes
de réécriture conditionnelle hiérarchique et d’autre part, ’existence d’une algebre initiale
consistante par rapport aux booléens. La preuve de ce théoréme principal est effectuée
dans le paragraphe 4 qui suit.

Théoréme principal de confluence sur les termes clos

Théoréme 3.3 Soit R un SRCH tel que:
1. S5y R soit nethérienne,
2. R soit opérationnellement bien couvert et hiérarchiquement convertible,
3. true et false soient irréductibles dans R.

Si toutes les paires critiques contertuelles dans R définissent des EF NC complets
et cohérents,

o —p R est confluente sur les termes clos de T(F) et
e E(R) est consistante par rapport auz booléens.

Corollaire 3.1 Soit R un SRCH vérifiant les mémes hypothése que dans le théoréme
3.3, :
Si toutes les paires critiques conteztuelles dans R définissent des EFNC complets
et cohérents,
e —p est confluente sur les termes clos de T(F),
e E(R) est consistante par rapport auz booléens et

e la relation — g est également neethérienne.

Preuve: Sous les conditions du corollaire, les relations — g r et — g sont équivalentes sur
les termes clos par le théoréme 3.2. D’autre part, la terminaison de —p est induite pour
les raisons suivantes : g p est noethérienne, donc — o,R est aussi (par la proposition 3.3
établie dans la suite), et d’autre part, — g g et —p sont équivalentes sur les termes clos.
La preuve est par conséquent immédiate.

Il est important de remarquer que ces résultats nous permettent également d’effectuer
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des preuves inductives. En effet, pour prouver la validité d’une équation e dans l'algebre
initiale d’une spécification suffisamment compléte, il suffit de prouver la consistance rela-
tive de la spécification enrichie par I’équation e. Par la proposition 3.2, cette consistance
est établie en montrant que la relation —p est confluente sur les termes clos, ou R est
le systéme de réécriture conditionnelle associé a la spécification enrichie. De plus, la
complétion du systéme de réécriture ajoute des conséquences inductives qui apparaissent
comme des lemmes permettant de prouver le théoréme e.

4 Preuves des principaux résultats

Cette partie comporte la preuve du théoréme principal. Cette preuve présente ’avanta-
ge d’étre modulaire puisqu’elle est fondée sur une récurrence sur les niveaux de hiérarchie.
Il s’agit en effet de supposer la confluence sur les termes clos acquise au niveau n —1 de
hiérarchie, et de prouver la convergence sur T(F;) de toutes les paires critiques calculées,
par un test effectif portant sur les EF NC correspondants. A partir de la convergence sur
les termes clos de ces paires critiques, la preuve de confluence sur T'(F,) de tout R, est
achevée en utilisant les hypothéses de confluence de R,_; et de consistance par rapport
aux booléens de E(R,_;) pour établir la convergence des préconditions.

Nous présentons auparavant les preuves correspondant aux étapes intermédiaires et
qui permettent d’établir de facon claire et concise le résultat de confluence.

4.1 Quelques résultats nécessaires

Définition 3.20 Substitution normalisée
Une substitution close o est normalisée si pour toute variable x de sorte s dans
Dom(c), o(z) appartient au premier niveau dans lequel apparait s.

Remarque : Dans le cas particulier ot une spécification hiérarchique est construite unique-
ment & partir d’enrichissements, o est normalisée si () est dans T'(Fp) pour toute variable
z dans Dom(o).

Théoréme 3.4 Dans un SRCH, R tel que —p soit confluente sur les termes clos et
tel que les constantes true et false soient irréductibles, E(R) est consistante par
rapport auz booléens. ‘

Si de plus, R est hiérarchiguement convertible, la consistance de E(R) peut étre
caractérisée par la confluence de la relation — g p.

Preuve:Supposons que E(R) ne soit pas consistante par rapport aux booléens, alors
true =p(Ry false. Puisque — R est confluente sur les termes clos, il existe un terme # tel

que true —}% t et false —% t, ce qui contredit 'hypothése d’irréductibilité de true et
false.

Par le théoreme 3.3, 1a convertibilité hiérarchique de R et la confluence de — g impliquent
la confluence de — g g. La preuve est alors immédiate. O

Lemme 3.2 Soit R un SRCH ;si(c :: t) 'E*;I,R (¢" w2 1) et si ac’ =} g true pour une
substitution close normalisée o, alors ot —% g ot’.
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Preuve par récurrence sur la longueur de la réécriture:
a) Si la longueur de la réécriture est 0, le cas est trivial ;

b) Supposons que la réécriture soit de longueur m + 1 supérieure a 0 et soit (¢” = t”) tel
cmtl , )
que (¢ = t) —=gg (¢ = 17),

2 . . m .
hypothése de récurrence :soit (¢’ :: ') tel que (¢ : t) Syp(c’ = ) Sgr(c” = "), s
oc’ = p true alors ot =} p ot'. On se propose de montrer que le lemme est valide pour
(¢ = ),

1. réécriture de terme:
si (¢ = ') Smpe(c” = t7),il existe un indice k dans [1...n], une régle p = g —
d € R © Ry.q, une occurrence u de t et une substitution 7 telles que t’/u =7rg, t" =
Vlue—rd], "=¢ A tpetrp€ T(Frq, X).
Soit ¢ une substitution close normalisée telle que oc” —} g true. Par définition de
¢”, oTp —} g true et o’ =Y p true.

Puisque o est normalisée et que 7p € T(Fr—1, X), orpest dans T(F;) avecj < k—1.
Par conséquent, ot' — g g ot” par définition de — g g.

D’autre part, ¢’ —}; p true donc par hypothése de récurrence, ot —} p ot'. Par
conséquent, ot —j p ot”.

2. réécriture de contexte:
si (¢ = t) Sgre (€ = t"), il existe une 1égle p = g — d € Ry © Ry,
une occurrence w de ¢ et une substitution 7 telles que ¢, = 1g, ¢” = [u «
Td] A p, " =t' et 7p € T(Fi—1, X).
Soit a = ¢'[u « 7d] et soit o une substitution close normalisée telle que oc” —} p
true;par conséquent, o(a A Tp) —} g true donc, ga —} p true et oTp =Y p true.

Puisque o est normalisée, oTp est dans T(F;) avec j < k — 1. Par conséquent,
oc' — g g oa, par définition de — g g. Par conséquent, oc’ —g g oo —¥ g true.

Puisque oc’ — r true, par hypothese de récurrence, nous avons ot —y p ot =
ot”. O

Le théoréme suivant établit qu’il est suffisant de considérer les ensembles de formes nor-
males correspondant aux paires critiques contextuelles calculées pour prouver la conver-
gence de celles-ci. Comme pour le cas classique, sans préconditions, nous obtenons alors
une méthode effective de preuve de convergence des paires critiques.

Théoréme 3.5 Soit R un SRCH tel que
1.5 H,R Soit neethérienne,
R soit hiérarchiquement convertible,

2.
3. true, false soient irréductibles dans R,
4.

—H,R;., S0it confluente sur les termes clos de T(F) pour un entier ¢ dans
[1...n].

Soit C @ M = N une paire critique conteztuelle calculée entre R; et R;_1 ou entre
Ri_y et Ri; si (C :: M) et (C :: N) admettent des EFNC complets et cohérents,

oM et o N convergent pour toute substitution close o telle que 0C € T(F;_1).
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Preuve : Soit o une substitution close telle que 0C —} p true et telle que oC € T(Fi-1);
soient 4

E,={(Cr = M), ke K} un EFNC de (C: M)et

E; ={(C} = Nj), j€J}un EFNC de (C:: N).

Supposons que M soit d’un niveau de hiérarchie égal & k;, et N d’un niveau de hiérarchie
égal A ky, k1 <4, kg < i;puisque C :: M = N est issue de la superposition de deux régles
entre R; et R;_y, C est dans T(F;—y, X);

On définit o' de la facon suivante:

e pour toute variable z dans Var(M) U Var(N), o'(z) est la forme normale de o(z)
par la relation — g g

o o' est normalisée.

et soit k' un indice dans [1...n] tel que o'(z) € T(Fi). k' est un niveau quelconque de
hiérarchie tel que 0 < k' < min(ky, k2), (2 > k1, k2).

o’ est définie pour la raison suivante : lorsque les termes M et N sont réécrits par la relation
contextuelle, les contextes Cy, k € K et C;, j € J obtenus dans les EFNC, contiennent
généralement plus de variables que le contexte C, puisqu’a chaque étape de réécriture,
un contexte est enrichi par ’ajout d’une nouvelle formule booléenne (ces variables sont
toutefois toutes contenues dans les termes M et N). Il devient par conséquent nécessaire
de définir une substitution ¢’ primitive sur les variables des contextes Cy et C}.

o' existe par la propriété de convertibilité hiérarchique de R et du fait que la sorte de o(z)
est égale 2 la sorte de z, contenue dans Si, ou S,.

Nous avons 0C —} p 0'C, 0C —} g trueet oC € T(Fi—1) par hypothése. Par conséquent,
o'C € T(Fi-1). Puisque — g g, , est confluente sur les termes clos, o'C —% g true.

Ey est complet donc par hypothése, puisque 0'C — 7 g true, il existe un indice k dans K
tel que 0'Cy —% g true et tel que o'Cy € T(Fi1).

Par ailleurs, (C' :: M) —C’;J,R (Cx = My). Puisque 0'Cy —}; g true et que o' est nor-
malisée, d’apres le lemme 3.2, o' M —}; p o' M.

De maniére similaire, E5 est complet et 0'C —3% H p true. 1 existe donc un indice j dans J
tel que 0'C}; - g true et tel que ¢'C’ € T(Fi_y).
En ra.lsonnant de fagon analogue, on obtlent o'N —} p o'Nj.

Puisque o'Cy, =Y pirueet o'Cl =} pirue, 0'Cr A o 'C; —§ g true. Puisque — g R;_,
est confluente sur les termes clos, par le théoreme 3. 4, E(R‘ 1) est consistante par rapport
aux booléens. Par conséquent, ¢'Cy A a'C' 7L>H g false. Les EFNC étant cohérents,
My = N; et donc o' My = ¢’N;. Par consequent o'M et o'N convergent ;

D’autre part, oM —jp 0'M et oN —} Hpr 0N alors oM et oN convergent. Par
conséquent, la paire critique C :: M = N converge sur les termes clos. O
Théoréme 3.6 Soit R un SRCH tel que

1. 5 H,R Soit nethérienne,

2. R soit hiérarchiquement convertible et opérationnellement bien couvert,

8. —H,R;_, soit confluente sur les termes clos de T(F) pour un entier i dans
[0...n].
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S1 toutes les paires critiques entre R; et R; © R;_1 convergent sur les termes clos de
T(F), —u,p; est confluente sur les termes clos de T(F).

Preuve:

1. 1= 0; ce cas se raméne i prouver le théoréme de Knuth-Bendix pour des systémes
sans préconditions [64, 47].

2. ¢ > 0, montrons dans un premier temps que — g R, est Jocalement confluente sur les
termes clos de T(F);
Soit ¢ un terme dans T(F) tel que t =g rt1 et t —gRt2;
puisque —p g, , est confluente sur les termes clos de T(F'), nous pouvons supposer
que ’un des pas de réécriture est de niveau %, (’autre étant d’un niveau j < 7).
Il existe alors deux occurrences u; et u; de t, deux regles dans R, ry:p; = g1 — dy
dans R; © R;_y et r3:p2 = g2 — dz dans R; © R;j_1, et deux substitutions oy et o3
telles que: '
Uy = 0191, tju, = 0292, 011 = g tTUe, O2py —p g tTue,

ty = t[ul Aot Uld]_] et {g = t[u2 R 0‘2d2].

e cas des occurrences disjointes:
Le diagramme se referme comme suit :

t’ = tl[U2 — Ugdz] = tg[’ul L O'Idl].

o cas des occurrences préfixes:

(a) ug est a une occurrence de g; qui ne correspond pas & une variable, soit
uz = u.u et g1, et gy peuvent étre unifiés par oy U 3. Soit p leur plus
général unificateur ;37 tel que oy U oy = T.pu.

71 est de niveau i. Par conséquent, o1p1 € T(Fi—1, X).

De méme, r; a un niveau de hiérarchie égal & j. Donc o2p; est dans
T(F‘j——ly X )'

pour k = 1,2, orpk —-)}.1' R true alors T.upy —j g true.

Nous avons alors une paire critique:

C=ppr A pp2, M =tus « pdi], N = tuy « pdal);

de plus, 0191, = 0292.

upr € T(Fi—y, X) et pups € T(Fj-1, X) donc C :: M = N est une paire
critique hiérarchique.

Par ailleurs, C :: M = N converge sur les termes clos de T(F');par
conséquent, pour toute substitution close o telle que 6C —Yy g true, oM
et o N convergent ; par compatibilité, ¢, et ¢, convergent aussi.

(b) uy est a une occurrence de gz qui ne correspond pas & une variable: ce cas
est symétrique au précédent.

(c) ug est & une occurrence de gy qui correspond a une variable
up = ur.u et U= 0102301, =T, 0202 = 01(%)/u
soit 01(2) = 0y(2)[v2  02d], 01(¥y) = o1(y), y# =
o1(z) —Rr 01(z);en réécrivant ¢, & chaque occurrence de z, on obtient
t/u1 "’72 allgl-
T €ERi© Ri1etr2 € Rj O Rjy, j < 15

Chapitre 3. Les spécifications conditionnelles hiérarchiques.



106

le probléme consiste & vérifier que oyp1 —}y g true afin de réécrire 0191 en
o' d; ;en réécrivant chaque occurrence de o1(z), on obtient o1p; —} o1p1.
D’une part, o1py —Y g lrue et o1p; —HR oip; et d’autre part, o1p; et
o1p € T(Fi-y, X).

Puisque par hypothése, =g g, , est confluente sur les termes clos, donc
ai;m —¥ R irue.
Considérons le dernier cas avant de conclure;

(d) u1 est & une occurrence de g2 qui correspond a une variable
%] = Ug.U et u = v1.95.
D’une part, soit 92/, =T, 0191 = 02T [y, ;soit ah(z) = o2(z)[ve « o1d1),
oy(y) = 0a(y), y#£
o2(x) ~3,p 95(2).
Similairement, le probléme consiste 4 montrer que o5p; —} g true.
o2p2 € T(Fj-1, X) alors o2(y) € T(Fj-1, X) pour tout y € Var(pz).
o2(z) contient 019y et g1 € T(F;, X) 6 T(F;~1, X) donc op(z) n’est pas
dans T'(F;—;, X). Par conséquent, z n’est pas une variable de p; et oyps =
o2p2.
Puisque 03p; —}; g true nous avons oyp2 —j p true.

A partir de tous les cas considérés, nous pouvons conclure que —p; est localement
confluente sur les termes clos de T(F).

5 H,R est ncethérienne donc — g g est aussi noethérienne par la proposition 3.3 établie
dans le paragraphe suivant. Par conséquent, — g g, est aussi ncethérienne.

Par le lemme de Newman [82], puisque — p g, est ncethérienne et localement confluente
sur les termes clos de T(F'), —g,r est confluente sur les termes clos de T'(F'). O

4.2 Preuve du théoreme de confluence sur les termes clos

Apres avoir présenté ces différents éléments de preuve, nous pouvons établir la preuve
du théoréme de confluence;

Preuve par récurrence:Soit i > 0,
e i = 0:la preuve est triviale.

® i > 0:Nous supposons que Vj, 0 < j < ¢, —p,R; est confluente sur les termes clos
de T(F) et E(R;) est consistante par rapport aux booléens;

puisque R est hiérarchiquement convertible, que la relation — g g est ncethérienne,
que toute paire critique contextuelle hiérarchique C :: M = N de R est telle que
(C:: M)et(C:: N)définissent des EF NC complets et cohérents et puisque — g R,
est confluente sur les termes clos de T'(F") pour j < ¢, nous pouvons affirmer par le

théoréme 3.5 que toute paire critique contextuelle de R converge sur les termes clos
de T(F).

% p g est ncethérienne, R est hiérarchiquement convertible, opérationnellement bien
couvert, —p g, , est confluente sur les termes clos. Alors, puisque toute paire cri-
tique de R, et en particulier toute paire critique entre R; et R; © R;_1, converge sur
les termes clos de T(F'), par le théoréme 3.6, —p g, est confluente sur les termes
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clos.

Puisque — g g, est confluente sur les termes clos et que true et false par hypothese
sont irréductibles dans R, E(R;) est consistante par rapport aux booléens (par le
théoréme 3.4). O

5 Conditions d’applicabilité des résultats

L’intérét de cette partie est de justifier ’utilisation de toutes les propriétés citées dans le
paragraphe précédent. Nous étudions par ailleurs les divers procédés permettant d’établir
chacune d’elles dans un systéme de réécriture conditionnelle hiérarchique.

5.1 La terminaison

Proposition 3.3 Si Sy g est nathérienne, — g g est également neethérienne et la re-
lation de réécriture est décidable.

Preuve: Supposons que —E)H,R soit ncethérienne mais que — g, ne le soit pas;il existe
alors une séquence infinie de réécritures de la forme:

to»HRU *HR..-*HRn “HR---

avec pour tout ¢ > 0, ¢; =y g ti41 par une régle p; = ¢; — d; € T(Fj;, X). Par
conséquent, il existe pour tout ¢ une substitution o; pour la séquence infinie correspon-
dante:

(true = o) f*H,R (oopo = 1) —C*H,R (oopo A o1p1 i t2) -c-)H,R -SH,R (oop0 A
co N Oy 1) S HR --. ce qui entraine que 5 H,R D'est pas ncethérienne.

La décidabilité de la relation de réécriture est prouvée de facon similaire. O

Afin de prouver que dans un systéme de réécriture hiérarchique, une dérivation quelconque
termine, nous nous sommes inspirée des travaux de Jouannaud et Waldmann [53]. Nous
utilisons un ordre noté > qui est la fermeture transitive de la relation (st U >) ot st est
Pordre de sous-terme strict et > est un ordre de réduction associé au systéme R. L’ordre
> est bien-fondé [50].

Définition 3.21 Extension de > aux termes contextuels
Soit > Uordre de réduction défini ci-dessus. Cet ordre peut éire étendu lezicographi-
quement auz termes contertuels de la fagon suivante :

(c 2 t) mc(d )=t =t ou(t=t ete 7).

Proposition 3.4 Soit > un ordre bien-fondé et soit =, son extension définie comme
ci-dessus ; alors >4 . est aussi un ordre bien-fondé.

Preuve: > est 'extension lexicographique d’un ordre bien-fondé >. Par conséquent, il
est aussi bien-fondé [18]. O

Proposition 3.5 Soit > un ordre de réduction et soit > son extension définie comme
ci-dessus ; supposons, par convention, que [’opérateur A soit plus petit que tout autre

opérateur de F';
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si R est un SRCH tel que toute régle de R vérifie:Var(p) C Var(g), Var(d) C
Var(g), ag > op et og > ad pour toute substitution o, la réécriture conteztuelle est
contenue dans Ueztension de > a >, i.e.

(¢ = t)Sgr(c = th=(c = t)»c( = ).
5 H,R est par conséquent naethérienne.

Preuve: Soit la réécriture (¢ = t) > gpr (¢’ :: t') par la régle p = g — d € R;il existe
par conséquent

" 1. soit une occurrence u de ¢t et une substitution o telles que ¢/, = og
2. soit une occurrence u de c et une substitution o telles que ¢/, = og

Considérons le premier cas:

le résultat de la réécriture de (¢ = t) en (¢ :: ') donne ¢’ =¢ A op, t' = t{u « od].
Puisque par hypothése, 0g > od donc ¢ > t' (par la propriété de remplacement);

si 'on considére I'extension de > & >, nous avons t > ¢;alors (¢ iz t) >, (¢’ 2 /).

Considérons le cas 2:

le résultat de la réécriture de (¢ :: t) produit les termes ¢/ = c[u — od] A opet t/ =1t
Puisque par hypothése, g > op nous avons ¢ > op.

D’autre part, par hypothése, og > od donc, ¢ = c[u « og] > c[u « od] par la propriété
de remplacement ;

si I’on considére I’extension de > & >, nous avons ¢ > c[u « od];

¢ = c[u « od] A op;puisque par hypothése, A est plus petit que les autres opérateurs
de F, nous obtenons alors ¢ > ¢;

t=tandc>c alors (¢ : t)>c(c' = t'); O

Dans le but de prouver la terminaison de la relation contextuelle = H,R dans un systéme de
réécriture conditionnelle hiérarchique, nous définissons une propriété dite de compatibilité
avec la hiérarchie. Cette propriété consiste 3 fixer partiellement la précédence de certains
opérateurs en fonction du niveau de hiérarchie auquel ils appartiennent. Le principe
est fondé sur I’assertion suivante:tout terme de niveau i est plus grand que tout autre
terme de niveau plus petit. Ce procédé permet d’éviter la comparaison entre le membre
gauche et la précondition d’une méme régle dans un systéme hiérarchique. Cependant, un

certain travail reste a faire pour définir formellement un ordre ayant les caractéristiques
appropriées.

Définition 3.22 Compatibilité avec la hiérarchie

Soient R un SRCH et > un ordre donné sur les termes;> est compatible avec la
hiérarchie ssi

Vs € T(Fi, X)OT(Fi-1, X), YVt € T(Fi—1, X), et Var(t) C Var(s), s > t.

Proposition 3.6 Soit R un SRCH et soit > un ordre de réduction compatible avec la
hiérarchie; si pour toute régle p = g — d de R telle que

Var(p), Var(d) C Var(yg), VYo, og > od,

Cc P
alors, > g p est nathérienne.
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Preuve : Puique R est hiérarchique, pour tout i, 0 < z < n, toute régle p = g — d dans
R; © R;_; vérifie: Var(p) C Var(g), Var(d) C Var(g), g € T(Fi, X)OT(Fi-1, X), d €
T(Fn X)’ pEe T(E—l? X)

> est compatible avec la hiérarchie donc g > p. Par conséquent, Vo, og > op puisque
Var(p) C Var(g).

De plus, g > od pour toute régle de R et pour toute substitution o, donc par la propo-
sition 3.5, > H,R est neethérienne. O

5.2 La propriété de bonne couverture

La propriété de bonne couverture est liée a la relation de réécriture contextuelle. Nous
avons en effet, besoin de calculer, pour chaque c-terme (¢ :: t), un ensemble complet
de formes normales contextuelles, ol complet signifie que la disjonction des contextes des
formes normales est équivalente, dans 1’algebre initiale, au contexte c.

Définition 3.23 Validité dans ’algébre initiale
Etant donné un ensemble de termes {c;, i € I} et soit R un SRCH. I(R) désigne
Palgébre initiale de R et I(R) = Vic; la validité dans cette algébre initiale, de
Vezpression V;c; définie par

I(R) |= Vic; <= Yo € Subst(F), 3i € I tel que o¢; =g true.

Définition 3.24 Bonne couverture algébrique

R est algébriqguement bien couvert ssi pour tout sous-ensemble marimal de régles de
la forme {p; = g — d;, i € I} dans R, I(R) |= Vipi.

Le concept algébrique de la propriété de bonne couverture n’implique pas, en général,
le concept opérationnel. La validité opérationnelle d’une expression de la forme VI, p;
est définie de telle fagon qu’il existe un indice ¢ dans [1...n] tel que, non seulement la
condition op; =g true soit vérifiée, mais également qu’elle puisse &tre prouvée de maniére
effective en réduisant op; & true. La proposition qui suit établie & partir du lemme 3.3,
montre 1’équivalence des deux concepts si le systéme vérifie les propriétés de consistance
et de convertibilité hiérarchique par rapport aux booléens.

Ces preuves de bonne couverture algébrique sont établies en utilisant des assertions dis-
jonctives de la forme V2, ¢;, ces derniéres étant elles-mémes justifiées par des méthodes de

preuve indépendantes. Notons que ce probléme a également été évoqué dans les travaux
de Ganzinger [35].

Lemme 3.3 Dansun SRCH, R hiérarchiquement convertible par rapport auz booléens,
si E(R) est consistante par rapport auz booléens,

Vte T(F)booh t =E(R) true =1 "’;I,R true.
Preuve:Soit t =g(g) true;supposons que t —% p false donc t =p(g) false et true =g(r)
false, ce qui réfute ’hypothese puisque E(R) est consistante par rapport aux booléens.

Puisque ¢ 7"*H, r false, t =} g true par la propriété de convertibilité hiérarchique de R
par rapport aux booléens. O
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Proposition 3.7 Soit R un SRCH hiérarchiquement convertible et tel que E(R) soit

consistante par rapport auz booléens;
si R est algébriquement bien couvert, R est aussi opérationnellement bien couvert.

Preuve: Soit R algébriquement bien couvert alors, pour tout sous-ensemble maximal de
régles de la forme {p; = g — d;, i € I}, pour toute substitution close o, il existe un indice
t dans I tel que op; =g true.

op; est un terme clos de sorte booléenne donc par le lemme 3.3, si op; =g true alors
opi —y g true.

Par conséquent, pour tout sous-ensemble maximal de régles de la forme {p; = g — d;, 1 €
I} pour toute substitution close o, il existe un indice ¢ dans I tel que op; —} p true, alors
R est aussi opérationnellement bien couvert. O

5.3 La complétude suffisante hiérarchique

Notre objectif, dans ce paragraphe, est d’étudier les conditions sous lesquelles les
résultats établis dans le chapitre précédent, étendus i la propriété de complétude suffisante
hiérarchique, s’appliquent. Il s’agit de vérifier la complétude suffisante hiérarchique d’une
spécification (S;, F;, E;) par rapport & la spécification (Si-;, Fi—1, Fi—1) de niveau
inférieur. Cependant, puisque le théoréme principal 3.3 de confluence sur les termes
clos met en jeu la convertibilité d’un systéme de réécriture hiérarchique, nous allons par
conséquent directement nous intéresser & la convertibilité.

La propriété de complétude suffisante hiérarchique est définie sur les termes clos. Soit
le systeme de réécriture hiérarchique (R = Ro, R;);si nous considérons R; comme une
extension de Ry, il est alors naturel de supposer que tout terme clos de T(F) dont la
sorte est dans So, est équivalent & un terme clos quelconque de T(Fp). Si de plus, cette
extension est consistante alors, en termes de modéles, le modéle initial de la spécification
S P, restreint a ’ensemble de sortes Sy, coincide avec le modéle initial de la spécification
SP,.

Définir la propriété de complétude suffisante hiérarchique sur les termes avec variables
est en général une hypothese trop forte car, dans la pratique, elle n’est pas souvent vérifiée.
Considérons ’exemple suivant:

Exemple 3.8 Soit R = (Ro, Ri1, R2) un SRCH avec
SFy = S Fyool ;
Sl = So ) {nat} ;
Fy = {0:— nat, succ:nat — nat};
R1 = Ry.
Sy =815
Fy = Fy @ {pair :nat — bool} ;
Ry = Ry @ {pair(0) — true, pair(succ(0)) — false,
pair(succ(succ(z))) — pair(z)}.

R, est un enrichissement de Ry hiérarchiquement convertible, puisque pour tout terme
clos t dans T'(F1)nat,

pair(t) = true ou pair(t) = false. Cependant,le terme pair(z) n’est équivalent ni & true
ni a false. ©

Orejas et Navarro ont cependant défini un concept de complétude suffisante sur des termes
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avec variables dans le cadre des spécifications paramétrées [81]. Ces termes sont toutefois
restreints a des termes construits uniquement & partir de variables qui appartiennent &
la sorte paramétrée, ceci dans le but d’établir des conditions suffisantes pour tester la
correction d’un passage de parametres.

Remarque: Soit R = (Rp,..., R,) un SRCH ;si nous prenons pour convention de cons-
truire R 3 partir d’'une extension des booléens, i.e. si Ry définit le systéme booléen, avec
pour seuls constructeurs les constantes true et false, la convertibilité hiérarchique par
rapport aux booléens de R est alors une autre formulation de la convertibilité hiérarchique
de tout R par rapport & Ry. Cette remarque implique en particulier, que le test de
la convertibilité hiérarchique par rapport aux booléens peut s’inclure dans celui de la
convertibilité hiérarchique.

Nous ne reprenons pas, dans ce paragraphe, les notions définies et étudiées dans le
chapitre précédent. Simplement, nous pouvons affirmer que toutes ces notions peuvent étre
définies en fonction de la relation — g g. En particulier, les notions de réductibilité forte,
de validité opérationnelle, s’étendent naturellement 3 la relation de réécriture hiérarchique
ainsi que 1’algorithme de test de la convertibilité.

En effet, une condition suffisante pour tester la propriété de complétude suffisante
hiérarchique peut &tre établie en appliquant les résultats du chapitre précédent. Puisque
Palgorithme de test de la complétude suffisante d’un systéme de réécriture conditionnelle
est défini en fonction de la relation 5p et sachant que —°>H,R est contenue dans g,
on peut par conséquent, définir une seconde version de cet algorithme en fonction de la
relation hiérarchique H,Rr- Sion se place dans les mémes conditions que pour le théoréme
2.2, les résultats pour cette seconde version restent valides.

Théoréme 3.7 Soit R un SRCH décroissant tel que les seuls constructeurs de la sorte
booléenne soient les constantes true et false et soit i un indice dans [1...n] tel que
R;_; soit confluent sur les termes clos et hiérarchiquement convertible ;
St Ualgorithme appliqué @ R; s’arréte avec succés, R; est hiérarchiquement conver-
tible par rapport a F;_;.

Remarque:La condition de décroissance du systéme garantit la terminaison de la re-
lation —p par le théoréme 1.11, et par conséquent la terminaison de la relation — g R
puisque — g g est contenue dans —pg.

Combiner les classes de systémes décroissants et hiérarchiques permet d’obtenir des résul-
tats plus intéressants & mettre en ceuvre. Nous ne savons pas, & ’heure actuelle, établir
une condition suffisante pour tester la complétude suffisante d’une spécification condition-
nelle hiérarchique sans avoir recours & la propriété de décroissance du systéme associé. Il
serait utile & ’avenir, d’examiner si I’hypothese de hiérarchie ne peut étre davantage ex-
ploitée pour affaiblir les conditions d’applicabilité de ’algorithme de complétude suffisante
hiérarchique. Par exemple, en établissant dans un systéme hiérarchique un ordre sur les
opérateurs tel que tout opérateur de F; © F;_; soit plus grand que les opérateurs de F;_g,
on s’assure une décroissance partielle du systéme hiérarchique.

Les corollaires ci-aprés regroupent les résultats de complétude suffisante hiérarchique et
de confluence sur les termes clos.

Corollaire 3.2 Soit R = (Ro,..., Ry,) un SRCH décroissant, opérationnellement bien
couvert et tel que true et false soient irréductibles dans R et soient les seuls con-
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structeurs de la sorte booléenne.
Pour tout indice 1 dans [1...n)], supposons que

1. (Ro,..., Ri_1) soit hiérarchiquement convertible,

2. (Ro,..., Ri_1) soit confluent sur les termes clos;
si l’algorithme de convertibilité hiérarchique termine avec succés, (Ro,..., Ri-1, R:)
est hiérarchiguement convertible.
St de plus, toutes les paires critiques conteztuelles dans R; définissent des EFNC
complets et cohérents,

e —py R, est confluente sur les termes clos,

o E(R;) est consistante par rapport auz booléens,

e —p, est confluente sur les termes clos.

La convertibilité hiérarchique de R; découle du théoréme 3.7. La confluence sur les termes
clos de —p g, découle du théordme 3.3 et la relation — g, est également confluente sur les
termes clos puisque, par le théoréme 3.2, — g g, et — g, coincident sur les termes clos.

Corollaire 3.3 Soit R un SRCH décroissant, opérationnellement bien couvert et tel
que irue et false soient les seuls constructeurs de la sorte booléenne et soient
irréductibles dans R ;
s1 l’algorithme de convertibilité hiérarchique appliqué a R termine avec succés, R est
hiérarchiquement convertible.

St de plus, toutes les paires critiques dans R définissent des EFNC complets et
cohérents, alors d’une part, — g est confluente sur les termes clos de T(F) et d’autre
part, E(R) est consistante par rapport auz booléens.

La preuve du corollaire découle des théorémes 3.3 et 3.7.

5.4 Les ensembles de formes normales contextuelles (EFNC)

L’hypothése de bonne couverture est justifiée dans la proposition qui suit, car elle
est une condition suffisante qui garantit la complétude des ensembles de formes normales
contextuelles.

Proposition 3.8 Soit R = (Ry,..., R,) un SRCH tel que <>y g soit neethérienne;
st R est opérationnellement bien couvert, hiérarchiquement convertible et si E(R)
est consistante par rapport auz booléens jusqu’au niveau n — 1, il existe un EFNC
complet.

Preuve: La preuve est établie en considérant chaque pas de construction de ’EFNC.
Soit Eg 'ensemble {(c :: t)};pour tout k, soit Ej 1’état de la construction de EFNC((c :: t))
alétape k, Ex = {(¢; :: ), i € I} et soit pour tout indice 4 dans I,

(¢i = &) =mRr{(c = 1), €T} ;
hypothése de récurrence:
Vo € Subst(F), oc =} g true == i € I tel que oc; -} p true

Pour tout ¢ € I, considérons les deux cas de réécriture:

Chapitre 3. Les spécifications conditionnelles hiérarchiques.



113

1. réécriture de terme. La réécriture produit la séquence suivante:
(ci = t)>mr{(e A ojp; = 8), j€T}

Puisque R est opérationnellement bien couvert, il existe un indice j dans J tel que
00;p; =} g true. Par conséquent, o(c; A o;p;) —} g true.

2. réécriture de contexte. La réécriture est de la forme:
(ei = t) Smr{(c; A ojp; = t), j€ T}

D’une part, puisque R est opérationnellement bien couvert, il existe un indice j dans
J tel que oo;p; —} g true. ;

D’autre part, par hypothése, nous avons o¢; —} p true;

oc; se réécrit dans le systéme inconditionnel en oc} et oc; est dans T(Fn-1);par
conséquent, oc; =pg g true;

par les propriétés de convertibilité hiérarchique et de consistance par rapport aux
booléens jusqu’au niveau n—1, oc} —} g true. Par conséquent, o(c; A 0;p;) =} g
true.

Dans les deux cas de réécriture, il existe un indice [ dans I’ensemble des termes contextuels
tel que si oc —H R true, oc —h g true. Par conséquent, ’ensemble des formes normales
contextuelles est encore complet a 1’étape k 4 1.

Puisque = H,R est ncethérienne, il existe un indice m tel que

Em = Emiy1 = EFNC((c :: t)),

ce qui achéve la preuve. O

Cohérence de deux EFNC

La cohérence de deux ensembles de formes normales contextuelles E; et E; est vérifiée
si pour tous termes contextuels (¢; :: t;) € Ey, et (¢  t;) € Ey, soit ¢; et ¢; sont syn-
taxiquement égaux, soit ¢; et ¢ sont opérationnellement mutuellement exclusifs. Comme
pour la propriété de bonne couverture, nous définissons deux concepts d’exclusion mutuelle
de contextes et nous obtenons une équivalence de ces deux concepts si le systéme possede
les propriétés de consistance et de convertibilité hiérarchique par rapport aux booléens.
Cette équivalence est obtenue par une preuve similaire que nous ne détaillerons pas.

Définition 3.25 Soient ¢, ¢’ deuz termes de T(F, X )p01, ¢ €t ¢’ sont algébriquement
mutuellement ezclusifs ssi

Vo € Subst(F), oc A oc =g false.

Remarque : Il est intéressant d’étudier des méthodes permettant de prouver la propriété
d’exclusion mutuelle par des techniques de preuve inductives comme c’est le cas pour
la propriété de bonne couverture. Le probléme étant indécidable, une solution serait de
définir des conditions suffisantes qui impliqueraient la propriété d’exclusion. Cette étude
est abordée dans le chapitre suivant dans un cadre spécifique.
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6 Exemples

Dans ce paragraphe, nous consacrons une premiére partie a la présentation du logiciel
REVEUR4 en mettant 'accent sur ses capacités et ses insuffisances. La seconde par-
tie comporte essentiellement des exemples de spécifications conditionnelles hiérarchiques.
Nous insistons sur deux aspects, I’aspect théorique afin d'illustrer nos résultats et ’aspect
technique dans lequel nous précisons comment sont résolues les difficultés dans REVEURA4.

6.1 REVEURA4

REVEURA est le logiciel d’implantation de la réécriture contextuelle hiérarchique a
deux niveaux. Il a été écrit & Nancy en CLU sur VAX et SUN3 sous le systéme UNIX. I a
été développé en utilisant un certain nombre de modules de REVE, logiciel d’implantation
de la réécriture classique, sans préconditions [74, 26], et il bénéficie par conséquent de la
méme souplesse quant & P’interface avec 'utilisateur. REVEURA4 n’a pas été étendu a un
nombre quelconque de niveaux de hiérarchie (supérieur & deux), en raison de I’évolution
ultérieure de nos travaux. En effet, nous avons par la suite abordé une approche différente
de la relation de réécriture conditionnelle, en considérant en particulier des systémes
décroissants. Ce choix est motivé par divers critéres que nous explicitons dans le chapitre
suivant et il a donné naissance au prototype RECOND.

Actuellement, REVEURA4 assume deux principales fonctions, la preuve de confluence
sur les termes clos en procédant si nécessaire, 3 une complétion du systéme et la preuve
d’égalité par réécriture contextuelle [105, 95, 9].

La spécification donnée en entrée 3 REVEURA est divisée en deux parties:

o la partie primitive est constituée de sortes et d’opérations primitives ainsi que d’équa-
tions primitives toutes inconditionnelles. Toutes les préconditions de régles doivent
étre définies dans cette partie.

e la partie supérieure introduit les nouvelles opérations. Seule cette partie comporte
des équations conditionnelles. Ces équations ont une précondition primitive et un
membre gauche qui contient au moins un nouveau symbole d’opération, encore appelé
opérateur conditionnel.

La déclaration des opérateurs primitifs et conditionnels est laissée & la charge de

P'utilisateur. Si celui-ci ne respecte pas les conditions de hiérarchie ci-dessus, REVEUR4
ne garantit plus la validité des résultats.

De méme, la spécification conditionnelle est supposée étre bien couverte et aucun test
de bonne couverture n’est effectué. La propriété de complétude suffisante quant 3 elle,
est vérifiée automatiquement a posteriori par REVEUR4, mais elle comporte a ’heure

actuelle des incorrections principalement parce que le typage des opérateurs n’est pas pris
en compte lors du test.

Une des principales caractéristiques de REVEUR4 est qu’il contient un codage du
systéme booléen de Hsiang dont la fonctionnalité premiere consiste i effectuer les preuves
des contextes et des préconditions de régles[43]. En effet, certains axiomes de la logique
propositionnelle ne peuvent pas étre orientés et notamment, I’axiome de commutativité du
connecteur de conjonction A. En utilisant les opérateurs A et + (qui est le OU exclusif),
Hsiang obtient le systeme BH suivant dont une particularité importante est qu'il est
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confluent et ncethérien modulo les axiomes de commutativité et d’associativité Ea 4 de A
et +. En particulier, toute formule propositionnelle a une forme normale unique dans ce
systéme.

Eng={z Ay=y Az,
gAYy A2)=(z ANy A 2
T +y=y + 3,
2+ (y+ 2)=(z +9) + 2};

BH = {z + z — false,

z + false -z,
Az —z,
A true — z,
A false — false,
ANy +2)=(zAy)+ (z A 2),
Vy—(z + (v + (z Ay
T YT + Yy + true,
g==y—(true + (z + (z A ¥))),
~z — (z + true)}.

8 8 8 8

8

Les ensembles BH et E, 4 sont en particulier essentiels pour traiter des prédicats que
Putilisateur déclare transitifs, réflexifs ou irréflexifs tels les prédicats d’ordre < et < ou
encore le prédicat d’équivalence <=>. La difficulté réside dans le fait que ces propriétés ne
sont pas traduisibles par des régles de réécriture sans éviter les problémes de terminaison.
REVEURA4 comporte a cet effet des procédures spécialisées permettant d’effectuer des
preuves de contextes en exploitant ce type d’information concernant les prédicats. Pour
la propriété de transitivité, la méthode utilisée dans REVEUR4 consiste & saturer une
proposition par toutes ses conséquences par transitivité. Si la proposition obtenue par
saturation comporte le littéral pr(z, z) ol pr est un prédicat quelconque, la procédure
remplace le terme pr(z, z) par true si le prédicat pr est réflexif, et par false dans le cas
contraire.

Exemple 3.9 Soit le prédicat < et soit la proposition
p=(z<y) A (y<z);
Puisque < est transitif, la procédure de saturation calcule, par fermeture transitive,
la proposition .
P=(z<y) A (y<2) A (z<2) A (y<y).

A présent, puisque < n’est pas réflexif, REVEUR4 délivre une forme normale pour p égale
a false. ©

Pour traiter le prédicat d’équivalence, REVEURA fait appel & des procédures de réduction
et de filtrage spécifiques, en utilisant un symbole d’opérateur particulier, noté £Q, dont
P’arité est variable. Toutefois, seule une forme restreinte d’équations comportant le prédicat
d’équivalence est permise. Par exemple, ’équation

EQ(a, b) = f(a) = f(b)

est valide dans I’algebre initiale, mais la méthode préconisée dans REVEURA4 échoue dans
cette preuve de validité.

Ces procédures spécifiques traitent certains exemples correctement. Cependant, ce sont
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des procédures ad-hoc et aucune théorie correcte et compléte n’est sous-jacente a leur
traitement.

6.2 Des exemples de preuve de confluence sur les termes clos

Dans chaque exemple qui suit, nous supposons que la spécification correspondante
comporte le systéme d’équations Ex 4 et le systéme de réécriture BH.

Exemple 3.10 Le premier exemple est une spécification a trois niveauz de hiérarchie et
spécifie le type ensemble. Nous montrons dans cet ezemple comment calculer un
ensemble de formes normales conteztuelles d’un c-terme.

Soit SP = (SPy, SP1, SP,) la spécification des ensembles;

SPy = (So, Fo, Ep);
So = {bool, ens, elem};
Fo = {true, false:— bool,
= :bool — bool, A :bool x bool — bool,
0:— elem, s:elem — elem,
= :elem X elem — bool,
@:— ens, U:ens X ens — ens};
Eog={(0 = 0)=true,
(0 = s(z)) = false,
(s(z) = 0) = false,
(s(z) = s(y))=(z = y)}.
SP = (%, A, E);
S51=50;
Fy = Fy @ {€ :elem X ens — bool} ;
Ei=Es®{z €0 = false,
(z = y)=>ye({z}Uu)=true
(e = y)=>ye({ziuvy)=yeu}

SP2 = (Sz, Fz, Eg),‘

S2 =515

Fy=F; ® {C:ens x ens — bool} ;

E; =FE, 0 {0 Cv=true,
rev=>({z}Uu)Cv=uCw,
~(z € v) = ({z} Uu) C v = false}.
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Remarque: Nous utilisons deux symboles d’égalité différents, le méta-symbole = pour
relier deux membres d’une méme équation et = qui représente 1’égalité dans la sorte elem.

Pour chaque ¢, 1 < 7 < 3, on obtient les regles de R; en orientant les équations de gauche
a droite.

Soit le terme t=({z}uu)C ({y}uv);

(true = t) = SHR (ze({ytuv) = uCc{y}tuv),

(true = t) Sgr(=(z € ({y}Uv) = false)

(true = z€ ({y}uv)) >gr((y = z)= true),

(true = z € ({y}uv)) >gr(~(y = z) = z €v).

Nous avons alors,

(true == ) Sgr((y = z) A true = uC ({y}uv)),
(true = t)Sgr(~(y = z) A (z€v) = vC ({y}Uv)),
(true :: t) Spr((y = 7) A ~true:: false),

(true = t) Spr(~(y = z) A ~(z €v) = false)}.

En utilisant le systéme BH , on obtient ’ensemble suivant de formes normales contextuelles
det:
EFNC(t) ={((y = z) = uC({y}Uv)),

(~y = z) A (z€v) = uC({y}uv)),

(~(y = z) A ~(z €v) = false)}. O

Exemple 3.11 Cet ezemple définit la fonction in fimum sur des éléments dont la sorte
est munie de prédicats d’ordre. L’intérét de cet ezemple est de présenter une preuve
par réécriture conteztuelle.

Soit SP = (SPy, SP1, SP;) la spécification de Uinfimum de deuz éléments;

Sh = (SO) Fy, EO);
So = {bool, elem};
Fy = {true, false:— bool,
-1 :bool — bool, A :bool X bool — bool,
0:— elem, s:elem — elem,
=, <, <:elem X elem — bool} ;
Eo={(0 = 0) =true,
(0 = s(z)) = false,
(s(z) = 0) = false,
(s(z) = s(y))=(=z = ),
(z<y) A (y<se)=(z=y),
(z<y) A (y < z)= false,
(z < y) A (y < z)= false}.

Remarque: A ce niveau, nous avons besoin de certains ariomes exprimant les prop-
riétés des prédicats utilisés, notamment la transitivité de < et < et la réflezivité de <.
Certains de ces aziomes tels que la transitivité, ne peuvent pas étre orientés. C’est
la raison pour laquelle nous utilisons dans REVEUR/, une méthode qui consiste a
construire la fermeture transitive (resp réflezive et transitive) de toute expression
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comportant un prédicat transitif (resp réflezif et transitif).
SPI = (317 FI, El);
51 = So;
Fy = Fo @ {infeq:elem x elem — bool} ;
Ey = Eo @ {(z < y) = infeq(z, y) = true,
(y < z)=>1infeq(z, y) = false}.
SPZ = (SZ’ F2a EZ):
Sg = Sl ;
F = F, @{inf :elem x elem — elem};
E; = E1 @ {infeq(z, y) = inf(z, y) =z,
~infeq(z, y) = inf(z, y) =y}.
Pour chaque i, 1 < i < 3, on obtient les régles de R; en orientant les équations de
E; de gauche a droite.

On se propose de prouver la propriété de commutativité de la fonction in fimum. Soit
I'équation in f(u, v) = inf(v, u). D’une part,

(true :: inf(u, v)) Sy g (infeq(u, v) = u),

(true :inf(u, v)) =g g (~infeq(u, v) = v);

et

(true :: infeq(u, v)) >gr (v < v & true),

(true = infeq(u, v)) >gr (v < u :: false);

alors

(true :: inf(u, v)) Sgr (< v) A true == u)

(true == inf(u, v)) Sgr((v < v) A false = u)

(true = inf(u, v)) Sgr(w<v) A ~true 2 v)

(true :: inf(u, v)) Sgr((v < u) A ~false = v).

En utilisant le systéme BH , on obtient I’ensemble suivant de formes normales contextuelles
du c-terme (true :: inf(u, v)):

EFNCi={(u<v = u), (v < v = v)}

D’autre part, puisque u et v ont des roles symétriques, ’ensemble de formes normales
contextuelles de (true :: inf(v, u)) est:
EFNCy={(v<u = v), (v < v == w)}

L’opérateur in f est commutatif si les ensembles EF NC, et EF NC, sont cohérents. Mon-
trons que cette cohérence est vérifie:

1. En utilisant la cinquiéme régle de Ro, I’équation
(u<v) A (W<u)=>u=2

devient
U = v=>U=D

qui est trivialement valide (voir la remarque qui suit).
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2. (u<v) A (u < v) = u=u est triviale puisque les deux membres de I’équation
sont syntaxiquement égaux.

3. Pour la méme raison, I’équation
(v <u)A@Luw=>v=0
est triviale.
4. en utilisant la derniére régle de Ry, I’équation
(v<uwyA(u<v)=v=1u

est triviale puisque les contextes (v < u) et (4 < v) sont opérationnellement
mutuellement exclusifs. ¢

Remarque: Il est important de souligner que I’utilisation du symbole d’égalité nécessite
certaines précautions. En effet, utiliser = dans une expression booléenne pourrait produire
des équations syntaxiquement incorrectes ; par exemple,

(s(2) =s(y)) =(z =)

C’est pourquoi nous introduisons un symbole spécifique =. A présent nous avons besoin
d’exprimer les relations qui peuvent exister entre = et =. Ceci est traduit pas les axiomes

T =y=>z=y et (z=z)=1true

La premiere régle étant conditionnelle, elle ne peut donc pas étre introduite dans Fy. A
cet effet, un traitement spécifique est effectué dans REVEUR4. Pour les mémes raisons,
dans [79], Pauteur montre que si on se place dans une approche de Log-algébres, i.e. si
on considére des algébres & deux booléens, ces axiomes suffisent & exprimer 1’égalité dans
une sorte quelconque.
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Exemple 3.12 Cet ezemple, inspiré de [35], est intéressant. En effet, D’une part, d’un
point de vue technique, il montre clairement le processus de complétion et d’autre
part, d’un point de vue théorique, il illustre le procédé utilisé pour faire des preuves
paramétrées.

Soit SP = (SPy, SP,) la spécification de la liste ordonnée d’entiers;

SPy = (S0, Fo, Eo);
So = {nat, list};
Fy = {true, false:— bool,
= :bool — bool, A :bool x bool — bool,
0:— nat, s:nat — nat,
<, <:nat X nat — bool,
emptyl : — list, cons:nat x list — list};

Eo = {0 =0 = true, 0 < 0 = true, 0 < 0= false,
0 = 3(z) = false, 0 < s(z) = true, 0 < 3(z) = true,
s(z) = 0 = false, s(z) < 0 = false, s(z) < 0 = false,

s(z)=s(y)=z=y, s(z)<s(y)=2<y, s(z)<s(y)=z<y,
(z<y) A (y < z)= false,
(z<y) vV (y < z)=true}.

5P = (81, R, BEy);

S1=50;

Fy = Fo @ {ordered :list — bool,
insert :nat X list — list};

E, = Ey @ {ordered(emptyl) = true,
ordered(cons(z, emptyl)) = true,
(z < y) = ordered(cons(z, cons(y, v))) = ordered(cons(y, u)),
(y < z)=> ordered(cons(z, cons(y, u))) = false,
insert(z, emptyl) = cons(z, emptyl),
(z < y) = insert(z, cons(y, u)) = cons(z, cons(y, w)),
(z < y)= insert(z, cons(y, u)) = cons(y, inseri(z, u)),
ordered(insert(z, u)) = ordered(u)}.

Pour i = 1, 2, on obtient les régles de R; en orientant les équations de E; de gauche
a droite.
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Lorsque nous exécutons la procédure de Knuth-Bendix sur cet exemple, le systéme initial
est complété par 'ajout de la regle:

(y < ) => ordered(cons(y, insert(z, u))) — ordered(cons(y, u)).

Le systéeme est confluent sur les termes clos et nous pouvons alors établir la validité
inductive de I’équation :

ordered(insert(z, u)) = ordered(u). ©

Remarque: Cet exemple constitue une instanciation de spécification. La spécification
paramétrée correspondante ne contient ni les constructeurs 0 et s ni les définitions de
=, < et < sur 0 et s. Elle est construite & partir d’un type elem muni de prédicats
d’ordre. Sous sa forme paramétrée, 'exemple tourne sur REVEURA et on effectue alors une
preuve de confluence paramétrée sur les termes clos. Des résultats similaires peuvent étre
trouvés dans [35]. Ganzinger présente une procédure de complétion des spécifications con-
ditionnelles équationnelles, oli les préconditions sont sous forme de conjonctions d’égalités.
L’auteur propose une application aux spécifications paramétrées qui est néanmoins com-
plexe & réaliser en pratique. En effet, ses résultats nécessitent des conditions de consistance
et de complétude des spécifications paramétrées. Nos préoccupations se rejoignent quant
3 la formalisation de ces résultats dans le modéle paramétré.

Chapitre 3. Les spécifications conditionnelles hiérarchiques.



122

Exemple 8.13 Le dernier ezemple définit la spécification du type pile qui comporte
des constantes d’erreur, errs et erre, représentant respectivement la pile erreur et

P’élément erreur.

Soit SP = (SPy, SPy) la spécification de la pile avec erreurs;
SPy = (S0, Fo, Eo);
So = {pile, elem},
Fy = {true, false:— bool,
= :bool — bool, A :bool x bool — bool,
errs , pile—vide : — pile, erre: — elem,
push : pile X elem — pile,
defs :pile — bool, defe:elem — bool} ; ;
Eo = {push(errs, z) = errs, push(u, erre) = errs, N
de f s(pile—vide) = true,
defs(push(u, z)) =defs(u) A defe(z),
defs(errs) = false}.

SP1=(Sl, Fl) El)} ,,,,, .
S1 = 5o;
Fy, = Fo ® {pop : pile — pile, top:pile — elem, is—empty :pile — bool} ;
Ey = Eg® {defs(u) A defe(z) = pop(push(u, z)) = u,

defs(u) A defe(z) = top(push(u, z)) =z,

is—empty(pile—vide) = true,

defs(u) A defe(z) = is—empty(push(u, z)) = false,

top(errs) = erre,

pop(errs) = errs,

is—empty(errs) = false,

pop(pile—vide) = errs,

top(pile—vide) = erre}.
Pour i = 1, 2, on obtient les régles de R; en orientant les équations de E; de gauche
a droite.

Il est intéressant de noter que cet exemple n’est pas bien couvert. Dans ce cas, ceci ne
porte pas a conséquence car les équations non bien couvertes ne sont utilisées ni pour
normaliser, ni pour calculer des paires critiques. La procédure de Knuth-Bendix prouve
I’équation suivante qui est la duale de la derniére équation de Ry,

defe(erre) = false. O
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7 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre une méthode effective de preuve de confluence sur
les termes clos des systémes de réécriture conditionnelle hiérarchique. Le cadre hiérarchique
dans lequel nous nous sommes placée impose des restrictions quant & la définition d’une
spécification et de ce fait, la souplesse d’utilisation d’un tel type de systémes est altérée.
Néanmoins, la hiérarchie constitue un cadre pratique pour définir des spécifications volu-
mineuses. D’autre part, le test de confluence sur les termes clos est plus simple & mettre
en pratique et la vérification est effectuée de fagon modulaire, par niveaux successifs de
hiérarchie.

Nous avons par ailleurs caractérisé la propriété de consistance d’une spécification con-
ditionnelle hiérarchique par rapport i la sorte booléenne. Cette consistance est essentielle
dans toute approche avec booléens, dans laquelle une spécification conditionnelle a ses
équations définies & partir de préconditions de sorte booléenne. L’existence d’une algébre
initiale fidéle par rapport aux booléens est alors garantie, si la spécification est consis-
tante et complete, au sens de la relation hiérarchique — g R, par rapport aux booléens.
Cette propriété de complétude est acquise dés que la complétude suffisante hiérarchique
est vérifiée dans la spécification toute entiere, puisqu’elle en est un cas particulier. Des
conditions suffisantes sont établies pour obtenir une méthode effective pour tester cette
propriété. Ces conditions sont cependant encore trop restrictives et il serait intéressant de
les assouplir a ’avenir.

La propriété de confluence a également été étudiée par Ganzinger [35] et un résultat
de confluence sur les termes clos a été établi par ’auteur dans les systémes de réécriture
réducteurs, qui constituent une classe plus large que celle des systémes hiérarchiques. Les
préconditions de régles ont une forme équationnelle: AL, t; = &, t. € {true, false}.
L’auteur utilise une forme de réécriture contextuelle qui differe de celle utilisée dans ce
travail. En effet, cette relation est définie de telle facon que I’applicabilité d’une régle soit
inférée a partir d’un ensemble C' d’hypothéses de convergence et de 'ensemble de toutes
les assertions de convergence dérivées par cloture réflexive et symétrique et par cloture
par congruence de C. Elle est en réalité définie sur le méme principe que la réduction
récursive, la justification étant effectuée de facon plus souple puisqu’il est alors possible
d’utiliser les assertions auxiliaires de C.

La preuve de convergence des paires critiques que le test de confluence effectue utilise une
notion de bonne couverture exprimée par des prédicats de recouvrement et des assertions
négatives. Ces prédicats sont des théorémes inductifs du modéle initial de la spécification
dont la validité est justifiée par des techniques de preuve indépendantes. Ces prédicats sont
de deux formes, les prédicats de recouvrement, nécessaires pour éclater une paire critique
en deux nouvelles équations et les assertions négatives, utiles pour prouver 'insatisfiabilité
d’un contexte.

Ganzinger propose par ailleurs une application de son algorithme de confluence sur les
termes clos aux spécifications paramétrées, & condition que la spécification paramétrée
soit consistante et suffisamment compléte. La complétude suffisante est en effet utile
d’une part, pour justifier I’éclatement de la paire critique et d’autre part, combinée a
la consistance, pour prouver que les paires critiques entre les régles du paramétre actuel
restent convergentes aprés le passage de parameétres. Cependant, ’auteur ne propose
aucune méthode pour tester la consistance et la complétude suffisante d’une spécification
conditionnelle. Dans[35], il ne se penche pas non plus sur les problemes de fidélité par
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rapport a la sorte booléenne, que nous avons caractérisés dans ce présent travail par les
propriétés de consistance et de complétude par rapport aux booléens.

Divers problémes restent & résoudre dans le domaine de la réécriture conditionnelle. Ils
consistent principalement 3 intégrer I’utilisation de formules du premier ordre, indispensa-
bles pour traiter les contextes et effectuer des preuves inductives au niveau inconditionnel.
Ces preuves sont effectuées 3 1’aide d’assertions additionnelles qui peuvent &tre justifiées
par des méthodes indépendantes. De plus, ces assertions constituent des parametres de
la spécification conditionnelle considérée et leur utilisation est a ’heure actuelle encore
empirique et non-déterministe.

Une autre perspective de recherche est d’étudier les conditions d’applicabilité du thé-
oréme de confluence sur les termes clos pour les autres types de relations hiérarchiques
que nous avons présentés. Il serait intéressant d’explorer cette voie de recherche car ces
relations ont une portée d’utilisation plus étendue que celle que nous avons étudiée dans
ce travail.

Le théoréme principal de confluence sur les termes clos que nous avons établi dans ce
présent chapitre nécessite cependant pour sa validité de vérifier des propriétés relativement
restrictives. Ceci est principalement di 4 la complexité du cadre conditionnel. Nous avons
par la suite voulu assouplir ces conditions d’applicabilité en considérant essentiellement
une classe plus large de systémes de réécriture conditionnelle et une forme plus souple du
processus de simplification. Ceci nous a amenée & établir un second test de confluence,
différent sous plusieurs aspects de celui présenté dans ce chapitre. Ce test constitue le
résultat central du chapitre qui suit.
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Chapitre 4

Une preuve de confluence sur les
termes clos fondée sur le
raisonnement par cas.

1 Introduction

Ce chapitre est consacré 3 ’étude de la preuve de confluence sur les termes clos fondée
sur un processus de réécriture spécifique. L’étude que nous entreprenons vient conforter
une voie de recherche proposée par Kaplan et Rémy dans [58] ol les auteurs suggérent d’une
part, de combiner leurs approches respectives en formalisant le processus de réécriture
contextuelle dans les systémes réducteurs et d’autre part, d’intégrer un raisonnement par
cas dont la formule est plus souple que celle définie dans le chapitre 3. Pour présenter
cette preuve de confluence, nous utilisons le formalisme des régles d’inférence introduit par
Bachmair, Dershowitz et Hsiang[2]. Ce formalisme est utile pour présenter les concepts
clés développés dans nos travaux.

Nous considérons une classe de systémes de réécriture conditionnelle plus générale que
celle des systémes réducteurs. Ce sont les systémes dits décroissants définis au chapitrel,
page 32. Dans ces systémes, le membre gauche d’une régle conditionnelle est plus grand
que le membre droit, et que la précondition correspondants, la premiére comparaison se
faisant en utilisant un ordre de réduction et la seconde en utilisant une extension de cet

ordre qui contient 'ordre de sous-terme strict. Cette approche est celle de Dershowitz et
Okada[19].

La confluence sur les termes clos d’un systéme de réécriture conditionnelle R est vérifiée
dés lors que toutes les paires critiques contextuelles calculées entre les regles de R sont
convergentes sur les termes clos. Cette convergence est testée par une méthode spécifique
relativement aisée a mettre en ceuvre. Pour chaque paire critique C = M = N, le
traitement est le suivant :si la paire critique vérifie certains critéres (que nous spécifierons
et justifierons dans notre résultat principal), elle est convergente sur les termes clos. Dans
le cas contraire, il s’agit de simplifier C = M = N en lui appliquant successivement
une ou plusieurs regles d’inférence et de tester aprés chaque simplification, la convergence
des équations nouvelles. Ces regles de simplification sont fondées sur le processus du
raisonnement par cas dont le principe est que la simplification d’un terme s’accompagne de
Penrichissement de son contexte par la condition d’applicabilité de la régle simplificatrice.
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La validité d’un contexte plus riche est ainsi plus souvent facile  vérifier dans le sens ol ce
contexte contient plus d’informations que le contexte initial. De plus, la simplification a la
particularité d’opérer aussi bien sur la conséquence que sur la condition de la paire critique,
augmentant ainsi la puissance du test de convergence, notamment en ce qui concerne les
paires critiques non-décroissantes.

Le plan de ce chapitre s’articule comme suit :le premier paragraphe introduit une nou-
velle forme de réécriture contextuelle définie a partir du raisonnement par cas. Nous
insistons particulierement sur I'importance de ce processus de réécriture et nous mettons
en évidence les problémes de terminaison qu’il peut poser, principalement diis 3 la branche
complémentaire de réécriture qui produit un schéma classique de dérivation cyclique si ’on
omet de prendre certaines précautions. La partie qui suit présente, sous forme de régles
d’inférence, le processus de simplification contextuelle utilisé pour vérifier la convergence
sur les termes clos des paires critiques contextuelles. Les régles d’inférence sont principale-
ment partagées en deux groupes, les régles de base, et les régles simplificatrices qui agissent
uniquement sur des équations. Dans le paragraphe suivant, nous établissons le théoreme
principal de confluence sur les termes clos des systémes de réécriture décroissants, dans
lesquels, les constantes de vérité true et false sont irréductibles. Ce théoréme permet
par ailleurs de vérifier que la spécification correspondante est consistante par rapport aux
booléens, i.e. que les deux valeurs de vérité sont distinctes. La derniére partie illus-
tre par des exemples le fonctionnement du test de confluence sur les termes clos. Elle
présente par ailleurs une comparaison entre ’étude théorique élaborée dans ce chapitre
et les résultats hiérarchiques du chapitre précédent. Les travaux sont en effet différents
en un certain nombre de points concernant essentiellement une plus grande souplesse du
processus de raisonnement par cas utilisé et une classe plus large de systémes de réécriture
conditionnelle.
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2 Réécriture contextuelle et raisonnement par cas

2.1 Concepts conditionnels

Nous étudions dans ce chapitre les équations conditionnelles de la forme p = g = d ol
p est une conjonction d’équations booléennes (ou C EB) de la forme

Viin[l...n), AL, pi = pl, pi € {true, false}

p; est un littéral de la forme #(¢y,..., ;). Dans tout ce qui suit, p est noté sous la forme
p.

Notre objectif est d’établir une méthode de preuve de confluence sur les termes clos
fondée sur le raisonnement par cas. Pour ce faire, nous visons & obtenir des systémes de
réécriture conditionnelle ol les équations sont orientées afin de rendre leur utilisation plus
déterministe. Nous supposons de plus, que tout systéme de réécriture conditionnelle R
satisfait les hypothéses suivantes:

e pour toute régle de réécriture § = g — d, les ensembles Var(d) et Var(p) sont
contenus dans Var(g).
Var(p) correspond & ’ensemble U™, {Var(p:)}.

e si = g — d est dans R, alors g ne contient aucun des connecteurs logiques A, V
et .

Remarque : Imposer que le membre gauche d’une régle conditionnelle quelconque ne con-
tienne aucun des connecteurs logiques A, V et — est dii & la raison suivante, ces symboles
de fonction sont prédéfinis dans toute spécification booléenne par leur table de vérité et
leur signification ne doit en aucun cas étre susceptible d’étre altérée. Cette restriction est
étroitement liée a la propriété de fidélité par rapport aux booléens.

Nous reprenons dans cette partie les notations adaptées dans le second chapitre de
ce document en ce qui concerne les préconditions de régles. Nous utilisons précisément
les constantes T'T et F'F et la notation de CEB pour faciliter ’écriture dans certaines
situations.

L’avantage de focaliser notre étude sur des préconditions booléennes sous forme de

CEB est que nous disposons, pour cette forme de préconditions, de différentes heuris-
tiques qui permettent de prouver l'insatisfiabilité d’un contexte. Notre objectif consiste
en particulier, 3 mettre en évidence 'importance des booléens dans les spécifications condi-
tionnelles et 3 établir de fagon précise des conditions qui garantissent que I’algébre initiale
correspondante a la spécification conditionnelle est isomorphe & ’ensemble
({bool}, {true, false}, 8). On dira alors que ladite spécification est fidéle par rapport
aux booléens.
Nous choisissons de travailler avec des systémes de réécriture décroissants tels qu’ils ont
été décrits par Dershowitz et Okada (voir chapitre 1, def 1.35). Ces systémes sont une
généralisation des systémes réducteurs et simplifiants, mais n’introduisent cependant pas
une généralité excessive [21] et permettent donc d’établir les preuves nécessaires. Une
autre particularité de ce travail est que I'on adopte un processus de réécriture appelé
réécriture contextuelle. Ce processus est mieux adapté & la preuve d’équations condition-
nelles;il introduit les notions de contexte et de terme contextuel et il se distingue sous
trois aspects:
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1. La réécriture dans un contexte. Elle consiste & réécrire ¢ en t’ moyennant la validité
d’un certain contexte ¢. Cet aspect exprime en effet, de fagon fidéle le principe du
raisonnement conditionnel.

2. La réécriture du contexte. Le contexte étant lui-méme un terme, il est possible de
le réécrire, et par la-méme de faciliter la preuve de convergence des paires critiques
et de simplifier les preuves du premier ordre.

3. Le raisonnement par cas. Il s’agit de réécrire ¢ en différents termes ¢y,..., iy,
chacune de ces réductions étant respectivement valide dans les contextes ¢y,..., Ca.
Le raisonnement par cas est performant en particulier pour prouver la convergence
d’une paire critique contextuelle C => M = N. En effet, le contexte C est partitionné
en sous-cas qui forment de nouveaux contextes dont les preuves sont souvent plus
simples a établir.

L’utilisation de chacun de ces trois aspects dépend de la classe d’algébres considérée. Le
choix de cette classe d’algébres est particuliérement important pour justifier la validité du
raisonnement par cas.

Remarque : Les systémes que nous définissons dans ce chapitre utilisent des préconditions
dont la forme syntaxique est spécifique. Dans ces systémes, il est naturel de considérer que
les constantes irue et false sont plus petites dans la précédence, que tout autre opérateur
de la signature. Formellement, on suppose que I’assertion suivante est toujours vérifiée:

Vt € T(F)poor tel que t # true, false, t > true, false

Proposition 4.1 Soit R un systéme de réécriture décroissant, soient > une eztension
d’un ordre de réduction > qui posséde la propriété de sous-terme propre (voir déf
1.35), et > son extension auz multi-ensembles;
pour toute CEB, € de la forme A, ¢; = ¢

Vie[l...n], t > Cssit> ¢
st pour tout terme clost tel que t # true, false, t > true, false.

Preuve: par définition, ¢ > AL, ¢; = ¢; ssi pour tout ¢ dans [1...n], t > ¢; et t > cl.
La preuve est alors immédiate puisque tout terme clos distinct de true et false est plus
grand par 'ordre > que true et false. La seconde comparaison est par conséquent toujours
vérifiée.

On peut voir 'opérateur de conjonction A comme un opérateur d’union sur les multi-
ensembles, et voir une CEB, ¢ comme un multi-ensemble de la forme

€= {cl = cll’ G2 = c;lv", Cn = C:L}
Cette extension, par définition, valide ’assertion suivante:
o =l - ! — - ! " —
VC,C,C”, C»»C AC"ssiCs»(C et C»C?7.
Par ailleurs, une propriété importante de I'ordre > est qu’il est aussi un ordre de

réduction, puiqu’il est une extension d’un ordre de réduction (voir [18]).

Une particularité de ce travail est qu’il introduit le raisonnement par cas dans le pro-
cessus de réécriture conditionnelle. Dans une étape intermédiaire, le raisonnement par cas
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a été étudié dans un premier temps en faisant ’hypothése que le systéme considéré est bien
couvert (voir chapitre 3). La propriété de bonne couverture assure que toute réécriture
d’un terme contextuel est compléte, en imposant que pour tout sous-ensemble maximal

de regles de la forme {p; = g — d;, i € I} dans R, et pour toute substitution close o, la
condition

(**) Viel af)’,- =R TT

soit satisfaite. Toutefois, cette approche impose des restrictions syntaxiques pour définir
un symbole de fonction. De plus, la condition (#*) n’est pas méme toujours préservée
au cours du processus de complétion car le calcul des paires critiques ajoute de nouvelles
regles au systéme de réécriture. Pour ce qui concerne ce travail, nous ne faisons aucune
hypothése de bonne couverture du systéme initial ; nous définissons plutdt un processus de
réécriture contextuelle complet appelé raisonnement par cas. Ce processus est traduit par
la suite par des régles d’inférence.

Nos résultats, dans ce chapitre, se basent également sur la relation de réécriture con-
textuelle telle qu’elle a été définie dans le chapitre précédent. Rappelons que cette relation
est définie sur des termes accompagnés d’une précondition booléenne et appelés termes
contextuels. De plus, il est possible de réécrire aussi bien le terme que son contexte
d’une fagon similaire. Plus formellement, (€ :: s) Spg (_c" A op :: t) s'il existe une réegle
P => g — d dans R, une substitution o et

l -
e soit une occurrence u de t telles que t/, = og, ' = t[u « od, T =G,

. - — !
* soit une occurrence w de a avec &= (@ = a’) A ¢ ” telles que ay, =09, ' =1, ¢ =
— n
(afw —od]=a") A ¢ ™.

2.2 Le raisonnement par cas

Notre objectif est d’établir une preuve de confluence sur les termes clos des systemes
de réécriture conditionnelle. Cette preuve nécessite d’effectuer des preuves sur les termes
clos. Cette sorte de preuve est particulidrement intéressante en programmation logique
et dans un cadre de spécification algébrique. Le test de confluence comporte des regles
de simplification d’équations, dans lesquelles une composante quelconque d’une équation,
c’est-a-dire soit un des termes de sa conséquence, soit sa précondition, peut &tre simplifiée.
Cette simplification est caractérisée par:

1. la réécriture contextuelle:plutdt que de vérifier la validité de la précondition ins-
tanciée avant d’appliquer la régle, la réécriture contextuelle consiste a ajouter cette
instanciation au contexte initial. Ce processus de réécriture est étudié dans les
chapitres précédents.

2. la réécriture 3 une certaine occurrence par une seule régle du systéme. En réalite,
nous avons trois possibilités de réécrire un terme. La premiére, que nous avons
choisi d’étudier, consiste 3 utiliser une seule régle & une occurrence donnée, ce qui
est schématisé par la regle d’inférence suivante:

¢ = slog)
¢ A op= s[od]
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ssi il existe une regle § = g — d dans R, une occurrence u et une substitution ¢
telles que s/, = og.

—

La seconde possibilité utilise un paquet de régles partageant le méme membre gauche
et elle consiste a réécrire le terme  une seule et méme occurrence
€= slog]
EAop = slody],...,EA 0P, = s[od,]

ssi il existe un sous-ensemble maximal de régles dans R de la forme {f; =
g — d;, © € I}, une occurrence u et une substitution o tels que s/, = og.

Enfin, la troisiéme possibilité de réécrire un terme considére toutes les régles pouvant
réécrire ce terme, 3 toutes les occurrences possibles, sans aucune distinction :
C=> s
CAO1P1 = 81,...,CA Onp = Sn

ssi pour toute regle p; = g; — d; dans R pour laquelle il existe une occurrence
u; et une substitution o; telles que s fu; = 0igi, alors 8; = slu; — o;d;].

Nous avons choisi dans notre étude, d’adapter la premiére solution. Nous ne pensons
pas que, dans un contexte logique, les trois méthodes soient différentes. Cependant,
la différence peut étre primordiale d’un point de vue opérationnel et pour des raisons
d’efficacité.

3. Le troisiéme intérét est I'introduction du cas complémentaire. En effet, contraire-
ment a notre approche du chapitre 3, afin d’éviter I’hypothése de bonne couverture
du systéme, a partir de la simplification de 1’'une des composantes d’une équation
conditionnelle = g = d (i.e. de sa précondition ou d’une partie de sa conséquence),
nous remplagons f = g = d par une nouvelle équation et nous lui ajoutons un ensem-
ble d’équations. Cet ensemble, dont la conséquence est identique i celle de 1’équation
simplifiée, correspond au complémentaire du résultat de la simplification. De cette
maniere, nous garantissons que le nouveau paquet d’équations obtenues a la disjonc-

tion de ses contextes équivalente & true. Cette branche de réécriture est appelée cas
complémentaire.

Considérer la branche complémentaire de réécriture a également été étudié par
Navarro[79]. Toutefois, I'auteur travaille sur des termes contextuels et réécrit un
terme quelconque en utilisant toutes les possibilités dans la partie terme et dans la
partie contexte. De plus, dans ses travaux, Navarro n’aborde pas les problémes de
terminaison inhérents a la définition de la branche complémentaire ni ceux posés
par la relation de réécriture contextuelle. Ses résultats sont valides dans un cadre
algébrique et aucune méthode de calculabilité n’est fournie par I’auteur.

Explicitons dans un premier temps ce processus sur un exemple simple:
Exemple 4.1 Soit le systéme de réécriture R contenant les régles suivantes:

a=1true =1 —ry,
b=1true A c=true=>1-—ry

et supposons qu’da loccurrence u de M, M /u = Tl. La simplification est comme suit :
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%

a=true=> M'=N a= false=>M=N

%
%

a=false A\b=trueAc=true=> M" =N a=false Ac= false => M = N

Y
a= false Nb= false => M = N
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ot M' = M[u « 111] et M” = M{u « 7r3]. Les branches marquées du symbole %
sont celles qui correspondent au cas de réécriture complémentaire.

a = false est le résultat du calcul de l’ezpression —(a = true), b = false V ¢ = false
celui du calcul de lezpression =(c = true A b = true) et 'équation b = false V ¢ =
false = M = N est éclatée en deuz. ©

Remarque : Comme on peut le voir sur cet exemple, la branche complémentaire engendre
en général, non pas une seule nouvelle équation, mais un ensemble de nouvelles équations.
Ceci n’est pas surprenant puisque, de la négation d’une conjonction de contextes résulte
une disjonction de nouveaux contextes.

Mise en forme canonique du contexte

L’exemple ci-dessus suscite une remarque importante. En effet, des regles addition-
nelles de mise en forme canonique du contexte sont nécessaires afin de s’assurer que les
préconditions appartiennent toujours au langage fixé. Ces régles sont d’un autre type et
nécessitent d’utiliser de nouveaux axiomes. La forme canonique n’est effectivement plus
garantie notamment lorsque nous simplifions une précondition par une régle de réécriture
dont le membre droit comporte un connecteur logique.

Considérons par exemple la régle p — g A r et supposons que I'on veuille simpli-
fier ’équation p = true = ¢ = d;le résultat de la simplification produit I’équation
(gA 1) = true = g = d, encore équivalente & I’équation

g =true A r=true = g=d.

Supposons encore que I’on veuille calculer le complémentaire de ’expression q; = true A gz =
false. Alors

(g1 = true A g2 = false) = (q1 = false) V (g2 = true).

Pour obtenir des contextes sous la forme souhaitée, i.e. sous forme de conjonction d’équa-
tions booléennes, nous avons eu recours i des régles de transformation que nous appelons
regles de mise en forme canonique du contexte. Ces régles mettent principalement en jeu
les axiomes de distributivité de — par rapport & A:

St =t A A=t =t =t) VoV (e =)
et les axiomes d’élimination du symbole de négation:
=(t = true) = (t = false), ~(t = false) = (t = true).
Par la branche complémentaire, nous obtenons donc un ensemble de nouvelles équations.

PA-(ly=tiA. .. Aty,=1)=>g=d
PAREL =t V... Vata=t)]=>g=d

C’est la raison pour laquelle, dans ’écriture des régles d’inférence présentées ci-apreés, ce
cas se traduit par obtention de plusieurs équations en utilisant la régle d’éclatement
suivante:
PAGL =8 V.. Vt,=8)=>g=d
PAt =t = g=d,...,PAt, =t =>g=4d
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ol pour tout terme booléen t € {true, false}, T = true si t = false et t = false si
t = true.

La regle d’élimination du symbole de négation - est correcte puisque nous travaillons sur
des algebres dont le support booléen est isomorphe & I’ensemble {true, false} et que ces
deux constantes sont complémentaires.

Avant de présenter formellement les régles d’inférence, nous nous proposons d’illustrer par
un exemple le processus de simplification.

Exemple 4.2 Soit R un systéme de réécriture constitué des régles suivantes:

{a1(z,y) = true = f(z,y) = k1(2,9), @(z,y) = true = f(z,y) — ka(z,y)}

z, y, 4, v sont des variables.
L’équation p(u,v) = true = g(f(u,v)) = d(u,v) peut étre simplifiée par R et nous
obtenons l'ensemble :

{p(u,v) = true A q1(u,v) = true = g(k1(u,v)) = d(u,v),

p(u,v) =true A q1(u,v) = false A go(u,v) = true = g(kz(u,v)) = d(u,v),

p(u,v) = true A qi(u,v) = false A ga(u,v) = false = g(f(u,v)) = d(u,v)}
<O

2.3 Traitement de la branche complémentaire

Il est important de noter que le cas complémentaire de réécriture pose un probleme
de terminaison. En effet, lorsque nous simplifions par exemple le terme g de I’équation
P=>g=dparlareglet; =t{ A ... A t, =1t = | > r aloccurrence w avec la
substitution 7, nous obtenons, par le cas complémentaire, un ensemble d’équations plus
simples de la forme

PAti=t.=g=d, i=1,...n

1l est alors possible d’appliquer de nouveau la méme régle sur le méme terme pour simplifier
cette équation et de cette fagon, nous obtenons une chaine infinie de réductions. Dans le
but d’éviter cette situation, nous préconisons la solution suivante:il s’agit de mémoriser
pour chaque terme, un ensemble de radicaux correspondant aux réductions possibles sur
ce terme. Formellement, pour un terme ¢ quelconque,

R(t) = {(3, a, p) tel qu’il existe f=>a—A€ER, vet pa= t/u}-

Par conséquent, on mémorise le membre gauche et la précondition de toute régle sus-
ceptible de simplifier le terme, ainsi que la substitution correspondante. Contrairement
au cadre inconditionnel, il est nécessaire dans notre cas de mémoriser la précondition,
puisque le membre gauche d’une régle conditionnelle ne permet pas de la distinguer de
fagon unique.

A toute composante d’une équation, est associé 'ensemble de ses radicaux. Un radical
(8, e, p) est supprimé de R(t) si ¢ a fait Pobjet d’'une simplification par une regle de
membre gauche o et de précondition §, avec la substitution p.

De cette maniére, si ’équation 7 = g = d est simplifiée dans g par la regle AL, & =
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ti = | — r, les équations {f A #; = &} = g = d}*,, engendrées par la branche
complémentaire, voient toutes I’ensemble des redex de leur terme g diminué de la com-
posante (AL, t; = t}, [, 7) ol T est la substitution utilisée au cours de la simplification.
Ainsi, on s’interdit d’utiliser une seconde fois la méme régle et la méme substitution pour
simplifier le terme g dans cette équation puisqu’alors, le radical (A%t = &}, I, 7) ne
figure plus dans R(g).

Il s’agit par conséquent au niveau du contrdle pour la branche complémentaire, de modifier
'ensemble de radicaux du terme qui a fait 'objet d’une réduction dans les autres branches,
en lui 6tant le radical correspondant  la réduction.

Le traitement consiste & manipuler une structure de données liée a chaque composante ¢
d’une équation, constituée d’un ensemble de triplets et notée R(t). L’ensemble R(2) est
appelé ensemble des radicaux de t. Il est modifié chaque fois que le terme ¢ est simplifié.
Bien siir, le contenu de ’ensemble ®(¢) dépend fortement de I'histoire du terme ¢ et par
conséquent, de ’histoire de I’équation dans laquelle il figure. Cette association entre le
terme et son ensemble de redex est notée R(t) o t.

Remarque: Les termes true et false n’ont pas de radicaux puisqu’ils sont irréductibles
dans R. Par conséquent, puisque nous manipulons des CEB de la forme A%, ¢; = ¢, dans
lesquelles les ¢; sont dans {irue, false}, on convient d’omettre les ensembles de radicaux
des termes c.

Exemple 4.3 Soit le systéme de réécriture suivant :

R= p=1true AN g=true=>a—c¢, ™
"] p= false=>a—d T2

Notons By et B, les préconditions respectives des deuz régles de R. Considérons
Péquation e : f(a) = b et calculons les ensembles de redez de ses deuz termes.

R(f(a) = {(B1, a, Zd), (B2, a, Td)}, R(b) =@
ot Zd est la substitution identité.
La simplification de e par ry engendre les équations suivantes: ~
1. Qop=trueAPoq =true = 0o f(c)=0ob,
2. Dop= false = {(Bs, a, Zd)} o f(a) = Dob,
3. Doq = false = {(Ba, a, Zd)} o f(a) = Dob.

De nouveau, il est possible de simplifier les deur derniéres équations par ry, ce qui
donne les deuz schémas de réduction suivants:
Simplification de la seconde équation :

1. Dop = false = Qo f(d) =B ob,

2. Qop= false ANQop=true = Bo f(a) =B ob,
qut est triviale car son contezte est insatisfiable.

Simplification de la troisiéme équation :
1. Doq = false AQop = false = o f(d) = Dob et
2. 0oq= false ADop=true=> 0o f(a)=0ob
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Résumons & présent la situation :les quatre équations non-triviales obtenues aprés
simplification de e par R sont comme suit:

1. op=trueADoqg=true = 0o f(c)=0ob,

2. Qop= false = o f(d) =00b,

3. Dog= false ABop = false=> 0o f(d)=0ob et
4. Dog= false AQop=true = 0o f(a)=0ob

On dit que ces quatre équations conditionnelles sont des formes contextuellement
simplifiées de f(a) = b (que Uon peut encore écrire TT :: f(a) = b). O

Remarque : Notons qu’avec le type de contrdle que nous avons adopté, on s’interdit
également de réduire le méme terme & une occurrence différente s'il s’agit de le réduire
avec la méme régle et la méme substitution. En effet, cela aurait pour effet d’engendrer
des branches triviales. Examinons ce cas 3 titre d’exemple:

Exemple 4.4 Soit R constitué de la seule régle r :p = true = m — n et soit I’équation
e :R(f(m,m)) o f(m, m) = R(a)oa;

Calculons ensemble R(f(m,m)) = {(p = true,m,Zd)}.

Le membre gauche de e est simplifiable par v auz occurrences 1 et 2. Simplifions dans
un premier temps ce terme a l’occurrence 1; nous obtenons les équations suivantes:
1. R(p)op = true = R(f(n,m))o f(n,m) = R(a)oa
0it R(p) = 0, R(f(n,m)) = {(p = true,m,Td)} et R(a) = 0.
Cette équation est de nouveau simplifiable et produit:
(a) R(p) op = true = R(f(n,n)) o f(n,n) = R(a) o0
ou R(p) =0, R(f(n,n)) =0 et R(a) = 0.
(b) R(p) o p = true AR(p) op = false = R'(f(n,m))o f(n,m) = R(a)oa
qui est triviale. On peut remarquer de plus que R'(f(n,m)) = 0.
2. R(p)op = false = R'(f(m,m)) o f(m,m) = R(a) oaq,
o R'(f(m,m)) =0, R(p) =0 et R(a) = 0.
Montrons que la prise en compte de Uoccurrence de simplification est inutile.
Cette équation est en effet de nouveau simplifiable mais cette fois, & l'occurrence

2. Montrons que cette simplification ne produit que des équations inutiles. La
premiére est triviale :

e R(p)op= false AR(p) o p = true = R(f(m,n))o f(m,n) = R(a)oa
e et la seconde est redondante :
R(p)op = false AR(p)op = false = R”(f(m,m))o f(m,m) = R(a)oa

FEn conclusion, les deux formes conteztuellement simplifiées de e sont :
1. R(p) op = true = R(f(n, n))o f(n, n) = R(a)oa
2. R(p)op = false = R(f(m, m))o f(m, m) = R(a)oa

o

Illustrons encore le traitement de la branche complémentaire sur un exemple:
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Exemple 4.5 Soit R le systéme de réécriture constitué de la seule régle
q = lrue => m — n,

et soit I’équation f(m) = a.

{(qg = true,m,Id)} o f(m) = B oa est simplifiable par R de la maniére suivante:
1. Pog=true=>0o f(n)=0oa et
2. 0oq = false > Qo f(m)=0oa

Puisque pour la seconde équation, I’ensemble de redez du terme f(m) est vide, cect
assure la terminaison de la branche complémentaire.

3 Regles d’inférence du test de confluence

Dans cette partie, nous présentons en premier lieu les régles de simplification (ou régles
destructrices). Les régles de base sont données ultérieurement. Ces régles simplificatrices
agissent uniquement sur des équations. Elles ont pour objectif de tester la convergence
des paires critiques engendrées par les régles du systéme et peuvent opérer sur toutes les
composantes de I’équation.

3.1 Regles de simplification
Regles d’inférence de simplification :

. - v »-' I g . . - sr v —/
Notation:(¢':: s) —L% itk (c':: t) signifie que le c-terme (&':: s) se réécrit en (¢ :: t)
par la régle § = | — r & Poccurrence w en appliquant la substitution .

Quand une régle de simplification est appliquée 4 une équation conditionnelle, celle-ci
est soit une paire critique, soit une équation issue d’une paire critique par simplification,
dont on veut prouver la convergence.
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SIMPLIFIER LA CONSEQUENCE D’UNE EQUATION (SCQE):

Eu{p=>g=d},R
Eu{pAari=g=d}u{pA(ta=q)=>g9=d}U...U{pA(Tgm =§,) > g=d},R

c [W,T,é‘$ I—H"]

si (F:9) —r (FAT7:g)
avec 7= (AL q; = ¢}), ¢} € {true, false}.

Le cas symétrique qui correspond & la simplification de d est couvert par une regle
symétrique.
SIMPLIFIER LA CONDITION D’UNE EQUATION (SCDE):

Eu{pa(a=ad)=>g=d},R
Eu{Na=a A 1G> g=d}U{Na = a')A (rq1 = §}) = g=d} U... U {P\a = &)\ (Tgm = @,,) = g=d}, R

’ '.. ’_’ - -~
si (TT :: a) —°>§§”"=’ l (rd:: @)
avec §= (A2,¢i = ¢}), ¢; € {true, false}.

Dans ces régles d’inférence, la premiére équation est obtenue par réduction effective,
et les m derniéres sont le résultat du calcul de la branche complémentaire.
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3.2 Regles d’inférence de base

Nous donnons ci-aprés les régles d’inférence de base nécessaires dans toute procédure
de complétion.

ORIENTER UNE REGLE (OR):

EU{Al_p;=p,=>g=d}, R
E, RU{N}_ip; =D =g — d}

siVi€[l...n], g>pjetg>d.
Notons que cette réegle d’inférence engendre également celle de P'orientation d’une régle
inconditionnelle.

AJOUTER UNE CONSEQUENCE EQUATIONNELLE (ACE):

E, RU{ry, r2}
Eu{(Ahop; =p)) A (Aiy0¢;=¢}) = M = N}, RU{r, 3}

oud MNP =P g d
Tl G =gl

il existe un unificateur minimal o et
si { une occurrence u de g telle que og;, = ol
M = o(glu — 1)), N = od

Cette régle d’inférence telle qu’elle est formulée ici, est restreinte au calcul des paires
critiques car nous n’avons pas besoin de I’étendre davantage. La facon dont sont cal-
culées les paires critiques contextuelles dépend fortement du contrdle instauré sur les

regles d’inférence.
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SUPPRIMER UNE EQUATION TRIVIALE (SET):

Eu{p=>g=d}, R
E, R
si pour toute substitution close o, il existe une preuve de op =g FF'.

Cette régle d’inférence laisse supposer en réalité Iutilisation de formules du premier ordre
pour effectuer des preuves inductives, parce que sa condition d’applicabilité est indécidable.
Pour appliquer cette régle, il s’agit d’obtenir des conditions suffisantes et de vérifier que
le traitement est cohérent. Quelques formulations particulieres de cette régle d’inférence
relativement aisées & mettre en ceuvre sont les suivantes:

Les deux premiéres portent sur une particularité de la conséquence, & savoir lorsque les
deux termes qui la composent sont syntaxiquement égaux, ou lorsqu’elle est contenue dans
la précondition:
Eu{p=>g=g}, R
E, R
Eu{p Aa=d=a=4d}, R

E, R
Cette derniére régle est spécifique aux équations conditionnelles dont la conséquence est
formée de termes booléens et telle que a’ € {true, false}.

Les deux régles suivantes traduisent des cas particuliers d’insatisfiabilité du contexte:
Eu{p A true= false=>g=d}, R
E, R
Eu{p A a=true A a= false=>g=4d}, R
E, R

Chacune de ces régles préserve la congruence =gyg sur les termes clos.

4 Confluence sur les termes clos

4.1 Rappels et définitions

Cette premiére partie a pour objectif de rappeler de fagon informelle les principaux
concepts utilisés dans la preuve de confluence.

La confluence sur les termes clos est définie a partir de la réduction récursive, & savoir
qu'un terme clos t de T'(F') se réduit en un autre terme clos t' ssi

t = tlog], t' = tlod], o o TT
ol § = g — d est une régle de R et o une substitution appropriée.

Une CEB close ¢ de la forme A%, t; =t} se réduit A TT ssi Vi€ [1...n}, t; =} t..
Similairement, & —}% FF ssi il existe un indice £ dans [1...n] tel que tx —% ), ol
true = false et false = true.

R est dit confluent sur les termes clos (resp localement confluent sur les termes clos)
ssi pour tous termes clos ¢, ty, %3 tels que t; 5 t =5 2 (resp ¢y <Rt —R 12), il existe
un terme clos ' tel qu’on puisse refermer le diagramme de réduction:

t1 =gt gt
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L’utilisation de systémes de réécriture décroissants assure la terminaison de la réduction
récursive. Cette terminaison est essentielle car elle garantit que toute dérivation infinie de
la forme:

tiy »pt2 @R ... »Rly —R...

ne peut exister. On peut trouver ce résultat de ncethérianité dans [19].

Une spécification conditionnelle E est dite consistante par rapport aux booléens ssi
true et false ne sont pas équivalentes dans la théorie correspondante. Autrement dit,
I’égalité true = false n’est pas engendrée par remplacements successifs en utilisant les
axiomes de E: ~(true =g(g) false).

R est convertible par rapport aux booléens ssi tout terme clos booléen ¢ vérifie:
t —R true ou t =5 false

Rappelons que la convertibilité n’est autre que la propriété de complétude suffisante
opérationnelle.

Ceci nous améne & établir le lemme des paires critiques. Le concept de paire critique
contextuelle a été précédemment défini dans le chapitre 3. Rappelons simplement qu'une
paire critique contextuelle 05 A 0§ = o(g[u « r]) = odentre p=> g — det §=> 1 — r est
le résultat de la superposition de ces deux régles s'il existe une occurrence u de non-variable
dans g telles g/, et [ soient unifiables avec o leur unificateur le plus général.

Définition 4.1 Forme contextuellement simplifiée
il -
L’équation C = M' = N’ est une forme contezstuellement simplifiéede C = M = N

-l — .
$i C = M' = N' est dérivée & partir de C = M = N par remplacements successifs
en appliquant les régles d’inférence de simplification SCQE ou SCDE.

Exemple 4.6 Soit R le systéme de réécriture conditionnelle suivant:

R= g = true => m — n,
Tl

Les équations conditionnelles suivantes sont toutes deux des formes contextuellement simp-
lifiées de f(m) =b:

e ¢' = true = f(n) = b obtenue en appliquant successivement les régles SCQE au
terme f(m), puis SCDE au terme gq.

e ¢ = false = f(m) = b qui est le résultat de la branche complémentaire de
Papplication de SCQE.

Définition 4.2 Convergence sur les termes clos d’une paire critique
Soit C = M = N une paire critique contextuelle;C = M = N converge sur les
termes clos ssi pour toute substitution close o dans Subst(F) telle que 0C —% TT
il existe un terme clos t dans T(F) tel que

oM —htetoN -t

Soit INF = {SCQE, SCDE} Vensemble des régles d’inférence de simplification ;on
définit un ensemble saturé de formes contextuellement simplifiées comme suit :
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Définition 4.3 Ensemble saturé de formes contextuellement simplifiées
Soit F un ensemble de formes contestuellement simplifiées (EFCS) de I’équation
C=>M=N;

si F={C = M = N}, alors F est saturé.

ou soit F = {C; = M; = Ni}ier et soit Ciy = M;, = N;, une équation de F ;si F
est saturé,

- wpd
Fo{C, = M, = N} ®{C;= M} = N}jes

est ausst saturé.
{C’ = M| = Nl};e; est 'ensemble de toutes les formes conteztuellement simplifiées

obtenues & partir de Uéquation C,o = M;, = N;, en lui appliquant soit la régle
SCQFE soit la régle SCDE.

La définition 4.3 propose en particulier une méthode de construction d’un ensemble
saturé de formes contextuellement simplifiées. Soit ¢ = M = N 1’équation initiale;de
fagon triviale, 'ensemble {C = M = N} est saturé. Silenceud C = M = N est remplacé
par ’ensemble des équations conditionnelles obtenues par simplification de C=>M=N
en utilisant SCQE ou SCDE, le nouveau EFCS est également saturé. D’une fagon plus
générale, si un EFCS est saturé & ’étape i et si un élément quelconque de 'EFCS est
remplacé par ’ensemble de toutes les équations obtenues aprés une simplification, PEFCS
a ’étape ¢ + 1 est lui aussi saturé.

Exemple 4.7 Soit R le systéme de réécriture conditionnelle suivant:
r1: g=1true=>m-—n,
R=¢ ry: g—¢
r3: p=true= f(z) >z

L’arbre de dérivation de I’équation f(m) = b est comme suit :
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f(m) =

/ !
q

= true = f(n) =5

q xfalse = f(m) =5
r3

]
9' = t?‘ue =5 f(n) - b

r

S'l:true/\p=true=>n;__b

%

n):
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Les ensembles suivants sont tous des ensembles de formes contextuellement simplifiées
saturés:

° flz{f(m)zb}w

o Fo ={¢ =trueAp=true=>n=2>, ¢ =trueAp = false > f(n) = b, q =
false = f(m) = b}

o F3={¢ =true= f(n)=b, ¢ = false = f(m) = b}

o Fy={¢ =trueAp=true=>n=0>, ¢ =trueAp = false = f(n) = b, ¢ =
false Ap =true=> m =b, ¢’ = false Ap= false = f(m)= b}

A partir d’une paire critique contextuelle C=>M-=N , on construit un arbre
par simplifications successives en appliquant les régles d’inférence SCQF et SCDE.
Chaque nceud est étiqueté par une équation conditionnelle. Lorsqu’on applique une régle
d’inférence de simplification, nous 'appliquons & un seul noeud de I’arbre et seul ce nceud
est modifié. Cette simplification engendre des formes contextuellement simplifiées du noeud
en question, qui forment pour ce nceud, un ensemble saturé. Pour chacune de ces formes,
on teste la convergence. Si chaque forme vérifie un des quatre critéres de convergence,
alors le pére direct est convergent. Dans le cas contraire, on continue 3 réduire les formes
contextuelles si possible. Ainsi, les branches de 1’arbre peuvent étre de longueur inégale.
Pour certains nceuds, il est possible de prouver la convergence assez tdt, et pour d’autres,
un certain nombre de simplifications est nécessaire.
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La définition 4.3 propose en particulier une méthode de construction d’un ensemble de
formes contextuellement simplifiées saturé. Soit C=>M=N Péquation initiale ;de facon
triviale, I’ensemble {5 = M = N} est saturé. Si le nceud C =M= N est remplacé
par l'ensemble des équations conditionnelles obtenues par simplification de C=>M=N
en utilisant SCQFE ou SCDE, le nouveau EFCS est également saturé. D’une fagon plus
générale, si un EFCS est saturé a I’étape i et si un élément quelconque de 'EFCS est
remplacé par I’ensemble de toutes les équations obtenues aprés une simplification, PEFCS
a Pétape ¢ + 1 est lui aussi saturé. Plus formellement,

4.2 Quelques résultats nécessaires

Lemme 4.1 Soient t un terme clos de T(F), o une substitution close et C = M = N
une équation conditionnelle tels quet =~ oM, t > oN, et t 3 0C;

5i C; = M; = N; est dérivé i partir de C = M = N par 0 ou plusieurs applications
des régles d’inférence de INF, alors

t»—ad-, t> oM; ett > oN;

Preuve:la preuve est effectuée par récurrence sur le nombre n d’applications des regles
d’inférence:

a) n = 0:ce cas est trivial puisque par hypothése, ¢t > oM, oN et t >» oC.

b)n >0:

hypothése de récurrence:soit C,, = M, = N, dérivée & partirde C == M = N en
appliquant n fois les régles de INF et telle que t 3> 0C,, et t > o M,,, o N, ;considérons

la dérivation .
Cp=> M, =N,

Cn+1 = Mn+1 = Nn+1

et montrons que t >~ aC_"n.,.l et t> oMpy1, 0Npy1.

considérons les cas suivants de simplification de 5,, = M, = N,:

1. réécriture effective de la partie terme :supposons que la simplification soit
effectuée dans le terme M, (le cas out N, est simplifié est similaire & traiter)

Cpn = My[rl] = N,
Co ATG=> Myy1 = Ny

ou Mpy1 = My[rr).
Montrons que t > oMpy1, 0N, et t > o(Cp A TQ).

Puisque R est décroissant, 71 > 77 donc, My[rl] = My[rr], par F-compatibilité de >,
donc o(My[rl]) > o(May[rr]), par stabilité par instanciation de ». Par conséquent,
t> oMy, > oMpy.

Par hypothese de récurrence, t > oN,.

D’autre part, My[rl] & 71 (Pordre de sous-terme strict est contenu dans ») >~ 7§
puisque R est décroissant. Par conséquent, ¢t > oMy, > o7l > 07§, par stabilité par
instanciation de > et ». De plus, t ¥ oG, par hypothése donc, t =~ a(én A TQ)
par définition de P'ordre »>.
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2. branche complémentaire de la réécriture dans la partie terme: :

C—'.n:-}anNn
CohTty =1, = My = Np,...,Co ATty =T, = M, = N,

en supposant que ¢ soit de la forme ATL,t; = t!, t; € {true, false}, Vj € [1...m]
Par hypothese, t » o M,,, oN,. .
Montrons que pour tout j dans [1...m], t 3= o(Cy A (7t; = 1))

M, [rl] = 7l (> contient I'ordre de sous-terme strict) > 7t;, Vj (puisque 7!
>~ 7§). Donc, t > oM, > ott;, Vj, puisque > est stable par instanciation. De

plus, par hypothése de récurrence, t > 05,,. Donc, t > O'(C."n ATty = t—;)), Vj par
définition de »»-.

3. réécriture effective de la partie contexte:
Soit €, de la forme C * A (a[rl] = a')
C” A(a[rl] = ') = M, = N,
6 "Aafrr]=a)AT§=> M, =N,

Par hypothése de récurrence, t > oM,, oN,.
Montrons que t > o(C ” A (a[rr] = d') A T§).

Par hypothése de récurrence, t >~ 0(8 ” A(a[rl] = @)). Puisque R est décroissant,
7l > 7r. Donc, a[rl] > a[rr] par F-compatibilité de > et ¢t = oa[rl] = oa[rr] car
> est stable par instanciation. D’autre part, a[rl] > 7l (ordre de sous-terme strict
est contenu dans ) > r§. Par conséquent, a > 7§ et donc oa > o7§. Donc,

t > 0(5 ” A (a[rr] = a') A 7§) par définition de P'ordre »-.
4. branche complémentaire de la réécriture dans la partie contexte:

C” A (a[rl]=a') = M, = N,
C”A (afrll=a)A(rt1 =1}) = M, = Nuy.. . sC 7 A (alrll=a)A (Tt =t,) = Mp = N,

en supposant que § soit de la forme ATL,t; =1, t; € {true, false}, Vj € [1...m].
Par hypothese de récurrence, t > oMy, 0N, (les deux pfemiers points sont donc
prouvés). D’autre part, t ¥ o(C ” A (a[rl] = a’)).

Puisque R est décroissant, Vj € [1...m], 7l > t; puisque 7/ > 7¢. D’autre part,
a[rl] >~ 71 (Pordre de sous-terme strict est contenu dans »). Donc, Vj, a[rl] > Tt;.
Donc, t > oa > ort;, Vj.

Par conséquent, ¢ >~ a(a ” A(a[rl] = a’) A(Tt; = 1})) par définition de I'ordre >-.

Tous les cas de simplification ayant été considérés, ceci acheve la preuve du lemme. O

Lemme 4.2 Soit R un systéme de réécriture conditionnelle décroissant tel que true et
false soient R-irréductibles et tel que — g soit convertible par rapport a ’ensemble
{true, false};

Supposons que, pour toute paire critique conteztuelle Co = Mo = No, il eziste un
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ensemble saturé de formes conteztuellement simplifiées {5, = M; = N,;}ier et soit
o une substitution close telle que 060 -5 ITT;

Soit t un terme clos de T(F) tel que t 3 0Cq, t > oMy, oy et tel que R soit
confluent en tout terme clos t' tel que t = t';

il eziste alors un indice k dans I tel que oCy —x TT, oMy -] oM et oNy —%
O'Nk.

Preuve:la preuve est effectuée par récurrence sur la construction de I’EFCS saturé de
Co = Mg = Ny.

Soit F = {5, = M; = N, }ier un EFCS saturé de Co=> Mo= Ny & Pétape n. Supposons
que le lemme soit valide pour I'étape n de construction. Par conséquent, il existe un indice
k €I tel que 0Cy =} TT, oMo —} oMy et 0Ny —% ON.

- !
Soit & présent F' = {C; = M} = N!}jes 'EFCS & I'étape n + 1, obtenu & partir de F en
simplifiant ’équation Cj, = Mj, = Nj, de F.
Notons en particulier que F’ est aussi saturé puisque F l'est. Ceci est justifié par la
construction de F’ et par la définition 4.3.

Montrons que le lemme est valide & ’étape n + 1. Deux cas peuvent se présenter:

a) soit I'indice jo est différent de k. Par conséquent, puisque I’équation Cp, = My = Ny
est aussi dans F', k € J et le lemme est vérifié & I’étape n + 1.

b) soit U'indice jo est exactement P'indice k. Considérons alors les deux types suivants de
dérivation selon que l'on a appliqué A I’équation Cy = My = N la régle SCQE ou la
regle SCDE:

v
1l s’agit de chercher un indice j dans J, i.e. dans le nouveau EFCS, F tel que 0 C;—k
TT, oMy —% oMJf et oNy =} aNJ’-.
Reéécriture dans la partie terme (ou application de SCQE):
supposons que SCQUFE soit appliquée & M (le cas ot SCQE est appliquée & Ny est
similaire). Cette application se fait avec la régle § = [ — r et la substitution 7 et soit §
de la forme A2, t; = t};

Cr > Mi[rl} = Ng
Ce ATG= My = Ni, Ci A (7t = B)) = Mifrl] = Ni,...,Ch A (Tt = ,) = Mi[rl] = N
ol Mk = Mg[rr].
Par hypothése, on a oCi —rIT.
Puisque R est convertible par rapport & {true, false}, pour tout i, ort; —% true ou

ort; —% false. Par conséquent, pour tout i, oTt; —% t; ou ort; —} & puisque Vi, t{ €
{true, false}.

e Si pour tout i, ort; —% t!, alors or§ —} TT. Donc, oCy A orq§ =g IT et
oMy —§ o My. Par conséquent, oMy —F oMy, (par hypothese) =% oM.

et - -
On pose Cjz Cr A 73, M]' = M} et NJ' = Np.

e S’il existe un indice ¢ dans [L...m] tel que o7t; =} T}, alors o7t; = t; - TT. Par
conséquent, oCy A (o7t; = ) —% TT. D’autre part, par hypothese, cMo —F 0 M.

! -
On pose C;= Cx A (rti =1}), M] = Mg et N] = Ny.
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Réécriture dans la partie contexte (ou application de SCDE):

soit Cy, de la forme Ei Afa=d):

E’“ Aa[rl] = a') = M = N
-y = - = -
C Ka[rrl=a)Ar§ = Mp=Ni,C Ka[rll=a")N1t1=t}) = My=N,...,C Ka[rll=a')NTtm=t),)=> Mr=Ni

— —+!
Par hypothése, on a 0Cy —} TT. Donc, 0 C = TT et ca —} a'.

Puisque R est convertible par rapport a {true, false}, ort; —} t; ou oTt; -} t; (puisque
Vi, t. € {true, false}). -

o Si pour tout ¢, ort; >} ti, alors 07§ »§ TT et o(a[rl]) =& o(a[rr]). D’autre part,
o(a[rl]) =% . Par le lemme 4.1, t > 0Cy. Par conséquent, t > ga puisque oa est
contenu dans oCg. On peut donc appliquer I’hypothése de confluence de R en oa.
Par conséquent, o(af[rr]) =} a’. Donc, o 5’ A or§ A (o(a[rr]) = a') -3 TT.
Par ailleurs, par hypothese, oMo —} o My, o Ng =} o N.

On pose a:ad ATd A (alrr] = a'), M] = M} et N} = Ni.

e S’il existe un indice ¢ dans [1...m] tel que ort; =} ., (donc o7 -} FF) alors

—s!
(ort; = t.) =) TT. Par conséquent, 0 C A (oa = d') A (ort; = 1)) =} TT.
D’autre part, par hypothése, c My —5 o M et oNg —% oNy.

sl —l

On pose C;=C A (a=d') A (1t; = 1)), M} = My et N, = Nj.

a

4.3 Théoréme principal de confluence sur les termes clos

Théoréme 4.1 Soit R un systéme de réécriture conditionnelle décroissant tel que true

et false soient R-irréductibles et tel que — g soit convertible par rapport ¢ ’ensemble
{true, false};

Supposons que, pour toute paire critique conteztuelle C=>M=N , il existe un
ensemble saturé de formes conteztuellement simplifiées {5, = M; = N;}ier tel que,
pour tout ¢ € I, une des conditions suivantes soit vérifiée :

o true = false appartient & C; ou false = true appartient & C;
o p=1true A p= false appartient & C;

o M; = N;, (ou le symbole = représente I’égalité syntazique)

o M; = N; appartient a C; ou N; = M; appartient @ G;

Alors, R est confluent sur les termes clos.
De plus, E(R) est aussi consistante par rapport auz booléens.

Preuve:La preuve de confluence est effectuée par récurrence sur lordre ». Soit ¢ un
terme clos de T'(F');

hypothese de récurrence : pour tout terme clos ' tel que ¢ > ¢, R est confluent en ¢'.

Chapitre 4. Une preuve de confluence sur les termes clos fondée sur le raisonnement par cas.
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Dans un premier temps, on montre que R est localement confluent en ?;pour cela, sup-
posons qu’il existe deux termes clos ¢y, t; de T(F) tels que t —p t; et t —p 5.

Supposons que t —g t; par la régle p; = gy — d; a 'occurrence u; avec la substitution
o1. Par conséquent,

tyy, = oG, t1 =ty «— ods], o1 - TT
Similairement, supposons que t —pg I par la régle §; = g, — dy. Alors,
t/u, = 0G2, 12 = t[u « ody], 0Py =R TT

Différents cas doivent étre considérés:
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e cas des occurrences disjointes:
Le diagramme est clos de la maniére suivante:

t; »r t =t1{ug — 09dy] = tauy «— o1di] —Rr t2

A&

M
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e cas des occurrences préfixes:

1. ug est a une occurrence de g; qui correspond a une variable,
up = up.u et u = V0541, =T, 0202 = 01(1:)/,,2
soit o7 la substitution définie par:

O'i(:l:) = 01(27)[1}2 — agdz}
o1(¥) =01(y), Vy # =

o1(z) —g oi(z). En réécrivant t;,, & chaque occurrence de z, on obtient
t/uy =R 01915

le probléme consiste & vérifier que o}5; —% TT afin de réécrire 01g; en 0d; ;en
réécrivant chaque occurrence de o1(z), on obtient o151 —§ 0171.

D’une part, 0151 —§ TT et d’autre part, o1p; —} 0171

Examinons le terme oyp; ;puisque R est décroissant, o191 ¥ o1p;. Pour la
méme raison, puisque > contient la relation de sous-terme strict, ¢ = o14:.
Donc, t > o471

Par hypothése de récurrence, R est confluent en 075;. Donc, ojpy —§ TT, ce
qui permet de conclure pour ce cas.
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Ulﬁl —¥ TT

02D —-+*R

0'217)'2 —");2 T

02ﬁ2 ——-)’;z T

-
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2. u; est & une occurrence de g, qui correspond a une variable ; ce cas est similaire

au précédent ;

. ug est a une occurrence de g; qui ne correspond pas a une variable, soit ug =

up.u et les termes ¢4 /u €t g2 peuvent étre unifiés par oy U g;. Soit p leur
unificateur le plus général ;il existe T tel que oy U 0y = T.p.
Nous avons alors une superposition qui engendre la paire critique C=>M=N
ol .

C=up1 AN upa, M =t[uy « pdi] et N = t{ug « pds]

De plus, 0191, = 9293-
Nous avons alors 7C' —% TT puisque
- 0’151 -—)*R TT, 0'21-;2 —*;2 TT,
- 01 = T4y Op = T.H,
- C=pp A pp.
Soit {C; = M; = N;}ier un EFCS saturé de ¢ = M = N.

Puisque t 3> 7C et t = ™M , TN et que par hypothése de récurrence, R
est confluent en tout terme clos plus petit que ¢ par Pordre >, les conditions
d’application du lemme 4.2 sont vérifiées. Par ce lemme 4.2, il existe alors un
indice k dans I tel que 7Cx =% TT, TM —5 TMy et TN —% 7 Np.

Soit C de la forme ATy ¢j = c; avec ¢ € {true, false} ;
rCy —k TT signifie que pour tout j dans [1...m], r¢; —} ¢.

Selon les conditions du théoréme, 4 cas dmvent étre considérés:

(a) 1) soit C est de la forme true = false A C : puisque 7Cy —% TT, donc
true —% false, ce qui contredit I’hypothése d’irréductibilité de la con-
stante frue. >
2) soit Cy est de la forme false = true A C ;puisque 7Cj —% TT, donc
false —% true, ce qui contredit I’hypothése d’irréductibilité de la con-
stante false.

Par conséquent, ce cas ne peut pas se produire, et Cy ne contient ni
I’équation true = false ni I’équation false = true.

- —+’
(b) soit Cy est de la forme p =true A p= false A C ;

Par hypothése,t = M, TN, et t >~ rC. D’autre part, Cr = My = Ny est
dérivée a partir de C = M = N par 0 ou plusieurs applications de SCQE
et SCDE. Parle lemme 4.1, t > 7C). Donc, t > p.

D’autre part, puisque Ték —% TT, par définition, 7p —} true et 7p —p
false. Par récurrence, R est confluent en 7p. Il existe alors un terme
clos t’ tel que true —% t' et false —% t/, ce qui contredit ’hypotheése
d’irréductibilité des constantes true et false.

Par conséquent, ce cas ne peut pas non plus se produire, et Ci ne contient
pas d’équation de la forme p = true A p = false.
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(c) soit My = Ni. Parle lemme 4.2, TM —% My et TN —% 7N, Par
conséquent, t[rM] —% trMi] = t[rNi] <% t[rN], ce qui cldt le dia-
gramme de dérivation. Dans ce cas, R est localement confluent en .

13
t[O’Mo] t[UNo]
* *
YR YR
t{oMk] = t[O'Nk]
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(d) 1) soit I’équation My = Nj appartient 3 Cx. Puisque 7Cy —x TT, soit
T My —% TNy, soit TNy =% 7M. Parle lemme 4.2, on a TM —}% 7M; et
TN —% TNg;
- Supposons que TM} —% TNg;donc t{rM] —% t[rMy] —} t{rNi] <%
t[rN].

- si TNy —} TMp, le cas est similaire:t[rM] —§ t[rMi] <% t[rNx] <%
trN].

2) soit ’équation Ny = My appartient & Ci. Puisque 7C —5 TT, soit
™My —% TNk, soit TNy —§ 7Mi. Nous retrouvons les mémes cas que
ci-dessus, et le traitement est similaire.

Par conséquent, dans le cas 4, R est aussi localement confluent en t.

t
o Mo] tfo-No]
*
*
YR YR
tlo My —R t{oNi)

Chapitre 4. Une preuve de confluence sur les termes clos fondée sur le raisonnement par cas.



156

Dans les deux derniers cas ol I'indice k peut exister, R est localement confluent
en i.

4. uy est & une occurrence de g2 ne correspondant pas a une variable. Ce cas est
similaire au cas précédent.

A partir de ’étude exhaustive de tous les cas possibles, on peut conclure que R est locale-
ment confluent en ¢.

Puisque R est décroissant, la relation — g termine. Par une variante du lemme de New-
man [82], puisque —pg est ncethérienne et R est localement confluent en ¢, R est aussi
confluent en t.

Par récurrence, puisque R est confluent en tout terme clos ¢’ plus petit que ¢ par 'ordre
>, et que R est confluent en ¢, R est alors confluent sur tous les termes clos de T'(F).

Montrons a présent que E(R) est consistante par rapport aux booléens.

Preuve par I’absurde : Supposons que E(R) ne soit pas consistante par rapport aux booléens.
Par conséquent, true =p(p) false. Puisque R est confluent sur les termes clos, il existe
un terme clos ¢ tel que true —% t et false —} t, ce qui réfute I’hypothése d’irréductibilité
de true et false. O

5 Exemples

5.1 Des exemples de preuve de confluence sur les termes clos

Ce premier exemple montre que dans certains cas, les problémes que posent les paires
critiques non-décroissantes peuvent &tre résolus par simplification contextuelle dans la
partie condition. Cet exemple inspiré de [54], spécifie les entiers avec les constructeurs 0,
successeur et prédecesseur et I’opérateur d’ordre <.

Exemple 4.8 Soit la spécification des entiers munie des constructeurs o, succ et pred
pour la sorte int dans lagquelle nous définissons la relation d’ordre < ;
SPEC = {8, F, E} avec S = {int, bool};
F = {0:— int, succ, pred:int — int,
true, false:— bool,
< :int X int — bool} ;

Equations initiales E :
Relations entre les constructeurs:
1. succ(pred(z)) =
2. pred(suce(z)) =z
Définition de 'opérateur d’ordre < :
3.0<0 = false
4. 0 < succ(0) = true
5. suce(z) < y = z < pred(y)
6. pred(z) < y = z < suce(y)
7.y <z =true = y < succ(z) = true
8.y <z = false = y < pred(z) = false.

Les reégles sont obtenues en orientant les équations de E de gauche & droite,
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La paire critique
pred(z) < y = false = z < succ(pred(y)) = false

est obtenue en superposant les régles 6 et 8. Elle sera simplifiée d’abord par les regles
inconditionnelles comme suit :

pred(z) < y = false => = < succ(pred(y)) = false
pred(z) < y = false = ¢ < y = false

par la regle 1.
pred(z) < y = false = z < y = false

z < suce(y) = false = z < y = false

par la régle 6.

Cette forme contextuelle simplifiée de la paire critique initiale ne vérifie aucun des quatre
critéres de convergence. On peut également remarquer qu’elle n’est pas décroissante (sa
précondition n’est pas plus petite par 'ordre »- que sa conséquence). Cependant, elle
peut étre réduite par la régle 7, et nous obtenons:

1. true = false A 2 < y =true =z < y = false
obtenue en utilisant la régle 7;
2. z < succ(y) = false A z < y= false => ¢ < y = false

obtenue par la régle complémentaire de 7.

La condition de la premiére équation est triviale:elle répond au premier critére de conver-
gence. La seconde équation vérifie quant a elle, le dernier critére. Nous pouvons conclure
par conséquent que la paire critique calculée converge sur les termes clos.

Chapitre 4. Une preuve de confluence sur les termes clos fondée sur le raisonnement par cas.
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pred(z) < pred(y)

Tg I's

r < succ(pred(y)) pred(z) < y = false = false

pred(z) < y = false = z < succ(pred(y)) = false

SCQE "
pred(z) < y = false = = < y = false
Ts
SCDE
z < succ(y) = false = z < y = false
SCDE T

%

T <y =trueAtrue= false => ¢ < y = false

Tt <y = false Az < succ(y) = false = z <y = false
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Une autre paire critique est obtenue en superposant les régles 5 et 7:
suce(z) < y = true = z < pred(succ(y)) = true

Elle sera simplifiée en premier lieu par les régles inconditionnelles comme suit :

suce(z) < y = true = z < pred(succ(y)) = true
suece(z) < y = true => z < y = true

en utilisant la régle 2.
suce(z) < y = true = z < y = true

z < pred(y) = true = z < y = true

en utilisant la régle 5.

Cette forme contextuellement simplifiée ne vérifie aucun critére de convergence ;elle n’est
pas décroissante non plus. Toutefois, elle peut &tre réduite par la régle 8 et nous obtenons:

1. false = true A < y = false = z < y = true

2. z < pred(y) = true A z<y=true=>z <y=1true

La premiére équation est obtenue en utilisant la régle 8 et elle vérifie le premier critere
de convergence puisque sa condition contient false = true. Nous obtenons la seconde
équation en considérant le complémentaire de la régle 8. Cette seconde équation vérifie le
dernier critére du théoréme. Par conséquent, les deux formes contextuellement simplifiées
de la paire critique sont triviales.

Au cours du test de confluence, seules ces deux paires critiques sont calculées. Puisqu’elles
sont toutes deux convergentes, nous pouvons affirmer que le systéme obtenu en orientant
les équations de E de gauche & droite est confluent sur les termes clos et que la spécification
correspondante est consistante par rapport aux booléens. &
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suce(z) < succ(y)

) 7

z < pred(succ(y)) suce(z) < y = true = true

SCQE ra

succ(z) < y = true = ¢ < y = true

Ts

SCDE

T < pred(y) = true = z < y = true

SCDE T
%

z <y = false A false =true = ¢ < y = true

T <y=trueAz < pred(y) = true = ¢ < y = true
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L’utilisation de la régle d'inférence qui permet de supprimer une équation dont la
conséquence est contenue dans la condition est primordiale. Cette regle d’inférence est
égalemet utilisée sous une autre forme par Navarro[79)]. Elle est en effet traduite par une
régle de réécriture spécifique:

p = p—lrue.

et il est alors essentiel de 1’appliquer avec précaution et uniquement pour simplifier une
condition. En effet, si cette régle est utilisée pour simplifier la partie conséquence, elle
peut produire des dérivations infinies.

Ganzinger, dans ses travaux, traite cet exemple par une procédure spécifique qui consiste a
superposer les régles sur les conditions des équations non-réductrices tandis que dans notre
cas, le traitement est inclus dans le processus de réécriture lui-méme. Il est intéressant
de constater que la stratégie de simplification d’une précondition de régle par le processus
de raisonnement par cas, permet d’éliminer certaines équations non-décroissantes. Nous
présentons dans ce qui suit, un second exemple pour illustrer la puissance du processus de
réécriture dans les préconditions de régles.

Exemple 4.9 Cet ezemple est inspiré de [34]. Il s’agit de la spécification des listes avec
un opérateur de suppression delete et une notation de liste comme dans Prolog.

1. z #y = true = delete(z, [y|u]) — [y|delete(z, u)]
2. has(z, u) = false = delete(z, u) — u
3. z #y = true = has(z, [y|u]) — has(z, u)

La superposition entre (1) et (2) produit la paire critique

z # y=true A has(z, [y|u]) = false = [y|delete(z, u)] = [y|u].
En utilisant la régle (3) dans la partie condition, nous obtenons

1. z #y=1true A has(z, v) = false = [y|delete(z, )] = [y|u]

2. z#£y=true A has(z, [ylu]) = false A (z # y) = false = [y|delete(z, u)] = [y|u]

La premiére équation est obtenue en utilisant la régle (3) et la seconde en considérant le
cas complémentaire. Cette seconde équation vérifie le second critére de convergence. A
présent, pour la premiére, nous pouvons utiliser la régle (2) et nous obtenons:

a. T# y=1true A has(z, u) = false = [y|u] = [y|u]

-b. z#y=true A has(z, u) = false A has(z, u) = true = [y|delete(z, u)] = [y|u]

L’équation (a) est obtenue en simplifiant le premier membre de la conséquence par la régle
(2) et ’équation (b) en considérant le cas complémentaire. (a) est triviale puisque les deux
membres de sa conséquence sont identiques (il s’agit du troisidme critere de convergence),
et (b) est triviale puisqu’elle vérifie le second critére.

Ces vérifications permettent de conclure que la paire critique est convergente sur les termes
clos.

Notons que la paire critique initiale peut également étre simplifiée dans sa partie terme
par la regle (2) et nous obtenons le méme résultat. Cette paire critique dans les travaux de
Ganzinger, est supprimée par une procédure spécifique qui consiste 3 réécrire un terme en

Chapitre 4. Une preuve de confluence sur les termes clos fondée sur le raisonnement par cas.



162

considérant les équations de la condition comme des régles additionnelles et il nécessite de
vérifier certaines hypothéses. Dans nos travaux, la suppression de certaines paires critiques
non-décroissantes s’inclut dans le processus naturel de réécriture, suffisant pour prouver
la correction de cette suppression.
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delete(z, [ylu])

T
T2

T # y = true = [y|delete(z, u))

has(z, [y|u]) = false = [y|u]

T #y = true A has(z, [y|u]) = false = [y|delete(z,u)] = [y|u]
SCDE

%

T # y = true A has(z,u) = false = [y|delete(z,u)] = [y|y]

T # y = true A has(z, [y|u]) = falsenz #y = false = [y|del¢te(x,u)] = [y|y] |

T # y = true A has(z,u) = false = [y|delete(z, u)] = [y|u]
SCQE

%

T # y = true A has(z,u) = false = [y|u] = [y|y]

T # y = true A has(z,u) = false A has(z,u) = true = [y|delete(z, u)] = [y}
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6 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre un processus de réécriture conditionnelle pour met-
tre en ceuvre un test de confluence sur les termes clos d’une classe spécifique de systémes
de réécriture conditionnelle. Ce test est formalisé & partir d’un certain nombre de concepts
intéressants et différents, sous plusieurs aspects, de ceux que nous adaptés dans le chapitre
précédent :

o Le premier aspect se situe dans la relation de réécriture utilisée. Celle-ci est définie
a partir du raisonnement par cas, dans sa forme la plus souple. En effet, il n’est pas
nécessaire d’exiger que la propriété de bonne couverture soit vérifiée. On s’assure
plutdt la complétude de la réécriture contextuelle en tenant compte de la branche
complémentaire.

o Le test de convergence des paires critiques est en lui-méme trés différent, puisque
nous ne procédons plus de la méme maniére. Dans la stratégie du chapitre précédent,
il s’agissait de simplifier les termes contextuels qui composent la paire critique jusqu’a
leur forme normale, de combiner deux & deux les formes normales contextuelles
obtenues et de vérifier que, soit les termes sont syntaxiquement égaux, soit les con-
textes sont mutuellement exclusifs. C’est une stratégie que nous pouvons qualifier
de stratégie du tout ou rien. Dans ce travail, nous choisissons plutdt de simplifier les
paires critiques pas & pas, et de vérifier aprés chaque simplification, si la convergence
est vérifiée ou non. Ce choix permet de déceler la convergence de la paire critique le
plus tot possible.

e Un autre aspect qui distingue les deux stratégies est que nous manipulons des
équations conditionnelles au lieu de termes contextuels. Le cas trivial ol la con-
séquence est une partie de la précondition est ainsi plus facile & déceler. Il peut &tre
source de problémes dans la stratégie du chapitre 3.

Examinons pour cela Pexemple 4.8. L’équation

r<y=true A z < pred(y) = true = = < y = true

peut &tre de facon triviale éliminée puisqu’elle vérifie le dernier critére de convergence
du théoréme principal. Par contre, si I'on considére les termes contextuels
3

—z<y=true A z <pred(y)=true :: < yet
-z <y=true A z < pred(y) =true :: true

il est plus difficile de montrer que ces c-termes produisent une équation triviale.

e Enfin, la forme des préconditions est totalement différente. Cette forme fait que
dans ce présent travail, les critéres de convergence d’une paire critique sont plus
restreints, mais plus simples a tester, notamment en ce qui concerne l'insatisfiabilité
du contexte. Il serait toutefois intéressant de les étendre avec cette méme stratégie.

e Un avantage aux résultats de ce présent travail par rapport a ceux que nous avons
établi dans le précédent chapitre concerne la classe des systémes définis. Il est certain
en effet que les systemes de réécriture décroissants sont plus souples d’utilisation
que les systémes hiérarchiques. La hiérarchie interdit par exemple des définitions
récursives du type

0 <z =true = 0 < succ(z) = true
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puisque 'opérateur < que ’on définit apparait en méme temps dans la conséquence
et dans la précondition de la regle.

Par ailleurs, une particularité importante du processus de réécriture étudié est qu'’il per-
met de réécrire la condition, aussi bien que la conséquence d’une équation ou d’une regle
conditionnelle. Ceci simplifie en grande partie la preuve de contextes. Nous avons formulé
la preuve de confluence sur les termes clos en établissant des critéres bien définis de conver-
gence des paires critiques. Il devient toutefois nécessaire d’étendre ces critéres a des formes
plus larges d’équations. A ce stade d’évolution de nos travaux, nous préconisons d’établir
une articulation entre ’aspect algébrique de la réécriture et la théorie du premier ordre. La
théorie que nous avons mise en ceuvre est suffisamment applicable et ’approche que nous
avons considérée est implantable. Nous disposons en effet d’un prototype expérimental
réalisé par une étudiante au cours de son stage de Diplome d’Etudes Approfondies. Ce
prototype est présenté dans le chapitre suivant et des exemples d’exécution sont illustrés
en annexe.

D’autres travaux ont été menés parallélement aux ndtres dans le domaine conditionnel,
et en qui concerne notre pole d’intérét dans ce chapitre, nous pouvons citer deux approches
voisines de celle que nous avons considérée.

La premiére est celle de Ganzinger [35] dans laquelle auteur utilise des méthodes
contextuelles pour formaliser un processus de réécriture conditionnelle. Etant donné un
ensemble d’équations inconditionnelles C de la forme {¢; = ¢},..., cx = ¢,}, t se réécrit
en t' par une régle conditionnelle r si la précondition instanciée de r peut &tre prouvée
opérationnellement valide en utilisant ’ensemble C'| . C' | est calculé en effectuant la
fermeture de C par les axiomes de réflexivité, de congruence et de cléture par substitution.
Cette relation peut &tre vue comme une extension de la réécriture sous contexte. En effet,
tandis que cette derniére réécrit un terme sous le contexte C, la relation formalisée par
Ganzinger est plus riche puisqu’elle utilise toutes les assertions de C|. Dans[34], 'auteur
présente un algorithme de complétion conditionnelle des systémes de réécriture réducteurs,
fondé sur des régles d’inférence dont la preuve est établie par la méthode des ordres de
preuve élaborée par Bachmair, Dershowitz et Hsiang[2]. Cet algorithme peut &tre utilisé
pour tester la confluence sur les termes clos et il est enrichi par des procédures spécifiques
qui consistent principalement a superposer des membres gauches de régles conditionnelles
sur des préconditions d’équations non-réductrices. Dans certains cas, ce traitement permet
de supprimer ce type d’équations du systéme. De plus, 'auteur montre que si de telles
équations persistent dans le systéme, elles ne sont pas utiles pour effectuer des preuves.
Elles sont toutefois gardées pour le cas oli 'utilisateur choisirait d’enrichir la spécification.
Cependant, Ganzinger considére la théorie équationnelle puisqu’il effectue seulement des
preuves d’équations inconditionnelles. D’autre part, il ajoute des théorémes inductifs 3
la spécification en supposant acquise leur validité opérationnelle. Ce traitement est lié au
probléme de validité dans le modéle initial et ’auteur n’approfondit pas la question.

Une seconde approche mise en ceuvre est celle adaptée par Rusinowitch et Kounalis [67].
Les auteurs travaillent sur des clauses de Horn et obtiennent un algorithme fondé sur une
stratégie de réfutation compléte qui utilise un procédé de saturation d’un ensemble de
clauses de Horn, et permet d’établir des preuves si ’algorithme engendre la clause vide.
L’idée de superposer les membres gauches de régles sur des préconditions dans les travaux
de Ganzinger est inspirée de cette méthode de saturation. Cependant, le lien entreles deux
axes de travail n’est pas encore établi et les preuves des deux algorithmes sont différentes.
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Les auteurs établissent des conditions suffisantes de décision pour le probléeme du mot
par normalisation conditionnelle dans une théorie de Horn spécifique et ils montrent par
ailleurs comment prouver des théorémes dans les modéles initiaux des théories de Horn
qui préservent les termes clos.

Pour cette partie de notre travail, nous envisageons d’utiliser ce procédé de réécriture
étudié dans ce chapitre, pour établir une procédure de complétion conditionnelle des
systémes de réécriture décroissants. Il s’agirait d’ajouter au systéme d’équations les
paires critiques non-convergentes en vue de les traiter comme les équations initiales de la
spécification. Cette procédure de complétion dans une étape simple, effectuerait unique-
ment de la simplification d’équations, puis dans un second temps, ferait intervenir la
simplification des régles elles-mémes.

Il serait intéressant par ailleurs d’étendre les critéres de convergence des paires critiques
contextuelles et d’étudier les conditions sous lesquelles il serait possible d’établir une in-
teraction de ’algorithme de confluence sur les termes clos avec un prouveur de théorémes
du premier ordre. Un travail conséquent reste en effet a effectuer pour utiliser de maniére
plus efficace les méthodes de preuve du premier ordre dans les preuves de contextes.

Cette derniére voie de recherche que nous suggérons nous semble en effet essentielle
puisqu’elle permettrait de combiner 1’aspect opérationnel et déterministe de la réécriture
avec la puissance de preuve dans le premier ordre. Dans le chapitre qui suit, notre objectif
est d’illustrer "importance de cette idée dans un premier temps par des exemples, puis
par une synthése d’un certain nombre de travaux dans lesquels les auteurs mettent aussi
en évidence cette nécessité.

Chapitre 4. Une preuve de confluence sur les termes clos fondée sur le raisonnement par cas.









Chapitre 5

Confluence et complétion des
systemes de réécriture
conditionnelle : les problemes
d’implantation.

1 Introduction

Dans les spécifications conditionnelles de types abstraits algébriques, la sorte booléenne
joue un role prépondérant. Contrairement au cadre classique, sans préconditions, le ca-
ractére opérationnel de la réécriture conditionnelle n’est pas suffisant pour mener a bien
les preuves de confluence. En effet, pour prouver la convergence des paires critiques cal-
culées au cours du processus de complétion, il est indispensable d’effectuer des preuves
d’insatisfiabilité pour les conditions de certaines d’entre elles. Ces preuves d’insatisfiabilité
dépendent dans une large mesure, de la classe de modéles & laquelle on s’intéresse. Nous
avons vu qu’il existe principalement deux approches, la premiére définit des spécifications
conditionnelles sans booléens et elle appréhende la classe de toutes les algébres libres qui
satisfont les axiomes de la spécification. Dans cette approche, les preuves de conver-
gence utilisent un algorithme de surréduction pour calculer ’ensemble des substitutions
qui forment les solutions de la condition. Cet ensemble est souvent infini. Pour éviter
les situations de non-terminaison, il est nécessaire d’avoir recours a des algorithmes de
surréduction bornée, tels celui proposé par Jouannaud et Waldmann [53]. La seconde
approche définit des spécifications avec booléens. Pour prouver la convergence des paires
critiques, elle utilise des assertions booléennes. Des techniques de pré-traitement de ces
assertions deviennent alors indispensables pour prouver la validité opérationnelle de cer-
tains contextes. La solution préconisée est d’effectuer un traitement au besoin en cablant
un prouveur de théorémes pour ce type de preuves. Notre objectif dans ce chapitre,
est de nous pencher sur les difficultés que peut causer l'utilisation des booléens dans les
spécifications conditionnelles. Notre intention est de mettre en évidence les différents
types de problémes rencontrés et d’établir la connexion entre le caractére opérationnel
des systémes de réécriture conditionnelle et la logique du premier ordre. Cette idée a
également été suggérée par certains auteurs tels Ganzinger [35] et Plaisted [91].

Ce chapitre constitue une synthése des divers problémes additionnels que peut parti-
culiérement poser le cadre de la réécriture conditionnelle aussi bien lorsqu’on veut tester la
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confluence sur les termes clos d’un systéme que lorsqu’on veut compléter le systéme pour
le rendre canonique. Il se veut essentiellement prospectif. Dans sa premiére partie, le
premier paragraphe illustre par quelques exemples, le type de paires critiques susceptibles
d’&tre engendrées par le test de confluence ou par le processus de complétion et qu’il est
délicat, voire impossible, de traiter uniquement par le procédé de réécriture conditionnelle.
Cette partie introduit la nécessité d’utiliser des assertions auxiliaires pour effectuer les
preuves de convergence de ces paires critiques. Les assertions auxiliaires sont par la suite
formellement définies dans la seconde partie du paragraphe, ou I'on montre également
comment exprimer et mettre & profit ce type de lemmes pour mener 3 bien les preuves
dans les contextes. La partie qui suit fait apparaitre la sensibilité de ces preuves 3 la forme
des spécifications conditionnelles et illustre par 13-méme leur complexité. Ces preuves de
contextes ont également été abordées par divers auteurs, certains partant d’une optique
régles de réécriture conditionnelle et d’autres d’une optique clauses de Horn. Combiner
la puissance du processus de réduction conditionnelle au savoir-faire dans les preuves du
premier ordre s’avére une nécessité qui apparait dans la plupart des travaux. Elle constitue
de plus une issue prometteuse intéressante i explorer. Ces approches sont présentées dans
le troisiéme paragraphe. Le paragraphe suivant explicite avec davantage de détails la
regle d’inférence du test de convergence des paires critiques. L’application de cette régle
est étroitement lie aux preuves dans les contextes. Nous expliquons dans cette partie le
choix que nous avons adopté pour implanter cette régle d’inférence ainsi que les extensions
envisageables pour augmenter la puissance de preuve. Nous présentons également un
prototype qui a été réalisé au sein de I’équipe et dont I’objectif est de tester la confluence
sur les termes clos. L’originalité de ce logiciel se situe essentiellement dans la preuve
d’insatisfiabilité des contextes. En effet, il peut effectuer ce type de preuves en se basant
uniquement sur les quatre critéres de convergence du théoréme 4.1 (voir chapitre 4), ou
en utilisant un prouveur de théorémes du premier ordre avec lequel il interagit. Le dernier
paragraphe met finalement en évidence la sensibilité du test de confluence & la complétude
de définition d’un opérateur de la signature. Nous concluons enfin en suggérant un certain
nombre de directions de travail pouvant aboutir 3 une implantation plus efficace de la
preuve de confluence sur les termes clos et de la complétion conditionnelle.
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2 Problémes de confluence et de complétion avec les mé-
thodes de réécriture conditionnelle

Notre objectif est d’étudier la confluence sur les termes clos des systémes de réécriture
conditionnelle. La confluence sur les termes clos permet d’appréhender un modéle opéra-
tionnel pour la programmation fonctionnelle. Les appels fonctionnels peuvent alors étre
évalués en les réduisant 3 leur forme normale. De plus, la confluence sur les termes clos
est suffisante dans la plupart des applications de la réécriture de termes, telles la preuve
de théorémes inductifs par complétion [32].

Afin d’obtenir un systéme de réécriture conditionnelle confluent sur les termes clos
et de Dutiliser pour effectuer des calculs, nous avons été amenée & étendre le test de
confluence [64] au cadre conditionnel. La situation devient cependant plus complexe par
la présence des préconditions et certains problémes se posent lors de ’exécution des taches
classiques de I'algorithme de confluence.

Les résultats de confluence que nous avons nous-méme établis (voir chapitre 3 et
chapitre 4) et ceux prouvés dans [55, 35] montrent que pour obtenir un systéme de réécriture
conditionnelle confluent (confluent sur les termes clos), il faut prouver la convergence des
paires critiques calculées au cours du test de confluence sur l'ensemble T'(F, X) (sur
I’ensemble T'(F)). Nous nous intéressons dans la suite, uniquement 3 la confluence sur
les termes clos pour nous pencher principalement sur le test de convergence des paires
critiques.

La convergence d’une paire critique C = M = N sur les termes clos est établie si
pour toute substitution close o dans Subst(F') telle que oC soit satisfaite, (i.e. telle que
oC —'§ true), les termes oM et o N convergent. Pour avoir une méthode effective du test
de convergence, il est indispensable d’obtenir une approximation de 1’ensemble infini de
substitutions closes qui satisfont le contexte C. La méthode préconisée est d’utiliser des
assertions auxiliaires pour mener  bien les preuves de contextes. Avant d’expliciter cette
méthode, examinons les exemples suivants. Il mettent en évidence les problémes inhérents
a la théorie conditionnelle qui peuvent survenir soit au cours du test de confluence, soit
au cours du processus de complétion d’un systéme de réécriture. Ces exemples définissent
tantot des systémes de réécriture décroissants, tantdt des systémes hiérarchiques. Il est
en effet intéressant de constater que ces problémes se présentent quelque soit la classe des
systémes considérée.

2.1 Quelques exemples

Exemple 5.1 Soit (S, F, R) le systéme de réécriture conditionnelle décroissant défi-
nissant le mazimum de deuxr entiers naturels:

S = {bool} ® {nat};

F = Fyoo1 ® {0 : — nat, succ:nat — nat,
< :nat X nat — bool,
maz : nat X nat — nat};
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R = Rpoot ® {0 < = — true, succ(z) < 0 — false, suce(z) < suce(y) -z <y,
1. z < y = true = maz(z, y) — ¥,
2. ¢ <y = false = maz(z, y) >z,
3. z < maz(z, y) — true,
{. y < maz(z, y) — true}.

Nous nous proposons de calculer les paires critiques entre les régles de R afin de mettre
en évidence les diverses situations délicates que nous pouvons rencontrer.

La superposition entre les régles (1) et (3) produit la paire critique:
(a) z<y=true=z <y=true

Cette équation ne peut étre orientée que de gauche 3 droite puisque nous considérons
que les constantes true et felse sont irréductibles dans tout systeme de réécriture R. De
plus, il est naturel de considérer que les constantes booléennes sont plus petites dans la
précédence que tout autre opérateur de F'. La régle r ainsi obtenue engendre une dérivation
cyclique et on se heurte & un probléme de terminaison. En effet, le membre gauche et la
conséquence de r étant identiques, I’évaluation de la précondition réactive de nouveau la
régle elle-méme et engendre de ce fait une branche infinie de réécritures. Ceci n’est pas
surprenant puisque r n’est ni décroissante ni hiérarchique.

La superposition entre les régles (1) et (2) produit la paire critique:
(b)) z<y=true Az<y=falsezm>z=y

Cette paire critique viole la condition qui établit que pour toute équation conditionnelle,
les variables de la précondition doivent étre toutes contenues dans I'un des membres de la
conséquence. Cette condition est imposée dans le but d’éviter des situations nécessitant
une surréduction. En effet, considérons & titre d’exemple la régle suivante:

o(z, y, z) = true = g(z, y) — h(z)

Pour appliquer cette régle au terme g(¢,t'), il est nécessaire de calculer une valeur de 2
pour laquelle le prédicat p(t, t/, 2) soit vrai.

Par conséquent, I’équation obtenue ne peut pas étre orientée puisque sa précondition est
trop volumineuse (contient plus de variables que sa conséquence).

La superposition entre les régles (2) et (4) produit la paire critique:
(¢) z<y= false=>y<z=1true

De méme que la premiére paire critique, cette équation n’est ni décroissante ni hiérarchique
et peut provoquer des dérivations infinies, notamment si un enrichissement de la spécifi-
cation introduit I’équation duale y < 2 = false = z < y = true, (cette situation peut se

produire si nous définissons le minimum de deux entiers naturels et si nous calculons la
paire critique entre les régles

y <z = false 3 min(z, y) — z et min(z, y) < y — true).

Et enfin la superposition entre les régles (1) et (4) produit la paire critique:

(d) zly=true= y<y=true
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Cette équation ne peut &tre orientée car sa précondition contient des variables qui n’ap-
paraissent dans aucun des membres de la conséquence.

Cependant, nous sommes tentée de conclure qu’intuitivement, toutes ces paires critiques
sont triviales et peuvent par conséquent étre supprimées du systéme, pour les raisons
suivantes:

o (a) est triviale puisque sa conséquence est contenue dans la précondition. D’un point
de vue logique, elle traduit la tautologie p vV -p.

e (b) a une précondition insatisfiable puisque deux entiers naturels quelconques z et y
ne peuvent satisfaire simultanément les assertions z < y = true et z < y = false.
Plus généralement, un prédicat quelconque p(Z), ol Z est une suite de variables, ne
peut valoir true et false pour les mémes valeurs de variables de Z.

e (c) traduit une relation naturelle dans l'ensemble des entiers muni de l'ordre <, &
savoir que pour tous entiers naturels z et y, si ¢ est plus grand que y alors y est plus
pelit que z.

e Finalement, la conséquence de (d) traduit la propriété de réflexivité de 'ordre <,
qui est toujours vraie indépendamment de la validité de la précondition.

Il est absolument indispensable de pouvoir montrer que les quatre paires critiques que
nous venons de calculer sont triviales, car il est évident que dans le cas contraire, le test
de confluence échouerait pour des raisons telles que la non-terminaison (paire critique (a))
ou la taille (paires critiques (b) ou (d) qui ont plus de variables dans la précondition que
dans la conséquence et qui nécessitent alors une procédure de surréduction).

Cet exemple montre qu’il peut exister deux principaux types de paires critiques tri-
viales. Les paires critiques du premier type sont triviales sans qu’il soit nécessaire de
connaitre les propriétés des prédicats qui les définissent. Les équations (a) et (b) en sont
des exemples. Par contre, pour le second type, il est essentiel de définir des assertions
auxiliaires pour exprimer les propriétés des prédicats utilisés dans les préconditions de
régles et pour permettre de ce fait, d’effectuer des preuves dans les contextes. ©

Cet exemple que nous venons d’examiner montre que, contrairement au cadre classique,
sans préconditions, le caractéere opérationnel de la réécriture conditionnelle ne suffit pas
pour effectuer correctement les preuves dans les contextes. I1 devient indispensable de
définir des régles d’inférence spécifiques pour supprimer les équations triviales et méme,
d’utiliser des techniques de preuves du premier ordre pour prouver l'insatisfiabilité d’un
contexte. Ces mémes techniques peuvent &tre utilisées pour garantir qu’une étape de
réécriture est compléte, i.e. pour vérifier qu’une disjonction de contextes booléens équivaut
atrue. Dans la partie qui suit, nous expliquons comment ces preuves de contextes peuvent
étre menées a bien. Par ailleurs, ce point de vue est, & ’heure actuelle, partagé par
une large communauté de chercheurs et nous montrons que divers travaux peuvent &tre
unifiés. Nous présentons auparavant, un second exemple qui met en évidence la nécessité de
combiner les propriétés des différents prédicats que ’on peut avoir 3 utiliser pour spécifier
un type abstrait de données. L’exemple définit les listes triées d’entiers naturels (dont
la sorte est notée nat), avec les prédicats = et < qui expriment respectivement I’égalité
et la relation d’ordre dans la sorte nat. Sur ces listes, nous définissons des opérations
d’insertion (insert) et de suppression (delete). Nous constaterons que lutilisation du
prédicat d’égalité pose des problémes additionnels.
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Exemple 5.2 Soit (S, F, E) la spécification conditionnelle hiérarchique suivante :
SPy = SPyooi ;

SP = (51, F1, Ey), 51 = So® {nat};

Fi=BFi®DFR, BF=F & ;
C1 = {0:nat, succ : nat — nat};
DF, = {<, = :nat X nat — bool} ;

E,=BE,® DE,, BE, = Eo;
DE;, = {
Axiomatisation de <:
z < 0 = false, 0 < succ(z) = true, succe(z) < succ(y) =z <y,

Axiomatisation de =:
0 = 0 = true, succe(z) = suce(y)=z =y,
0 = succ(z) = false, succ(z) =0 = false }.

SP = (32, Fy, Ez), So=8510 {liste},

Fo=BF,®DF,, BFHR=F®C; -
Co = {[ ] :— liste, cons:nat X liste — liste},
DF, = {delete, insert :nat x liste — liste},

Fo=BE,& DFs, BE, = Ey,
DE; = {
Axiomatisation de delete :
1. delete(z, []) =[],
2. z < y = delete(y, cons(z, 1)) = delete(y, 1),
3. z = y = delete(y, cons(z, 1)) =1,
4. y < z = delete(y, cons(z, 1)) = delete(y, 1)

Axiomatisation de insert:
5. insert(z, [ ]) = cons(z, []),
6. T < y = insert(z, cons(y, 1)) = cons(z, cons(y, 1)),
7. £ = y => insert(z, cons(y, 1)) = cons(z, cons(y, 1)),
8. y < z => insert(z, cons(y, 1)) = cons(y, insert(z, 1))

Relation entre les opérateurs définis:
9. z =y => delete(y, insert(z, 1)) =1}.
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Supposons que 1’ensemble des équations soit orienté de gauche & droite. Les régles ainsi
obtenues forment un systéme de réécriture conditionnelle hiérarchique.

Examinons la paire critique suivante engendrée 4 partir de la superposition des régles (6)
et (9):

<y A z=2z=>delete(z, cons(z, cons(y, 1)) = cons(y, 1)
Nous nous proposons de montrer que cette paire critique est triviale. Il s’agit de calculer
les formes normales contextuelles de chacun des c-termes qui constituent la paire critique
et de vérifier qu’elles forment des ensembles complets de formes normales contextuelles
équivalents.

Le terme contextuel
<y A z=z : delete(z, cons(z, cons(y, 1)))

se réécrit en utilisant la relation ->g g, respectivement par les régles (2), (3) et (4) en les
c-termes suivants:

lLLz<y Az=z A z<z = delete(z, cons(y, 1)),
2.z<y ANz=z Az=2z : cons(y, ),
.z<y Az=2z A z<z i delete(z, cons(y, 1)).

Sachant que le prédicat < est irréflexif, on peut conclure que les contextes des termes
contextuels (1) et (3) sont équivalents & false (les expressions ¢ = 2 A z < zet z =
z A z < z sont équivalentes 3 false). Une difficulté réside cependant dans cette preuve
d’insatisfiablitié. En effet, d’une part il est essentiel d’utiliser la propriété d’irréflexivité
de < et d’autre part, un traitement efficace de I’égalité est indispensable.

Le c-terme (2) produit une équation triviale puisqu’alors, les deux termes de I’équation
sont syntaxiquement égaux. En effet, ’équation devient

z<y Az=z A z=2z=>cons(y, l) = cons(y, 1)

Par ailleurs, pour achever la preuve de trivialité de la paire critique, il faut également
prouver que ’assertion
r<zVe=2zVz<<z

est valide dans l’algébre initiale I(R), pous s’assurer que la réduction du c-terme z <
y Az =2 i delete(z, cons(z, cons(y, 1)) est compléte. Cette preuve nécessite
toutefois certaines précautions que nous explicitons dans la partie qui suit. ¢
""" 2.2 Les assertions auxiliaires et leur utilisation dans les preuves de con-
textes

Les assertions auxiliaires sont utiles pour traduire les propriétés de certains prédicats
qui ne peuvent pas &tre exprimées par des régles de réécriture, en particulier parce qu’alors,
ces régles engendrent des dérivations infinies. La propriété de transitivité des ordres < ou
< en est un exemple. Ces assertions sont principalement de deux types:

1. les assertions négatives:une assertion négative est la négation d’une conjonction
finjie d’atomes booléens de la forme:

_'(Pl A ..A Dn)

Chapitre 5. Confluence et complétion des systémes de réécriture conditionnelle : les problémes d ‘implantation.



174

Elle signifie qu’il n’existe aucune substitution close o, telle que pour tout i dans [1...7], les
préconditions op; soient simultanément valides. Les assertions négatives peuvent impliquer
Dinsatisfiabilité de la condition d’une paire critique et permettre de ce fait, de la supprimer.

Les expressions suivantes sont toutes des assertions négatives:
1. f(z<y Ay<z A z<z)
qui exprime la propriété de transitivité de 'ordre <.
2. v(z<y Ay<az)

qui exprime la relation qui existe entre les prédicats d’ordre < et < sur l’ensemble des
entiers naturels, ou encore
3. —(true = false)

laquelle, contenue dans 1’ensemble d’axiomes d’une spécification S P, traduit la consistance
de SP par rapport aux booléens.

Certaines de ces assertions peuvent &tre codées par des regles de réécriture. L’assertion (2)
est par exemple traduite par la régle inconditionnelle z <y A y < z — false. D’autres
par contre, ne peuvent pas étre utilisées comme des régles de réécriture. L’assertion (1)
exprimant la transitivité du préordre < en est un exemple. En effet, (1) est traduite par
P’équation
(z<y=true) A (y<z=true)=(z < z=true)

et elle viole la condition sur les variables puisque la variable y n’apparait pas dans la
conséquence,

2. les assertions de recouvrement :elles sont de la forme

plv...V Pn

et elles permettent d’effectuer une analyse par cas sur les paires critiques. Une assertion de
recouvrement est également nécessaire pour prouver qu’un ensemble de formes normales
contextuelles est complet. Supposons que le systéme de réécriture R contienne les régles

z >y =>maz(z, y) >, z <y=>maz(z, y) >y

et considérons le terme t = maz(maz(z, y), z). L’ensemble E de formes normales con-
textuelles de (true :: t) est constitué des termes contextuels suivants:

lLz<y Ay2>2z ny
2.z<y ANy<z  z
B.z2>2yAz>z
dz2yANz<z iz

Pour toutes variables z et y, 'assertion ¢ > y V z < y garantit la bonne couverture du
systéme R et assure de ce fait que E est complet, puisque toutes les branches de réécriture,
lors du calcul de E, ont été prises en compte. Cette assertion de recouvrement est par
conséquent nécessaire méme si elle n’est pas utilisée dans le processus de réécriture. En
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réalité, cet axiome n’est pas essentiel pour la définition des prédicats > et < sur les termes
clos si le systéme R est complet sur I’ensemble T'(F'). C’est la raison pour laquelle de tels
axiomes peuvent étre vus comme des théorémes inductifs. L’utilisation de ces axiomes est
par ailleurs trés liée aux preuves de réductibilité inductive. Considérons un systéme de
réécriture conditionnelle R constitué des régles:

R = {z <y = min(z, y) > 2, y < z = min(z, y) > y}

Le terme min(z, y) est inductivement réductible si la propriété z <y VvV y < z est valide
dans P’algeébre initiale I(R).

Revenons sur nos pas et examinons 1’analyse par cas des paires critiques contextuelles telle
qu’elle a été effectuée dans 'exemple 5.2. Cette analyse nécessite davantage de précautions.
Considérons a titre d’exemple, le systéme de réécriture suivant:
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Exemple 5.3 Soit (S, F, R) le systéme de réécriture conditionnelle décroissant suivant :

S = {bool} ® {nat, liste};

F = Fyoo1 ® {0 :nat, succ:nat — nat,
<, < :nat X nat — bool,
[]:liste, cons :nat x liste — liste,
ordered :liste — liste,
insert :nat X liste — liste}.

L’ensemble des constructeurs est constitué des opérateurs
C = {true, false, 0, succ, [ ], cons}.

R= Ryoot® {
Axiomatisation de <
0 < z — true, suce(z) <0 — false, suce(z) < succ(y) =z <y,

Axiomatisation de <
z < 0 — false, 0 < suce(z) — true, suce(z) < succ(y) — = <y,

Axiomatisation de ordered
1. ordered([ ]) — true,
2. ordered(cons(z, [])) — true,
8. ¢ <y = ordered(cons(z, cons(y, 1))) — ordered(cons(y, u)),
4. y < = = ordered(cons(z, cons(y, 1)) — false,

Axiomatisation de insert
5. insert(z, []) — cons(z, [}]),
6. z < y = insert(z, cons(y, 1)) — cons(z, cons(y, 1)),
7. y < z = insert(z, cons(y, 1)) — cons(y, inseri(z, 1)),

Relation entre les opérateurs définis:
8. y < z => ordered(cons(y, insert(z, 1))) — ordered(cons(y, 1)) }.

La superposition entre les régles (5) et (8) produit la paire critique:
(pc) y < x = ordered(cons(y, cons(z, []))) = ordered(cons(y, [ ]))

Le c-terme :
y < z :: ordered(cons(y, cons(z, [1)))

est réductible par la relation >p en utilisant les régles 3 et 4, et la réduction produit les

termes contextuels suivants:
lL.y<z A y<z :: ordered(cons(z, []))

2. y<z A z<y : false

Puisque I’assertion y < z V z < y est logiquement équivalente & true, il devient possible

de remplacer (pc) par ’ensemble suivant d’équations:
o (a) y<z A y<z = ordered(cons(z, [])) = ordered(cons(y, [])) et

e () y<z A z<y= false =ordered(cons(y, [1))

Chapitre 5. Confluence et complétion des systémes de réécriture conditionnelle : les problémes d’implantation.



177

Cependant, ce remplacement n’est licite que si la réduction du c-terme
y <z = ordered(cons(y, cons(z, [1)))

est opérationnellement compléte. En d’autres termes, la validité algébrique de I’expression
y £ ¢ V z < y dans Dalgébre initiale ne suffit pas. Il faut également que la validité
opérationnelle soit vérifiée:

Vo € Subst(F), o(y < z) =} true ou o(z < y) —f true

Si nous reprenons l’exemple, 1’équation (a) est triviale puisque les deux termes de sa
conséquence se réduisent tous deux en ¢rue par la régle 2. L’équation (b) est triviale si
P’on peut prouver la validité suivante:

Vo € Subst(F), o(y < ) A o(z < y) —f false
o

Il est par conséquent, nécessaire de définir le concept opérationnel de la validité dans
’algeébre initiale. En effet, ’équivalence logique ne suffit pas car la réduction récursive (et
toutes les relations de réécriture conditionnelle qu’elle contient), est définie de telle sorte
qu’une régle p = g — d puisse étre appliquée avec une substitution o, pas seulement si
I’expression op est satisfaite, mais peut en réalité étre prouvée valide en la réduisant a
true. Ces notions de validités algébrique et opérationnelle dans I’algébre initiale J(R) sont
définies comme suit:

Définition 5.1 Validité d’une assertion de recouvrement dans l’algebre initiale
P1 V...V p, est algébriquement valide dans I(R) et on note IR)|=py V...V pn
88t

Vo € Subst(F), 3i € [1...n] tel que op; =g true
La validité opérationnelle de py V...V p, est traduite par

Vo € Subst(F), 3i € [1...n] tel que op; —} true

Définition 5.2 Validité d’une assertion négative dans I’algébre initiale
a(p1 A...A pp) est algébriquement valide dans I(R) et on note

I(R)l=(p1 A...A pn) ssi
Vo € Subst(F), opy N...A opn =R false
Similairement, =(py A...A pn) est opérationnellement valide dans I(R) ssi
Vo € Subst(F), opy A...A op, —} false

Remarque: Une assertion négative algébriquement valide est aussi opérationnellement
valide.

En ce qui concerne les preuves de validité opérationnelle des assertions
S(z=2z A x<2)
“{z=2z A z<x)
z<zVzrz=2V 2<2
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~(y<z A z<y),et

y<z Vz<y,
un argument de hiérarchie, présenté par Ganzinger dans [35] peut &tre utilisé. Considérons
3 titre d’exemple, l'expression y < z V z < y. Cette propriété de recouvrement est
opérationnellement valide dans ’algébre initiale de la spécification SP si elle appartient
3 la théorie inductive d’une sous-spécification SP’ confluente sur les termes clos, et 2
condition que S P soit une extension suffisamment compléte de SP’.
Si on considére la sous-spécification des booléens avec les nombres naturels 0, succ et les
prédicats < et <, le systéme obtenu aprés complétion est confluent sur les termes clos. Il
satisfait également la propriété y < z V z < y. De plus, la spécification des listes triées
d’entiers naturels est une extension suffisamment compléte de cette base. Ceci permet
d’établir la validité opérationnelle de y < z V z < y dans ’algébre initiale I(R) de SP.
Pour les autres exemples, le méme argument peut étre utilisé en définissant une sous-
spécification des booléens avec les nombres naturels et les prédicats utilisés.

Il est désormais admis que le processus opérationnel de réécriture conditionnelle doit
étre complété par des preuves de contextes a ’aide de prouveurs du premier ordre. Un
second aspect qui intervient dans ces preuves de contextes et qui influe sur leur efficacité
est 1ié a la forme des régles conditionnelles et plus particuliérement, & la forme de leurs
préconditions.

2.3 Influence de la forme des spécifications conditionnelles sur les preuves
de contextes

Les preuves de contextes nécessitent 'introduction d’assertions (ou lemmes) qui peu-
vent apparaitre au cours du processus de preuve pour simplifier cette preuve. La sensibilité
de ces preuves a la forme des préconditions nous est apparue au cours des expériences que
nous avons menées. En effet, considérons les deux définitions suivantes de la fonction min
sur les entiers naturels:

Ry ={z <y = min(z, y)— =z, y <z = min(z, y) — y} et
Rz = {z < y = true = min(z, y) — z, z < y = false = min(z, y) — y}.
La paire critique qui résulte de la superposition des régles de R; est la suivante:
T<YyAysz=z=y

Prouver que cette paire critique est triviale est malaisé. La preuve nécessite en effet,
une utilisation complexe et une connaissance pointue des prédicats intervenant dans les
préconditions, ainsi que des différentes relations qui peuvent exister entre ces prédicats.

Considérons a présent la paire critique issue de la superposition des régles de Ry :
zly=true AN z<y= false=>z =y

Il est relativement aisé de montrer que cette équation est triviale. On peut citer trois
méthodes permettant d’établir cette preuve. La premidre consiste & utiliser 1’assertion
négative

~(z <y=true A z <y= false)

La seconde consiste a coder les préconditions dont on veut prouver ’insatisfiabilité par
des clauses de Horn, et a utiliser un prouveur de théorémes pour établir la preuve. Cest
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la solution que nous détaillons par la suite car c’est celle que nous avons adoptée dans
I'implantation de RECOND. Un troisiéme choix consiste & établir des critéres spécifiques
d’insatisfiabilité des contextes comme nous ’avons fait dans le théoréme principal du
chapitre 4. Dans ce cas précis, le critére d’insatisfiabilité permet de supprimer des équations
dont la précondition est de la forme p = true A p= false A . O

Nous avons soulevé un certain nombre de problémes que I’on rencontre souvent tant au
cours du test de confluence sur les termes clos qu’au cours de la procédure de complétion
conditionnelle. Ces problémes sont dans une large mesure, causés par la difficulté de définir
précisément la sémantique sous-jacente 4 la théorie conditionnelle. Dans la partie qui suit,
nous présentons les travaux des auteurs qui se sont intéréssés & cet aspect sémantique.
Nos résultats rejoignent ces travaux pour une grande partie. Nous donnons également les
motivations qui ont guidé nos différents choix dans ce travail de thése.

3 Les différentes approches de preuve dans les contextes

Lorsque nous avons abordé ’aspect sémantique de la théorie conditionnelle, nous nous
sommes préoccupé de trouver une réponse a la question suivante: quelle classe de modéles
associer 3 la spécification d’un type abstrait qui mélange des équations conditionnelles et
des axiomes du calcul des prédicats du premier ordre ? Notre objectif dans ce paragraphe,
est de dégager A partir des présentations ci-dessous, une solution & ce proléme, qui reste
encore en grande partie ouvert a I’heure actuelle. Nous présentons uniquement les ap-
proches qui mettent explicitement en jeu le caractére opérationnel de la réécriture.

1. Les travaux de Ganzinger [35]: L’auteur aborde le probléme en le posant d’une
autre fagon. Il choisit en effet, de considérer une spécification purement équationnelle con-
ditionnelle, notée SP et qui admet par conséquent une algébre initiale, notée I(SP). 1l
8’agit par la suite, d’ajouter & cette spécification un ensemble Az d’axiomes du calcul des
prédicats du premier ordre valides dans I(SP). Par conséquent, SPU Az admet également
une algébre initiale qui coincide avec I(SP). Les assertions auxiliaires de Az sont de deux
types, les assertions négatives et les assertions de recouvrement. Le choix des assertions
effectivement utiles n’est cependant pas évident. Il dépend en grande partie de la forme
de la spécification. Cette difficulté est illustrée par ’exemple suivant:
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Exemple 5.4 Soit (S, F, R) le systéme de réécriture suivant:
S = {bool, nat, list};
F=BF®DF;
BF =C @ {< :nat X nat — bool} ;
C = {true, false:— bool,
0:— nat, succ:nat — nat,
[]:— list, cons :nat x list — list};
F o BF = {a, b, c:— nat,
ord:list — bool,
ins :nat x list — list};

BR contient l’aziomatisation de < :
BR = {0 < z — true, succ(z) < 0— false, succ(z) < suce(y) — z < y};
R=BR®{l. ¢ <y=true= ord(cons(z, cons(y, 1))) — ord(cons(y, 1)),
2. b < e =true = ins(b, cons(c, 1)) — cons(b, cons(c, 1)),
3. b<a= false = ord(cons(a, ins(b, 1))) — ord(cons(a, 1))}

Considérons la paire critique contextuelle suivante issue de la superposition des régles (2)
et (3):

b<a= false A b< c=true=
ord(cons(a, cons(b, cons(c, 1)))) = ord(cons(a, cons(c, 1)))

et examinons sous quelles conditions cette paire critique est triviale.
Le terme contextuel
b<a= false A b< c=true :: ord(cons(a, cons(b, cons(c, 1)))
se réécrit en:
b<a=false A b<c=true A a<b=true :: ord(cons(b, cons(c, 1)))

en utilisant la régle (1). Ceci nous ameéne 3 utiliser 1’assertion de recouvrement a < b =
true V a < b= false et 4 engendrer les équations suivantes:

1.b< a= false A b<c=true A a <b = true = ord(cons(b, cons(c, 1)) =
ord(cons(a, cons(c, 1))) et

2. b<a= false A b<c=true A a <b= false =
ord(cons(a, cons(b, cons(c, 1)))) = ord(cons(a, cons(c, 1)))

A condition que ’assertion négative
—(b<a= false A a <b= false),

soit valide dans I(R), il est alors possible de supprimer ’équation (2) du systéme. Exam-
inons I’équation (1). De la méme maniere que lors de la premiére étape, cette équation
peut étre éclatée en deux nouvelles équations qui lui sont équivalentes, en opérant la regle
(1) sur le premier membre:

1. b<a= false AN b<c=true A a <b=true A b<c=true= ord(cons(c, l)) =
ord(cons(a, cons(c, 1)))
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2.0 <a = false AN b<c=1true A a <b=1true A b < c = false =
ord(cons(b, cons(c, 1))) = ord(cons(a, cons(c, 1)))
Cette fois, nous avons utilisé I’assertion de recouvrement
b<c=true v b<c= false.
La seconde équation que nous obtenoﬁs est triviale puisque
b<c=true A b<c= false

est insatisfiable. I est possible & présent d’opérer sur le second membre de 1’équation
restante et nous obtenons par conséquent les équations suivantes:

1.b<a=false A b<c=true A a<b=true A b<c=true A a £ c=lrue=
ord(cons(c, 1)) = ord(cons(c, 1)) et

2. b<a=false N b<c=true A a<b=true A b<c=true A e <c= false =
ord(cons(c, 1)) = ord(cons(a, cons(c, 1)))

La premiére équation est triviale puisque les termes qui composent sa conséquence sont
syntaxiquement égaux. Le contexte de la seconde équation est insatisfiable puisque ’opé-
rateur d’ordre < est transitif et, par conséquent, I’assertion

~(b<a= false A b<c=true A a<c= false)

est valide dans l'algébre initiale J(R). Résumons & présent la situation. Nous avons eu
besoin des assertions suivantes pour établir que la paire critique calculée est triviale:

e a<b=true V a<b= false

o 2(b<a= false A a <b= false)

e b<c=true V b<c= false

o b<c=true A b<c= false

s a<lc=1true V a <c= false

o ~(b<a=false AN b<c=true A a<c= false)

Le choix des assertions de recouvrement est dicté par la réductibilité des composantes de
la paire critique. Quant aux assertions négatives, il n’est pas possible par contre d’avoir
de guide et 'on ne peut pas savoir a priori quelle est ’assertion négative qui permettra
d’achever la preuve. Considérons en effet 1’assertion négative

~(b<a= false A b<c=true A a<c= false)

Elle traduit la transitivité de I'ordre <. Cependant, cette propriété de transitivité est
également traduite par Passertion

<(b<a= false A b<c=true A ¢ <a =true).
ou encore par ’assertion

“(a<b=1true A b<c=true A a<c= false)
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De méme, Passertion
~(b<a= false A a < b= false)
est équivalente a
~(bLa=true A a <b=true)

et utiliser I'une plutdt que 'autre dépend des régles simplificatrices utilisées lors du pro-
cessus de complétion. ¢

En adaptant cette approche, 'auteur montre qu’elle convient al’étude des spécifications
paramétrées. Les assertions auxiliaires constituent des contraintes parameétres utiles pour
effectuer des preuves inductives dans la spécification paramétrée. Ces contraintes de-
vront étre vérifiées par le paramétre actuel lors de 'instanciation. Ces assertions sont par
ailleurs, des formules arbitraires dont la justification dans la théorie inductive peut étre
établie indépendamment des méthodes de réécriture, en utilisant par exemple, un prou-
veur de théorémes du premier ordre.

2. Les travaux de Navarro et Orejas [81] :Les auteurs proposent une approche alter-
native fondée sur les Log-modéles. Une équation conditionnelle, dans une Log-spécification
SP, a une seule précondition de la forme

c=>s=1

ol ¢ peut comporter des connecteurs booléens quelconques, dont la définition est également
contenue dans SP. Les auteurs supposent également que les symboles de fonction a des-
tination booléenne, autres que les connecteurs logiques, n’ont pas d’arguments booléens.
Cette restriction est justifiée par leur souci d’interpréter les prédicats par des fonctions a
valeurs booléennes. Un Log-modéle est une algébre hétérogéne satisfaisant les axiomes de
la spécification et telle que sa restriction & la sorte booléenne comporte exactement deux
constantes true et false qui sont les interprétations respectives dans la Log-algébre, de
true et false. En effet, Navarro et Orejas restreignent a priori la classe des modéles et
Pexistence d’une algébre initiale n’est pas garantie. Pour cet aspect sémantique, le princi-
pal apport des auteurs se situe dans ’activité de la théorie des preuves. En effet, Navarro
définit dans sa thése, un systéme de déduction I, correct et complet par rapport aux
Log-modéles [79]. Le systéme L est d’une extréme simplicité. Les sept premiéres régles
du systéme formalisent le raisonnement équationnel. La régle

Etra=>t=t, Ebpca=>t=1t
Errea Veyt=t :
est prévue pour le raisonnement par cas. Sa correction et sa complétude sont dues 2 la

restriction du support booléen des Log-algébres 4 1’ensemble {true, false}. Deux autres
régles traitent les cas triviaux: 2

Etvy false=>t =1t
et
ElFy c=>c=true
Cependant, le systéme L est indécidable. L’approche des Log-algébres s’appuie en

effet, sur P'utilisation d’un systéme canonique des booléens et les problemes de terminaison
inhérents & ce type de systdmes ne sont pas abordés par les auteurs.

Les auteurs définissent un processus de réécriture contextuelle qui constitue, d’un point
de vue théorique, une technique de preuve compléte pour les Log-spécifications. Cepen-
dant, ces résultats ne peuvent pas actuellement &tre mis en pratique. Leur implantation
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nécessite en effet la mise en ceuvre de techniques efficaces pour la réalisation et 1'utilisation
au cours du processus de complétion, d’un outil de preuve de formules générales du pre-
mier ordre.

3. Les travaux de Zhang et Kapur[108]: L’objectif des auteurs est d’établir une
méthode pour prouver automatiquement des théorémes du premier ordre avec égalité.
L’originalité de la méthode est qu’elle combine la superposition clausale sur des littéraux
maximaux et la réduction de régles conditionnelles. Toute clause est transformée en une
régle de réécriture conditionnelle de facon & définir un processus de réécriture condition-
nelle plus puissant que la subsomption et la démodulation puisqu’alors, une clause quel-
conque peut étre utilisée pour réécrire, qu’elle soit unitaire ou non. Cette traduction
d’une clause en régle est effectuée en établissant un ordre sur les termes et sur les littéraux
de facon a ce que le membre gauche de la régle corresponde au littéral maximal de la
clause. Une clause unitaire est représentée par une régle inconditionnelle et une clause
non-unitaire est représentée par une régle conditionnelle dont le littéral maximal est le
membre gauche de la régle. Les auteurs définissent également le concept de superposition
clausale comme une opération entre deux régles conditionnelles dont le résultat est une
clause appelée clause critique. Cette superposition clausale est équivalente a la résolution
ordonnée définie dans[46]. Les auteurs établissent une procédure similaire & la procédure
de complétion de Knuth-Bendix et montrent que si ’ensemble de clauses en entrée est
inconsistant, la clause vide, représentée par 1’égalité true = false, est engendrée si la
procédure ne diverge pas.

Les constantes sont utilisées avec leur signification habituelle. En d’autres termes,
—~true = false et ~false = true ou le symbole - représente la négation. La formule
p = lrue est équivalente a p et la formule p = false équivaut & -p. Enfin, égalité
true = false est équivalente a false, ce qui garantit la consistance par rapport aux
booléens. Les axiomes d’égalité ¢ = z et (z = y) V (y # z) sont systématiquement
construits dans le systéme de preuve.

Contrairement aux précédents travaux dans [57, 35] et [53] dans lesquels la terminaison
de la réécriture conditionnelle est assurée par 'utilisation exclusive de régles réductrices,
ou encore aux travaux présentés dans[95, 11] o les auteurs définissent des spécifications
hiérarchiques pour éviter d’engendrer des dérivations cycliques, Zhang et Kapur ont choisi
d’adapter une troisitme méthode pour garantir la propriété de ncethérianité. Le principe
de la méthode consiste d’une part, pour assurer la terminaison de la dérivation incondi-
tionnelle, & vérifier que toute clause se traduit en une régle dont le membre gauche est plus
grand que le membre droit et d’autre part, a limiter la profondeur de chaque réécriture
a un nombre raisonnable, pour garantir que la dérivation dans la partie conditionnelle ne
boucle pas.

La méthode de preuve a été implantée par les auteurs dans le systéme RRL (Rewrite
Rule Laboratory) et les auteurs illustrent, & P’aide d’un certain nombre d’exemples, la
puissance du processus de réécriture par rapport aux méthodes classiques de paramodu-
lation sur les clauses. Examinons l'exemple suivant dans lequel les clauses ont déja été
traduites par des régles de réécriture conditionnelle
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Exemple 5.5 [106]

ri: min(z, z) — z,

ry: min(z, maz(z, y)) — =,

r3: min(z, y) = z = maz(z, min(y, z)) — min(y, maz(z, z))
et soit la clause suivante a prouver:

(x*) maz(z, z) =2z V ~(min(z, y) = 2)

Le littéral maz(z, z) = z est en premier lieu reformulé et donne lieu, par paramodulation,
3 une seconde clause équivalente

maz(z, min(z, y)) =2

A présent, il est possible d’appliquer la régle r3 pour simplifier la clause puisque la
précondition instanciée min(z, z) = z est satisfaite par la régle ry. La clause devient:

min(z, maz(z, y)) =z

qui & son tour devient
=2z

apres simplification par la régle ro. Cette clause étant triviale, ceci achéve la preuve de la
clause initiale (xx). O

Les auteurs montrent pour cet exemple, que ni la démodulation ni la subsomption ne
peuvent supprimer la clause (**)[106].

2, 4

Par rapport aux autres mécanismes de réduction étudiés par la communauté de réécriture
conditionnelle, il est important de remarquer que le processus de simplification proposé
par Zhang et Kapur est davantage apparenté aux travaux de Kaplan [57] et de Jouannaud
et Waldmann [53] qu’aux travaux de Ganzinger [35] et aux ndtres. En effet, une simpli-
fication n’opére que si la précondition instanciée de la régle simplificatrice est prouvée
satisfiable tandis que le principe de la réécriture contextuelle quant & lui différe puisque
la simplification est effectuée systématiquement en ajoutant la précondition au contexte
existant. Dans ce cas, la validité de la précondition instanciée est vérifiée ultérieurement
lorsque le produit de la simplification est en forme normale.

Finalement, partant d’une optique différente puisque, contrairement & nos travaux, les
auteurs se placent en premier lieu dans ’approche clauses de Horn, ces derniers voient
également la nécessité de combiner 'utilisation des clauses avec le processus de réécriture
conditionnelle pour augmenter la puissance de preuve. Leur mécanisme de réécriture est
simple, mais peut cependant &tre raffiné en intégrant par exemple du raisonnement par
cas.

4. Les travaux de Plaisted [90] : L’auteur présente une méthode sémantique pour prou-
ver la confluence sur les termes clos d’un systéme de réécriture conditionnelle ou encore
pour compléter ce systéme afin de le rendre confluent sur les termes clos. Cette méthode
sémantique nécessite plus d’interaction avec I'utilisateur que les extensions de la procédure
de Knuth-Bendix au cadre conditionnel qui sont des méthodes purement syntaxiques. La
particularité de la méthode de confluence sémantique proposée par I’auteur réside dans
le principe de séparer la théorie du systéme de réécriture. Dans les approches adaptées
jusqu’a présent, la théorie T et le systéme de réécriture R sont confondus. Plaisted quant

Chapitre 5. Confluence et complétion des systémes de réécriture conditionnelle : les problémes d’implantation.



185

a lui, s’applique & obtenir des systémes de réécriture qui sont des procédures de décision
pour diverses théories du premier ordre et théories initiales. La théorie T est supposée
consistante. Elle n’a cependant pas besoin d’étre restreinte & une logique équationnelle ou
a une logique du premier ordre. Elle peut contenir des clauses plus générales et il n’est
pas non plus nécessaire qu’elle admette un modéle initial, ce qui constitue le principal
avantage de la méthode. La confluence sémantique utilise la validité dans une théorie T
pour montrer la confluence d’une systéme de réécriture. La méthode est fondée sur la
notion de E-séparation de T sur un ensemble S de termes définie part =g s ssit = s
est valide dans la théorie T pour tous termes s et t de S. Pour expliciter la méthode de
Pauteur, nous nous proposons d’examiner I’exemple suivant:

Exemple 5.6 Soit SPEC = (S, F, E) ot
S = {int*, bool, list+};

F = {0, oco:— intt, succ: intt — intt,
< :intt x intt — bool,
nil :— listt,
min :listt — intt,
cons :intt x listt — listt};

E = {min(nil) = oo,
min(cons(z, nil)) = z,
z < min(l) = min(cons(z, nil)) = z,
~(z < min(l) = min(cons(z, nil)) = min(l)}.

Dans cet exemple, la sorte intt correspond & la sorte des entiers notée int d laquelle
est ajoutée la constante co.

Toutes les occurrences de min dans les conditions ont des arguments plus petits que celles
dans les membres gauches. Par conséquent, pour les termes clos, les occurrences de min
peuvent &tre évaluées récursivement en utilisant le méme ensemble d’équations. Pour les
termes clos, ceci réduit les conditions & la forme z < y ou ~(z < y) oll z et y sont
des entiers, et qui peuvent étre évaluées dans la théorie T' par une procédure de décision
spécialisée. &

L’auteur illustre la relation qui existe entre la confluence sémantique et les approches
algébriques. Par exemple, vérifier que certains opérateurs, tels que ’opérateur min dans
P’exemple, peuvent étre supprimés est similaire 3 la propriété de complétude de définition.
En effet, 'auteur propose d’effectuer une analyse par cas pour montrer que tous les termes
clos de la forme min(l) sont réductibles si ! n’a pas d’occurrences de min. Une variable
I quelconque est soit la constante nil, et dans ce cas, elle se réduit & oo, soit de la forme
cons(z, m) et elle se réduit en z si z < min(m) ou en min(m) si ~(z < min(m)). 1l
est alors possible de vérifier, en utilisant un prouveur de théorémes d’une part, que la
disjonction des deux cas z < min(m) et ~(z < min(m)) est vraie et d’autre part, que les
deux cas sont mutuellement exclusifs (z < min(m) A ~(z < min(m)) = false). Il est de
plus nécessaire de prouver que les termes nil et cons(z, m) sont toujours différents, ce qui
peut &tre établi en considérant la théorie initiale des structures de listes. Par conséquent,
tous les termes clos de la forme min(cons(z,!)) sont réductibles et partant, min ne peut
pas apparaitre dans un terme en forme normale.

Dans [90], Plaisted établit une condition suffisante pour vérifier la propriété de E-séparation
d’une théorie T sur un ensemble de termes. La méthode de confluence sémantique est plus
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générale que les preuves de confluence qui étendent la procédure de Knuth-Bendix, mais
nécessite cependant une interaction importante avec I'utilisateur. Elle est par conséquent
plus difficile 2 mettre en ceuvre. Il est par ailleurs également intéressant de remarquer
le souci de l'auteur d’utiliser un prouveur.de théorémes pour effectuer des preuves de
contextes. Ces preuves sont soit des preuves de bonne couverture, soit des preuves
d’insatisfiabilité permettant d’établir ’exclusion mutuelle de contextes.

5. Les travaux de Peterson[88]:Pour manipuler des équations telles que celles qui
traduisent la commutativité et qui ne peuvent donc étre orientées, 'auteur introduit le
concept de réduction contrainte. La contrainte est attachée & une équation quelconque
et une réduction est appliquée & un terme clos seulement si la contrainte est satisfaite.
Cette approche évite d’utiliser des algorithmes d’unification spéciaux tels que l'unification
associative-commutative [89, 50]. Par ailleurs, par son aspect opérationnel, elle est simi-
laire aux travaux effectués dans le cadre conditionnel, mais elle reste totalement différente
au niveau sémantique pour les raisons suivantes: dans les systémes définis par Peterson, les
contraintes n’affectent jamais la validité d’une équation, mais seulement son applicabilité.
De plus, les contraintes utilisées sont limitées & des conjonctions d’atomes dont le sym-
bole de prédicat est I’opérateur >. Il nous a paru cependant intéressant d’évoquer cette
approche parce qu’a un niveau opérationnel, 'auteur se heurte aux mémes difficultés que
celles que 1’on rencontre dans le cadre conditionnel, et il propose une méthode originale.
11 développe un test de complétude pour un ensemble de réductions contraintes équivalent
au test de convergence des paires critiques de Knuth-Bendix[64]. Cette convergence est
établie par cas, de facon similaire 4 nos travaux dans le chapitre 4.

L’équation e = (s =t if ¢) est partiellement réductible par (A — p if c;) en e; avec le
reste e; s'il existe une substitution o et une occurrence u de (s = t) telles que (s = t);, =
oA, (cAocy) # false,

e1=((s =t)[u —op]if (cAae)) et ez = (s=tif (cA~0ocy))

A titre d’exemple, I’ensemble suivant est un ensemble complet de réductions équivalent a
la théorie associative-commutative:

(z.y).2 = z.(y.2)
zy—yrifz>y
z(y.2) = y(z2)ifz >y

Les résultats de Peterson consistent & exhiber un ensemble complet de réductions con-
traintes pour des théories algébriques R. Pour prouver la complétude de ces ensembles,
Pauteur vérifie que toute paire critique e est convergente sur les termes clos. Pour effectuer
ce test, il s’agit de calculer en premier lieu la forme normale de la contrainte de e. L’auteur
propose i cet effet un algorithme spécifique & I'utilisation exclusive du prédicat > dans les
contraintes. La seconde opération consiste & réduire la conséquence de e, ce qui engendre
en général un arbre de réductions dont les branches dépendent de la contrainte de e et de
celles des éléments de R puisque ’auteur effectue des réductions par cas. Finalement, il
faut ensuite vérifier 1’égalité syntaxique des deux membres de chaque équation réduite.

L’avantage de approche contrainte est que les contraintes permettent a toute équation
d’étre orientée. Par contre, elle peut échouer dans la recherche infinie d’ensembles com-
plets de réductions contraintes. Par ailleurs, I’auteur exhibe des ensembles complets de
réductions contraintes pour diverses théories équationnelles.
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4 La preuve de convergence des paires critiques

Cette partie étant consacrée aux problémes inhérents & l'utilisation des booléens an
cours du test de confluence sur les termes clos, nous étudions dans ce qui suit, la régle
d’inférence dans laquelle intervient cette utilisation. Nous illustrons également la nécessité
d’un certain savoir-faire dans les preuves du premier ordre pour le succés du test de
confluence. Cette régle d’inférence concerne la suppression des équations triviales lorsqu’il
s’agit principalement de prouver que le contexte est équivalent 3 false. Nous illustrons
d’une part, les diverses formulations qu’on peut donner de cette régle, produisant dans
certains cas, une combinaison performante et d’autre part, les choix que nous avons adoptés
pour réaliser un prototype souple d’utilisation et capable de traiter un certain nombre
d’applications.

4.1 Les équations triviales

Intuitivement, une équation conditionnelle est triviale si les deux membres de sa
conséquence sont identiques ou encore si sa précondition est insatisfiable. Le premier
cas ne pose aucun probléme puisqu’il s’agit de tester ’égalité syntaxique de deux termes
de T(F, X). Par contre, éliminer le second type d’équations triviales constitue sans nul
doute, "une des étapes les plus délicates du test de confluence ou encore du processus
de complétion. Cette étape dépend en effet de différents facteurs de choix, pouvant étre
d’une importance cruciale pour 'efficacité de la complétion.

Supprimer une équation triviale dont la précondition est insatisfiable se traduit formelle-
ment par la régle d’inférence suivante:

Eu{p=>g=d}, R
EUR

si Vo € Subst(F), op =g false

Le test op =g false étant indécidable dans sa généralité, il s’agit de mettre en ceuvre

des heuristiques correctes permettant d’éliminer certains contextes insatisfiables. Ces
heuristiques dépendent en grande partie de la classe des algébres que ’on veut appréhender
et de la forme de préconditions adaptée. Nous nous plagons d’emblée dans la classe des
Log-algebres et nous nous intéressons a la Log-algeébre initiale. Ce choix est assez na-
turel parce que d’une part, 1’étude des spécifications algébriques nécessite seulement de
considérer ’algébre des termes clos et d’autre part, se restreindre & un support booléen
isomorphe & P’ensemble {true, false} nous place correctement dans ’algébre booléenne
avec uniquement deux valeurs de vérité. A partir de 13, plusieurs méthodes sont envisage-
ables.

L’utilisation de formules du premier ordre dans toute leur généralité est, a 1’heure
actuelle difficile & mettre en pratique. En effet, nous ne disposons pas d’outils de preuve
pour une classe de formules aussi générale. Nous dirons simplement que dans ce contexte, il
est possible d’intégrer, 4 chaque systéme de régles de réécriture conditionnelle, un systéeme
de réécriture canonique pour le calcul propositionnel tels que le systéme de Hsiang explicité
dans [43], mais ce choix s’est avéré inefficace. En effet, traiter les préconditions uniquement
par le processus de réécriture est en général insuffisant pour mener a bien les preuves
dans les contextes. L’exemple de REVEURA4[10] dans lequel la nécessité d’avoir recours
4 des procédures ad-hoc pour exploiter les propriétés de certains prédicats telles que la
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transitivité et la réflexivité de < ou encore pour traiter le prédicat d’égalité, illustre la
difficulté actuelle d’adapter un tel choix.

Une seconde solution consiste 3 adopter une forme équationnelle pour les préconditions
de régles. Une précondition p, notée p, est par conséquent de la forme:

pr=pi A ... A pp=0,

Toutefois, pour conserver un cadre d’étude booléen et pouvoir utiliser toute la puissance
de la logique du premier ordre, nous avons envisagé de restreindre la sorte des termes ap-
paraissant dans chaque équation d’une précondition 4 la sorte booléenne. La précondition
p vérifie alors la condition suivante:

Vie[l...n], p; € {true, false}.

L’avantage de ce choix est que nous disposons pour cette forme de préconditions, d'un
certain nombre d’heuristiques relativement aisées a justifier dans la classe des Log-algébres
et a mettre en ceuvre. Ces heuristiques sont principalement de trois types:

1. Le premier type porte uniquement sur la précondition de ’équation et ne nécessite
aucune connaissance concernant les propriétés que posséderaient éventuellement les
prédicats utilisés :

EUu{d A a=true A a= false=>g=d}, R
E, R

Eu{q§ A true = false =>g=4d}, R
E, R

2. Le second type d’heuristiques ne dépend pas non plus des prédicats intervenant dans
la précondition mais porte sur toute ’équation. Le cas le plus général est celui ou
la conclusion de 1’équation est une conséquence logique de la précondition. Dans sa
forme la plus simple, cette heuristique exprime ’appartenance de la conséquence a
la partie précondition :

Eu{GgAng=d=>g=4d}, R
E, R

3. Le troisiéme type d’heuristiques fait intervenir les propriétés des prédicats utilisés.
A titre d’exemple, ’équation qui suit est triviale :

c<y=true A y<z=true A 2<2= false=>g=d

si les variables z, y et z sont de type entier et si nous prenons en compte la propriété
de transitivité de la relation d’ordre < sur les entiers.

Dans ce qui suit, nous explicitons la méthode choisie pour effectuer les preuves d’insatis-
fiabilité du contexte afin de supprimer les équations triviales. Par ailleurs, cette méthode
est en partie implantée dans le prototype RECOND.
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Pour prouver l'insatisfiablité d’un contexte, une premiére solution consiste a adapter
la procédure de Knuth-Bendix sans échec (UKB)[1]. Cette procédure de complétion est
exécutée avec en entrée, I’ensemble des équations booléennes qui forment le contexte. Si
la procédure engendre ’égalité true = false, le contexte est insatisfiable. Le principal
inconvénient de cette méthode est qu’elle procéde i 'orientation des équations en régles
de réécriture. Si 'un des prédicats intervenant dans le contexte est transitif, la procédure
s’arréte en échec puisque I’axiome de transitivité est une équation conditionnelle non
orientable. Notre choix s’est fixé de ce fait, sur une représentation des préconditions et
des différentes propriétés des prédicats sous forme de clauses de Horn. Dans ce cadre
de travail, plusieurs stratégies de preuve d’inconsistance ont été mises en ceuvre dont[45],
[46],[43],[44], [98]... Nous avons choisi d’adapter la stratégie de paramodulation ordonnée
établie par Rusinowitch dans sa thése[98].

4.2 Preuve d’insatisfiabilité du contexte
La stratégie de paramodulation ordonnée

La stratégie de paramodulation ordonnée est semi-décidable. 1l s’agit par conséquent,
d’étudier les conditions d’arrét de la procédure, pour éviter des calculs infinis. Pour un
contexte mis sous forme d’une clause de Horn, la stratégie s’applique 3 montrer que ce
contexte est insatisfiable. Dans ce qui suit, nous formalisons les divers concepts;

Définition 5.3 Interprétation de Herbrand, Assignation
Soient §:R — N une signature relationnelle, a : F — N une signature fonction-

nelle, et X un ensemble de variables. Une interprétation de Herbrand I est la
donnée

e pour chaque symbole de relation R de R, d’une application
Z(R) :T(F)g(R) — {true, false}

e pour chaque symbole f de F d’arité n, d’une application
I(f):T(F)* - T(F) qui a (hy,..., h,) associe f(h1,..., hy).

Une assignation p de T est une application p : X — T(F)z que l'on étend par
morphisme & T(F, X) par les régles suivantes :

o u(f(t1,---y ta)) =T(F)p(t,-- -, ptn))
o u(R(t1,..., ta)) = Z(R)(u(t1,- -, u(tn))

Définition 5.4 Ensemble inconsistant de clauses
Un ensemble C = {ey,..., cp} de clauses est dit inconsistant s’il eziste une clause

¢; dans C telle que, pour toute interprétation de Herbrand Z, et toute assignation p
de I, p(ci) = false.

Cette définition constitue la philosophie de la stratégie par réfutation. Pour montrer
qu’une formule quelconque c¢ est insatisfiable dans un ensemble Az d’axiomes, il s’agit
de tester 'inconsistance de ’ensemble Az U Clause(c), i.e. d’engendrer la clause vide
par réfutation. Clause(c) est 'ensemble de clauses de Horn qui traduisent la formule
¢. Dans ce qui suit, nous présentons la méthode choisie pour tester l'insatisfiablité des
contextes et par la-méme, pour éliminer des équations triviales du systéme. Cette méthode
a été implantée par une étudiante au cours de son stage d’Etudes Approfondies, dans un
prototype expérimental baptisé RECOND [42].
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Codage des formules

Il s’agit dans un premier temps de coder, par des clauses de Horn, l’ensemble Az
d’axiomes traduisant les diverses propriétés des prédicats, I’ensemble des regles de réécriture
conditionnelle ainsi que la précondition p dont on veut tester insatisfiabi lité. Cette
opération est fondée sur le principe suivant:

¢ est une CEB de la forme A%, n(21,..., Zm) = ¢! telle que pour tout ¢ dans
[1...n], ¢} € {true, false} et o w(z1,..., Zm) est un littéral quelconque. On peut alors
traduire ¢ sous forme de clauses de Horn en procédant de la maniére suivante:

c=AY, €6 (21,00, Tn)

ol ¢; est soit le symbole vide si ¢} = true, soit le symbole de négation si ¢} = false.
La partie précondition étant implicitement close existentiellement par rapport aux varia-
bles contenues dans ¢, nous pouvons écrire ¢ comme suit:

n
c=13z1, ..., 2w AL, €& 7(21,..., Tm)

En appliquant une skolémisation & la formule ¢, on obtient I’ensemble de clauses Clause(c) @~ - ’
suivant:

{€; mi(Z1, ...y Bm), 1€ [1...n]}

Cette opération est de la méme maniére effectuée pour I'ensemble des axiomes Az, pour
les régles de R, et pour la précondition p. L’ensemble donné en entrée a la stratégie de
réfutation est: ‘

Clause(Az) U Clause(R) U Clause(p)

Les propriétés de ’ensemble Az doivent &tre valides dans l’algébre initiale I(R). De
plus, ’ensemble des équations contenues dans R est supposé étre complétement défini
indépendamment des axiomes de Az.

Un ordre de comparaison sur les clauses

La stratégie de paramodulation ordonnée est fondée sur le principe que 'application des
regles d’inférence doit toujours concerner les littéraux maximaux de la (ou des) clause(s)
parente(s). Il est de ce fait utile d’établir un ordre sur les clauses. L’idée d’ordonner
les littéraux d’une clause a été en premier lieu utilisée dans[68, 12, 70], [69, 31] et
plus récemment dans[46]. Boyer définit un ordre en assignant des poids arbitraires aux
littéraux sans variables, et Lankford et Ballantyne étendent cette méthode de la résolution
a la paramodulation. Fribourg combine la résolution close avec une forme restreinte de
paramodulation dans laquelle la paramodulation est exécutée seulement sur le plus grand
argument du prédicat d’égalité. Hsiang et Rusinowitch définissent la résolution ordonnée
comme une résolution binaire ol les deux littéraux unifiés sont maximaux. Ils raffinent
également la paramodulation restreinte définie par Fribourg en définissant la paramodu-
lation ordonnée, exécutée sur le plus grand argument dans 1’atome égalitaire seulement si
cet atome est maximal dans la clause.

L’ordre sur les littéraux est défini a partir d’un ordre de simplification >, complet sur
les termes de T(F, X) de la fagon suivante:

o P(t1,..., tn) > Q(t,..., tl,) ssi P a une précédence supérieure i celle de Q.

ne

o P(ty,..., ta) > P(t},..., t}) ssity...tgh Dlep t) ...t
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e 1y =12 >1] =15 ssi {t1, t2} > {8}, 13}

ol >y, est I'extension lexicographique de > et 3> son extension aux multi-ensembles.

Régles d’inférence de la stratégie de paramodulation ordonnée

Soit > un ordre de simplification complet. On définit 1’'ordre A sur les clauses comme
suit:
C A C'ssi C > C' ou C et C’ sont incomparables.

L’expression o = mgu(t, t') signifie que la substitution o est I'unificateur le plus général
des termes ¢ et . En d’autres termes, d’une part, ot = ot’ et d’autre part, pour toute
autre substitution 7 telle que 7t = 7/, il existe une substitution p telle que po = 7.

Les régles d’inférence de la paramodulation ordonnée sont les suivantes [98]:
1. La résolution ordonnée:

o = mgu(Ly, L2)
st{ ol Ao0A, VA€ Dy
oL, AoA, VA€ D,

Ly v Dy ~La V Dy
G(Dl \% Dz)

2. La paramodulation ordonnée:

o = mgu(s, a)

os Aot

o(s=t)LA oA, VAe D

oL A oA, VA€ D,

a est un sous terme non variable de L

(s=t) v D, Lla vV Dq
0(D1 \' L[t] v Dz)

3. La factorisation ordonnée:

Ly v Ly v Dy 8 a:mgu(Ll, Lz)
0‘(L1 \Y Dl) ol A0A, YVAe D,

4. La réfutation réflexive:

s#t v D

) sz{ o = mgu(s, t)

Les deux derniéres régles d’inférence servent & simplifier les clauses. En particulier, la régle
de réfutation réflexive évite d’ajouter la clause (z = z) al’ensemble initial de clauses.

Le controle du prouveur

Etant donnés un ensemble S de clauses, et deux clauses C; et Cy, le contrdle instauré
consiste a privilégier I'utilisation de la régle de résolution ordonnée sur les clauses C et
Cy, puis en cas d’échec de cette régle, a appliquer la paramodulation ordonnée sur ces
mémes clauses. Dans ces deux cas, la clause résultante subit séquentiellement les régles de
factorisation ordonnée et de réfutation réflexive pour étre simplifiée. Soit Inf l’ensemble
des régles d’inférence présentées ci-dessus ; dans[98], auteur prouve en utilisant les arbres
sémantiques transfinis, que Inf forme une stratégie correcte et compléte pour le calcul du
premier ordre:
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Théoréme 5.1 [98]
Soit S un ensemble de clauses de Horn et soit S* la cloture de S par lapplication
des régles de Inf.
Si S est un ensemble inconsistant de clauses, S* contient la clause vide O.

Nous pouvons alors résumer le comportement du prouveur de la fagon suivante

1. Si chaque clause de S contient un littéral négatif, le prouveur s’arréte avec S consis-
tant.

2. Autrement, si un cycle est détecté lors de Papplication des régles de Inf, i.e. si toute
clause engendrée existe déja dans S, S est consistant et le prouveur s’arréte.

3. Si la clause vide O est engendrée, le prouveur s’arréte et S est inconsistant.

4. Si aucun des cas précédents n’est vérifié, le processus de preuve diverge. Il faut
de ce fait provoquer 'arrét du prouveur, et il n’est par conséquent pas possible de
démontrer P'inconsistance de la clause candidate. L’équation conditionnelle dont la
précondition correspond i cette clause est par conséquent gardée dans le systéme.

L’arrét du prouveur est provoqué lorsque le nombre de clauses contenues dans S* est
supérieur a une certaine valeur K fixée au départ. Le choix de K est délicat et ’expérience
avec RECOND a montré qu’il est tout & fait aléatoire.

L’ordre implanté dans RECOND pour comparer les clauses est défini & partir de I'ordre
récursif > sur les chemins avec un statut gauche-droite (RPO with status[16, 18]).

Exemple 5.7 Soit la précondition p suivante :
(a=1b) =true A (c=b)=1true A (a=c)= false

Nous nous proposons de prouver l'insatisfiabilité de p en utilisant les axiomes de transitivité
et de symétrie du prédicat =. Ces axiomes sont respectivement traduits par les clauses
suivantes qui constituent ’ensemble Clause(Az):

1 —w(:czy)v-ﬂ(yzz)V(a:=z)
¢z ~(z=y) Vv (y=2)
La traduction de p par des clauses de Horn produit ’ensemble Clause(p) suivant:

¢y a= b

C4 C= b

s —(a=¢)
La procédure de preuve prend en entrée’ensemble S = Clause( R)UClause(p)UClause(Az)
et se déroule comme suit:

¢ (b=2) V (a=2z) résolution ordonnée entre ¢, et c3

¢z (b=c¢) résolution ordonnée entre c; et cg
cg —(c=1D) résolution ordonnée entre ¢ et ¢z
O résolution ordonnée entre ¢4 et cg ©

Cet exemple a été expérimenté dans RECOND et donne des résultats significatifs quant a
I’importance que peut prendre le choix de la variable K. En effet, lorsqu’aucune précédence
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n’est fixée entre les constantes a, b et ¢, i.e. si a, b et c sont incomparables, le processus
de preuve engendre 62 clauses pour montrer que ’ensemble S est inconsistant. Par contre,
si la précédence est définie de telle facon que b > a > ¢, le processus engendre seulement
11 clauses pour mener 3 bien la preuve d’inconsistance. Il serait utile & ’avenir d’établir
des heuristiques pour aider 'utilisateur & déterminer la valeur de K.

Il est important de remarquer que cette stratégie de réfutation peut également étre utilisée
pour la seconde régle d’élimination des équations triviales,  savoir

Eu{f Ag=d=>g=d}, R
E, R ‘
Il suffit de traduire la négation de toute ’expression § A ¢ = d => g = d, soit ’ensemble

Clause(p) résultant, et de tester I'inconsistance de I’ensemble Clause(.Az)U Clause(R)U
Clause(p).

4.3 RECOND

RECOND est un prototype du raisonnement par cas réalisé au laboratoire par une
étudiante qui a préparé son Diplome d’Etudes Approfondies sous la direction de J.L.
Rémy [42]. Ce logiciel est écrit en CAML version 2.6.1[28, 29, 27, 30]. 1l s’agit d’un
prototype simplifié car il ne comporte pas les régles d’inférence de la simplification d’une
régle de réécriture. Le prototype est cependant assez souple pour permettre 1'intégration
de ces régles d’inférence qui n’ont pas été prises en compte dans un premier temps.

Le théoréme 4.1 constitue la base théorique du travail de réalisation.

Une précondition de régle est une conjonction d’égalités booléennes de la forme AL ; ¢; =
t; avec t; € {true, false} pour tout i dans [1...n]. De plus, membre gauche et membre
droit ne doivent pas contenir de connecteur logique en téte. Un test explicite est effectué
concernant I’appartenance des variables de la précondition et du membre droit au membre
gauche de la régle.

Explicitement, les régles d’inférence de la complétion implantées sont les régles OR
(orientation d’une régle), ACE (ajout d’une conséquence équationnelle), SET (simplifi-
cation d’une équation triviale), SCQFE et SCDE qui correspondent respectivement 2 la
simplification de la conséquence et de la précondition d’une équation.

La procédure de complétion choisie est celle de la S-complétion et elle est implantée
en CAML en termes de régles d’inférence + contréle. Ce type d’implantation utilise un
ensemble de régles de transition qui sont les opérations de base de la complétion, une
structure de données, souvent appelée univers, sur laquelle opérent les régles de.transi-
tion, un contréle décrivant la fagon dont les régles de transition sont invoquées et un jeu
d’outils, partagé par les diverses procédures de complétion. Cette description produit des
programmes élégants lorsqu’elle est utilisée comme une méthode de programmation. Le
contrdle instauré dans RECOND est celui proposé par Lescanne dans le projet ORME [75].

La stratégie de simplification a été choisie de telle maniére & favoriser la simplification
de la conséquence d’une équation par rapport a celle de sa précondition lorsque les deux
types de simplification sont simultanément possibles. D’autre part, 'implantation actuelle
privilégie I'invocation du prouveur par rapport & la simplification par '’ensemble des régles
du systéme.

L’originalité de ce prototype par rapport 3 REVEURA4 est 'implantation du raison-

Chapitre 5. Confluence et complétion des systémes de réécriture conditionnelle : les problémes d’implantation.



194

nement par cas. En effet, le processus de simplification engendre systématiquement la
branche complémentaire aprés I'utilisation d’une seule régle conditionnelle.

Des régles de mise en forme canonique du contexte ont été implantées dans des modules
de transformation.

La mise en ceuvre de la régle d’élimination des équations triviales comporte le test
d’insatisfiablité du contexte. Ce probléme étant indécidable, RECOND met en jeu des
heuristiques qui sont principalement de trois types:

1. le premier type d’heuristiques concerne les cas triviaux:

€ A true = false, € A p=true A p= false

2. le second type correspond aux équations dans lesquelles la conséquence est une partie
de la précondition.

3. le dernier type est plus complexe et met en jeu des axiomes du premier ordre qui
traduisent certaines propriétés relatives aux prédicats utilisés.

La stratégie de preuve implantée est la stratégie de paramodulation orientée, formalisée
par Rusinowitch dans sa thése [98]. La stratégie est correcte et compléte. Elle est cepen-
dant semi-décidable et il faut alors prévoir un test d’arrét du prouveur, test sans lequel le
processus de preuve engendre des clauses indéfiniment.

Les regles d’inférence du prouveur sont les suivantes : la résolution ordonnée, la paramod-
ulation ordonnée, la factorisation ordonnée et la réfutation réflexive.

Pour tester l'insatisfiabilité d’un contexte ¢ dans un ensemble d’axiomes Az, le pro-
cessus implanté traduit dans un premier temps ¢ sous forme de clauses. Soit ¢l la clause
correspondant a cette traduction ;par des applications successives des régles d’inférence
du prouveur sur ’ensemble Az U {cl}, le prouveur s’applique 4 montrer que cet ensemble
est inconsistant, i.e. & engendrer la clause vide par réfutation.

L'utilisation de cette méthode de preuve est correcte i condition que les propriétés
de Az soient valides dans I’algébre initiale. Ce test de validité n’est pas effectué dans
Iimplantation actuelle. Il faut de plus que ’ensemble des équations soit complétement

défini indépendamment des propriétés qui caractérisent les symboles de prédicats dans
Az.

L’arrét du prouveur est contrdlé en fixant une valeur maximale au nombre de clauses
engendrées au cours du déroulement du processus de preuve.

Le probléme de divergence de la branche complémentaire est traité de la fagon sui-
vante:chaque fois qu’un terme est réécrit par une régle conditionnelle, le triplet (précon-
dition, membre gauche, occurrence de simplification) est mémorisé, car il caractérise une
simplification de fagon unique. Ce triplet accompagne alors le terme contextuel issu de

la branche complémentaire. Une réécriture du méme terme, utilisant ce méme triplet, est
par la suite interdite.

Divers exemples ont été déroulés sur REVEUR4 et RECOND en vue d’une comparai-
son des deux prototypes. Nous pouvons faire les remarques suivantes:

e Dans RECOND, les membres gauches des régles obtenues par complétion sont con-
textuellement irréductibles, ce qui n’est pas toujours le cas dans REVEUR4. 1l
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est donc plus facile d’obtenir des systémes inter-réduits par RECOND que par
REVEURA.

e Le temps d’exécution peut avantager REVEUR4 par rapport 3 RECOND. Cepen-
dant, la théorie de preuve est plus fiable dans RECOND puisque celui-ci utilise
un prouveur de théorémes fondé sur une stratégie correcte et compléte, tandis que
REVEURA intégre des procédures ad-hoc pour effectuer des preuves de contextes.

RECOND est i I’heure actuelle un prototype portable, souple d’utilisation et dans
lequel il est possible d’intégrer de nouvelles régles d’inférence, aussi bien pour le processus
de complétion que pour le prouveur de théorémes. Certaines optimisations sont également
envisageables pour le rendre plus performant. Il est par conséquent intéressant, a I’avenir,
de le développer davantage.

Il est important de noter que RECOND réalise actuellement deux fonctions princi-
pales: il effectue un test de confluence sur les termes clos, et il peut également procéder
3 la complétion d’un systéme de réécriture conditionnelle décroissant. Cependant, d’un
point de vue théorique, nous ne savons a I’heure actuelle justifier nos expérimentations
que sous les conditions suivantes:

e si RECOND montre qu'un systéme de réécriture conditionnelle est confluent sur
les termes clos sans avoir ajouté de nouvelles équations au systéme, i.e. s'il effectue
simplement un test de confluence, et si au cours de ce test, il a prouvé la convergence
des paires critiques calculées en utilisant uniquement les quatre critéres du théoréme
4.1 (voir chapitre 4), alors on peut affirmer que le systéme est confluent sur les termes
clos et que la spécification correspondante est consistante par rapport aux booléens.

e si par contre, RECOND a complété le systéme de réécriture par ’ajout de nou-
velles régles, et si pour prouver la convergence des paires critiques contextuelles, il a
uniquement utilisé les quatre critéres de convergence du théoréme 4.1 au cours de la
complétion, nous ne pouvons rien dire 4 propos du systéme initial d’équations. Par
contre, le systéme final lui, est confluent sur les termes clos. Il suffit de transformer
les régles obtenues en équations, et d’effectuer a nouveau le test de confluence sur

ces équations pour nous retrouver dans les conditions d’applicabilité du théoréme
4.1.

e sile test de confluence a fait appel au prouveur de théorémes avec lequel RECOND
interagit, que RECOND ait ou non ajouté de nouvelles équations au systéme, nous
ne savons pas encore a ’heure actuelle, justifier cet aspect de nos travaux.
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Tableau comparatif des prototypes

Fonctionnalités:

Forme des préconditions:

Preuves dans les contextes:

Systéme de réécriture
utilisé :

Stratégie de preuve:

Stratégie de simplification :

REVEUR4

*preuve de confluence

sur les termes clos

*preuve de consistance

*complétion d’un systéme de réécriture
hiérarchique

formule du premier ordre
p= A?:] € 7(,‘(t1,. “vy tn)

¢; est soit le mot vide,

soit le symbole de négation —

preuves d’insatisfiabilité
preuves de bonne couverture

R = RSP u Rbool
Ryool Teprésenté par Rpsiang canonique
pour le calcul propositionnel

réécriture de p par =g R
et utilisation de
procédures ad-hoc

calcul d’ensembles complets de
formes normales contextuelles
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RECOND

*preuve de confluence
sur les termes clos
*preuve de consistance

conjonction d’équations booléennes

p= Ay Tty .., tm) = P
7} € {true, false}, Vi€[l...n]

preuves d’insatisfiabilité

R = Rgp modulo
les axiomes de mise en forme
canonique

traduction de p par un ensemble de
clauses de Horn Clause(p) et
stratégie de réfutation en utilisant
Clause(Az) U Clause(R) U Clause(p)

simplification pas & pas
par application des régles d’inférence



Preuve de convergence:

Raisonnement par cas:

Terminaison :

Complétude suffisante :

REVEUR4

test d’équivalence des

ECFNC

hypothése de bonne

couverture de R

R hiérarchique

hiérarchique
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RECOND
vérification des 4
critéres du théoréme principal

prise en compte de la branche
complémentaire de réécriture

R réducteur

non-hiérarchique



198

Nous achevons enfin ce chapitre par une série d’exemples qui illustrent la sensibilité du
test de confluence et du processus de complétion  la forme des spécifications condition-
nelles. En particulier, la propriété de complétude de définition d’un opérateur a également
son importance pour obtenir un bon comportement du test de confluence.

5 L’influence de la complétude de définition sur le test de
confluence

Exemple 5.8 Les exemples décrivent le déroulement de RECOND. Ils sont inspirés des
travauz de Plaisted [90] et ils spécifient les listes d’entiers munies d’un opérateur
man qui calcule le plus petit élément d’une liste:

SP = (S, F, E) avec
S = {bool, ent, list};

C = {true, false:— bool,

0:— ent, succ:ent — ent,

nil :— list, cons:ent X list — list};
BF 9o C = {< :ent X ent — bool} ;
F = BF @ {min :list — ent}.

BE = {0 < z = true, succ(z) < 0= false, suce(z) < suce(y) =2z <y},
E = BE® {1. min(cons(z, nil)) =z,

2. z < min(l) = true = min(cons(z, 1)) =z,

3. z < min(l) = false = min(cons(z, 1)) = min(l)}.

Le test de confluence effectue les étapes suivantes:
1. Orientation de (1).

2. Orientation de (2).

3. Simplification de (3) par (2):

z < min(l) = false = min(cons(z,l)) = min(l)

z < min(l)=falserr < min(l)=true = z=min(l),z < min(l)=false = min(cons(z,l))=min(l)

La premigre équation obtenue est triviale puisque son contexte est insatisfiable (il contient
une expression de la forme p = true A p = false). La seconde équation n’est autre que
I’équation (3).

4. Orientation de (3).

A cette étape, les régles du systéme sont les suivantes:

1. min(cons(z, nil)) — true
2. z < min(l) = true = min(cons(z, 1)) - =
3. z < min(l) = false = min(cons(z, 1)) — min(l)

5. Calcul des paires critiques:
5.1 Calcul de la paire critique entre (1) et (2):

(¢) z<min(nil)=true=>z =12

Chapitre 5. Confluence et complétion des systémes de réécriture conditionnelle : les problémes d’implantation.



199

5.2 Calcul de la paire critique entre (1) et (3):
(b) =z < min(nil) = false = min(nil) =z
5.3 Calcul de la paire critique entre (2) et (3):
(¢) (z £ min(l)=true) A (z < min(l) = false) = min(l) ==z

(a) est triviale puisque les deux membres de sa conséquence sont identiques.

() est triviale puisque son contexte est insatisfiable.

(b) n’est ni triviale ni convergente. Le test de confluence conclut alors que le systdme n’est
pas confluent sur les termes clos car aucune autre régle de R ne peut simplifier la paire
critique (b) et aucune nouvelle paire critique ne peut étre calculée. ©

Remarque : L’opérateur min n’est pas complétement défini par rapport aux constructeurs
nil et cons de la sorte list. En effet, le terme min(nil) n’est réductible par aucune regle
de R et il n’est par conséquent équivalent 3 aucun terme clos primitif,

Exemple 5.9 Reprenons l'exemple précédent en considérant la sorte des entiers mu-
nie d’une constante co. Cette nouvelle sorte est notée entt. L’ensemble F des
opérateurs devient F' = F U {oo: — entt}, et l’ensemble E d’équations est enrichi
par lajout de ’aziome ;

E' = Eu {4. min(nil) = co}.

Examinons de nouveau le comportement du test de confluence sur les termes clos ; celui-ci
effectue les étapes suivantes:

1. Orientation de (4).
2. Orientation de (1).
3. Orientation de (2).
4. Simplification de (3) par (2):

z < min(l) = false = min(cons(z,l)) = min(l)
z < min(l)=falsenz < min(l)=true => z=min(l),z < min(l)=false => min(cons(z,l))=min(l)

La premiére équation est triviale et la seconde est exactement 1’équation (3).

5. Orientation de (3).
6. Calcul des paires critiques:
6.1 Calcul de la paire critique entre (1) et (2):
(¢) z< min(nil)=truez>z ==z
6.2 Calcul de la paire critique entre (1) et (3):
() z < min(nil) = false = min(nil) = =
6.3 Calcul de la paire critique entre (2) et (3):

(¢) (2 <min(l) =true) A (z < min(l) = false) = min(l) =2

Chapitre 5. Confluence et complétion des systémes de réécriture conditionnelle : les problémes d’implantation.
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(a) est triviale puisque les deux membres de sa conséquence sont identiques.
(c) est triviale puisque son contexte est insatisfiable.
(b) est simplifiable par (4):

z < min(nil) = false = min(nil) =z
z< 00 = false=z>0=2

De méme que pour ’exemple précédent, I’équation (d) obtenue n’est ni triviale, ni con-
vergente. De plus, aucune nouvelle paire critique ne pouvant étre calculée, le processus
se termine sans pouvoir éliminer (d). Ce résultat n’est pas surprenant puisqua présent,
'opérateur < n’est pas complétement défini par rapport 3 la sorte entt. &

Si on ajoute au systéme la régle inconditionnelle
z < 00—+ true

le processus est alors capable de supprimer (d) et il s’arréte avec succés, en montrant que
le systéme ainsi obtenu:

(a) z < 00— true

(6) min(nil) > o0

(¢) min(cons(z, nil)) — z

(d) = < min(l) =true = min(cons(z, 1)) > z

(e) =z < min(l) = false = min(cons(z, 1)) = min(l)

est confluent sur les termes clos. ¢

Remarque: La définition de I'opérateur min est compléte et redondante. En effet, pour
une instanciation close (e) de la variable z, le terme min(cons(e, nil)) est réductible par
les régles (c) et (d) puisqu’alors, la validité de la précondition e < min(nil) est vérifiée en
la réduisant en ¢rue par la régle z < 0o — true. C’est cette redondance dans la définition
qui pose justement un probléme puisque la paire critique (b) est issue de la superposition
de (1) (P’équation redondante) et de (3).

Exemple 5.10 Reprenons encore l’exemple précédent en supprimant cette fois l’équa-
tion (1) i.e. en considérant le systéme d’équations suivant :
E = BE® {1. min(nil) = oo,
2. z < min(l) = true = min(cons(z, 1)) =z,
3. z < min(l) = false = min(cons(z, 1)) = min(l)}.

Le processus de complétion effectue les étapes suivantes :
1. Orientation de (1).

2. Orientation de (2).

3. Simplification de (3) par (2):

(z < min(l) = true) A (z < min(l) = false) = min(l) =z
Cette équation est triviale.

4. Orientation de (3).
5. Calcul des paires critiques:
5.1 Calcul de la paire critique entre (2) et (3):

(z < min(l) = true) A (z < min(l) = false) = min(l) =z
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Cette paire critique est triviale puisque son contexte est insatisfiable. Aucune nouvelle
paire critique n’est calculable et aucune autre simplification ne peut étre effectuée. Le
processus s’arréte avec succés en produisant un systéme de régles confluent sur les termes

clos. ©

Remarque: La définition de I'opérateur min est compléte et non redondante.

Chapitre 5. Confluence et complétion des systémes de réécriture conditionnelle :les problémes d’implantation.
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6 Conclusion

Nous avons voulu mettre en évidence dans ce chapitre, les difficultés que souléve
I'implantation de la procédure de complétion conditionnelle, particuliérement en ce qui
concerne le traitement des préconditions. Nous proposons également des solutions a ces
problémes. L’existence des préconditions nécessite notamment de compléter le caractére
opérationnel de la réécriture par un traitement logique des contextes. Aborder & I'heure
actuelle ce traitement en adoptant une forme générale de préconditions est malaisé. Notre
sentiment est qu’il est plus intéressant dans un premier temps, de restreindre cette forme
afin d’obtenir des résultats plus approfondis.

La nécessité d’établir des preuves dans les contextes apprait en particulier lorsqu’il
s’agit de prouver la convergence de paires critiques contextuelles ou de calculer les formes
normales contextuelles d’un terme. Ces preuves sont principalement de deux types, les
preuves de bonne couverture et les preuves d’insatisfiabilité. Intégrer le raisonnement
par cas dans le processus de réécriture conditionnelle permet d’éviter le premier type de
preuves. Seules les preuves d’insatisfiabilité sont encore nécessaires. Une autre amélioration
de ce processus de réécriture consiste i utiliser I'information contenue dans le contexte pour
réécrire plutot que d’effectuer systématiquement une analyse par cas. Cette amélioration
a l'avantage de diminuer le nombre de preuves d’insatisfiabilité & établir.

Le probléme crucial qu’il a fallu par la suite résoudre a été d’adapter une méthode de
preuve dans les contextes. Une approche intéressante, établie par Ganzinger [35], consiste
a introduire des assertions auxiliaires dans la partie paramétre formel de la spécification
conditionnelle et de les utiliser pour effectuer les preuves dans les contextes. Cependant,
comme nous I’avons illustré par un exemple, le choix de ces lemmes additionnels n’est pas
évident et nécessite une connaissance avisée du déroulement de la procédure de complétion.
Nous avons choisi pour notre part, d’intégrer un prouveur de théorémes du premier ordre,
indépendent de la procédure de complétion et qui peut &tre utilisé au besoin. Ce prouveur
peut de ce fait servir 4 d’autres buts. L’implantation actuelle du prototype est par ailleurs
suffisamment souple pour étre enrichie par de nouvelles régles d’inférence de stratégie par
réfutation. Il est cependant important de rappeler que le comportement de RECOND est
justifié par nos résultats théoriques du chapitre 4 d’une part, seulement lorsqu’il teste la
confluence sur les termes clos d’un systéme de réécriture conditionnelle, et d’autre part,
en effectuant des preuves de convergence uniquement fondées sur les quatre critéres du
théoréme 4.1. Il est cependant utile pour nos expérimentations et nous suggére principale-
ment deux voies de recherche. La premiére concerne 1’étude de la complétion condition-
nelle fondée sur le raisonnement par cas, et la seconde la justification de l'interaction d’un
prototype tel que RECOND avec un prouveur de théorémes du premier ordre.

Chapitre 5. Confluence et complétion des systémes de réécriture conditionnelle : les problémes d’implantation.









Conclusion

Le travail de cette thése se situe dans le cadre des spécifications conditionnelles de
types abstraits algébriques. Ce type de spécifications est utile dans la plupart des appli-
cations informatiques parmi lesquelles nous pouvons citer les langages de programmation
qui utilisent des instructions telles que if-then-else ou if-then ou encore les systémes de
déduction qui considérent des régles d’inférence avec préconditions représentant des ac-
tions contrdlées par des conditions. Dans les applications de contréle de processus, il
est nécessaire d’établir des tables de décision régies elles aussi par des commandes condi-
tionnelles. Enfin, dans la théorie des types abstraits algébriques, I’étude des opérations
partiellement définies et des preuves d’implantation nécessitent aussi de prouver des asser-
tions conditionnelles. .. Cela nous a conduite 4 mettre ’accent sur la théorie conditionnelle
et plus particuliérement, sur les systémes de réécriture opérationnels dans cette théorie,
qui constituent un outil performant pour étudier les types abstraits algébriques et effectuer
des preuves conditionnelles. '

Une large proportion de travaux a été consacrée i 1’étude du raisonnement équationnel
et des systémes de réécriture de termes classiques, sans préconditions. Ces travaux ont
donné lieu a des applications intéressantes dans divers domaines. Comparativement, peu
de recherches ont été menées dans le cadre conditionnel. De plus, il est malaisé de comparer
les différentes approches adaptées par les auteurs car celles-ci dépendent du choix d’un
certain nombre de critéres permettant d’appréhender une classe spécifique de modéles.

Nous nous sommes intéressée, dans ce travail, & deux catégories de systémes de réé-
criture conditionnelle, les systémes hiérarchiques et les systémes décroissants, et nous
avons étudié un certain nombre de leurs propriétés en considérant pour chacune d’elles,
Palgébre initiale. Ces deux catégories de systémes ont été définies dans le but déviter
la génération de dérivations infinies. Nous avons consacré une partie de notre recherche
aux systémes de réécriture hiérarchique avec des régles dont les préconditions sont des for-
mules propositionnelles arbitraires. Un systéme de réécriture hiérarchique quelconque peut
étre vu comme une extension d’un systéme de base dans lequel les prédicats doivent étre
completement définis. L’idée, formalisée par Rémy [94], a émergé & cause de la nécessité
de définir totalement les préconditions des opérations qui servent de prémisses aux as-
sertions que l'on prouver. Nous avons abordé 1’étude hiérarchique en considérant des
algébres avec booléens dont le principal intérét est d’autoriser 'utilisation d’une nouvelle
régle d’inférence qui traduit le raisonnemment par cas. L’approche hiérarchique présente
I’avantage de faciliter la définition de spécifications conditionnelles volumineuses et permet
d’établir une méthode effective pour calculer les formes normales contextuelles d’un terme.
La hiérarchie que nous avons adaptée porte aussi bien sur la signature de la spécification
que sur la définition de la relation de réécriture. Il est cependant possible de définir
différents degrés de hiérarchie pour les deux concepts. Certaines de ces définitions sont
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plus souples que celle que nous avons choisie et il conviendrait de les étudier a I’avenir.
Pour cette classe de systémes hiérarchiques, nous avons établi des résultats de confluence
sur les termes clos et des résultats de consistance relative de la spécification conditionnelle
associée qui permettent alors d’effectuer des preuves inductives. Ces preuves sont aussi
connues sous le nom de preuves par consistance.

Pour mettre au point nos résultats concernant les systémes de réécriture hiérarchique,
nous avons été amenée par ailleurs, & étudier quelques propriétés, et plus généralement
3 donner pour chacune d’elles, des conditions suffisantes de décidabilité. Une propriété
essentielle & laquelle nous avons consacré le chapitre 2, est la complétude suffisante des
spécifications conditionnelles pour laquelle nous établissons un algorithme de test fondé sur
le raisonnement par cas. L’usage combiné des motifs structurels et des préconditions rend
le probléme du test plus complexe mais permet de prendre en compte des définitions im-
possibles 3 traiter uniquement avec des motifs structurels. Il n’est pas possible de proposer
une réponse universelle, le probléme étant indécidable dans sa pleine généralité, et il s’agit
donc de considérer des sous-classes de définitions pour lesquelles le probléme admet des
solutions. Nous proposons également dans ce chapitre, des extensions et des améliorations
de notre travail, aussi bien dans le cadre général, sans hypoth&se de hiérarchie, que dans
un cadre hiérarchique.

Une étape cruciale dans la preuve de confluence sur les termes clos des systémes
hiérarchiques consiste & montrer ’équivalence de contextes dans le systéme de base.
Ce point intervient lors de la comparaison de deux ensembles de formes normales con-
textuelles. Une premiére solution, adaptée par Zhang dans sa thése [105], a été d’utiliser
pour ces preuves, le systéme de réécriture canonique proposé par Hsiang[43] pour le calcul
propositionnel. Cette solution a donné lieu 3 la réalisation du prototype REVEURA4 [95].
Pour mener & bien ces preuves de contextes, l'idée est d’introduire des axiomes sur les
prédicats tels que des propriétés de transitivité, d’antisymétrie. Cependant, le systéme de
Hsiang s’étant révélé insuffisant dans ce cadre, nous avons par la suite, envisagé d’utiliser
une technique de réfutation et de l'intégrer au test de confluence. Cette technique con-
siste & engendrer 1’équation true = false en utilisant un algorithme de complétion tel que
Palgorithme formalisé par Rusinowitch fondé sur la paramodulation orientée [98].

Nous avons choisi d’implanter cette seconde solution dans les systémes de réécriture
conditionnelle décroissants. Un systéme décroissant se caractérise par des régles dont le
membre droit et la précondition sont plus petites que le membre gauche correspondant
selon un ordre spécifique sur les termes. D’autre part, dans le souci de faciliter les preuves
de contextes, nous avons également choisi d’adapter une forme équationnelle pour les
préconditions de régles. Dans ce cadre, nous avons formalisé une méthode de réécriture
conditionnelle fondée sur le raisonnement par cas qui s’est révélée étre un outil puissant
pour établir les preuves de confluence sur les termes clos des systémes décroissants. Ces
preuves de confluence se basent sur des critéres de convergence des paires critiques con-
textuelles simples & vérifier. Un prototype expérimental mettant en ceuvre le processus
de réécriture étudié a été réalisé au sein du laboratoire. Il intégre les régles d’inférence
de simplification des équations et contient, & c6té du module de gestion de ces régles, un
prouveur de calcul des prédicats du premier ordre utilisable, si nécessaire, pour d’autres
usages. Ce prototype est constitué de modules aussi simples que possible de maniére &
pouvoir I’étendre et le modifier & I’avenir, en fonction de nos résultats théoriques.

Par ailleurs, étant donné que nous avons principalement considéré 1’algébre des ter-
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mes clos, nous nous sommes préoccupée tout au long de cette thése, du comportement de
cette algébre par rapport & la sorte booléenne. Nous avons essentiellement illustré dans
le dernier chapitre, la nécessité d’établir une interaction entre les systémes de réécriture
avec leur aspect algébrique, et les preuves du premier ordre. Le raisonnement logico-
algébrique consiste a faire coopérer les régles d’inférence de la logique du premier ordre et
celles de ’algebre universelle, les premiéres étant orientées vers la déduction et les secon-
des vers la simplification. Cependant, le traitement préconisé est délicat car les diverses
expériences menées sur les spécifications algébriques conditionnelles pour valider des pro-
priétés de celles-ci, ont mis en évidence ’extréme sensibilité des preuves  la forme des-dites
spécifications. Typiquement, de telles preuves nécessitent I'introduction de lemmes et, en
fonction de la forme initiale de la spécification, ces lemmes pourront ou non étre d'une
grande utilité au cours du processus de preuve. Cabler un prouveur de théorémes du pre-
mier ordre tels que le prouveur de Stickel [99], ou de Plaisted [92] permet de développer des
méthodes effectives pour valider les spécifications algébriques et ceci est d’une importance
cruciale pour ’avénement de systémes siirs de construction de programmes. Un effort doit
par conséquent étre fait pour ’automatisation de ces preuves.

Une étude ayant pour objet 'application des résultats obtenus dans ce travail, notam-
ment ceux concernant 1’utilisation des méthodes de réécriture contextuelle, aux spécifica-
tions paramétrées serait intéressante a mener. Cette étude présenterait bien siir un degré
de difficulté supplémentaire par rapport au cadre non paramétré.

Nous avons soulevé divers problémes dans les conclusions de chaque chapitre de ce
document et nous espérons que des travaux futurs viendront continuer et étendre nos
résultats.
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Notations

Subst(F, X)
Subst(F)

=
E

=E
R

signature d’algébre

ensemble de sortes

ensemble de symboles de fonction ou alphabet
algébre des termes clos

ensemble de variables

domaine de définition du terme ¢

le mot vide

algébre libre engendrée par X ou ensemble des termes avec variables

sous-terme de ¢ & 1'occurrence u
ensemble de variables du terme ¢
domaine de la substitution ¢

ensemble des substitutions définies sur ’ensemble X des variables

ensemble des substitutions closes

validité dans une algébre

ensemble d’équations (conditionnelles)

E-égalité ou théorie équationnelle engendrée par F
systéme de réécriture (conditionnelle)

réduction récursive

fermeture réflexive et transitive de —pg

forme normale du terme ¢

ordre de comparaison de termes

fermeture réflexive, symétrique et transitive de —p
union disjointe d’ensembles

différence ensembliste

ensemble des constructeurs

ensemble des termes primitifs

ensemble des termes clos primitifs

ensemble des relations entre les constructeurs
définitions des opérateurs de la spécification
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Algsp classe de tous les modéles satisfaisant les équations de SP

Gengp classe de toutes les algébres finiment engendrées de SP

Congrp treillis complet des congruences sur T(F, X)

SPyoor spécification des booléens

LogAlgsp classe des Log-algebres

Apool support booléen de I’algebre A

L systéme de déduction défini dans LogAlgsp

Fr validité dans L

Tsp objet initial de la catégorie Algsp des algébres

- extension d’un ordre de réduction > possédant la relation
de sous-terme strict

CEB conjonction d’équations booléennes

P Pexpression booléenne p est une CEB

TT abréviation de true = true, false = false

FF abréviation de true = false, false = true

BF ensemble des opérateurs de base

T(BF, X) ensemble des termes de base

T(BF) ensemble des termes clos de base

DF, F 6 BF ensemble des opérateurs définis

BE, BR resp ensemble d’équations et de régles de réécriture de base

Chool constructeurs de sorte booléenne

At ensemble d’atomes booléens

(€= 1) terme contextuel ou ¢ est une CEB

Sr relation de réécriture contextuelle

Sh, schéma structurel de sorte s

134 motif du terme ¢ & I'occurrence u

Mot(t, u) ensemble des motifs de ¢ a ’occurrence u

Oce(f) ensemble des occurrences définies de f

> extension aux multi-ensembles de >

> extension aux multi-ensembles de >
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R, partie inconditionnelle d’un systéme conditionnel page 71
prof(S) profondeur d’un ensemble S de clauses de Horn page 79
TS(A)  ensemble test de ’atome A page 79
SRCH  systéme de réécriture conditionnelle hiérarchique page 90
—HR relation de réécriture hiérarchique page 91
—yr  fermeture réflexive et transitive de —pg,r page 91
=gsp  congruence hiérarchique engendrée par une spécification page 92
conditionnelle hiérarchique
«—yp fermeture réflexive, symétrique et tramsitive de —p,p page 94
IR exprime la réductibilité dans R de deux termes en un méme page 96
(¢ = t) terme contextuel ou c-terme page 97
SHR relation de réécriture contextuelle hiérarchique page 97
SHR: réécriture contextuelle hiérarchique dans la partie terme page 97
SpyRc réécriture contextuelle hiérarchique dans la partie contexte  page 98
EFNC ensemble de formes normales contextuelles page 99
>c extension de > aux termes contextuels page 107
I(R) algébre initiale de R page 109
BH systéme booléen de Hsiang page 114
R(t) ensemble des redex du terme ¢ page 133
SCQE  simplification d’une équation dans sa partie terme page 137
SCDE simplification d’une équation dans sa précondition page 137
OR orientation d’une régle page 138
ACE ajout d’une conséquence équationnelle page 138
SET suppression d’une équation triviale page 139
EFCS  ensemble de formes contextuellement simplifiées page 141
VA interprétation de Herbrand page 189
Slex extension lexicographique de > page 190
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Annexe A : REVEUR4
%% 1) Spe'cification des listes trie'es (voir chapitre3, page 120) %%
—> read harald2

User equations:

1 ((x =X y) & (y < x)) == false
2 ((x =< y) # (y < x)) == true

3 ((y < x) & (x  y)) == false

4. ((z <¥y) & ((y =X X) & (x =< z))) == false
5. ordered(empty_ 1) == true
6.
7
8
9

ordered(cons(x, empty_ 1)) == true
(x =< y) :: ordered(cons(x, cons(y, u))) == ordered(cons(y, u))
(y < x) :: ordered(cons(x, cons(y, u))) == false
. insert(x, empty l) == cons(x, empty_ 1)
10. {(x =< y) :: insert(x, cons(y, u)) == cons(x, cons(y, u))
11. (y € x) :: insert(x, cons(y, u)) == cons(y, insert(x, u))

12. ordered(insert(x, u)) == ordered(u)
No critical pair equations.
No rewrite rules.

Note that the following identifiers were parsed as nullary operators:
false true empty_1

%% Les pre'dicats =< et < gont de'clare's transitifs %%
—> transitive =< <

Among the above operators, what is reflexive one ? Please tape in them.
Operators : =<

%% On de'clare les ope'rateurs du niveau 1 de hie'rarchie %%
~> conditional insert ordered

%$% On declare les constructeurs de la specification (les constantes true et
false sont implicitement les seuls constructeurs de la sorte boole'enne) %%
—-> constructors cons empty 1

Precedence extended.

%% La comple'tion est ensuite de'clenche'e %%
-> kb

Starting Knuth-Bendix...

Ordered the equation:
({(y < x) & (x =< y)) == false
into the rewrite rule:
((y < x) & (x =X y)) —> false

Ordered the equation:
((y < x) # (x =< y)) == true
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into the rewrite rule:
((y < x) # (x =< 7)) => true

Ordered the equation:
ordered(empty_1l) == true
into the rewrite rule:
ordered(empty 1) —> true

Ordered the equation:
ordered(cons(x, empty 1)) == true
into the rewrite rule:
ordered(cons(x, empty_1)) -> true

Ordered the equation:

(x =< y) :: ordered(cons(x, cons(y, u))) == ordered(cons(y, u))

into the rewrite rule:

(x =X y) :: ordered(cons(x, cons(y, u))) —> ordered(cons(y, u))
Ordered the equation:

(y < x) :: ordered(cons(x, cons(y, u))) == false

into the rewrite rule:

(y € x) :: ordered(cons(x, cons(y, u))) —> false

Ordered the equation:
insert(x, empty 1) == cons(x, empty_ 1)
into the rewrite rule:
insert(x, empty 1) -> cons(x, empty_1l)

Ordered the equation:

(x =< y) :: insert(x, cons(y, u)) == cons(x, cons(y, u))

into the rewrite rule:

(x =< y) :: insert(x, cons(y, u)) —> cons(x, cons(y, u))
Ordered the equation:

(y < x) :: insert(x, cons(y, u)) == cons(y, insert(x, u))

into the rewrite rule:

(y < x) :: insert(x, cons(y, u)) —> cons{y, insert(x, u))

Ordered the equation:
ordered(insert(x, u)) == ordered(u)
into the rewrite rule:
ordered(insert(x, u)) —> ordered(u)

There are currently 10 rules and 0 equations in the system.

Starting to compute critical pairs...

Critical pairs between the rule:
ordered(insert(x, u)) -> ordered(u)
and the rule:
insert(x, empty l) —> cons(x, empty 1)
are as follows:
ordered(cons(x, empty_1l)) == ordered(empty_l)
(they are added to the system as kb—equations.)

There are currently 10 rules and 1 equation in the system.

Starting to reduce and order equations...
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There are currently 10 rules and 0 equations in the system.

Starting to compute critical pairs...

Critical pairs between the rule:
(x =< y) :: insert(x, cons(y, u)) —> cons(x, cons(y, u))
and the rule:
ordered(insert(x, u)) —> ordered(u)
are as follows:
(x = y) :: ordered(cons(x, cons(y, u))) == ordered(cons(y, u))
(they are added to the system as kb—equations.)

There are currently 10 rules and 1 equation in the system.

Starting to reduce and order equations...

There are currently 10 rules and 0 equations in the system.

Starting to compute critical pairs...

Critical pairs between the rule:
(y < xX) :: insert(x, cons(y, u)) —> cons(y, insert(x, u))
and the rule:
ordered(insert(x, u)) —> ordered(u)
are as follows:
(y € x) :: ordered(cons(y, insert(x, u))) == ordered(cons(y, u))
(they are added to the system as kb—-equations.)

There are currently 10 rules and 1 equation in the system.

Starting to reduce and order equations...

There are currently 10 rules and 1 equation in the system.

Ordered the equation:

(y < x) :: ordered(cons(y, insert(x, u))) == ordered(cons(y, u))
into the rewrite rule:
(y < x) :: ordered(cons(y, insert(x, u))) —> ordered(cons(y, u))

There are currently 11 rules and 0 equations in the system.

Starting to compute critical pairs...

Critical pairs between the rule:

(y < x) :: ordered(cons(y, insert(x, u))) —> ordered(cons(y, u))

and the rule:

insert(x, empty_1) —> cons(x, empty 1)
are as follows:
(y < x) :: ordered(cons(y, cons(x, empty 1l))) == ordered(cons(y,

empty_1))

(they are added to the system as kb—equations.)

and the rule:

(x =< y) :: insert(x, cons(y, u)) —> cons(x, cons(y, u))
are as follows:
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((x =< y) & (z < X)) :: ordered(cons(z, cons(x, cons(y, u))))
== ordered(cons(z, cons(y, u)))
(they are added to the system as kb-equations.)
and the rule:

(y < x) :: insert(x, cons(y, u)) —-> cons(y, insert(x, u))
are as follows:
((y < X) & (2 < X)) :: ordered(cons(z, cons(y, insert(x, u))))

== ordered(cons(z, cons{y, u)))
(they are added to the system as kb-equations.)

There are currently 11 rules and 3 equations in the system.

Starting to reduce and order equations...

There are currently 11 rules and 0 equations in the system.
No user equations.

No critical pair equations.

Rewrite rules:

1. ordered(empty 1) —> true

2. ordered(cons(x, empty_l)) —> true

3. insert(x, empty 1) -> cons(x, empty_ 1)

4. ordered(insert(x, u)) —> ordered(u)

5. ((y < x) & (x = vy)) —> false

6. ((y < x) # (x =< ¥)) —> true

7. (y < x) :: ordered(cons(x, cons(y, u))) —> false

8. (x =< y) :: ordered(cons(x, cons(y, u))) —> ordered(cons(y, u))
S. (x =< y) :: insert(x, cons(y, u)) —> cons(x, cons(y, u))
10. (v < x) :: insert(x, cons(y, u)) —> cons(y, insert(x, u))

11. (y € x) :: ordered({cons(y, insert(x, u))) —> ordered(cons(y, u))

Your system is complete!

The current system is contextually confluent.

Knuth-Bendix ran for 5 seconds.

%% Le syste me est comple'te' par l'ajout de la re gle 11 %%

$% L'e'quation initiale 3 a e'te' supprime'e parce que < e'tant transitif
et irre'flexif, elle devient triviale. %%

%% L'e'quation initiale 4 est e'galement supprime'e par transitivite' de =<
(qui ajoute le terme y =< z) et par la regle 2. %% . ,
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% 2) Exemple de preuve par re'e'criture contextuelle %

-> read inf

User equations:

1. ((x =< y) & (y =X X)) == (x=7Y)
2. ((x < y) & (y =< x)) == false

3. ((x <y) | (y =< x)) == true

4. (x < y) :: inf(x, y) == x

5. (y =< x) :: inf(x, yv) == ¥

No critical pair equations.
No rewrite rules.

Note that the following identifiers were parsed as nullary operators:
false true

%% Les pre'dicats =< et < sont de'clare's transitifs %%
-> tr =< <

Among the above operators, what is reflexive one ? Please tape in them.

Operators : =<

%% On de'clare les ope'rateurs conditionnels %%
—> condi inf

%% Mise en route de la proce'dure de comple'tion %%
-> k

Starting Knuth-Bendix...

Ordered the equation:
((x =< y) & (y =< x)) == EQ(Y, X)
into the rewrite rule:
((x =Xy) & (y =< X)) => BEQ(y, X)

Ordered the equation:
({(x < y) & (y =X x)) == false
into the rewrite rule:
((x <y) & (y =€ %)) —> false

Ordered the equation:
((x < y) # (y =< x)) == true
into the rewrite rule:
((x <y) # {y =< x)) => true

Ordered the equation:
(x < y) :: inf(x, y) == X
into the rewrite rule:
(x < y) :: inf(x, y) => x

Ordered the equation:
(y =< x) :: Inf(x, y) == ¥
into the rewrite rule:
(y =< x) :: inf(x, y) > vy
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There are currently 5 rules and 0 equations in the system.

Starting to compute critical pairs...

Starting to reduce and order equations...
No user equations.

No critical pair equations.

Rewrite rules:

((x < y) & (y =¢ x)) —> false

((x <y) # (y =¢ X)) —> true

((x =< y) & (y =< X)) => EQ(y, X)

(x < y) :: inf(x, v) > x
(y =< x) :: inf(x, y) —> ¥ -

Ul Wb

Your system is complete!
The current system is contextually confluent.
Knuth-Bendix ran for 0 seconds.

%% preuve de la commutativite' de "inf" %%
-> prove

Please enter the equation you would like proved, terminated with <ESC>:
inf(x,y) == inf(y,x)

Your system is already complete!

Following equation:

inf(x, y) == inf(y, x)

has been proven because the (C-})identity of normal form(s):
The left handside is(are):
(x <y) :: X
(y =< x) :: 7
The right handside is(are):
(Y < %) :: ¥
(x =< y) :: X

Your equation has been proved by contextual rewriting in your system.

%% preuve de l'associativite' de "inf" %%
—> prove

Please enter the equation you would like proved, terminated with <ESC>:
inf(x,inf(y,z)) == inf(inf(x,v),2)

Your system is already complete!

Following equation:

inf(x, inf(y, z)) == inf(inf(x, v), 2)

has been proven because the (C-)identity of normal form(s):
The left handside is(are):
(((x <y) & ((x<2) & (Yy<2z))) # ((x<2) & (z=CYy))) 22X
((y =< x) & (y <2)) :: ¥
((z =< %) & (2 =X ¥)) :: 2z
The right handside is(are):
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((x <y) & (x <2)) :: %

(((y =< x) & ((2 =X %) & (2=XV))) # ((X CY) & (2 =CX))) ::

((y =¢x) & (y <2)) :: Y

Your equation has been proved by contextual rewriting in your system.

‘)“A‘% per

page >



%% 3) Spe'cification de la pile avec erreurs %%

-> read stackl_err

User equations:

1. push(errs, x) == errs

2. push(u, erre) == errs

3. defs(empty_stack) == true

4, defs(push(u, x)) == (defs{u) & defe(x))

5. defs(errs) == false

6. (defs(u) & defe(x)) :: pop(push(u, X)) == u
7. (defs(u) & defe(x)) :: top(push(u, X)) == X
8. is_empty(empty_ stack) == true

9. (defs(u) & defe(x)) :: is_empty(push(u, x)) == false
10. top(errs) == erre

11. pop(errs) == errs

12. is _empty(errs) == false

13. pop(empty_ stack) == errs

14. top(empty_ stack) == erre

No critical pair equations.

No rewrite rules.

Note that the following identifiers were parsed as nullary operators:
errs erre empty_stack true false

—> conditional pop top is_empty

$% on de'clare les constructeurs de la spe'cification, la pre'ce'dence est

par conse'quent mise a jour %%
—-> constructors push empty_ stack

Precedence extended.
-> kb
Starting Knuth-Bendix...

Ordered the equation:
push(errs, x) == errs
into the rewrite rule:
push(errs, x) —> errs

Ordered the equation:
defs(empty_stack) == true
into the rewrite rule:
defs(empty stack) —> true

Ordered the equation:
defs(errs) == false
into the rewrite rule:
defs(errs) —> false

Ordered the equation:
(defs(u) & defe(x)) :: pop(push(u, x)) ==
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into the rewrite rule:
(defs(u) & defe(x)) :: pop(push(u, x)) -> u

Ordered the equation:
(defs(u) & defe(x)) :: top(push{(u, x)) == x
into the rewrite rule:
(defs(u) & defe(x)) :: top(push(u, x)) —> x

Ordered the equation:
is_empty(empty_stack) == true
into the rewrite rule:
is_empty(empty_stack) -> true

Ordered the equation:
(defs(u) & defe(x)) :: is_empty(push(u, x)) == false
into the rewrite rule:
(defs(u) & defe(x)) :: is_empty(push(u, x)) -> false

Ordered the equation:
pop(errs) == errs
into the rewrite rule:
pop(errs) =-> errs

Ordered the equation:
is_empty(errs) == false
into the rewrite rule:
is empty(errs) -> false

There are currently 9 rules and 5 equations in the system.
Starting to compute critical pairs...

Starting to reduce and order equations...

Consider the following equation:

top(errs) == erre

The following precedence suggestions may allow the equation to be ordered:

1. errs > erre
2. top > erre

ALl (orders), #, REVERSE, STATUS, DIVIDE, POSTPONE, MANUAL,
OPERATORS, INTERRUPT, or UNDO: 2

Ordered the equation:
top(errs) == erre
into the rewrite rule:
top(errs) —> erre

Ordered the eguation:
top(empty_stack) == erre
into the rewrite rule:
top(empty_stack) —> erre

There are currently 11 rules and 3 equations in the system.
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Starting to compute critical pairs...

Starting to reduce and order equations...

Consider the following equation:

pop(empty_ stack) == errs

The following precedence suggestions may allow the equation to be ordered:
1. pop > errs

ALl (orders), #, REVERSE, STATUS, DIVIDE, POSTPONE, MANUAL,

OPERATORS, INTERRUPT, or UNDO: 1

Ordered the equation:
pop({empty_ stack) == errs
into the rewrite rule:
pop{empty stack) -> errs

There are currently 12 rules and 2 equations in the system.
Starting to compute critical pairs...

Starting to reduce and order equations...

Consider the following equation:

push(u, erre) == errs

The following precedence suggestions may allow the egquation to be ordered:
1. erre > errs

ALL (orders), #, STATUS, DIVIDE, POSTPONE, MANUAL, OPERATORS,
INTERRUPT, or UNDO: 1

Ordered the equation:
push(u, erre) == errs
into the rewrite rule:
push(u, erre) —> errs

There are currently 13 rules and 1 equation in the system.

Starting to compute critical pairs...

Critical pairs between the rule:
push(u, erre) —> errs
and the rule:
(defs(u) & defe(x)) :: pop{push(u, x)) -> u
are as follows:
(defe(erre) & defs(u)) :: pop(errs) == u
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(they are added to the system as kb—equations.)
and the rule:
(defs(u) & defe(x)) :: top(push(u, x)) => x
are as follows:
(defe(erre) & defs(u)) :: top(errs) == erre
(they are added to the system as kb—equations.)
and the rule:
(defs(u) & defe(x)) :: is_empty(push(u, x)) —> false
are as follows:
(defe(erre) & defs(u)) :: is empty(errs) == false
(they are added to the system as kb-equations.)

There are currently 13 rules and 4 equations in the system.

Starting to reduce and order equations...

There are currently 13 rules and 2 equations in the system.

Consider the following equation:

defs(push(u, x)) == (defs(u) & defe(x))

The following precedence suggestions may allow the equation to be ordered:

1. defs > &
2. defs > defe

ALL (orders), #, REVERSE, STATUS, DIVIDE, POSTPONE, MANUAL,
OPERATORS, INTERRUPT, or UNDO: a

All precedence suggestions accepted. Equation ordered.

Ordered the equation:
defs(push(u, x)) == (defs(u) & defe(x))
into the rewrite rule: .
defs(push(u, x)) —> (defs(u) & defe(x))

There are currently 14 rules and 1 equation in the system.

Starting to compute critical pairs...

Critical pairs between the rule:
defs(push(u, x)) —> (defs(u) & defe(x))
and the rule:
push(errs, x) —> errs
are as follows:
defs(errs) == (defs(errs) & defe(x))
(they are added to the system as kb-equations.)
and the rule:
push(u, erre) —-> errs
are as follows:
defs(errs) == (defs(u) & defe(erre))
{(they are added to the system as kb—equations.)

There are currently 14 rules and 3 equations in the system.
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Starting to reduce and order equations...

Ordered the equation:
(defe(erre) & defs(u)) == false
into the rewrite rule:
(defe(erre) & defs(u)) —-> false

There are currently 15 rules and 0 equations in the system.

Starting to compute critical pairs...

Critical pairs between the rule:
(defe(erre) & defs(u)) —-> false
and the rule:
defs(empty_stack) —-> true
are as follows:
(defe(erre) & true) == false
(they are added to the system as kb—equations.)
and the rule:
defs(errs) -> false
are as follows:
(defe(erre) & false) == false
(they are added to the system as kb-equations.)
and the rule:
defs({push(u, x)) —> (defs(u) & defe(x))
are as follows:
(defe(erre) & (defs(u) & defe(x))) == false
{they are added to the system as kb—equations.)

There are currently 15 rules and 3 equations in the system.

Starting to reduce and order equations...

Ordered the equation:
defe(erre) == false
into the rewrite rule:
defe(erre) —> false

Left—hand side reduced:
(defe(erre) & defs(u)) —> false
became:
(false & defs(u)) == false

There are currently 15 rules and 0 equations in the system.

Starting to compute critical pairs...

Starting to reduce and order equations...
No user equations.

No critical pair equations.

Rewrite rules:

1. defs(empty_stack) -> true
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defs(errs) -> false

is_empty(empty_stack) —> true

pop{errs) —> errs

is_empty(errs) -> false

push(errs, x) —-> errs

top(errs) —> erre

top(empty_stack) —> erre

pop(empty stack) -> errs

10. push(u, erre) —> errs

11. defs(push(u, x)) —> (defs(u) & defe(x))

12. defe(erre) -> false

13. (defs(u) & defe(x)) :: pop(push{u, x)) —-> u
14. (defs(u) & defe(x)) :: top(push(u, x)) —> X
15. (defs(u) & defe(x)) :: is_empty(push(u, x)) —> false

Woo~Joawu b Wi

Your system is complete!
The current system is contextually confluent.
Knuth-Bendix ran for 4 seconds.

%% Le sygte\me est comple'te' par l'ajout de la re gle 12 qui est la duale
de la re gle 2. %%
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%% 4) Spe'cification des files avec pointeurs %%

—-> read examen

User equations:

1. insere(x, ajoute(y, x1)) == ajoute(y, insere(x, x1))

2. adroite(lvide) == true

3. adroite(ajoute(x, x1)) == false

4. adroite(insere(x, xl)) == adroite(xl)

5. adroite(xl) :: avance(xl) == x1 y
6. not(adroite(xl)) :: avance(ajoute(x, x1)) == ajoute(x, avance(xl))

7. adroite(xl) :: avance(ajoute(x, x1)) == insere(x, x1)

No critical pair equations.
No rewrite rules.

Note that the following identifiers were parsed as nullary operators:
lvide true  false

0.820000
-> condi avance

0.060000
-> k

Starting Knuth—-Bendix...

Ordered the equation:
adroite(lvide) == true
into the rewrite rule:
adroite(lvide) -> true

Ordered the equation:
adroite(ajoute(x, x1)) == false
into the rewrite rule:
adroite(ajoute(x, x1)) —-> false

Ordered the equation:
adroite(insere(x, x1)) == adroite(xl)
into the rewrite rule:
adroite(insere(x, x1)) —> adroite(xl)

Ordered the equation:

adroite(xl) :: avance(xl) == x1
into the rewrite rule:
adroite(xl) :: avance(xl) —> x1

There are currently 4 rules and 3 equations in the system.
Starting to compute critical pairs...

Starting to reduce and order equations...

Consider the following equation:
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insere(x, ajoute(y, xl)) == ajoute(y, insere(x, x1))
The following precedence suggestions may allow the equation to be ordered:

1. insere > ajoute
2. ajoute > insere

#, REVERSE, STATUS, DIVIDE, POSTPONE, MANUAL, OPERATORS,
INTERRUPT, or UNDO: 1

Ordered the equation:
insere(x, ajoute(y, x1)) == ajoute(y, insere(x, xl))
into the rewrite rule:
insere(x, ajoute(y, xl1)) —-> ajoute(y, insere(x, x1))

There are currently 5 rules and 2 equations in the system.

Starting to compute critical pairs...
Critical pairs between the rule:
insere(x, ajoute(y, xl1)) —> ajoute(y, insere(x, xl))
and the rule:
adroite(insere(x, x1)) —> adroite(xl)
are as follows:
adroite(ajoute(y, insere(x, x1))) == adroite(ajoute(y, x1))
(they are added to the system as kb—equations.)

There are currently 5 rules and 3 equations in the system.

Starting to reduce and order equations...

There are currently 5 rules and 2 equations in the system.

Consider the following equation:

adroite(xl) :: avance(ajoute(x, x1)) == insere(x, x1)

The following precedence suggestions may allow the equation to be ordered:
1. avance > insere

ALL, (orders), #, REVERSE, STATUS, DIVIDE, POSTPONE, MANUAIL,

OPERATORS, INTERRUPT, or UNDO: 1

Ordered the equation:

adroite(xl) :: avance(ajoute(x, xl)) == insere(x, x1)
into the rewrite rule:
adroite(xl) :: avance(ajoute(x, x1)) -> insere(x, x1)
Ordered the equation:
(true # adroite(xl)) :: avance(ajoute(x, x1)) == ajoute(x, avance(xl))
into the rewrite rule:
(true # adroite(xl)) :: avance(ajoute(x, x1)) —> ajoute(x, avance(xl))

There are currently 7 rules and 0 equations in the system.
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Starting to compute critical pairs...

Starting to reduce and order equations...
No user equations.
No critical pair equations.

Rewrite rules:

1. adroite(lvide) -> true

2. adroite(ajoute(x, x1)) ~> false

3. adroite(insere(x, x1)) —> adroite(xl)

4. insere(x, ajoute(y, xl1)) —-> ajoute(y, insere(x, x1))

5. adroite(xl) :: avance(xl) -> x1

6. adroite(xl) :: avance(ajoute(x, x1)) —> insere(x, x1)

7. (true # adroite(xl)) :: avance(ajoute(x, xl)) —> ajoute(x, avance(xl))

Your system is complete!
The current system is contextually confluent.
Knuth-Bendix ran for 3 seconds.
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Annexe B : RECOND

%% R est l'ensemble des re “gles conditionnelles dont toutes les paires
critiques entre ces re “gles ont e'te' calcule'es. C'est 1l'ensemble des
re gles marque'es, %%

%% T est 1l'ensemble des re gles de' ja utilise'es pour simplifier le syste me.
Aucune paire critique entre ces re gles, ni avec les re gles de R n'a e'te'
calcule'e. %%

%% S contient la re gle courante de simplification. %%
%% E est un ensemble d'e'quations en attente d'e tre oriente'es. %%
%% 1) Spe'cification de "min", voir chapitre 5, page 202 %%

() : unit

() : unit

(*** min(nil) = infini *xx)
Value eql =
([1,(Term ("min", [(Term ("Nil",[1))1)),[],(Term ("Infini",[])),[])
({(term * 'a list * term * 'b list) list * term * 'c list * term *
'd list)

(*** x1 =< min(x2) = true ==> min(cons(xl, X2)) = x1) **%)
Value eq2 =
([((Term ("inf",[(Var 1); (Term ("min",[(Var 2)1))1)),[],
(Term ("True",[1)),[1)]1,
(Term ("min",[(Term ("cons",[(Var 1); (Var 2)1))1)).[1.(
Var 1),[]) :
((term * 'a list * term * 'b list) list * term * 'c list * term *
'd list)

(*** x1 =< min(x2) = False => min(cons(xl, x2)) = min(x2) ***)
Value eq3 =
([((Term ("inf",[(Var 1); (Term ("min",[(Var 2)]1))1)),[],
(Term ("False",[])),[1)],
(Term ("min", [(Term ("cons",[(Var 1); (Var 2)1))1)).[1,
(Term ("min",[(Var 2)])),[]) :
{((term * 'a list * term * 'b list) list * term * 'c list * term *
'd list)

Value E
[([]1,(Term ("min", [(Term ("Nil",[]1))])),[],(Term ("Infini",[])),[]);
(Term ("inf",[(Var 1); (Term ("min",[(Var 2)1))1)).,[]1.
(Term ("True",([1)),[1)],
(Term ("min", [(Term ("cons",[(Var 1); (Var 2)]1))1)),[1,(
Var 1),[1);
([((Term ("inf", [(Var 1); (Term ("min",[(Var 2)1))1)),[1,
(Term ("False",[1)),[]1)1,
(Term ("min", [(Term ("cons",[(Var 1); (Var 2)1))1)).[1,
(Term ("min", [(Var 2)])),[1)]
((term * 'a list * term * 'b list) list * term * 'c list * term *
'd list) list

I3
(L

() : unit
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Ensemble des equations condionnelles
E==
(min(Nil) = Infini);
(inf(x1l,min(x2))=True) => (min(cons(xl,x2)) = x1);
(inf(x1,min(x2))=False) => (min(cons(x1l,x2)) = min(x2))}

B TRAITEMENT de E—---
R=={}

=={}
=={}

z;in(Nil) = Infini);
(inf(x1l,min(x2))=True) => (min(cons(xl,x2)) = x1);
(inf(x1,min(x2))=False) => (min(cons(xl,x2)) = min(x2))}

Elimination des equations triviales
B==
(min(Nil) = Infini);
(inf(xl,min(x2))=True) => (min(cons(xl,x2)) = x1);
(inf(x1l,min(x2))=False) => (min(cons(xl,x2)) = min(x2))}

Simplification
B==
(min(Nil) = Infini);
(inf(x1,min(x2))=True) => (min(cons(xl,x2)) = xl);
(inf(x1l,min(x2))=False) =>‘(min(cons(xl,x2)) = min(x2))}

Elimination des equations triviales
E==
(min(Nil) = Infini);
(inf(xl,min(x2))=True) => (min(cons(xl,x2)) = x1);
(inf(x1l,min(x2))=False) => (min(cons(xl,x2)) = min(x2))}

~——~—Qrientation des identites -—-

R=={}
T=={}
s==(}
Fmm

(min(Nil) = Infini);
(inf(x1,min(x2))=True) => (min(cons(xl,x2)) = x1);
(inf(x1l,min(x2))=False) => (min(cons(xl,x2)) = min(x2))}

- TRAITEMENT de E-——-

i bed
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(inf(xl,min(x2))=True) => (min(cons(xl,x2)) = x1);
(inf(x1l,min(x2))=False) => (min(cons(xl,x2)) = min(x2))}

Elimination des equations triviales

(inf(x1l,min(x2))=True) => (min(cons(xl,x2)) = x1);
(inf(x1l,min(x2))=False) => (min(cons(xl,x2)) = min(x2))}

Simplification
E==
(inf(x1l,min(x2))=True) => (min(cons(xl,x2)) = x1);
(inf(x1,min(x2))=False) => (min(cons(xl,x2)) = min(x2))}

Elimination des equations triviales
E==
(inf(x1l,min(x2))=True) => (min(cons(xl,x2)) = x1);
(inf(x1,min(x2))=False) => (min{cons(xl,x2)) = min(x2))}

-—-Qrientation des identites --—
R=={}

ez
(min(Nil) -> Infini) }

S=={1}
E==

(inf(xl,min(x2))=True) => (min(cons(xl,x2)) = x1);
(inf(x1l,min(x2))=False) => (min{cons(xl,x2)) = min(x2))}

= TRAITEMENT de E——--
R=={}

T==
(min(Nil) -> Infini) ;
(inf(x1,min(x2))=True) => (min(cons(xl,x2)) —-> x1) }

=)

(inf(xl,min(x2))=False) => (min{(cons(xl,x2)) = min(x2))}

Elimination des equations triviales
F==
(inf(x1l,min(x2))=False) => (min(cons{xl,x2)) = min(x2))}

Simplification
Fl==

((inf(x1,min(x2))=False) & (inf(x1l,min(x2))=True)) => (x1 = min(x2));

(inf(x1l,min(x2))=False) => (min(cons(xl,x2)) = min(x2))}

Elimination des equations triviales
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7

(inf(xl,min(x2))=False) => (min(cons(xl,x2)) = min(x2))}

—-———QOrientation des identites ———-—

R=={}
Te==

(min(Nil) -> Infini) ;
(inf(x1l,min(x2))=True) => (min(cons(xl,x2)) -> x1) }

s==(}

E==(
(inf(x1l,min(x2))=False) => (min(cons(xl,x2)) = min(x2))}

-——-—Calcul des CCP-~—-—
R=={}

MP===
(min(Nil) -> Infini) ;
(inf(x1l,min(x2))=True) => (min(cons(xl,x2)) => x1) ;
(inf(x1l,min(x2))=False) => (min(cons(xl,x2)) -> min(x2)) }

—-———Calcul des CCP———~—
R==
(min(Nil) ~> Infini) }

Pe==
(inf(xl,min(x2))=True) => (min({cons(xl,x2)) —> x1) ;
(inf(x1,min(x2))=False) => (min(cons(xl,x2)) -> min(x2)) }

-———Calcul des CCP-——-

R==
(inf(x1l,min(x2))=True) => (min(cons(x1l,x2)) —> x1) ;
(min(Nil) -> Infini) }

T==
(inf(x1l,min(x2))=False) => (min(cons(xl,x2)) -> min(x2)) }

———= TRAITEMENT de E————

R==
(inf(x1l,min(x2))=False) => (min(cons(xl,x2)) —-> min(x2)) ;
(inf(x1,min(x2))=True) => (min(cons(xl,x2)) —-> x1) ;
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(min(Nil) -> Infini) }
T-=(}
s==(}

B==
((inf(xl,min(x2))=True) & (inf(xl,min(x2))=False)) => (x1 = min(x2))}

Elimination des equations triviales

E=={}
Simplification
E=={}
Elimination des equations triviales
E=={}
———-Qrientation des identites ————
R=={

(inf(x1l,min(x2))=False) => (min{cons(xl,x2)) —> min(x2)) ;
(inf(x1,min(x2))=True) => (min(cons(xl,x2)) -> x1) ;
(min(Nil) -> Infini) }

Succes de la completion conditionnelle

Le systeme de reecriture equivalent a E est le suivant:

?Inf(xl,min(x2))=False) => (min(cons(xl,x2)) —> min{(x2)) ;
(inf(xl,min(x2))=True) => (min(cons(x1l,x2)) -> x1) ;
(min(Nil) -> Infini) }
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%% 2) Spe'cification de la file avec pointeurs %%
() : unit

(*** insere(x,ajoute(y,l)) = ajoute(y,insere(x,%)) *oK )
let eql=interface YACC<<Insere(x,Ajoute(y,l))=Ajoute(y,Insere(x,1))>>;;

(*** adroite([]) = true **¥*)
let eqg2=interface YACC<<KAdroite(Lvide)=Trued>>;;

(*** adroite(ajoute(x,1l)) = false *x*)
let eg3=interface YACC<<Adroite(Ajoute(x,l))=False>>;;

(*** adroite(insere(x,l)) = adroite(l) ***)
let eg4=interface YACC<<{Adroite(Insere(x,1l))=Adroite(l)>>;;

(*** adroite(l) = true ==> avance(l) = 1 #**%)
let eg5=interface YACC<<(Adroite(l)=True) =>Avance(l)=1>>;;

(*** adroite(l) = false ==> avance(ajoute(x, 1)) = ajoute(x,avance(l)) ***)
let eg6=interface YACCK<{(Adroite(l)=False) =>Avance(Ajoute(x,l))=
Ajoute(x,Avance(l))>>;;

(*** adroite(l) = true ==> avance(ajoute(x,l)) = insere(x,l) ***)
let eg7=interface YACC{(<(Adroite(l)=True) =>Avance(Ajoute(x,l))=
Insere(x,1)>>;; -

let E=[eql;eq2;eq3;eqd;eq5;eq6;eq7];;
(*

let RES=RECOND ord predicat rpo precedence E;;
*)

Ensemble des equations conditionnelles
Pl
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));
(Adroite(Lvide) = True);
(Adroite(Ajoute(xl,x2)) = False);
(Adroite(insere(xl,x2)) = Adroite(x2));
(Adroite(xl)=True) => (Avance(xl) = x1);
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Ajoute(x2,Avance(xl)));
(Adroite(x1)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Insere(x2,x1))}

———= TRAITEMENT de E-——-

R=={}
=0}

s=={}

Fmm

(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3))});

(Adroite(Lvide) = True);

(Adroite(Ajoute(xl,x2)) = False);

(Adroite(insere(xl,x2)) = Adroite(x2));

(Adroite(x1)=True) => (Avance(xl) = x1);

(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Ajoute(x2,Avance(xl)));
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Insere(x2,x1))}
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Elimination des equations triviales
E==
(Insere(xl,Ajoute(x2,%x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));
(Adroite(Lvide) = True);
(Adroite(Ajoute(xl,x2)) = False);
(Adroite(insere(x1l,x2)) = Adroite(x2));
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(xl) = x1);
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Ajoute(x2,Avance(xl)));
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) = Insere(x2,x1))}
Simplification
E=={
(Insere(xl,Ajoute(x2,x%x3)) = Ajoute(x2,Insere(x1,x3)));
(Adroite(Lvide) = True);
(Adroite(Ajoute(xl,x2)) = False);
(Adroite(insere(xl,x2)) = Adroite(x2));
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(xl) = x1);
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) = Ajoute(x2,Avance(xl)));
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Insere(x2,x1))}

Elimination des equations triviales

E==

(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));

(Adroite(Lvide) = True);

(Adroite(Ajoute(xl,x2)) = False);

(Adroite(insere(xl,x2)) = Adroite(x2));

(Adroite(xl)=True) => (Avance(xl) = xl1);

(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Ajoute(x2,Avance(xl)));
(Adroite(x1)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Insere(x2,x1l))}

-———Qrientation des identites ———-

=={}
T=={}
S=={}

(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));

(Adroite(Lvide) = True);

(Adroite(Ajoute(xl,x2)) = False);

(Adroite(insere(xl,x2)) = Adroite(x2));

(Adroite(xl1l)=True) => (Avance(xl) = x1);

(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Ajoute(x2,Avance(xl))):
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Insere(x2,x1))}

|

- TRAITEMENT de E-———

R=={}
T=={
(Adroite(Lvide) —-> True) }
s==(}
E=={
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(Adroite(Ajoute(xl,x2)) = False);

(Adroite(insere(xl,x2)) = Adroite(x2));

(Adroite(x1)=True) => (Avance(xl) = x1);

(Insere(x1l,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));
(Adroite(xl)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) = Insere(x2,x1));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

Elimination des equations triviales
E==
(Adroite(Ajoute(xl,x2)) = False);
(Adroite(insere(xl,x2)) = Adroite(x2));
(Adroite(xl)=True) => (Avance(xl) = x1);
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3))):;
(Adroite(xl)=True) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Insere(x2,x1));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

Simplification
E.—::
(Adroite(Ajoute(xl,x2)) = False);
(Adroite(insere(xl,x2)) = Adroite(x2));
(Adroite(xl)=True) => (Avance(xl) = x1);
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));
(Adroite(xl)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Insere(x2,x1));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))} - :

Elimination des equations triviales

E=={
(Adroite(Ajoute(xl,x2)) False);
(Adroite(insere(xl,x2)) Adroite(x2));
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(xl) = x1);
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(x1,x3)));
(Adroite(xl)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Insere(x2,x1));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

—-———QOrientation des identites —-———

R==(}
==
(Adroite(Lvide) —> True) }
S=={}
F==

(Adroite(Ajoute(xl,x2)) = False);

(Adroite(insere(xl,x2)) = Adroite(x2));

(Adroite(xl)=True) => (Avance(xl) = x1);

(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));
(Adroite(xl)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Insere(x2,xl));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

——— TRAITEMENT de BE———-
R=={}

(Adroite(Lvide) -> True) ;
(Adroite(Ajoute(xl,x2)) —> False) }
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S=={}

B==
(Adroite(insere(xl,x2)) = Adroite(x2));
(Adroite(x1)=True) => (Avance(xl) = x1);
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(x1,x3)));
(Adroite(xl)=True) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Insere(x2,x1));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

Elimination des equations triviales
E==
(Adroite(insere(xl,x2)) = Adroite(x2));
(Adroite(xl)=True) => (Avance(xl) = x1);
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));
(Adroite(xl)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Insere(x2,xl));
{Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

Simplification
E==
(Adroite(insere(x1l,x2)) = Adroite(x2));
(Adroite(xl)=True) => (Avance(xl) = x1);
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));
(Adroite(x1)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Insere(x2,x1));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

Elimination des equations triviales
E==
(Adroite(insere(xl,x2)) = Adroite(x2));
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(xl) = x1);
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));
(Adroite(xl)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) = Insere(x2,xl));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

—-—-——QOrientation des identites —-—-
R==(1}

P==
(Adroite(Lvide) —> True) ;
(Adroite(Ajoute(xl,x2)) —> False) }

=={1

E=—_—.
(Adroite(insere(xl,x2)) = Adroite(x2));
(Adroite(xl)=True) => (Avance(xl) = x1);
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Insere(x2,x1));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))]

——— TRAITEMENT de E———-
R=={1}
Pes=

(Adroite(Lvide) —-> True) ;
(Adroite(Ajoute(xl,x2)) —> False) ;
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(Adroite(insere(xl,x2)) —-> Adroite(x2)) 1}

s=={}

==
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(xl) = x1);
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(X1l,x3)));
(Adroite(xl)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) = Insere(x2,x1));

" (Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,Xx1)) = Ajoute(x2,Avance(x1)))}

Elimination des equations triviales

(Adroite(xl)=True) => (Avance(xl) = xl1);

(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Insere(x2,x1));
(Adroite(x1l)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

Simplification
E==
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(xl) = x1);
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(x1l,x3)));
(Adroite(xl)=True) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Insere(x2,Xx1));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

Elimination des equations triviales
E=={
(Adroite(xl)=True) => (Avance(xl) = x1);
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));
(Adroite(x1)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Insere(x2,xl));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

—-———Qrientation des identites ———-

R=={}

(Adroite(Lvide) —> True) ;
(Adroite(Ajoute(xl,x2)) —> False) ;
(Adroite(insere(x1,x2)) -> Adroite(x2)) }

s==(}

F==
(Adroite(xl)=True) => (Avance(xl) = x1);
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Insere(x2,x1));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

- TRAITEMENT de E————
R=={}

T..-—.:
(Adroite(Lvide) —-> True) ;
(Adroite(Ajoute(xl,x2)) —-> False) ;
(Adroite(insere(xl,x2)) —> Adroite(x2)) ;
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(xl) -> x1) }
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s==(}

B==
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));
(Adroite(x1)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) = Insere(x2,xl));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

Elimination des equations triviales

(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));
(Adroite(xl)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Insere(x2,xl));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

Simplification
E=={
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));
((Adroite(x1l)=True) &(False=True)) => (Ajoute(x2,x1l) = Insere(x2,x1));
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Insere(x2,xl1));
((Adroite(xl)=False) & (False=True) & (Adroite(xl)=True)) => (Ajoute(x2,x1)
= Ajoute(x2,x1));
((Adroite(xl)=False) & (False=True)) => (Ajoute(x2,xl) = Ajoute(x2,Avance(xl)
Y)i
((Adroite(xl)=False) & (Adroite(xl)=True)) => (Avance(Ajoute(x2,xl})
= Ajoute(x2,x1));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

Elimination des equations triviales

khkhhkkhkhkkkhkhhkhhkkhkkkhkhkhkhkkhhhkhkhkx

PROUVEUR APPELE avec :
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) = Insere(x2,x1l))

kkkkhkkhkhkhkkhkhkhkhkhkkhhhhhkhkhkhkkhhkhhhkkhkhhkxk

ARRET provoque: Equation consideree comme non triviale
NOMBRE de CLAUSES CALCULEES: 60

khkkhkhhkkhkhkkhkhhkkhkkkhkkhhkhkhkhkhhhkhhhhkhk

PROUVEUR APPELE avec : )
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))

khkkhkhhkhkkhkhhkkkkhkhkhkkhhhkhkhhhkhhkhhhhhkhk

Toutes les clauses contiennent des litteraux negatifs

Equation non triviale E==

{(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));
(Adroite(x1)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) = Insere(x2,x1));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

~———Qrientation des identites ————

R==(}

(Adroite(Lvide) —> True) ;
(Adroite(Ajoute(xl,x2)) —> False) ;
(Adroite(insere(xl,x2)) —> Adroite(x2)) ;
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(xl) -> xl1) }

s==(}

Qo min pege ¢



(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) = Ajoute(x2,Insere(xl,x3)));
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) = Insere(x2,x1));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

(Adroite(Lvide) —> True) ;

(Adroite(Ajoute(xl,x2)) —> False) ;
(Adroite(insere(xl,x2)) —> Adroite(x2)) ;
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(xl) —> x1) ;
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) —> Ajoute(x2,Insere(xl,x3))) 1}

s=={}

Bi==
(Adroite(xl)=True) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Insere(x2,xl));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

Elimination des equations triviales

Khhkhkhkhhkhkhkkhkhkhkkhhkkhhkhhkhkhkkkkkhkkkk

PROUVEUR APPELE avecC :
(Adroite(x1)=True) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Insere(x2,x1))

kkhkkkkhkhkhkkkkhkkhkkkhkkhkhkkhkhkhkkhkkkkhkkkkkk

ARRET provoque: Equation consideree comme non triviale
NOMBRE de CLAUSES CALCULEES: 60

khkkkkkhkhhkhkhhhkhkhhkhkkhkkhhhkkkhkdhkkkkhkhhx

PROUVEUR APPELE avec :
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))

kkhkkkkkkkkkkkkkhkkhkkkhkhkkhkkkkkkkhkkkkk

Toutes les clauses contiennent des litteraux negatifs
Equation non triviale E==

(Adroite(xl)=True) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Insere(x2,x1));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

Simplification
{Adroite(x1)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Insere(x2,xl));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

Elimination des equations triviales

Khkkkkkhkkkkhkhkkhhkhkkkkhhhdhkhkhhhhkhkhhhdx

PROUVEUR APPELE avec :
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Insere(x2,x1))

kkkhhkhkkhkkhkkhhkhkkhhkkkhkkhkhkkhkkkkkhkhkk

ARRET provoque: Equation consideree comme non triviale
NOMBRE de CLAUSES CALCULEES: 60
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hhhkhhhdhhkhhkhkhhkhhkkrhhhhhhhkkkhrhhhx

PROUVEUR APPELE avec :
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))

khhkkhkkhhkhkkhkhkhkhhkhkhkkhkhkhhkhkhkhhkhrhkhkkhd
Toutes les clauses contiennent des litteraux negatifs

Equation non triviale E==

(Adroite(xl)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Insere(x2,x1));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

—-———Qrientation des identites —-—-

==(}

(Adroite(Lvide) —-> True) ;

(Adroite(Ajoute(xl,x2)) ~> False) ;
(Adroite(insere(xl,x2)) -> Adroite(x2)) ;
(Adroite(x1)=True) => (Avance(xl) -> x1) ;
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) —> Ajoute(x2,Insere(xl,x3))) }

S=={1
E==

(Adroite(xl)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) = Insere(x2,xl1));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

———= TRAITEMENT de E——-—
R=={}

(Adroite(Lvide) -> True) ;

(Adroite(Ajoute(xl,x2)) -> False) ;

(Adroite(insere(xl,x2)) -> Adroite(x2)) ;

(Adroite(xl)=True) => (Avance(xl) -> x1) ;
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) —> Ajoute(x2,Insere(xl,x3))) ;
(Adroite(x1)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) —-> Insere(x2,x1l)) }

==(}

Fas=
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

Elimination des equations triviales

khkhkhkhkhkhhkhkkhhhhhhkkhkhhkhkhhokkhhkhkhhhkx

PROUVEUR APPELE avec :
{Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))

khkkhkkkhkhkhhhkhkhhhkhkhkhhhkhohkdhrrhhkhhihrx
Toutes les clauses contiennent des litteraux negatifs
Equation non triviale E=={
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

Simplification

((Adroite(xl)=False) & (Adroite(xl)=True)) => (Insere(x2,xl) =

RO
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Ajoute(x2,Avance(x1)));
((False=True) & (Adroite(xl)=False)) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) =
Ajoute(x2,Avance(xl)));
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,xl))

Ajoute(x2,Avance(x1)))}

Elimination des equations triviales

Khkhkkkhkhkhkhkhhhkhhhdkkkhhhkkhkhhkhhkk

PROUVEUR APPELE avecC :
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1))

I

Ajoute(x2,Avance(xl)))

kkhkkkhkkkhkhkhkkhkkrohkkhkhkkhhkhkhhhkkkhkhkhhhhkhkhhhkhk
Toutes les clauses contiennent des litteraux negatifs
Equation non triviale E=={
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1))
~—~——Qrientation des identites ———-

=={}

T==
(Adroite(Lvide) —> True) ;
(Adroite(Ajoute(xl,x2)) —> False) ;
{Adroite(insere(xl,x2)) —> Adroite(x2)) ;
(Adroite(x1)=True) => (Avance(xl) -> x1) ;
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) —> Ajoute(x2,Insere(xl,x3))) ;
(Adroite(xl)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) —> Insere(x2,x1l)) }

[

Ajoute(x2,Avance(xl)))}

(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1l)) = Ajoute(x2,Avance(xl)))}

————Calcul des CCP———
R=={}

Pz
(Adroite(Lvide) —-> True) ;
(Adroite{Ajoute(x1l,x2)) —> False) ;
(Adroite(insere(x1l,x2)) —> Adroite(x2)) ;
(Adroite(xl)=True) => (Avance(xl) —> x1) ;
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) —> Ajoute(x2,Insere(xl,x3))) ;
(Adroite(xl)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) —-> Insere(x2,x1)) ;

(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) —> Ajoute(x2,Avance(xl))) 1}

————Calcul des CCP———
Re==
(Adroite(Lvide) -> True) }

T==
{Adroite(Ajoute(xl,x2)) —> False) ;
(Adroite(insere(xl,x2)) —> Adroite(x2)) ;
(Adroite(xl)=True) => (Avance(xl) -> x1) ;
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) —> Ajoute(x2,Insere(xl,x3))) ;
(Adroite(xl)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) —-> Insere(x2,x1)) ;

LRromery
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(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) —> Ajoute(x2,Avance(xl))) }

-—==Calcul des CCpP——

R=={
(Adroite(Ajoute(xl,x2)) —> False) ;
(Adroite(Lvide) -> True) }

T==
(Adroite(insere(xl,x2)) -> Adroite(x2)) ;
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(xl) -> x1) ;
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) —-> Ajoute(x2,Insere(xl,x3))) ;
(Adroite(x1)=True) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) —-> Insere(x2,x1)) ;
(Adroite(xl)=False) => (Avance{Ajoute(x2,x1)) —> Ajoute(x2,Avance(xl))) 1}

-~-—Calcul des CCP———-
(Adroite(insere(xl,x2)) —> Adroite(x2)) ;
(Adroite(Ajoute(xl,x2)) —> False) ;
(Adroite(Lvide) —-> True) }

T== A
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(xl) -> xl1l) ;

(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) -> Ajoute(x2,Insere(xl,x3))) ;
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) —> Insere(x2,x1l)) ;
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) —> Ajoute(x2,Avance(xl))) 1}

—-——Calcul des CCP——
(Adroite(x1)=True) => (Avance(xl) —-> x1) ;
(Adroite(insere(x1l,x2)) —> Adroite(x2)) ;
(Adroite(Ajoute(xl,x2)) —> False) ;
(Adroite(Lvide) —> True) }

T==
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) —> Ajoute(x2,Insere(xl,x3))) ;
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(Ajoute(x2,xl)) —> Insere(x2,x1)) ;
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) —> Ajoute(x2,Avance(xl))) 1}

s=={}

E=={}

—---Calcul des CCP————
R==
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= Ajoute(x2,Avance(xl)))

kkkkkhkkhhkhkkkkhkhkhkkkkhkhkkkkhkkkkkkkk
ARRET provoque: Equation consideree comme non triviale
NOMBRE de CLAUSES CALCULEES: 60 N,
E::{ .
((Adroite(Ajoute(x2,x1))=True) & (Adroite(xl)=False)) => (Ajoute(x2,x1)
= Ajoute(x2,Avance(xl)))}

Simplification
E==
((False=True) & (Adroite(xl)=False) & (Adroite(xl)=True)) => (Ajoute(x2,X1)
= Ajoute(x2,x1));
((False=True) & (Adroite(xl)=False)) => (Ajoute(x2,x1) =
Ajoute(x2,Avance(xl1l)))}

Elimination des equations triviales

E=={}

———Qrientation des identites ——-

R==
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) —> Ajoute(x2,Avance(xl))) ;
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) —> Insere(x2,x1)) ;i
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) —> Ajoute(x2,Insere(xl,x3))) i
(Adroite(x1l)=True) => (Avance(xl) -> x1) ;
(Adroite(insere(xl,x2)) —> Adroite(x2)) : 7
(Adroite(Ajoute(xl,x2)) -> False) ;
(Adroite(Lvide) —> True) }

T=={}
s=={}
E=={}

Succes de la completion conditionnelle

Le systeme de reecriture equivalent a E est le suivant:
(Adroite(xl)=False) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) —> Ajoute(x2,Avance(xl))) ;
(Adroite(x1)=True) => (Avance(Ajoute(x2,x1)) —> Insere(x2,x1l)) ;
(Insere(xl,Ajoute(x2,x3)) —-> Ajoute(x2,Insere(xl,x3))) ;
(Adroite(xl1l)=True) => (Avance(xl) -> xl) ;

(Adroite(insere(xl,x2)) —> Adroite(x2)) ;
(Adroite(Ajoute(xl,x2)) —> False) ;
(Adroite(Lvide) —> True) }

oM \Da“gl AS



3) Spe'cification du pre'dicat "=<" dans l'ensemble des entiers relatifs. %%
() : unit

(*** (succ(pred(xl)) = x1) =#*x)
Value eql = ([],(Term ("s",[(Term ("p",[(Var 1)1))1)),[1,(Var 1),[]) :
((term * 'a list * term * 'b list) list * term * 'c list * term *
'd list)

(*** (pred{succ(xl)) = xX1) ***)
Value eq2 = ([],(Term ("p",[(Term ("s",[(Var 1)]))1)),[]1.,(Vvar 1),[]) :
((term * 'a list * term * 'b liSt) list * term * 'c list * term *
'd list)

(*** 0 = 0 = true ***)
Value eq3 =
([1,(Term ("inf",[(Term ("0",[1)); (Term ("O",[1))1)).[1,
(Term ("True",[])),[]) :
((term * 'a list * term * 'b list) list * term * 'c list * term *
'd list)

(*** 0 =< pred(0) = false ***)
Value eq4 =
(L1, '
(Term ("inf",[(Term ("0",[]1)); (Term ("p",[(Term ("0",[1))1))1)),
[1,(Term ("False",[])),[]) :
((term * 'a list * term * 'b list) list * term * 'c list * term *
'd list)

(*** 0 =¢ x1 = true ==> 0 =< succ(xXl) = true **x)
Value eg5 =

([((Term ("inf", [(Term ("O0",[1)); (Var 1)1)),[1,

(Term ("True",[1)),[1)],

(Term ("inf",[(Term ("0",[])); (Term ("s",[(Var 1)1))1)),[],

(Term ("True",[1)),([1) :

((term * 'a list * term * 'b list) list * term * 'c list * term *

'd list)

(*** 0 =< x1 = false ==> 0 =< pred(xl) = false **x*)
Value eg6 =

([((Term ("inf",[(Term ("0",[1)); (Var 1)1)).[1,

(Term ("False",[])),[1)],

(Term ("inf",[(Term ("0",[])); (Term ("p",[(Var 1)I1))1)),[],

(Term ("False",[])),[]) :

((term * 'a list * term * 'b list) list * term * 'c list * term *

'd list)

(*** guce(xl) =< x2 = x1 =< pred(x2) **%)
Value eq7 =
([1,(Term ("inf", [(Term ("s",[(Var 1)])); (Var 2)]))
(Term ("inf",[(Var 1); (Term ("p",[(Var 2)1))1)),[]
((term * 'a list * term * 'b list) list * term * 'c
'd list)

(1,

4
) =
list * term *

(*** pred(xl) =< x2 = x1 =< sSucc(x2) ***)
Value eg8 =
([1,(Term ("inf",[(Term ("p",[(Var 1)1)); (Var 2)
(Term ("inf", [(Var 1); (Term ("s",[(Var 2)1))1))
((term * 'a list * term * 'b list) list * term *
'd list)

(1,

r
)
list * term *

1))
[
'c

JLX-)“O‘ mQ' ‘Jo.,c:‘e. A



([1,(Term ("s",[(Term ("p",[(Var 1)]1))1)),[]1,(Var 1),[]);
([1,(Term ("p", [(Term ("s",[(Var 1)1))1)),[]1,(Var 1),[]):
([1,(Term ("inf",[(Term ("0",[])); (Term ("0",[1))1)).[],

%?erm ("True",[1)),[1);

(L1,

(Term ("inf", [(Term ("0",[])); (Term ("p",[(Term ("0",[1))1))1)).

[1,(Term ("False"/ []))/ [])1
([((Term ("inf",[(Term ("0",[1)); (Var 1)1)).,[1,

(Term ("True",[]1)),[1)],
(Term ("inf", [(Term ("0",[1)); (Term ("s",[(Var L)IN 1)), [1,
(Term ("True",[1)),[1);
([((Term ("inf",[(Term ("0",[])); (Var 1)1)),[1,
(Term ("False",[1)),[1)],
(Term ("inf", [(Term ("0",[1)); (Term ("p",[(Var 1)1))1)).[1,
(Term ("False",{1)),[1);
([1,(Term ("inf", [(Term ("s",[(Var 1)])); (Var 2)1))
(Term ("inf",[(Var 1); (Term ("p",[(Var 2)]1))1)),I[]
([1,{Term ("inf", [(Term ("p", [(Var 1)): (var 2)1))
(Term ("inf",[(Var 1); (Term ("s",[(Var 2)]1))1)).,[]
((term * 'a list * term * 'b list) list * term * 'c 1
'd list) list

() : unit

Ensemble des equations conditionnelles

(s(p(xl)) = x1);
(p(s(x1l)) = x1);
(inf(0,0) = True);

(inf(0,p(0)) = False);

(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(x1l)) = False);
(inf(s(x1),x2) = inf(x1l,p(x2)));
(inf(p(x1),x2) = inf(x1l,s(x2)))}

S TRAITEMENT de E--—-
R=={} .

T-=(}
m=(}

E== {
(s(p(x1))
(p(s(x1)) = x1);
(inf(0,0) True) ;
(inf(0,p(0)) = False);

x1);

o

(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False);
(inf(s(x1),x2) = inf(x1,p(x2)));
(inf(p(x1),x2) = inf(x1l,s(x2)))}

Elimination des equations triviales
E==
(s(p(xl)) = x1);

ax-ho. wl Paﬁtjb



(p(s(x1)) = x1);
(inf(0,0) True);
(inf(0,p(0)) = False);
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(x1)) = False);
(inf(s(xl),x2) = inf(x1,p(x2)));
inf(xl,s8(x2)))}

on

I

(inf(p(xl1l),x2)

Simplification
E=={
(s(p(x1))
(p(s(x1)) = x1);
(inf(0,0) True) ;
(inf(0,p(0)) = False);
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1)
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl
(inf(s(x1),x2) = inf(x1l,p(x2)));
)}

(inf(p(x1l),x2) = inf(x1l,s(x2))
BElimination des equations triviales

x1);

[

) = True);
)) = False);

Pl
(s(p(xl)) = x1);
(p(s(xl)) = x1);
(inf(0,0) = True);

(inf(0,p(0)) = False);
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False);
(inf(s(x1),x2) inf(xl,p(x2)));

)1

(inf(p(xl),x2) inf(x1l,s(x2))
————Q0rientation des identites -——-

=={}

]

=={}
s==(}
P==
(s(p(xl)) = x1);
(p(s(xl)) = x1);
(inf(0,0) = True);

{(inf(0,p(0)) = False);

(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False);
(inf(s(x1),x2) = inf(x1,p(x2)));
(inf(p(x1),x2) = inf(xl,s(x2)))}

——— TRAITEMENT de E———

R==(}
P
(s(p(xl)) -> x1) }
S=={}
==
(p(s(xl)) = x1);
(inf(0,0) = True);
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(inf(0,p(0)) = False);

(inf(s(x1),x2) = inf(x1l,p(x2)));
(inf(p(x1),x2) inf(x1,s(x2)));
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1)
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(x1

[

)y = True);
)) = False)}

Elimination des equations triviales
Fi==

(p(s(xl)) = x1);
(inf(0,0) True);
(inf(0,p(0)) = False);
(inf(s(x1),x2) = inf(x1l,p(x2)));
(inf(p(x1),x2) = inf(x1l,s(x2)));
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

Simplification
E=={
(P(s(x1)) = x1);
(inf(0,0) = True);
(inf(0,p(0)) = False);
(inf(s(xl),x2) = inf(xl,p(x2)));
(inf(p(x1l),x2) = inf(x1l,s(x2)));
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(x1l)) = False)}

Elimination des equations triviales

B==
(p(s(x1)) = x1);
(inf(0,0) True);
(inf(0,p(0)) = False);
(inf(s(x1),x2) = inf(x1,p(x2)));
(inf(p(xl),x2) inf(x1,s(x2)));
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(x1l)) = False)}

-———Qrientation des identites ——-

R=={}

(s(p(x1)) —> x1) }
==(}

E==
(p(s(xl)) = x1);
(inf(0,0) True);
(inf(0,p(0)) = False);
(inf(s(x1),x2) inf(x1l,p(x2)));
(inf(p(xl),x2) = inf(x1l,s(xX2)));
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(x1l)) = False)}

i

——— TRAITEMENT de E-——-
R=={}



o~~~y

(s(p(x1)) => x1) ;
(p(s(x1)) -> x1) }
s=={})
E=={

(inf(0,0) = True);

(inf(0,p(0)) = False);

(inf(s(xl),x2) = inf(xl,p(x2)));

(inf(p(x1),x2) = inf(xl,s(x2)));

(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l)
x1

) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(x1)

) = False)}

Elimination des equations triviales

(inf(0,0) = True);

(inf(0,p(0)) = False);

(inf(s(x1),x2) = inf(x1,p(x2)));
(inf(p(xl),x2) inf(x1l,s(x2)));
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

It

Simplification
Fl==

(inf(0,0) = True);
(inf(0,p(0)) = False);
(inf(s(x1l),x2) = inf(x1,p(x2)));
(inf(p(x1),x2) = inf(xl,s(x2))):
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

Elimination des equations triviales

E=={
(inf(0,0) = True);
(inf(0,p(0)) = False);
(inf(s(xl),x2) = inf(x1,p(x2)));
(inf(p(xl),x2) = inf(x1,s(x2)));
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

~———0Orientation des identites -———

=={1

==
(s(p(xl)) —> x1) ;
(p(s(x1)) -> x1) }

S=={}

E==
(inf(0,0) = True);
(inf(0,p(0)) = False);
(inf(s(x1l),x2) inf(xl,p(x2)));
(inf(p(x1),x2) = inf(x1l,s(x2)));
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

]

&%~ ko "\‘Q—
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———= TRAITEMENT de E~——-
R=={}

T==
(s(p(xl)) -> x1) ;
(p(s(x1)) —-> x1) ;
(inf(0,0) —> True) }

S=={}

(inf(0,p(0)) = False);
(inf(s(xl),x2) = inf(x1,p(x2)));
(inf(p(x1l),x2) inf(xl,s(x2)));
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(x1)

il

Elimination des equations triviales
E=={
(inf(0,p(0)) = False);
(inf(s(x1),x2) = inf(x1,p(x2)}))
(inf(p(x1l),x2) = inf(xl,s(x2)))

(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l = True);

)
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

“““““ Simplification

E.—.:
(inf(0,p(0)) = False);
(inf(s(x1),x2) = inf(x1,p(x2)));
(inf(p(x1),x2) = inf(xl,s(x2)));
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l)) = True);

)
(inf(0,xl)=False) => (inf{0,p(x1l)) = False)}

Elimination des equations triviales
E::{
(inf(0,p(0)) = False);
(inf({s(xl1l),x2) = inf(x1,p(x2)));
(inf(p(xl),x2) inf(xl,s(x2)));
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) = True);

i

(inf(0,x1l)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

————Orientgglon des identites ————
-={}

(s(p(x1)) —> x1) ;

(p(s(xl)) —> x1) ;

(inf(0,0) —> True) }

s==(}

(inf(0,p(0)) = False);

(inf(s(x1l),x2) = inf(x1l,p(x2)))

(inf(p(x1l),x2) = inf(x1l,s(x2)))
x1

(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s( S) = True);

RTINS ¢

} = False)}

pese €



(inf(0,x1l)=False) => (inf(0,p(x1l)) =

False)}

R=={}

Pz
(s(p(x1)) —>
(p(s(x1)) —>
(inf(0,0) ->
(inf(0,p(0))

TRAITEMENT de E———-

x1) ;

x1) ;

True) ;

—> False) }

s=={}

E==
(inf(s(xl),x2) = inf(x1l,p(x2)));
(inf(p(xl),x2) = inf(x1l,s(x2)));
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(x1l

)y = True);
)) = False)}

Elimination des equations triviales
(inf(s(x1),x2) Yi
(inf(p(x1),x2) inf(xl,s(x2)));
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl))
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl))

inf(x1l,p(x2))

[}

= True);
= False)}

Simplification
E::
(inf(s(x1),x2) = inf(x1,p(x2)));
(inf(p(x1l),x2) = inf(xl,s(x2)));
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1)) =
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(x1)) =

True);
False)}

Elimination des equations triviales
B=={
(inf(s(x1),x2) = ;
(inf(p(x1),x2) = ;
(1nf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

inf(x1l,p(x2)))
inf(xl,s(x2)))
1

~———Qrientation des identites -———

R=={}

T=={
(s(p(xl)) —> x1) ;
(p(s(x1)) —> x1) ;
(inf(0,0) —> True) ;
(inf(0,p(0)) —> False) }

~={}

(inf(s(x1),x2)
(inf(p(xl),x2)
(inf(0,x1)=True)

[

(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(x

wx-ho.

inf(xl,p(x2)));

inf(xl,s(x2)));

=> (inf(0,s(x1l)) = True);
1)) = False)}



- TRAITEMENT de E———-
R=={}

T=={
(s(p(xl)) —> x1) ;
(p(s(x1)) —> x1) ;
(inf(0,0) -> True) ;
(inf(0,p(0)) —> False) ;
(inf(s(x1),x2) -> inf(x1,p(x2))) }

s=={)

) Ok
(inf(p(x1),x2) = inf(x1,s(x2)));
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(x1l)) = False)}

Elimination des equations triviales
E=={
(inf(p(x1l),x2) = inf(xl,s(x2)));
(inf (0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

Simplification
E==
(inf(p(x1),x2) = inf(x1l,s(x2)));
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

Elimination des equations triviales

(Inf(p(x1l),x2) = inf(xl,s(x2)))
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l

3) = True);
(inf(0,xl)=False) => (inf(0,p(xl)

) = False)}

——~Qrientation des identites -—-—

=={}

T==
(s(p(xl)) —> x1) ;
(p(s(xl)) —> x1) ;
(inf(0,0) —> True) ;
(inf(0,p(0)) —-> False) ;
(inf(s(x1),x2) -> inf(xl,p(x2))) 1}

s=={}

) e
(inf(p(xl),x2) = inf(x1,s(x2)));
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

B TRAITEMENT de E-———

N Lo. “LQ.



R==(}

T==
(s(p(x1l)) -> x1) ;
(P(s(x1)) => x1) ;
(inf(0,0) —> True) ;
(inf(0,p(0)) ~> False) ;
(inf(s(x1),x2) => inf(x1l,p(x2))) ;
(inf(p(x1),x2) ~> inf(xl,s(x2))) }

s=={}

F==
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) = True);
(inf(0,xl)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

Elimination des equations triviales
==
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l)) = True);
(inf(0,x1l)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

Simplification
E==
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(x1l)) = False)}

Elimination des equations triviales
E==
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) = True);
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

-—--Orientation des identites -——-

=={}

Mam=
(s(p(xl)) —> x1) ;
(p(s(x1)) -> x1) ;
{(inf(0,0) -> True) ;
(inf(0,p(0)) —-> False) ;
(inf(s(x1),x2) —> inf(xl,p(x2))) ;
)))

(inf(p(x1),x2) —> inf(xl,s(x2 }
s=={}
E=={

(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) = True);
(inf(0,xl1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

—— TRAITEMENT de E———

P==
(s(p(xl)) —> x1) i
(p(s(x1)) —> x1) ;
(inf(0,0) —> True) ;
(inf(0,p(0)) —> False) ;

wx- o ml



(inf(s(xl),x2) => inf(x1l,p(x2))) ;
(inf(p(x1),x2) => inf(xl,s(x2))) ;
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1)) —> True) }

S=={}

(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

Elimination des equations triviales
E==
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

Simplification
BE==
(inf(0,xl)=False) => (inf(0,p(x1l)) = False)}

Elimination des equations triviales
E==
(inf (0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

—-—-——Qrientation des identites ————

R=={}

(s(p(xl)) —> x1) ;

(p(s(x1)) —> x1)

(inf(0,0) -> True) ;

(inf(0,p(0)) —> False) ;

(inf(s(x1),x2) => inf(xl,p(x2))) ;
(inf(p(x1l),x2) —> inf(xl,s(x2))) ;
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1)) —> True) }

s==(}

==
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) = False)}

—---—Calcul des CCP———
==(]

T=—_-
(s(p(x1)) -> x1) ;
(p(s(xl)) —-> x1) ;
(inf(0,0) -> True) ;
(inf(0,p(0)) —> False) ;
(inf(s(x1),x2) —> inf(x1l,p(x2))) ;
(inf(p(xl),x2) —> inf(xl,s(x2))) ;
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l)) —> True) ;
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) —> False) }

s=={}
E=={}

~———Calcul des CCP———-—
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R==
(s(p(x1l)) —> x1) }

(P(s(x1)) => x1) ;
(inf(0,0) -> True) ;

(inf(0,p(0)) ~> False) ;

(inf(s(x1),x2) => inf(x1,p(x2))) ;
(inf(p(xl),x2) -> inf(x1l,s(x2))) ;
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l)) —-> True) ;
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) —> False) }

- TRAITEMENT de E———
R

(p(s(xl)) —> x1) ;

(s(p(x1)) —> x1) }

(inf(0,0) -> True) ;

(inf(0,p(0)) —-> False) ;

(inf({s(x1),x2) => inf(x1l,p(x2))) ;
(inf(p(xl),x2) —> inf(x1l,s(x2))) ;
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l)) —> True) ;
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(x1l)) —> False) }

=={}
E=={
(s(x1) = s(x1));
(P(x2) = p(x2))}
Elimination des equations triviales
Simplification
E=={}

Elimination des equations triviales

————Qrientation des identites ———-
Reee {

(p(s(xl)) —> x1) ;

(s(p(xl)) —> x1) }

(inf(0,0) —> True) ;

(inf(0,p(0)) —> False) ;

(inf(s(x1),x2) —-> inf(x1,p(x2))) ;
(inf(p(xl),x2) —> inf(xl,s(x2))) i
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l)) -> True) ;
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) —> False) }

ax-ho. m



-———Calcul des CCp~——-—
(p(s(xl)) —> x1) ;
(s(p(x1)) —-> x1) 1}

(inf(0,0) —-> True) ;

(inf(0,p(0)) —> False) ;

{(inf(s(x1),x2) —> inf(x1l,p(x2))) ;
(inf(p(x1),x2) -> inf(xl,s(x2))) ;
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) —> True) ;
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(x1l)) —> False) }

s==(}
E==(}

——-—Calcul des CCP———-
R==
(inf(0,0) —> True) ;
(p(s(xl)) —> x1) ;
(s(p(x1)) —> x1) 1}

(inf(0,p(0)) —> False) ;

(inf(s(xl),x2) > inf(xl,p(x2))) ;
(inf({p(xl1l),x2) -> inf(xl,s(x2))) ;
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l)) —> True) ;
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(x1l)) —-> False) }

————Calcul des CCpP——~
R==
(inf(0,p(0)) -> False) ;
(inf(0,0) -> True) ;
(p(s(x1)) -> x1) ;
(s(p(x1)) —> x1) 1}

(inf{s(x1),x2) —> inf(xl,p(x2))) ;
(inf(p(x1l),x2) —> inf(x1l,s(x2))) ;
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) —-> True) ;
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) -> False) }
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- TRAITEMENT de E———

(inf(s(x1l),x2) —> inf(x1l,p(x2))) ;
(inf(0,p(0)) —> False) ;

(inf(0,0) -> True) ;

(p(s(xl)) —> x1) ;

(s(p(xl)) -> x1) }

T==
(inf(p(x1l),x2) —> inf(xl,s(x2))) ;
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) —> True) ;
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) —> False) }

=={}

F==
(inf(x3,x2) = inf(p(x3),p(x2)))}

Elimination des equations triviales
Fl==
(inf(x3,x2) = inf(p(x3),p(x2)))}

Simplification
E=={
(inf(x3,x2) = inf(x3,x2))}

Elimination des equations triviales
E=={}

————Qrientation des identites ——-

(inf(s(xl),x2) —> inf(x1,p(x2))) ;
(inf(0,p(0)) —> False) ;

(inf(0,0) —-> True) ;

(p(s(x1)) —> x1) ;

(s(p(xl)) —> x1) }

P==
(inf(p(x1),x2) —> inf(x1l,s(x2))) ;
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) —> True) ;
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(x1l)) —-> False) }

————Calcul des CCP——-—
(inf(s(x1),x2) —> inf(x1,p(x2))) ;
(inf(0,p(0)) —> False) ;

(inf(0,0) —> True) ;
(p(s(xl)) —> x1) ;
(s(p(xl)) —> x1) 1}

(inf(p(xl),x2) => inf(xl,s(x2))) ;
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(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1)) —> True) ;
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) —> False) }

s=={}
E=={}

- TRAITEMENT de E-—

(inf(p(x1l),x2) —> inf(x1l,s(x2))) ;
(inf(s(x1l),x2) —> inf(x1l,p(x2))) ;
(inf(0,p(0)) —> False) ;

(inf(0,0) -> True) ;

(p(s(xl)) —> x1) ;

(s(p(x1)) —> x1) }

(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) —> True) ;
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) —-> False) }

(inf(x3,x2) = inf(s(x3),s8(x2)))}

Elimination des equations triviales
F==
(inf(x3,x2) = inf(s(x3),s(x2)))}

Simplification
E:.—.
(inf(x3,x2) = inf(x3,x2))}

Elimination des equations triviales
E==(}

————Qrientation des identites ——~—
R=={
(inf(p(x1l),x2) —> inf(xl,s(x2))) ;
(inf(s(x1),x2) —> inf(x1l,p(x2))) ;
(inf(0,p(0)) —> False) ;
(inf(0,0) —> True) ;
(p(s(xl)) —> x1) ;
(s(p(x1)) —-> x1) }

(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) —-> True) ;
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(x1l)) —> False) }

s==(}
B=={}

————Calcul des CCP———-—
R==
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(inf(p(x1),x2) -> inf(x1l,s8(x2))) ;
(inf(s(x1),x2) —> inf(x1,p(x2))) ;
(inf(0,p(0)) —> False) ;

(inf(0,0) -> True) ;

(p(s(x1)) —> x1) ;

(s(p(x1l)) —-> x1) }

M=
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l)) —-> True) ;
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) -> False) }

S=={}

B==(}

BR— TRAITEMENT de E-———
R==

(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) —-> True) ;
(inf(p(xl),x2) -> inf(xl,s(x2))) ;
(inf(s(xl),x2) —> inf(xl,p(x2))) ;
(inf(0,p(0)) —> False) ;

(inf(0,0) —> True) ;

(p(s(x1l)) —-> x1) ;

(s(p(x1)) ~> x1) }

(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) —> False) }
S=={}

(inf(0,p(x2))=True) => (inf(0,x2) = True)}

Elimination des equations triviales

(inf(0,p(x2))=True) => (inf(0,x2) = True)}

Simplification
((False=True) & (inf(0,x2)=False)) => (inf(0,x2) = True);
((inf(0,x2)=True) & (inf(0,p(x2))=True)) => (inf(0,x2) = True)}

Elimination des equations triviales

E=={}

————QOrientation des identites —-——

R===
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) -> True) ;
(inf(p(x1l),x2) —> inf(xl,s(x2))) ;
(inf(s(x1),x2) —> inf(x1,p(x2))) ;
(inf(0,p(0)) —> False) ;
(inf(0,0) -> True) ;
(p(s(x1l)) —> x1) ;
(s(p(x1)) —> x1) }

c{_x-k‘C. W\&-
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(inf(0,xl)=False) => (inf(0,p(x1l)) —> False) }

-——-Calcul des CCP———-—

R::
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l)) —> True) ;
(inf(p(xl),x2) —> inf(xl,s(x2))) ;
(inf(s(x1),x2) —> inf(xl,p(x2)))
(inf(0,p(0)) —> False) ;
(inf(0,0) —> True) ;
(p(s(xl)) —> x1) ;
(s(p(xl)) -> x1) 1}

M=
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) —> False) }

s=={}
==(}

———— TRAITEMENT de E———
(inf(0,x1)=False) => (inf(0,p(xl)) —> False) ;
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1l)) —> True) ;
(inf(p(x1),x2) —> inf(xl,s(x2))) ;
(inf(s(x1),x2) —> inf(xl,p(x2))) ;
(inf(0,p(0)) —> False) ;

(inf(0,0) —-> True) ;
(p(s(xl)) —> x1) ;
(s(p(x1l)) —> x1) }

T=={}
s=={}
==

(inf(0,0)=False) => (False = False);
(inf(0,s(x2))=False) => (inf(0,x2) = False)}

Elimination des equations triviales
E=={
(inf(0,s(x2))=False) => (inf(0,x2) = False)}

Simplification
E=={
((True=False) & (inf(0,x2)=True)) => (inf(0,x2) = False);
({inf(0,x2)=False) & (inf(0,s(x2))=False)) => (inf(0,x2) = False)}

Elimination des equations triviales

=={1

~———QOrientation des identites ~——-
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R==
(inf(0,xl)=False) => (inf(0,p(xl)) —-> False) ;
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(x1)) —-> True) ;
(inf(p(xl),x2) —> inf(xl,s(x2))) ;
(inf(s(x1l),x2) —> inf(xl,p(x2))) ;
(inf(0,p(0)) —> False) ;

(inf(0,0) -> True) ;
(p(s(x1)) —> x1) ;
(s(p(x1)) —> x1) }

T-=(}
s==(}
E=={}

Succes de la completion conditionnelle
Le systeme de reecriture equivalent a E est le suivant:

R=={

(inf(0,x1l)=False) => (inf(0,p(xl)) —> False) ;
(inf(0,x1)=True) => (inf(0,s(xl)) —-> True) ;
(inf(p(xl),x2) —> inf(x1,s(x2))) ;
(inf(s(xl1l),x2) => inf(x1,p(x2))) ;
(inf(0,p(0)) —> False) ;

(inf(0,0) —> True) ;

(p(s(xl)) —> x1) ;

(s(p(x1)) —> x1) }
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Annexe C : comple'tude suffisante

%% 1) spe'cification avec la constante "entmax" (volir chapitre2, page 75) %%

(* ———————— Re\gles inconditionnelles *)
(*** succ(entmax) —> entmax **x)

let regl=interface YACC<<Succ(Entmax)->Entmax>>;;

(*** 0 =<¢ x —> true **%*)

let reg2=interface YACCK<Inf(Zero,x)->Trued>;;

(*** succ(x) =< 0 —> false **x*)

let reg3=interface YACC<<Inf(Succ(x),Zero)->Falsed>;;

{(*** succ(x) =< succ(y) —> x =<{ y **x*)

let reg4=interface YACCK<KInf(Succ(x),Succ(y))—>Inf(x,y)>>;;
(*** x =¢ entmax —> true **%)

let regbS=interface YACCKKInf(x,Entmax)->True>>;;

(*** entmax =< 0 —> false **%*)

let regé6=interface YACC<<Inf(Entmax,Zero)->Falsed>>;;

(*** entmax =< succ(y) —> entmax =< y ***)

let reg7=interface YACCKKInf(Entmax,Succ(y))->Inf(Entmax,y)>>;;
(*** min([]) -> entmax **%)

let reg8=interface YACC<{<{Min(Lvide)->Entmax>>;;

(*** pp(X,[]) —> true ***)

let reg9=interface YACCK<KPP(x,Lvide)->True’>>;;

{(*** Ri est 1l'ensemble des regles inconditionnelles #***)

let Ri=[regl;reg2;reg3;reg4;reg5;regé6;reg7;reg8;reg9];;

(* ———————-—— Re gles conditionnelles *)
(*** x =< min(l) = true ==> min(add(x,l)) —-> x ***x)
let reglO=interface YACCKL(Inf(x,Min(1l))=True)=>Min(Add(x,1))->x>>;;

(*** x =< min(l) = false ==> min(add(x,1l)) —> min(l) **x)

let regll=interface YACCK<(Inf(x,Min(l))=False)=>Min(Add(x,1))->Min(1l)>>;;

(*** x = y = true & pp(x,1) = true ==> pp(x,add(y,1l)) —> true ***)

let regl2=interface YACCLL((Inf(x,y)=True) & (PP(x,1)=True))=>
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PP(x,Add(y,1))->Trued>;;

(*** x = y = false ==> pp(x,add(y,l))->false #***)

let regl3=interface YACCK{(Inf(x,y)=False)=>PP(x,Add(y,1l))—>False>>;;
(*** pp(x,1) = false ==> pp(x,add(y,l))—>false ***)

let regl4=interface YACCK{(PP(x,1l)=False)=>PP(x,Add(y,1))—->False>>;;

let Rc=[reqglO;reqgll;regl2;reql3;reqgl4];;

(% ———mmmmm e Fonctions a tester *)

(*** Inf : nat * nat ——> bool, min : list ——> nat, #*%*%*)
(*** pp : nat * list ——> bool #**%*)

let Fonc_a tester=[ ["Inf";"nat";"nat";"bool"]l;
["Min" ’. "list" ; Hnat"] ’.
[IIPP" l,llnatll ; "listll ; "bool"] ] ;,.

(F—m e e Fonctions supposees Completes *)

let Fonc_complet =[ 1;;

(* e Constructeurs *) -

(*'k*
Pour le type nat on a les Constructeurs suivants :

- 0 : —=> nat
- succ : nat ——> nat
- entmax : —> nat
***)
(-k*'k

Pour le type list on a les Constructeurs suivants :

- [] : -> list
- Add : nat * list ——> list
***)

let Const=[ [["nat"];["Zero"];["Succ";"nat"];["Entmax"]] ;
[ {"list"] ; ["Lvide"] i ["Add" ; "nat" ; Hlistn] ] ] F¥

(¥ e Appel de la fonction "test specification" ———————- *3
let init=rappel Rc Ri

in

test_specification (Rc,Ri,Const,FPonc_a_tester,Fonc_complet, false);;

>>> TEST DE COMPLETUDE D'UNE SPECIFICATION KK

>>> Rappel des regles introduites <KX »
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>>> Regles inconditionnelles <<X

{Succ(Entmax) -—> Entmax }
{Inf(Zero,x1) ——> True }
{Inf(Succ(xl),Zero) ——> False }
{Inf(Succ(xl),Succ({x2)) —--> Inf(xl,x2) }
{Inf(x1,Entmax) ——> True }
{Inf(Entmax, Zero) —> False }
{Inf(Entmax,Succ(xl)) —> Inf(Entmax,x1l) }
{Min(Lvide) —-> Entmax }
{PP(x1,Lvide) ~-> True }

>>> Tapez Return pour continuer <<X

>>> Regles conditionnelles <KX

(Inf(x1,Min(x2))=True) ==> Min(Add(xl1l,x2)) ——> x1 }
(Inf(x1,Min(x2))=False) ==> Min(Add(xl,x2)) —> Min(x2) }
((Inf(x1,x2)=True)&(PP(x1l,x3)=True)) ==> PP(x1l,Add(x2,x3)) —> True }
(Inf(xl,x2)=False) ==> PP(x1l,Add(x2,x3)) ——> False }
(PP(x1,x2)=False) ==> PP(x1l,Add(x3,x2)) ——> False }

ey gy ey o, ey

>>> Tapez Return pour continuer <<<

>>> Affichage de 1l'arbre de motif de Inf <KX

Inf(x1,x2)
Inf(Zero,x2) ok
Inf(Succ(x3),x2)

Inf(Succ(x3),Zero) ok
Inf(Succ(x3),Succ(xl)) ok
Inf(Succ{x3),Entmax) ok
Inf(Entmax,x2)
Inf(Entmax,%ero) ok
Inf(Entmax,Succ(xl)) ok
Inf(Entmax,Entmax) ok

>>> Tapez Return pour continuer <<X

>>> Affichage de 1'arbre de motif de Min <<X

Min(x1)
Min(Lvide) ok
Min(Add(x2,x3)) ok
(Inf(x2,Min(x3))=True)::x2
(Inf(x2,Min(x3))=False): :Min(x3)

>>> Tapez Return pour continuer <<X
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>>> Affichage de l'arbre de motif de PP <KX

PP(x1,x2)
PP(x1,Lvide) ok
PP(x1,Add(x3,x4)) ok
((Inf(x1,x3)=True)&(PP(x1l,x4)=True))::True
(Inf(x1l,x3)=False)::False
(PP(x1,x4)=False): :False

>>> Tapez Return pour continuer <<«

>>> La specification est complete <<X

Consultation de la liste definitives des regles <O/N> : O

>>> Consultation des regles inconditionnelles <<X

{Succ(Entmax) —-> Entmax }

{Inf(Zero,x1) -—> True }
[Inf(Succ(xl),Zero) ——> False }
{Inf(Succ(xl),Succ({x2)) ——> Inf(xl,x2) }
{Inf(x1,Entmax) —-> True }

{Inf (Entmax, Zero) ——> False }
{Inf(Entmax,Succ(xl)) ——> Inf(Entmax,x1l) }
{Min(Lvide) —-—> Entmax }

{PP(x1,Lvide) ——> True }

>>> Tapez Return pour continuer <<«

>>> Consultation des regles conditionnelles <<X

(Inf(x1,Min(x2))=True) ==> Min(Add(x1l,x2)) —> x1 }
(Inf(x1,Min(x2))=False) ==> Min(Add(x1,x2)) —> Min(x2) }
((Inf(x1,x2)=True)&(PP(xl,x3)=True)) ==> PP(x1l,Add(x2,x3)) —> True }
(Inf(x1,x2)=False) ==> PP(x1,Add(x2,x3)) ——> False }
(PP(x1,x2)=False) ==> PP(x1l,Add(x3,x2)) ——> False }

Fene N anee Mo Wasns Wonnn |

>>> Tapez Return pour continuer <<<
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%% 2) listes trie'es avec un ope'rateur qui range un e'le'ment dans une liste
a la bonne place %%

%% cet exemple est incomplet, il doit e tre enrichi par l'ajout d'une re gle
conditionnelle. %%

(% —m——mm———— Re gles inconditionnelles *)
(*** 0 =< x —> true **%x)

let regl=interface YACCK<Inf(Zero,x)->True>>;;

(*** succ(x) =< 0 —> false ***)

let reg2=interface YACC<<Inf(Succ(x),Zero)—>False>>;;

{(*** succ(x) =< succ(y) —> x = y **%)

let reg3=interface YACCK<Inf(Succ(x),Succ(y))—>Inf{x,y)>>;;
(*** insert(x,[]) —> cons(x,[]) ***)

let reg4=interface YACC<<Insert(x,Lvide)->Cons(x,Lvide)>>;;
(*** ordered{insert(x,u)) —> ordered(u) **x)

let regb=interface YACC<<Ordered(Insert(x,u))—->Ordered(u)>>;;
(*** Ri est 1l'ensemble des regles inconditionnelles #***)

let Ri=[regl;reg2;reg3;reg4;reg5];;

(* ————————— Re gles conditionnelles *)
(*** x =C( y = true ==> insert(x,cons(y,u)) —> cons(x,cons(y,u)) ***x)

let reg6=interface YACCK<{(Inf(x,y)=True)=>Insert(x,Cons{y,u))—>
- Cons(x,Cons(y,u))>>;;

let Re={reg6];;

(% —————————— Fonctions a tester *)
(*** insert : nat * list —--> list **%%)

let Fonc_a_tester=[ ["Insert";"nat";"list";"list"] 1;;

(F—m Fonctions supposees Completes *)

let Fonc_complet =[ ["Inf";"nat";"nat";"bool"] ;
["Ordered";"list";"bool"}] ];:

(F e Constructeurs *)

(**-k
Pour le type nat on a les Constructeurs suivants :

— Zero : —> nat
— Succ : nat ——> nat
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(***
Pour le type list on a les Constructeurs suivants :

-~ Lvide : -—> list

-~ Cons : nat * list ——> list
***)

let Const=[ [["nat"];["Zero"];["Succ";"nat"]] ;
[ ["liSt"] ; [I!Lviden] ; ["CODS" ; tnat! ; "liSt"] ] ] i

(* ————— Appel de la fonction "test_ specification" -—————-- *)
let init=rappel Rc Ri

in

test_specification (Rc,Ri,Const,Fonc_a_tester,Fonc_complet, false);;

>>> TEST DE COMPLETUDE D'UNE SPECIFICATION <LK

>>> Rappel des regles introduites <<X

>>> Regles inconditionnelles <<<

{Inf(Zero,x1) —> True }
{Inf(Succ(xl),Zero) ——> False }
{Inf({Succ(xl),Succ(x2)) —> Inf(xl,x2) }
{Insert(xl,Lvide) ——> Cons(xl,Lvide) }
{Ordered(Insert(xl,x2)) —> Ordered(x2) }

>>> Tapez Return pour continuer <<«

>>> Regles conditionnelles <<<

{ (Inf(xl,x2)=True) ==> Insert(xl,Cons(x2,x3)) ——> Cons(xl,Cons(x2,x3)) }

»>>> Tapez Return pour continuer <<<

>>> Affichage de l'arbre de motif de Insert <<X

Insert(xl,x2)
Insert(xl,Lvide) ok
Insert(xl,Cons(x3,x4)) non ok
(Inf(x1l,x3)=True)::Cons(xl,Cons(x3,x4))
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>>> Tapez Return pour continuer <<«

>>> La specification peut etre incomplete <<{

>>> Je pense qu'il manque des regles de la forme suivante <<{
{ Not ( (Inf(xl,x3)=True) ) ==> Insert(xl,Cons(x3,x4))—> ...}

Voulez-vous avoir une simplification des preconditions
pour les regles conditionnelles <O/N> :0

{(Inf(x1,x%x3)=False) ==> Insert(xl,Cons(x3,x4)) ——>’... }
Voulez—vous continuer le test <O/N> :0
Est-ce que vous pensez qu'il est utile d'ajouter des regles °?
Reponse <O/N> :0

>>> Ajout de regles <K

Les regles doivent etre introduites de la maniere suivante :

** Les regles inconditionnelles : g->d
** Les regles conditionnelles : ((u0=v0)&(ul=vl)&...)=>g—>d

Ajout de regles inconditionnelles <O/N> : N

Ajout de regles conditionnelles {O/N> : O

** (Inf(x,y)=False)=>Insert(x,Cons({y,u))->Cons(y,Insert(x,u))
Autres Regles <O/N> :N

>>> Affichage de l'arbre de motif de Insert <<X

Insert(xl,x2)
Insert(xl,Lvide) ok
Insert(xl,Cons(x3,x4)) ok
(Inf(x1,x3)=True)::Cons(xl,Cons(x3,x4))
(Inf(x1,x3)=False)::Cons(x3,Insert(xl,x4))

>>> Tapez Return pour continuer <<<

>>> La specification est complete <L

Consultation de la liste definitives des regles <O/N> : O
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>>> Consultation des regles inconditionnelles <<

{Inf(Zero,x1) —> True }
{Inf(Succ(xl),Zero) —-> False }
{Inf(Succ(xl),Succ(x2)) ——> Inf(xl,x2) }
{Insert(xl,Lvide) ——> Cons(xl,Lvide) }
{Ordered(Insert(xl,x2)) ——> Ordered(x2) }

>>> Tapez Return pour continuer <<X

>>> Consultation des regles conditionnelles <<X

{ (Inf(x1,x2)=True) ==> Insert(xl,Cons(x2,x3)) ——> Cons(xl,Cons(x2,x3)) }
{ (Inf(x1,x2)=False) ==> Insert(xl,Cons(x2,x3)) ——> Cons(x2,Insert(xl,x3)) }

>>> Tapez Return pour continuer <<X
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3) Exemple qui de'finit l'ope'rateur "f" (voir chapitre 2, page 73). %%

(% ————mmm——— Re gles inconditionnelles *)

(*** 0 > x -> false ***)

let regl=interface YACC<{{Greater(Zero,x)—>False>>;;

(*** Succ(x) > 0 => true ***)

let reg2=interface YACC<{<Greater(Succ(x),Zero)->Trued>>;;

(*** succ(x) > succ(y) —> X > y **¥)

let reg3=interface YACC<<KGreater(Succ(x),Succ(y))->Greater(x,y)>>;;
(*** £(0) => 0 **%*)

let reg4=interface YACCKKF(Zero) —> Zero>>;;

(*** Ri est 1l'ensemble des regles inconditionnelles ***)

let Ri=[regl;req2;reqg3;regd];;

R Re gles conditionnelles *)
(*** X > 0 = true ==> f(X) => 0 **x%)
let regS5=interface YACC<<(Greater(x,Zero)=True)=>F(x)->Zero>>;;

let Rc=[reg5];;

G I —— Fonctions a~ tester *)
(*** F : nat ——> nat ***)

let Fonc_a_ tester=[ ["F";"nat";"nat"] 1;;

(F——— Fonctions supposees Completes *)

let Fonc_complet =[ ["Greater";"nat";"nat";"bool"] 1;;

(* ————— Constructeurs ")

(***
Pour le type nat on a les Constructeurs suivants :

— Zero : ——> nat

— Succ : nat —> nat
-k-k*)

let Const=[ [{"nat"];["Zero"];["Succ";"nat"]] 1:;
(* ——————— Appel de la fonction "test specification" ———————- *)
let init=rappel Rc Ri

in
test specification (Rc,Ri,Const,Fonc_a_tester,Fonc_complet, false);;
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>>> TEST DE COMPLETUDE D'UNE SPECIFICATION <KL

>>> Rappel des regles introduites <<X

>>> Regles inconditionnelles <<<

{Greater(Zero,x1) —> False }
{Greater(Succ(xl),Zero) ——> True }
{Greater(Succ(xl),Succ(x2)) ——> Greater(xl,x2) 1}
{F(Zero) ——> Zero }

>>> Tapez Return pour continuer <<<

>>> Regles conditionnelles <<X

{ (Greater(x1,Zero)=True) ==> F(xl) —> Zero }

>>> Tapez Return pour continuer <<<

>>> Affichage de l'arbre de motif de F <<X

F(x1)
F(Zero) ok
F(Succ(x2)) ok

>>> Tapez Return pour continuer <«X

>>> La specification est complete <LK

Consultation de la liste definitives des regles <O/N> : O

>>> Consultation des regles inconditionnelles <<<

{Greater(Zero,x1l) —> False }
{Greater(Succ(xl),Zero) ——> True }
{Greater(Succ(xl),Succ(x2)) ~-> Greater(xl,x2) }
{F(Zero) —> Zero }
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>>> Tapez Return pour continuer <<«

>>> Consultation des regles conditionnelles <<X

{ (Greater(xl,Zero)=True) ==> F(xl) —> Zero }

>>> Tapez Return pour continuer <<«
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%% 4) listes trie'es avec un ope'rateur boole'en qui teste si la liste est
trie'e ou non (voir chapitre2, page 63). %%

%% Les re gles sont partage'es en deux ensembles : les re gles sans
pre'conditions, et les re gles conditionnelles %%

(* ————————— Re gles inconditionnelles *)
(*** 0 =C¢ X => true ***)

let regl=interface YACC{<Inf(Zero,x)->True’>>;;

(*** succ(x) =< 0 —> false **¥*)

let reg2=interface YACCK<Inf(Succ(x),Zero)—->Falsed>>;;

{(*** succ(x) =< succ(y) —> x = y **%)

let reg3=interface YACC<KInf(Succ(x),Succ(y))->Inf(x,y)>>;;
(*** ordered([]) —> true ***)

let reg4=interface YACC<<KOrdered(Lvide)—->True>>;;

(*** ordered(cons(x,[])) —> true ***)

let regS5=interface YACCK<Ordered(Cons(x,Lvide))—->Trued>>;;
(*** Ri est l'ensemble des regles inconditionnelles **%*)

let Ri=[regl;reg2;reg3;reg4;regs};;

A Re gles conditionnelles - *)
(*** X =¢ y = true ==> ordered(cons(x,cons(y,u))) —> ordered(cons(y,u)) **%*)

let regé6=interface YACCK<(Inf(x,y)=True)=>Ordered(Cons(x,Cons(y,u)))->
Ordered(cons(y,u))>>;;

(*** x ={ y = false ==> ordered(cons(x,cons(y,u))) —> false **%*)

let reg7=interface_ YACCK<(Inf(x,y)=False)=>Ordered(Cons(x,Cons(y,u)))—>
False>>;;

let Rc={[reg6;reg7];:

(* —————————— Fonctions a tester *)
(*** Ordered : list ——> bool #**x*)

let Fonc_a_tester=[ ["Ordered";"list";"bool"l ];;

G Fonctions supposees Completes *)

let Fonc_complet =[ ["Inf";"nat";"nat";"bool"] 1;;

(* —————— Constructeurs *)

(***
Pour le type nat on a les Constructeurs suivants :
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- Zero : ——> nat
- Succ : nat ——> nat
***)

(-k**
Pour le type list on a les Constructeurs suivants :

- Lvide : —-> list

~ Cons : nat * list —> 1list
***)

let Const=[ [["nat"];["Zero"];["Succ";"nat"]] ;
[["list"];["Lvide"];["Cons";"nat";"list"]] 1;;

(% —————————— Appel de la fonction "test specification" -—————- *)

let init=rappel Rc Ri

in

test_specification (Rc,Ri,Const,Fonc_a_tester,Fonc_complet, false);;
%% Le test de convertibilite' se de'roule de la manie re suivante : %%

>>> Rappel des regles introduites <<X

>>> Regles inconditionnelles <<X

{Inf(Zero,x1) —--> True }
[Inf(Succ(xl),Zero) —-> False }
{Inf(Succ(xl),Succ(x2)) —> Inf(xl,x2) }
{Ordered(lvide) ——> True }
{Ordered(Cons(x1,Lvide)) ——> True }

>>> Tapez Return pour continuer <<<

>>> Regles conditionnelles <<X

{ (Inf(x1l,x2)=True) ==> Ordered(Cons(xl,Cons(x2,x3))) ——>

Ordered(cons(x2,x3)) }
{ (Inf(xl,x2)=False) ==> Ordered(Cons(xl,Cons(x2,x3))) ——> False }

>>> Tapez Return pour continuer <<<

>>> Affichage de 1l'arbre de motif de Ordered <K<K

Ordered(x1)
Ordered(Lvide) ok
Ordered(Cons(x2,x3))
Ordered(Cons(x2,Lvide)) ok
Ordered(Cons(x2,Cons(x1,x4))) ok
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(Inf(x2,x1)=True): :0rdered(cons(xl,x4))
(Inf(x2,x1)=False)::False

>>> Tapez Return pour continuer <<X

>>> ILa specification est complete <K

Consultation de la liste definitives des regles <O/N> :0

>>> Consultation des regles inconditionnelles <<X

{Inf(Zero,x1) —> True }
{Inf(Succ(xl),Zero) ——> False }
{Inf(Succ(xl),Succ(x2)) ——> Inf(xl,x2) }
{Ordered(Lvide) —--> True }
{Ordered(Cons(x1l,Lvide)) ——> True }

>>> Tapez Return pour continuer <<<

>>> Consultation des regles conditionnelles <<<

{ (Inf(x1,x2)=True) ==> Ordered(Cons(xl,Cons(x2,x3))) —>
Ordered(cons(x2,x3)) }
[ (Inf(x1l,x2)=False) ==> Ordered(Cons(xl,Cons(x2,x3))) ——> False }

>>> Tapez Return pour continuer <<X
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